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MATEMAATIKA-
OLdmPIAADI
VABA-
RIIKLIKUST
VOORUST

EVI MITT,
TRU matemaatika dpetamise
kateedri dotsendi ki.

1976/77. oppeaasta koolinoorte tippistea-
duste oliimpiaad on lopule joudnud ja
parimate téppisteadlaste nimedki teata-
vaks saanud. Kiéesolevas analiiiisime
tédppisteaduste oliimpiaadi kolmanda,
vabariikliku vooru matemaatika iilesan-
nete lahendatust ja lahendustes tehtud
titpilisi vigu.

Kodige paremini lahendati 8. klassi
ulesandeid. Esikohale tulnu punktide arv
(47) oli koige ldhedasem maksimaalsele
(50). 1ga Opilane saavutas keskmiselt 23
punkti, 11. klassi esikoha omanikud (2
opilast) saavutasid 40 punkti. Punktide
keskmine arv oOpilase kohta oli ka siin
23. Koige raskemateks osutusid aga 10.
klassi tlilesanded. Esikoht saavutati siin
26 punktiga, punktide keskmine arv
opilase kohta oli vaid 14.

Analiitisides iilesannete lahendust
ilmneb, et koige raskemateks osutusid

geomeetria iilesanded. Need holmavad
409% iilesannete koguarvust, nende la-
hendustele langeb aga vaid 16% kogu-
tud punktidest. Vordluseks olgu esitatud
samad néitajad ka algebra iilesannete
kohta, mis on vastavalt 35% ja 49%.
Geomeetria iilesannete lahenduste eest
saadud punktide kaalutud keskmine on
2,2, algebra iilesannete eest on see aga
54 (iga iilesande oOige lahendus andis 10
punkti). Kdige suurem punktide kesk-
mine iihe iilesande kohta on 8,4, koige
vidiksem aga 0,5. Ulejddnud 5 lilesannet
ei moodusta terviklikku ainevaldkonda,
seetdttu ei saa iildistusi teha. Nende hul-
gas oli tllesandeid arvude jaguvusest,
jadadest ning loogilise arutelu abil la-
henduvaid iilesandeid.

Jiargnevalt anname raskemateks osu-
tunud geomeetria iilesannete lahendus-
ideed ning selgitame tiiiipilisemaid vigu
esitatud lahendustes. Iga iilesande teksti
16pus on sulgudes selle lahendamise eest
saadud punktide keskmine; tdrn iilesan-
de teksti numbri juures aga niitab, et
see on voetud tédppisteaduste ollimpiaadi
ileliidulise komisjoni poolt soovitatud
lilesannete hulgast. Ulesandeid tdhistame
klassi numbriga, mille indeks néitab
llesande jarjekorranumbrit.

8;. Kolmnurgas OM,X; on A;X;=0P;=R
kui vordsetele haaradele tommatud kor-
gused (vt. joon. 1). Ka diameetri piken-
duse mis tahes punkti M korral tekib
vordhaarne kolmnurk OMZX, milles tihe-
le vordsetest haaradest MX, mis asub
ringjoont puudutaval kiirel, tommatud
korgus on alati vordne ringjoone raa-
diusega. Seega asuvad koik punktid X
antud ringjoone diameetrist raadiuse

kaugusel, s. t. sirgel CD, mis on paral-

leelne sirgega AB. Ulesande tingimuste

kohaselt on X=[C; E [U] E; D].
Vaadeldava

lahendamisel
Joonis 1

iilesande
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moned oOpilased ei vaevunud analiitsi
16puni viima ja kiirustasid vastuse esi-
tamisega. Niipea, kui selgus, et konst-
rueeritavad punktid X asuvad antud
poolringjoone diameetriga paralleelsel
sirgel, esitatigi saadud tulemus vastuse-
na. Seega pakuti vastuseks kas kogu
sirget CD voi 16iku CD voi punktihulka
[A; E [U] E; B]. Kiillalt paljud (27%) ei
olnud aga iilesandest iildse aru saanud

ja juba joonis oli vale.
Joonis 2

G

B
" €

9s5. Kolmnurkade BEO ja ABO sarnasu-
sest jdreldub, et BO=23x, kui EO=x (vt.
joon. 2). Et kolmnurkadel BCO ja ABO
on tiihine alus BO, vastavad korgused
aga suhtuvad nagu 2:1, siis Spco:Saso=
=2:1, Leiame veel, et Sapo:Speo=3:1 ja
Spco:Ssro=6:1. Et kolmnurkadel BCO
ja BEO on iihine korgus, siis on jareli-
kult nende aluste suhe OC:OE=6:1. See-
ga seesmise vordkiilgse kolmnurga KLO
kilg KO = 6x — 3x=3x. Jérelikult on
kolmnurk ALO vordhaarne, tema alus-
nurk a=(180° — 120°):2=30° Siit saame,
et £LAOC=30°4-60°=90°, mida oligi tar-
vis toestada.

Tiiipiline viga vaadeldava iilesande
lahendustes tulenes geomeetria pohito-
dede mittetundmisest. Et wvordkiilgses
kolmnurgas oli kiilg jaotatud kolmeks
vordseks osaks, siis arvati selle kiilje vas-
tasnurkki jaotuvat kolmeks vordseks
osaks (aluse jaotuspunkte ja vastastippu
iihendavate 16ikude poolt).

10;. Ulesande tingimuste kohaselt peab
kuubi igal serval olema vidhemalt tiks
hulktahuka tipp (vt. joon. 3). See téhen-
dab, et kuubi tippude juurest voib &ra
loigata tetraeedrid, kusjuures iihe serva
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juurest #raldigatud tetraeedrite korgus-
te summa on iilimalt vordne kuubi ser-
vaga. Uhegi tetraeedri pohja pindala ei
s

saa iiletada kuubi tahu pindalast.

Joonis 3

Seega kuubi iihe serva juures olevate
tetraeedrite ruumalade summa ei iileta
suurust '/ ning koigi tetraeedrite ruum-

alade summa Ve £ % N

Jérelikult on kuubis antud hulktahuka

ruumala Vi 31

Vaadeldud iilesande lahendasid oigesti
vaid kolm opilast. Ule poole opilastest ei
osanud lilesande lahendamisele iildse
asudagi. Ilmselt ehmatas ililesanne oma
uudsusega ega hakatud proovimagi.
104. Kasutades teoreemi ringjoone puu-
tujast ja loikajast ning Eukleidese teo-
reemi, on lilesande lahendus liihidalt
jdrgmine.

Et BS?=AB-BD jo DO=MO-MD = VR(R —2r)-r-
siis BS®=2R(R + R(R—2r) ~r) =(R+VF R(R=2r)2

ehk BS=R+VR(R-2r). Et BM=BO+OM=R+VR(R- 2r)
siis BS=BM (vt.joon. &) '

Joonis 4
S,
Q‘
MD 0



Pahilised raskused selle iilesande la-
hendamisel tulenesid asjaolust, et joo-
nist ei tdiendatud otstarbekalt, ei seos-
tatud ringjoont antud punktiga B. Pal-
jud opilased tegid jireldusi joonise poh-
jal ja kirjutasid vilja nidivaid (olema-
tuid) seoseid. Sarnastena nidivate kolm-
nurkade sarnasust ei piiiitudki toestada.
Lubamatu on oliimpiaadist osavétva 10.
klassi Opilase viide, et kaks tdisnurkset
kolmnurka on vérdsed, kui neil on iihine
hiipotenuus. Taunitav on ka teoreemi
téestamine, mille kéigus kasutatakse
toestatavat viidet ja 16puks joutakse
sellesama viiteni. Leidus isegi kaks &pi-
last, kellel pole selge maiste «sisseku-
jundatud ringjoons».

Joonis 5

c

]

11;. Selle iilesande lahendamises on
kaks etappi. Esiteks tuleb leida vaadel-
dava jada iildliikme avaldis. Osutub, et

BD,=b cosg- . cos-ﬁ- *<ee *COB % (vt joon.5).

Teine, raskem etapp on selle jada piir-
véadrtuse leidmine. Kasutades kunstlikku
votet — korrutades ja jagades jada iild-
liiget avaldisega 2ngin A
2n
— saab jada {ildliikme teisendada ku-
jule
bsin B_,
n._.-
2 sur?§;

Seejirel leiame, et

liem bsinf - bsinA lim gn
n‘-OOO 2“Sin-££“ Ve neoo §i JQE'-‘
__bsinp

g

=)
n

Arvutades B ja sin f§ ning tehes asendu-
sed, saame otsitavaks piirvaiartuseks

avaldise
aV4b?—a?

4bau~csm—2¢|;
Mitmed opilased oletasid (kontrolli-
mata), et uuritav jada on geomeetriline
progressioon. Teine riihm lahendajatest
aga niitas, et vaadeldava jada saamise
protsessis iga jdrgmise kolmnurga nurk
tipu B juures muutub 2 korda vdiikse-
maks, jédrelikult lidheneb 0-le. Et tege-
mist on vordhaarsete kolmnurkadega,
siis alusnurga suurus ldheneb 90°-le. Siit
tehti jareldus, et korguste jada piirvéér-
tuseks on 16ik BD, ldhtekolmnurga haa-
ral AB, kus D, on punktist D, haarale
AB tommatud ristldigu aluspunkt. Tege-
likult selline arutelu maéadrab kindlaks
vaid piirprotsessis tekkiva kolmnurga
kuju, mitte aga selle haara pikkuse.
Koigi tilesannete hulgas oli kolm sel-
list, mille lahendamise eest ei saanud
keegi 10 punkti. Tutvume ka nende iiles-
annete lahendustega.

9: Et
R aa 1 an .
o,=1>0 ja L ¥ an 2 2 *SiSan. > Ay

Seega on vaadeldav jada kasvav. Tuleb
veel niidata, et sellel jadal puudub piir-
vadrtus. Oletame, et vaadeldaval jadal
on piirvéértus, s. t.

lirn an=A Siis m °n+1'='%+ \’%g-o-i,

e oo N+

Et tegemist on sama jadaga, siis peaks
olema ka

lim o,,,=A. Etagoé‘l- Vv ‘%3*'%‘) A.
nsco

siis jarelikult vaadeldaval jadal
vaéartus puudub. Et jada

{on}
on kasvav ja piirvédartust ei oma, siis on
ta tokestamata.
Vead vaadeldud iilesande lahendustes
on pohiliselt kahte tiilipi. Toestatakse, et
jada on kasvav ja sellest tehakse kohe

piir-
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jéreldus, et jada ei ole tokestatud. Teine
rithm oOpilasi arvab jada olevat aritmee-
tilise voi geomeetrilise progressiooni (!),
leiab siis progressiooni iildliikme ega
lase ennast héirida isegi sellest, et selli-
selt saadud iildliige erineb antud jada
iildliikmest. Leidub &pilasi, kes siis veel
iilesandele vastuse saamiseks arvutavad
n-lilkme summa ning seejdrel selle
summa piirvidartuse.

10,. Avaldise 4ab -+ 22a -+ 47b jaguvuseks
avaldisega a’ -+ 7b* + 811 on tarvilik, et
4ab + 22a + 47b=>a? + 7b? + 811 ehk
a? — 2(2b -+ 11)a + 7b* —47b 4 811<C0.
Jédrelikult peavad saadud ruutkolmliik-
mel (a suhtes) olema reaalsed nullkohad
a, ja ag

a, ;=(2b+4)* V-3p%+ 94b-690 .

Selleks peab aga olema —3b?--91b—
— 690>=0. Siit 15<<b<<

15361 bE N, siis b=15ja a,=ag=a =41,

Enamik oOpilasi ei osanud iilesandele
lildse ldheneda. Ainult 4 opilast oli ja-
guvuseks vajaliku vorratuse vilja Kkir-
jutanud, kahjuks aga hiljem ruutkolm-
liilkme uurimisel vea teinud.

11:. Selle {ilesande lahendus koordinaa-
tideks on lithidalt jdrgmine. Olgu
M(x, y), A(x), Y1), C(xs, y2), D (x3, ¥3),
B(x4, yi). Oletame vastuviiteliselt, et

AC # DB
ja néitame, et siis ka eeldus ei kehti, s. t.

et MA-MB=MC-MD.
Oletades, et

AC#DB

saame seosed koordinaatides:

kas x,—X, ¥ X& — X3 vOi Y~V F Yp ~ Y3
ehk xg — X4 — X+ X3 0 V0i Yo=Y, ~Ye +Ys % 0.

Avaldades  seose MA-MB=MC-MD
koordinaatides ja riihmitades liikmed x
ja y jérgi, saame vorrandi x(X;—xX;—
— X4+ X3) + y(y2—Y1—Ya+¥3) +C=
=0, kus x ja y kordajad ei ole korraga
nullid. Seega leidub sirge Ax -+ By +
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+C=0 (kus A=X—X —X4+ X3 ja
B=y:— y1 — Yi+vs), mille kdigi punkti-
de (x, y) korral on MA-MB=MC-MD.
Siin ongi vastuolu eeldusega. Seega toe-
poolest, kui MA-MB ja MC-MD ei ole
vordsed, siis AC=DB.

Pohilised eksimised selle iilesande la-
hendustes pole seotud otseselt vektori
moistega, vaid tulenevad teoreemi tGes-
tuse olemuse mittetundmisest. Toesta-
tava teoreemi asemel toestatakse kas
poordteoreem voi vastandteoreem ja jé-
reldatakse sellest teoreemi toesus.

Artikli 16petuseks ja lugeja lohutu-
seks olgu mirgitud, et mitte koik iiles-
anded ei osutunud nii rasketeks. Heaks
néiteks on siin iilesanne 8,, mille lahen-
damise eest sai 23 opilast 30-st 9—10
punkti. Halvemini ei lahendatud ka
iilesannet 113 — oige lahendus oli 27 6pi-
lasel 41-st.

ULESANDED
8. klass

1.* On antud poolringjoon keskpunktiga
0. Igast poolringjoone diameetri piken-
dusel asuvast punktist M tommatakse
kiir, mis puudutab antud ringjoont. Sel-
lele kiirele kantakse 16iguga MO vordne
16ik MX. Millise punktihulga moodusta-
vad selliselt saadud punktid X?

(3,0)
2. Leida neljakohaline arv, kui tema
ddarmiste numbrite ruutude summa on
13, seesmiste numbrite ruutude summa
aga 85. Kui sellest arvust lahutada 1089,
siis saaksime arvu, mis on kirjutatav
samade numbritega, millega otsitav arv-
gi, kuid vastupidises jirjekorras.

(4,0)
3. Tdisnurkse kolmnurga kaatet on 7cm.

Leida kolmnurga iilejddnud Kkiilgede
pikkused, kui need on viljendatavad
tédisarvudena.

(4,0)
4, Praegu olen ma kaks korda nii vana,
kui oli minu vend siis, kui mina olin
sama vana, kui on vend praegu; Kkui
minu vend saab sama vanaks, kui olen
mina praegu, siis saab meie vanuste
summa vordseks 63 aastaga. Kui vana
on kumbki praegu?

(8,4)
5. Lahendada vorrand

2
$+5a=0G-9
35



9. klass

1. Lahendada vorratus

(x2 + x +1)%¢4.
(6,2)

2.* Jada on antud jargmiselt:

{an}

PPN - e

(0,5)
Toestada, et antud jada ei ole tokesta-
tud.
3. Leida kahekohaline arv, mille jagatis
oma numbrite summaga on vordne iihe
kolmandikuga oma numbrite summast.

(6,1)
4. Toestada, et positiivsetest tdisarvu-
dest moodustatud aritmeetilise progres-
siooni koik liikmed ei saa olla algarvud

(d 0).

(5,7)
5.* Punktid D ja E jaotavad vordkiilgse
kolmnurga ABC kiiljed CA ja AB selli-
selt, et AD:DC=BE:EA=1:2; sirged BD
ja CE loikuvad punktis O. Tcestada, et
Z/AOC=90°.

(1,6)

10. klass

1. Loigule AB kui diameetrile on joo-
nestatud poolringjoon, millel on voetud
suvaline punkt S. Punkt D on punktist
S loigule AB tommatud ristloigu alus-
punkt. Ringjoon, mis on joonestatud ko-
verjoonsesse kolmnurka ASD, puudutab
diameetrit AB punktis M. Toestada, et
SB=BM.

(2,5)
2. Kaks autot alustavad sditu samaaeg-
selt linnast A linna B. Molemad soitsid
sama teed erinevate, kuid iihtlaste kii-
rustega. Nende kiiruste vahe on algarv.
Linnade A ja B vaheline kaugus on 100
km. Piérast kahetunnist soitu oli aegla-
semalt sbitva auto kaugus linnast A viis
korda suurem kui suurema kiirusega
soitva auto kaugus linnast B. Millised
on autode keskmised kiirused, kui on
teada, et need on naturaalarvulised?

(5,2)
3. Milliste naturaalarvuliste a ja b kor-
ral avaldis 4ab - 22a 4 47b jagub aval-
disega a? + 7b? 4 811?

(0,8)
4.* Kuubis serva pikkusega 1 asub ku-
mer hulktahukas selliselt, et tema pro-
jektsioonid kuubi koikidele tahkudele

langevad {iihte vastavate tahkudega.
Toestada, et sellise hulktahuka ruumala
pole vidiksem kui /3.

(1,3)
5. Toestada, et iga kolmnurga kiilgede
a, b ja ¢ korral kehtib vorratus
a(b—c)? + b(c—a)* + c(a—b)? + 4abe>
>a’+4-bs + .

(4,2)
11. klass
1. Lahendada vdrratus
x2-109; ::-log.x"_% >0
(7,6)

2.* Punktid A, B, C ja D asuvad tasan-
dil selliselt, et tasandi iga punkti M kor-
ral skalaarkorrutised

MA- MB ja MC-MD
pole vordsed. Toestada, et
AC=DE.

(1,4)
3. Toas on teatud hulk mehi, kes koik
on ldhedased sugulased, kusjuures su-
gulussidemetes ollakse ainult kohaloli-
jate kaudu. Kahel mehel neist on kohal-
olijate hulgas pojapoegi, kolmel poegi,
neljal isasid ja kolmel on wvanaisasid.
Mitmel mehel on selles toas vendi?

(8,0)
4. Vordhaarses kolmnurgas ABC on
AB=CB. Haarale AB on kantud 16ik
BE,, mis on vordne korgusega BD;. Saa-
dud vordhaarse kolmnurga BD,E; haa-
rale kantakse 16ik BE,, mis on vordne
kolmnurga BD)E; koérgusega BD. jne.
Leida korguste BDi, BD,,... jada piir-
védrtus, kui AC=a ja AB=Db.

(3,8)

5.* Toestada, et arvude 1p; 2P; 3P,...,
(p—1)? jagamisel p*-ga tekkinud jaa-
kide summa on (p°—p?:2, kui p on
kahest suurem algarv.

(2,0)
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