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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta: 1248-12:48=...........

2. Leia vdhim naturaalarv a, mille numbrite summa on 20 ning mille korral
arv a + 7 jagub arvuga 5.

3. Leiaarv a+2b—-3c, kui arv a on 2 vorra vidiksem arvust b ja 3 vorra viiksem
arvust c.

4. Reas on kolm korvi, milles on kokku 50 6una. Kahes vasakpoolseimas korvis
on kokku 40 6una ja kahes parempoolseimas kokku 30 duna. Mitu 6una on
kahes ddrmises korvis kokku?



10.

Nelinurga ABCD kiilgede AD, DC ja CB pikkused on D

vordsed ning nurkade ADC ja DCB suurused on vas- C
tavalt 100° ja 110°. Leia nelinurga ABCD diagonaalide
vahelise teravnurga suurus.

. Punkt E ristkiiliku ABCD kiiljel BC valitakse nii, et ne- 4 D

linurga ABED pindala on 7 korda suurem kolmnurga
ECD pindalast. Mitu korda on 16igu BE pikkus suurem

16igu EC pikkusest?

Mitu erinevat voimalust on arvus 2023 ithe numbri asendamiseks mone tei-
se numbriga nii, et saadud arv jaguks arvuga 3?

On kahe pikkusega tikke: liihikesed ja pikad. Kuuestli- ~ ,—————
hikesest ja kolmest pikast tikust moodustatakse jooni-
sel olev roopkiilik. Leia roopkiiliku imbermaét, kui pi-

ka tiku pikkus on 7 cm.

Joonisel on antud {iileni hallidest ja valgetest kuubi-

kutest moodustatud kujundi pealtvaade. Uhe kuu- D D D D D D
biku saab kujundist dra votta, kui tema vdhemalt 3 D D D D D D
tahku on ndhtavad. Koigi kuubikute alumised tahud asuvad iihel ja samal ta-
sapinnal ning ei ole ndhtavad. Milline on vdhim arv valgeid kuubikuid, mis
tuleb dra votta selleks, et saaks dra votta koik hallid kuubikud?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

. 7-88+8-77
1. Esita taandumatu murruna: ————— = ...........
77-88

2. Leia arvust 80 vidiksem naturaalarv, millega arv 80 jagub, aga arv 120 ei jagu.

4. Annil on 3 korda rohkem komme kui Bennol. Bennol on 8 kommi vihem kui
Annil. Mitu kommi on Annil ja Bennol kokku?

5. Kolmest jérjestikusest naturaalarvust keskmine annab arvuga 9 jagamisel
jaagi 2. Millise jadagi annab nende kolme arvu korrutis jagamisel arvuga 9?



10.

. Ruut kiiljepikkusega 6 cm on kiilgedega paralleelsete 16ikudega

Niirinurkse kolmnurga teravnurga poolitaja jaotab selle kolmnurga kaheks
vdiksemaks niirinurkseks kolmnurgaks, mille niirinurkade suurused on vas-
tavalt 130° ja 150°. Leia esialgse niirinurkse kolmnurga viikseima nurga
suurus.

jaotatud 3 vordseks osaks, mis on ruudu kahe diagonaaliga oma- ><
korda jaotatud osadeks. Leia halliks varvitud osa pindala.

Mitu sellist neljakohalist naturaalarvu, mille numbrid on 2, 0, 2 ja 3 mingis
jarjekorras, saab moodustada?

Traat pikkusega 12 cm 16igati 12 jupiks. Neist moodustati
neljaks vdiksemaks ristkiilikuks jaotatud suur ristkiilik. Leia
suure ristkiiliku imbermaoaot.

Joonisel on antud iileni hallidest ja valgetest kuubikutest

moodustatud kujundi pealtvaade. Uhe kuubiku saab ku- %%%%%
jundist dra votta, kui tema vdhemalt 3 tahku on ndhtavad.

Kéigi kuubikute alumised tahud asuvad iihel ja samal ta- DDDDD
sapinnal ning ei ole ndhtavad. Milline on vdhim arv valgeid kuubikuid, mis
tuleb dra votta selleks, et saaks dra votta koik hallid kuubikud?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta: 1236:(12+36) - (12—-36) = ...........

2. Leia vdhim naturaalarv n, mille korral arv 97n + 8 jagub arvuga 10.

3. Teadaon, et a = 2b ja 3b = 4c, kus a, b ja ¢ on nullist erinevad arvud. Leia

a+b
arv

4. Kolme lauamingu A, B ja C hindade kohta on teada, et mdngud B ja C mak-
savad kokku 50 eurot rohkem kui médng A ning méngud A ja B maksavad
kokku 60 eurot rohkem kui méng C. Kui palju maksab méng B?

5. Kolm erinevat naturaalarvu a, b ja ¢ annavad koik arvuga 9 jagamisel jaa-
gi 4. Millise jadgi annab korrutis abc jagamisel arvuga 9?



10.

Kui palju on arvust 2023 suuremaid neljakohalisi arve, mille numbrite sum-
ma on 7 ja milles on tdpselt kaks numbrit 2?

Sirged a ja b on paralleelsed, 16igud CB ja AB
on vordse pikkusega. Joonisel mérgitud nurkade

A
a
suuruste «, § jay summa on 150°. Leia a. - b

Kolmnurga ABC pindala on 16 cm?. Leia halliks

A
varvitud ala pindala, kui AK on kolmnurga ABC
mediaan ja LM on kolmnurga ABC keskloik. M f \ i L
B K C

Ringist diameetritega AB ja CD ja keskpunktiga O on vél-
ja 16igatud sektor BOD. Ringist alles jaidnud osast moo-
dustab halliks vérvitud sektor COA iihe viiendiku. Kui
suure osa moodustab sektor COA esialgsest ringist?

Joonisel on antud iileni hallidest ja"valgetest kuubikutest DDDD
moodustatud kujundi pealtvaade. Uhe kuubiku saab ku-

jundist dra votta, kui tema vihemalt 3 tahku on ndhtavad. DDDD
Koigi kuubikute alumised tahud asuvad {ihel ja samal tasa- D D D D
pinnal ning ei ole ndhtavad. Milline on vdhim arv valgeid DDDD
kuubikuid, mis tuleb dra votta selleks, et saaks dra votta

koik hallid kuubikud?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Leia nii vdhim kui ka suurim neljakohaline naturaalarv, mis jagub iga oma
numbriga ja milles numbrid ei kordu.

2. Nelinurgas ABCD on kiilg AD risti kiilgede- p F C
ga AB ja CD. Kiilgedel AB ja CD valitakse I
vastavalt sellised punktid E ja F, mille korral W
|[EA| = |AD| = |DF|. Nelinurga ABCD diago- ;
naal BD laikab sirget CE punktis K ja sirget A E B

4
EF punktis L. On teada, et nurga BDC suurus moodustab 3 nurga EDF

suurusest ja nurga DCE suurus on 25% vorra suurem nurga BDF suuru-
sest. Leia kolmnurga EKL nurkade suurused.

3. Poes on miitigil 20 erinevat palli. Kdige odavam pall maksab 1 euro ja koige
kallim pall 20 eurot, kusjuures koik pallid on erineva hinnaga ja maksavad
tdisarvu eurosid. Leia koik voimalused jaotada need pallid 6 rithma nii, et
igas rithmas olevate pallide kogumaksumus on sama, kusjuures iihes riih-
mas maksab koige kallim pall 8 eurot, mingis teises rithmas aga 15 eurot.



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Pakis on 600 kaarti. Iga kaart on punane voi sinine. Kaarte hakatakse teise
pakki timber laduma jirjekorras punane, punane, sinine, punane, punane,
sinine, punane, punane, sinine jne. Kui timber on téstetud 385 kaarti, siis ei
saa enam sama varvide jargnevust jatkata. Mitme kaardi imbertostmise ja-
rel katkeks vérvide jargnevus juhul, kui jarjekord oleks olnud punane, sinine,
sinine, punane, sinine, sinine, punane, sinine, sinine jne?

2. Ristkiiliku ABCD pikemal kiiljel CD valitakse punkt E

nii, et | BE| = |AB|. Nurga BAE poolitaja loikab sirgeid A N o B
BE ja CD vastavalt punktides F ja G. Nurga AGC suu- v
rus on 144°, . A

a) Leia kolmnurga AEF nurkade suurused. D e

b) Leia kolmnurga AEF timbermd6t, kui léigu DG pikkus on 8 cm.

3. Arvutiméngus saab igal osalejal olla igal hetkel mingi naturaalarv punkte.
Marko ja Ténu said méngu sisenedes mingi arvu punkte boonuseks. Kui
Marko saanuks boonuseks 2 korda vdhem punkte kui ta tegelikult sai, siis
Tonul olnuks 25 boonuspunkti rohkem kui Markol. Kui aga Marko saanuks
boonuseks 2 korda rohkem punkte kui ta tegelikult sai, siis Tonul olnuks ik-
kagi 1 boonuspunkt rohkem. Mangu I6pus on iihel neist mangijatest punk-
tide arv alguses saadud boonuspunktidest n korda suurem ja teisel n korda
vdiksem, kus n on mingi naturaalarv (molema méngija puhul sama). Leia
koik voimalused, mitu punkti saab mangu 16puks olla Markol ja Tonul kok-
ku, kui on teada, et otsitav arv on suurem kui 100 ja vdiksem kui 200.



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Tdesta, et iga mittenegatiivset tdisarvu on voimalik esitada kujul 2a + b, kus
aja b on mittenegatiivsed tdisarvud, millest kumbki annab arvuga 4 jagades
jaagi 0 voi 1.

2. Tahvlil on tdisarvud -9,-8,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Uhel sammul voib kustutada suvalised kaks tahvlil olevat arvu x ja y ja kir-

jutada asemele iihe arvu xy + 2(x + y + 1). Nii toimitakse, kuni tahvlile jadb
vaid iiks arv. Leia koik voimalused, milline arv voib jadda 16puks tahvlile.

3. Olgu ABC erikiilgne teravnurkne kolmnurk, mille kérgused 16ikuvad punk-
tis H. Toesta, et nurkade ACB ja AHB poolitajad on paralleelsed.

4. Mari ja Jiiri méngivad malelaual méotmetega 8 x 9 jargmist
méngu. Médngu alguses on Mari ratsu malelaua vasakul alu- —3 T
misel nurgaruudul ning Jiiri ratsu paremal iilemisel nurga- A
ruudul. Edasi hakkavad nad kordamd6da tegema oma ratsu- —— e hd
dega malekdike (ratsu saab kiia parajasti nendele ruutudele,

mis asuvad temast horisontaalis iihe ja vertikaalis kahe ruudu vdi horison-
taalis kahe ja vertikaalis {ihe ruudu kaugusel nagu joonisel nédidatud), see-
juures Mari alustab. Jiiri voidab, kui mélema méngija ratsud satuvad korra-
ga iihele ja samale ruudule (iiksk6ik kumma méngija kdigu tulemusel). Kas
Jiiril on voimalik tagada voit sdltumata Mari vastumangust?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Sportlane ujub piki joge iihest sillast teiseni péarivoolu 10 minutit, tagasi aga
50 minutit. M6lemal korral ujub ta vee suhtes sama kiirusega. Mitu protsenti
on sportlase kiirus vee suhtes suurem kui joe voolu kiirus?

. Paulil on 48 miinti rohkem kui Liisal. Kui Liisa annaks Paulile teatud arvu

oma miinte, siis nende kides olevate miuintide arvud erineksid 3 korda. Kui
aga hoopis Paul annaks Liisale sama arvu oma miinte, siis nende kdes oleva-
te miintide arvud erineksid 2 korda. Leia koik voimalused, mitu miinti saab
olla Liisal.

Muutujate x ja y vddrtused on sellised naturaalarvud, et avaldise 20x + 23y
vadrtus on 2023. Leia summa x + y suurim ja vihim voimalik vadrtus.

Tahvlile kirjutatakse 11 erinevat positiivset tdisarvu. Neist kuue suurema ar-
vu summa on 3 korda suurem nelja vdiksema arvu summast. Leia vdhim
voimalik koigi tahvlile kirjutatud arvude summa.

Koolnelinurga ABCD kiiljel BC valitakse punkt E. Olgu F selline punkt, et
ACFE on roopkiilik. Olgu L sirgete AD ja EF 16ikepunkt. Toesta, et punktid
B, D, E ja L asuvad iihel ringjoonel.

Rivis seisab 2023 erineva pikkusega inimest. Nimetame inimest huvitavaks,
kui ta on kas rivis seisvate inimeste seas lithim voi pikim voi on rivis temast
liihemaid ja pikemaid inimesi ithepalju. Kas voib kindlalt viita, et rivi keskel
paiknev inimene on huvitav, kui

a) tihegi 1013 jdrjestikuse inimese seas pole lithim iiks ddrmistest?

b) iga 1013 jarjestikuse inimese seas on lithim {iks ddrmistest?

c) iga 1013 jarjestikuse inimese seas on nii lithim kui ka pikim tiks ddrmis-

test?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Risttahukas modtmetega 6 x 8 x 10 pannakse kokku 480 tihikkuubist. Mitmel
erineval viisil on voimalik selles valida kaks iihise tahuga tihikkuupi?

Ma motlesin ithe positiivse reaalarvu. Kui ma tostsin selle arvu kuupi, siis ma
sain sama tulemuse nagu siis, kui ma kolmveerandile moeldud arvust liitsin
moeldud arvu ruudu. Leia koik voimalused, millise arvu ma voisin moéelda.

Pool 6una kaalub 50 g vorra rohkem kui kolmandik pirni. Pool pirni kaa-
lub 120 g vorra rohkem kui kolmandik ploomi. Oun, pirn ja mingi positiivne
téisarv ploome kaaluvad kokku tépselt 1 kg. Kui palju kaalub ploom, kui on
teada, et iga ploomi mass on iiks ja sama tdisarv gramme?

Toesta, et mistahes reaalarvude x ja y korral

x2+4>(x—y)(y+2).

Koolkuusnurgas ABCDEF kehtivad vordused |FA| = |AB| ja |[CD| = |DE]|
ning vorratus |BC| < |EF|. Diagonaalid BF ja CE loikavad diagonaali AD
vastavalt punktides K ja L, diagonaalide BF ja CE pikendused aga l6ikuvad
punktis M. Toesta, et kolmnurk KLM on vordhaarne.

. Arturil ja Karlil on algul kahe peale kokku 240 miinti. Peetril ainsana kol-

mest poisist miinte ei ole. Uhe kiiguga annab kumbki kahest poisist, kel-
lel on kummalgi rohkem miinte kui kolmandal, viimasele tipselt poole oma
miintidest. Pdrast neljandat kédiku on Karlil niisama palju miinte kui alguses.
Mitu miinti on alguses Arturil?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Kui kauba algset hinda vihendada 4a protsendi vorra, siis kauba hind va-
heneb 20 euro vorra. Kui uut hinda suurendada 5a protsendi vorra, siis see
touseb 23 euro vorra. Leia kauba esialgne hind.

. Kas leiduvad sellised kaks reaalarvu, mille vahe on 40 ning aritmeetilise ja

geomeetrilise keskmise vahe on 8?

. Positiivsed tdisarvud n ja m on sellised, et v/n+v/m onratsionaalarv. Toes-

ta, et n ja m on tdisarvude ruudud.

. Peres on 7 last. Iga laps sai jouludeks kommipaki. Kui lapsed oma kommid

iile lugesid, selgus, et igaiiks oli saanud erineva arvu komme, ko6igil kokku oli
aga tidpselt 100 kommi. Toesta, et leidub 3 last, kes said kokku vdhemalt 50
kommi.

Vordkiilgse kolmnurga igale kiiljele kui diameetrile joonestatakse ringjoon.
Leia koigi ringjoonte sisse jddva ala pindala, kui kolmnurga kiiljepikkus
on a.

Olgu n positiivne tdisarv. Jiiri ja Mari méngivad arvteljel jargmist méangu.
Kummalgi méngijal on nupp, mis on algul nullpunktis. Oma kéigul sooritab
maéngija vabal valikul iihe jargnevast kahest tegevusest:

1) liigutab enda nupu tihe iihiku vérra positiivses voi negatiivses suunas;

2) tostab vastase nupu iile enda nupu teisele poole niisama kaugele (kui
maingija nupp on punktis a ning vastase nupp on enne kdiku punktis b,
siis pdrast kdiku on vastase nupp punktis 2a — b).

Méngijad sooritavad vaheldumisi kumbki » kdiku, alustab Jiiri. Voidab see
mangija, kelle nupp on méngu l6puks nullpunktist kaugemal. Kumb méngi-
ja saab voita vastase iga vastuméangu korral, kui vordse kauguse puhul null-
punktist voidab:

a) Mari;

b) Jiiri?



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 7 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.

Ha smom aucmrke Hanucamse moasbko omeemut, 0Jisk peuleHus,

MOIHCHO UCNOAB308AMb OONOIHUMELbHYI0 OyMazy.

Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.

BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIE MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

Boruucautk: 1248 -12:48 = ...........

HaiiTi HauMeHbIIee HAaTypaJbHOE YUCJIO @, CyMMa (P KoToporo pasHa 20
U IIpU KOTOPOM YUCJIO @ + 7 IeJIUTCSA Ha YUCJTIO0 5.

Haiitu yncio a+ 2b — 3¢, ecyiv 4MciI0 @ Ha 2 MeHbllIe yrc/ia b 1 Ha 3 MeHbIIe
4ypcsa C.

B pAx cToAT Tpu KOP3UHBI, B KOTOPBIX Bcero 50 s6/10K. B 1ByX cTosAmux Jse-
Bee Kop3uHax Bcero 40 s16JI0K, a B IBYX CTOSIIIUX IIpaBee KOp3uHax Bcero 30
s16/10K. CKOJIBKO BCETO sI0JIOK B IByX KPAaWHUX KOP3UHAX?



10.

B gersipexyrosbauke ABCD pmiunbl cropod AD, DC u D

CB paBHBI Mesk 1y co00#, a BemanHb! yriioB ADC u DCB C
paBHsIOTCA cooTBeTcTBeHHO 100° 1 110° . Haiitn Besindm-
HY OCTPOTO yIIa MEKY JUAroHaIsIMU YeThIPEXYTOIbHH-

ka ABCD. A
B
Ha cropone BC npsmoyrosbnuka ABCD BbiOpaHa TO4- 4 D
Ka E Tak, 4To momians yeTbipexyroiibHuka ABED B 7 pa3
Ooublre Tromanu Tpeyrosbauka ECD. Bo CKOBKO pas
niHa oTpe3ka BE Gogbire ayinHbl oTpe3ka EC? B c
E

CKOJIBKO BCET0 Pa3/IMYHbIX BO3MOYKHOCTEN /17151 3aMeHbI B uncye 2023 ogHoi
nudpbl Ha IPYTyIO TaK, YTOOBI IOJIyYeHHOE YU CIIO AeTUI0Ch Ha YUCI0 3?2

VIMeIOTCST CHUYKHY ABYX JJINH: KOPOTKHE U JJINHHBbIE. I3 ~  ,—————
[IeCTY KOPOTKUX U TPEX IJINHHBIX CIITY€EK COCTABUJIN I10-

Kas3aHHBIA Ha PUCYHKe MapaJsuiesiorpamMmm. Haiitu nepu-

MET 3TOTO IapaJijieJIorpaMMa, eCJIH IJIMHA ONHOM IyInH-  £—

HOH CIIMYKY paBHA 7 CM.

Ha pucyHKe 1okasaH BHJ CBEPXY TeJjia, 00pa3oBaH- DDDDDD
HOTO U3 CEPBIX (BCE TpaHU cephIe) U OesIbIX (BCe TpaHu

Oesible) kyOukoB. KyOukm m3 Tesa MOYKHO 3a0Uparh DDDDDD
110 OJJHOMY, HO TOJIBKO TOT/Ia, KOI/Ia ¥ 3a6upaeMoro KyOMKa BUIHBI XOT ObI 3
ero rpanu. HuskHIe rpaHy BceX KYOUKOB JIesKaT Ha OTHOH M TOM YKe IVIOCKOCTH,
¥ OHM He BUIHBI. HaliTh HanMeHbIIlee KOJNYECTBO OeIbIX KYOUKOB, KOTOpPEIE
Heo0XoauMo 3a0parh U3 TeJa JJIsi TOTO, YTOOBI MOKHO OBLJIO 3a0paTh U3 HETO
BCe cepble KyOUKH.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 8 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.

Ha amom aucmrke Hanucams moJjbko 0meenivl, ons peuiteHus

MOIHCHO UCNOTIb308AINb 60n0ﬂHumeJleyIO 5yMﬂ2y.

Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.

BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE Mmamepuaisl Ui 31eKmpoHHble npuﬁopbt

He pa3peuleHbl.

7-88+8-77
IIpeacTaBUTh B BUJe HECOKPATUMOH APOOH: ——————— = ...........
77 -88

HaiiTy HarypasabHOe 4mcJIo, KOTOpoe caMo MeHbIle uncia 80 u Ha KOTopoe
yucJjo 80 geanTcs, a yncio 120 He neJuTCs.

HaiiTy 4ucyo X, ecu AeficTByeT paBeHCTBO ax — 8b = bx —8a,tne au b
pasJIMYHbIE YUCIA.

YV Anu koHeT B 3 pasa 60bl11e, uem y Bacu. Y Bacu Ha 8 KOH(ET MeHbIIIe, YeM
y Anu. CkoJsibKo koHbeT y AHU U Bacu BMecTe?

CpenHee U3 Tpex Moc/IeI0BaTeIbHBIX HATypaIbHBIX YHCeJI 1aeT IPH JeJIeHUN
Ha yucyo 9 B ocraTke 2. Kakoe 4nc/I0 B OCTaTKe JacT IPOU3Be/leHre 9THUX sKe
Tpex YKceJI IPHU JeJIeHUU Ha YUCJI0 97?



10.

BuccekTprca ocTporo ymia TyHOyroJbHOTO TPEYTOJIbHUKA JIeJIUT 9TOT Tpe-
YTOJIBHUK Ha JIBa MEHBIIINX TYIIOyTOJbHBIX TPEYTOJbHUKA, BEJIMYUHBI TYIIBIX
YIJIOB KOTOPBIX paBHBI cooTBeTcTBeHHO 130° M 150°. Haiitu BeTMunHy Hau-
MEeHBIIIero yIia U3Ha4yaabHOTO TYIIOYyTOJIbHOTO TPEYroJbHUKA.

KBagpar ¢ JIMHOH CTOPOHBI 6 CM TIOEJINIIN ABYMS apaJlIeTbHbI-
MU CTOPOHAM KBapara OTpe3KaMi Ha 3 paBHbIE YaCcTH. 3aTeM IIpo- ><
BeJI 00e JuaroHas M KBagpara. HaiiTu miomanb mokpaiieHHO! B
cepeIii IBeT (PUTYPHI.

CKOJIBKO BCEro MMeeTCsl pa3/IMYHbIX YeTbIpeX3HaYHbIX HaTypaJIbHbIX YHCeJI,
KOTOpPBIX IM(ppsI 2, 0, 2 1 3 3anucaHbl B KAKOM-TO MTOPSIIKe?

[TpoBoJioky inmrHOM 12 cm paspesanyvHa 12 KycoukoB. U3 Hux |
00pa3oBaJIH O/IeJIEHHBIHN Ha YeTHIPE MEHBIINX IPSIMOYT0JIb-
HUKA 60JIBIION IPSIMOYTOILHUK. HaliTi mepuMeTp 60JIb1II0T0
MIPSIMOYTOJIbHUKA. E—

Ha pucyHKe ITOKas3aH BHJ CBEPXY TeJsia, 00pa30oBaHHOTO U3 DDDDD
CepBIX (BCce IpaHU cephle) U OeJIbIX (BCe rpaHu Oesible) KyOu- DDDDD
KOB. KyOuky 13 Tes1a MOKHO 3a0UpaTh 110 OJHOMY, HO TOJTh-

KO TOT/[a, KOrja y 3abrupaeMoro KyOuKa BHIHBI XOTs1 ObI 3 ero DDDDD
rpasy. HIsKHME rpaHy BceX KyOMKOB Jie)KaT Ha OJHOM U TO¥ Ke IIJIOCKOCTH,
¥ OHM He BUIHBI. HaliTh HauMeHbIllee KOJUYECTBO OeIbIX KYOUKOB, KOTOpPHIE
HeoOX0IUMO 3a0parh U3 TeJjia JJIsl TOr0, YTOOBI MOYKHO OBII0 3a0paTh U3 HETO
BCe cepble KyOUKHU.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 9 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.

Ha smom aucmrke Hanucamse moasbko omeemut, 0Jisk peuleHus,

MOIHCHO UCNOAB308AMb OONOIHUMELbHYI0 OyMazy.

Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.

BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIE MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

Beruucaute: 1236: (12+36) - (12-36) = ...........

HaiiTy HauMeHblIIee HaTypaJbHOE YUCJIO 71, IPU KOTOPOM uucjo 97n + 8 ne-
JmTcA Ha yucyo 10.

W3BectHo,uT0 a = 2bu 3b = 4c,tne a, b v ¢ oTmu4yHbIe OT HYJIs Yucsa. Hafitu
a+b

YHUCJIO

[Ipo ctoumocTs HacTONBHBIX UTP A, B u C u3BecTHO, uTo Urpsl B u C croaT BMe-
cre Ha 50 eBpo GoJIbIlE, YeM Urpa A, a urpel A u B ctosiT BMecTe Ha 60 eBpo
6ouibite, yem urpa C. CKoJIbKO CTOUT urpa B?

Kaskmoe U3 Tpex pas3/IMuHbIX HaTypaabHBIX YUCes d, b ¥ ¢ JaeT Ipu JeJeHun
Ha yncsio 9 B ocrarke 4. Kakoe 41C/T0 B OCTaTKe JACT IPOU3Beienre abc mpu
eJIeHUU Ha YrcJjo 92



10.

CKOJIBKO BCET0 UMEETCSI TAKUX YeThIPeX3HAYHBIX YHCeJI, KayKI0€e N3 KOTOPBIX
Ooutbire yncsia 2023, mmeeT cymMmmy udp 7 ¥ pOBHO IBe NU(PHI 2 B CBOEH 3a-
nucu?

IIpsimble a u b napasnnenbHbl, aorpe3ku CBu AB
UMeIOT paBHYIO inHY. CymMMa BeJIMYMH 0003Ha-
YEeHHBIX HA PUCYHKE yIIoB @, f u ¥ paBHa 150°.
HaiiTi BeJTMYMHY yIjia «.

-

C B
B

A
ﬂ
K C
W3 kpyra c nenrpom O u ¢ tuamerpamu AB u CD BbIpesa-
g cektop BOD. 3akpariieHHbI B cepbiii IiBeT cekTop COA
COCTaBJISIET OJIHY IIATYIO YacTh OT OCTABIIENCSI YaCTH KPY-

ra. Kakyro gactb coctabJsier cekrop COA oT naHadalbHO-
ro Kpyra?

ITiomans Tpeyrosibauka ABC paBHa 16 cm?. Haiitn
IJIOIIA I 3aKPallleHHON B CephIN IIBeT (DUTYPBHI, €CIU
AK siBnsietcss meguanoi Tpeyrosbuuka ABC,a LM
AIBJIsIETCSA cpefHel TuHuel TpeyroasHuka ABC.

Ha pucyHKe II0Ka3aH B CBepXY TeJla, 00pa3oBaHHOIO U3 Ce-
PBIX (Bce rpaHu cepble) U 6eJIbIX (BCe rpaHu OeJible) KyOUKOB. D D D D
Ky6uKHU 13 TejTa MOSKHO 3a6UpaTh TI0 OJHOMY, HO TOJBHKO TO- DDDD
I7ia, Koryia y 3abMpaeMoro KyOrKa BUAHBI XOTs ObI 3 ero rpa- DDDD
Hy. HiykHEE rpaHy Bcex KyOUKOB JIesKar Ha OJHOM 1 TOH Ke DDDD
IJIOCKOCTH, ¥ OHM He BUAHLL HafiTh HauMeHbIIee KoJIude-

CTBO 0€JIBIX KyOMKOB, KOTOPBIE HEOOXOIMMO 3abpaTh U3 TeJia [IJIsl TOTO, YTOObI
MOKHO ObLJIO 3a0paTh U3 HETO BCE CEpPbIe KyOUKH.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 7 knacc

IT uacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 pewlerusi: 2 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamuv Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 000CHO8AHHOe pellerle Kaxcooll 3adauu
daém 7 baanos. Hanucamu moibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIE MAMEPUANbL UL INEKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuieHbl.

1. HaiiTu Kak HauMeHbIIlee, TaK U HAUOOJIbIIIee YeThIPEeX3HAYHOE HAaTypaIbHOE
YHCJI0, KOTOPOE JeJIUTCA Ha KayKIYI0 CBOIO TGPy U B KOTOPOM I PbI HE T10-
BTOPSIIOTCH.

2. BuerbipexyroiabHuke ABCD cropona AD nep- F C
ne”aAuKyIsipHa croponam AB u CD. Ha ctopo- T
Hax AB u CD BbIOpaHbI COOTBETCTBEHHO TOYKU
E u F Tak, uro |EA| = |AD| = |DF|. Inaro-
Hanb BD werbipexyromsuuka ABCD mepece- A E B

kaernpsimyio CE B Touke K unpsamyto EF B Touke L. VI3BeCTHO, 4TO BeJTMYMHA

yrina BDC cocraBideT — or Benn4uHsbl yriia EDF, a BeqinunHa yriia DCE Ha

25% 6ouibiie BeanunHbI yriia BDF. HaiiTu BeJIMYMHBI YIVIOB TPEYTOJIbHUKA
EKL.

3. B marasuHe B npogaxe 20 pa3anyHbIX Msg4eil. CaMblil JelIeBbIi U3 HUX CTO-
ut 1 eBpo, a camblii foporoi 20 eBpo, IPUYEM I[eHBI BCEX MSYEH Pa3JIMIHbI
U paBHBI [1€JIOMY YUCJIy €Bpo. HaliTi Bce BO3MOXKHOCTH ITOJEUTh 9TH 20 Ms-
yell Ha 6 TPyII Tak, 4TOObI 0011IasA CTOUMOCTh Msidell B KayK o1 rpyme Oblia
OJIMHAKOBOM, 4TOOBI B OJJHOI I'pyIIe CAMbI TOPOTOM MY CTOUJ 8 eBpo, a B
KaKOM-TO APyToi rpymne caMmblii JOPOroi Ms4 cTousa 15 eBpo.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 8 knacc

IT uacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 pewlerusi: 2 uaca.

1.

Pewenus 3adau Hanucamuv Ha 0mOesbHOM JUCTe.

Beproe u docmamoyHo 000CHO8AHHOe pellerle Kaxcooll 3adauu

daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIE MAMEPUANbL UL INEKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuieHbl.

B kosone 6b110 Becero 600 kapT. Kaskaass kapra Oblia KpacHasi MU CUHSS.
KapTs! cTasu nepekJ/iagplBaTh B HOBYIO KOJIONY B CIeAyIOIIeM IMOpsiIKe: Kpac-
Hasd, KpacHasi, CUHss, KpacHas, KpacHasi, CUHsIs, KpacHas, KpacHasi, CUHAA U
Tak Jasee. Korma B HOBYIO KOJIONy ITepestoKuIn 385 KapT, TO AJ1s POJOJIKe-
HUsI He 0Ka3aJI0Ch KapThI HYKHOT'O LiBeTa. Ecyiu ObI KapThl lepeK/IaaAblBaIu B
HOBYIO KOJIOJY B CJIeyIOllleM OpsAAKe: KpacHas, CUHsAs, CUHAA, KpacHas, CH-
Hss, CUHSASA, KpacHasl, CHHASA, CUHsAS U TaK Jjajiee, TO II0CJjIe TepeKJIabIBaHusA B
Hee KaKoro KOJIM4YecTBa KapT CHOBA JIJIs1 IPOJOJ/IPKEHN A He OKa3aI0Ch ObI Kap-
ThI HY>KHOTO LIBeTa?

Ha 6outbireii cropone CD npsmoyrosbauka ABCD BbI-
O6paHna Touka E Tak, yto |BE| = | AB|. BuccekTpuca yria
BAE nepecekaet npssmele BE 1 CD cOOTBETCTBEHHO B
toukax F u G. Bennuuna yrna AGC pasua 144°.

a) HaiiTu BeTMYMHBI yIJI0B TpeyronbHuka AEF. D FE G C

6) Haiitu nepumerp tpeyronabanka AEF, ecam qiauHa orpeska DG paBHA
8 cm.

YV KasKJI0r0 y4aCTHUKA KOMIIBIOTEPHOU UTPHI B JTIOO0H MOMEHT HEKOTOPOE Ha-
TypasIbHOE YHCJI0 04KOB. Muiia u TuMyp, BOIIsI B UTPY, Cpasy IHOJIYIHIA HEKO-
TOpOE YHCJIO OOHYCHBIX 04KOB. Ecyii 661 MuIiia mosy4ns1 B Bujie 60HyCOB B 2
pasa MeHbIIIe OYKOB, YeM OH ITOJTYYUJI Ha CAMOM [ieJjie, TO Y TuMypa 66110 ObI
Ha 25 GOHYCHBIX OYKOB 00JbIIIE, YeM Yy Mumiu. A ecsii 661 MuIia mosyqus B
BHjie O0HYCOB B 2 pa3a 60JIbIIe 0YKOB, YeM OH IIOJIYYHJI Ha CAMOM JieJie, TO BCe
paBHo y Tumypa 0b1710 661 Ha 1 60HYCHOE 04YKO OoJIbIIE, YeM y Mutiu. B koH-
IIe UTPBI KOJIMYECTBO OYKOB Y OJJHOTO M3 HUX OKAa3ajIoCh B 11 pas b0JIbIIIe, a y
IIPYTOTo B 11 pa3 MeHbIIIe B HaYaJsIe UTPbI TOJYYEeHHOTO UM KOJIMYeCcTBa O0HYyC-
HBIX OYKOB, TJIe 71 — HEKOTOPOe HaTypaJIbHOe YHCJIO (OIMHAKOBOE JJIsI 060MX
urpokoB). Kakoe ob11iee KOJIMIeCTBO OYKOB MOIJIO B KOHI[E UT'PBI OKA3aThCA Y
Mumu u Tumypa BMecTe, eCIu U3BECTHO, YTO 9TO KOJIMYECTBO OOJIbIIIe YUCIa
100 u menbIIe yncta 200? HaiiTi Bce BO3MOKHOCTH.



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHbiii Typ 9 knacc

IT uacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 pewlerusi: 4 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamuv Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 000CHO8AHHOe pellerle Kaxcooll 3adauu
daém 7 baanos. Hanucamu moibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIE MAMEPUANbL UL INEKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuieHbl.

1. Jlokasarb, 4TO KayK10€ HEOTPUIATEIHHOE I[€JI0€ YUCJI0 MOYKHO MPECTAaBUTD B
Buge 2a+b, e a u b —HeoTpuUIlaTeTbHBIE I[eJIbIe YHCJIa, KaK0€ U3 KOTOPBIX
IaéT IIpu IejieHnu Ha 9ucso 4 octarok 0 mim 1.

2. Ha pgocke sammcanbl 1iesble unciaa -9, -8, -7, -6, -5, -4, -3,-2,-1,0, 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9.3a0auH I1ar MOSKHO CTEPETH JIIOObIE IBA YKCJIA X U ) HA JOCKE
Y HallicaTh BMECTO HUX OTHO YUCJI0 XY +2(X + y+1). ITo gesaercs A0 Tex 1mop,
TOKa Ha JIOCKe He OCTaHeTCsI TOJIbKO OJTHO YMcJio. HaliTh BCce BO3MOYKHOCTH,
KaKo0e YMCJI0 MOYKET OCTaThCs B KOHIIE Ha JOCKE.

3. Ilycte ABC — pa3HOCTOPOHHUI OCTPOYTOJBHBIN TPEYTrOJbHUK, BBICOTBI KO-
TOPOTrO IepeceKaTcs B Touke H. JlIokasaTs, 4To OucceKTpucs! yrioB ACB u
AH B mapanneyibHbI.

4. Mamau lOpa urpator Ha I1axMaTHOH 10cke 8 x 9 B cJIe[yIoIIyIo
urpy. B Hauasie urpsl KoHb Maru HaXOQUTCS B JIEBON HIDKHEN
VIVIOBOH KJIETKe IIaXMaTHOH TOCKH, a KOHb IOpbI — B IIpaBoi A
BepxHell yIVIOBOH KJIeTKe. 3aTeM OHU II0 04Yepey COBepIIaloT
CBOUMU KOHSIMU IIIaXMaTHBIE XO[bI (KOHb MOSKeT IlepeMelaThb-
Cs1 Ha KJIETKU, HaXOJSIIIMECST OT HEro Ha PaCCTOSTHUY OHOM KJIETKU 110 TOPH-

30HTAJIH U JIBYX KJIETOK 10 BEPTUKAJIH, MU JABYX KJIETOK [0 TOPU3OHTAIH U
OJHOU KJIETKY 110 BEPTUKAJIH, KaK IIOKA3aHO Ha PUCYHKeE), [IPX 9TOM HaUMHAEeT
Marra. FOpa BeIMTpaeT, ecjii KOHU 000X UTPOKOB OKa’KyTCsI OJHOBPEMEHHO
Ha OJJHOH KJIeTKe (B pe3ysIsrare Xoj1a JI000T0 U3 UrPOKoB). MoskeT u IOpa ra-
paHTHpOBaTh cebe mobdey He3aBUCUMO OT UTpbl Marm?



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHelii Typ 10 knacc

Bpemsi, omeodumoe 015 peuieus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cH08aHHoe peuieHue kaxc0oil 3adauu 0aém 7 6a108.
BcnomozamenbvHule NUcbMeHHble MAMePUAlbl UL INeKMPOHHbIe NPUOOPLL He Pa3peuletbi.

1.

CrnopTcMeH IVIBIBET 10 peKe 0T OAHOT0 MOCTA J10 JPYyroro no re4yeHuo 10 Mu-
HyT, a 06parHo 50 MUHYT. B 060UX C/Iy4asx OH IJIBIBET OTHOCUTEJILHO BOIBI C
OJVHAKOBOU CKOPOCTBI0. Ha CKOJIBKO IPOLIEHTOB CKOPOCTh CIIOPTCMEHA OTHO-
CHUTEJIBHO BOJBI O0JIbIIIe CKOPOCTH TeUeHHA PeKM?

V Iaysist Ha 48 MoHeT 6oJiblie, yeM y JIuael. Ecu JIusa otpact ITaymio onpe-
JleJIeHHOe KOJIMYEeCTBO CBOMX MOHET, TO KOJTMYeCTBO MOHET Y HUX OyJeT OTIu-
yaTbca B 3 pasa. Eciu Ob1 B cBoIO odepenb Ilayab otaasn JIuae Takoe »xe Ko-
JINYECTBO CBOUX MOHET, TO KOJIMYeCTBO MOHET Y HUX OTIN4a/IOCh ObI B 2 pasa.
HaiiTu Bce BOBMOKHOCTH, CKOJIbKO MOHET MO>KeT OBbITh y JIU3EI.

3HaYeHUsIMU IIePEMEHHBIX X U J ABJISAIOTCA TaKUe HaTypasIbHbIE YHUCJA, YTO
3HauyeHue BeIpakeHus: 20x + 23y pasHo 2023. HaliTu HamnOoJibIllee U HaW-
MeHblllee BO3MOYKHO€e 3HaYeHUe CYMMBI X + .

Ha nmocke 3anucanbl 11 pasii4HbIX DOJIOKUTEJIBHBIX LeJIbIX yuces. Cymma
IIeCTH HanOOJIBIIUX YKCeJ B 3 pasa OoJIbIlle CyMMbI YETHIPEX HAMMEHBIITUX
yrces. HaliTh HaMMEHBIIIYIO BOSMOYKHYIO CYMMY BCEX YHCeJI, 3allMCaHHbIX Ha
JIOCKe.

Ha cropore BC BnucaHHOro 4erblpéxyrosbHuka ABCD oTMmeueHa Touka E.
IIycts Touka F Takas, uro ACFE — napaJjuiesorpamm. ITycts L — To4ka 1e-
peceuenus npsambix AD u EF. Jlokasars, 4To Touku B, D, E u L jexkar Ha
OJTHOI OKPY>KHOCTH.

B psany croar 2023 yesioBexka pa3Horo pocra. Mbl Ha30BEM uesi0BeKa UHmepec-
HblM, €CJTU OH CPEJI CTOSIIIUX B PSY JII0/Iel JTu00 caMblil HUBKUH, JInOO ca-
MBI BBICOKUH, WJIA €CJIU B PSIIy PaBHOE KOJUYECTBO O0Jiee HU3KUX U HoJiee
BBICOKUX JIIOJIE, YeM OH caM. MOYKHO JIU YTBEP>KIaTh, UTO YeJIOBEK, CTOSIIITNH
TI0 IIEHTPY Psa, MHTEPECEH, eCIU

a) 1 HUKakux 1013 croAmux moaps jronei He ABJISAETCS CaMblil HUSKUHN
73 HUX OTHUM N3 KPaWHUX?

0) assa mo0bix 1013 cToAmMMX NOAPSA JIOEH SABJSETCA cCaMblid HUSKUH U3
HUX OHAM U3 KPAMHUX?

B) a1 y100b1xX 1013 cTOAIIMX MOAPSA JIIOIeH ABJSETCSA KaK CaMbIid HUSKHUH
W3 HUX, TAaK U CAMBIN BBICOKUI OTHUM U3 KPANHUX?



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHelii Typ 11 knacc

Bpemsi, omeodumoe 015 peuieus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cH08aHHoe peuieHue kaxc0oil 3adauu 0aém 7 6a108.
BcnomozamenbvHule NUcbMeHHble MAMePUAlbl UL INeKMPOHHbIe NPUOOPLL He Pa3peuletbi.

1.

IIpsaMoyroJIbHBIHN napaJiiesienume] pasmepamu 6 x 8 x 10 cocrassex us 480
€IUHUYHBIX Ky0OB. CKOJIBKUMHU PA3JIMYHBIMU CIIOCO0OAMU MOKHO B HEM BBI-
OpaTh JBa eAMHUYHBIX Ky0a Cc 00111el rpaHbo?

§1 3arymast O1HO ITOJIOYKUTEJIBHOE IeficTBUTEeIbHOE Yncio. Korma 1 Bo3Bés ero
B KYO, 51 IIOJIyYMJI TAKOH YK€ pe3ysIbTaT, Kak ¥ TOr/a, KOTAa 1 IPUOABUII K TPEM
YeTBepTsAM 33yMaHHOI'0 YKCJ/Ia er0 KBaapar. HaliTu Bce BO3MOYKHOCTH TOTO,
KaKoe YHCJIO S MOT 3ayMarhb.

IToJsi-s16/10Ka Becut Ha 50 r 6oJblile, YeM TpeThb Ipywd. IToJarpymy BecuT Ha
120 r GoJibIIIE, YEM TPETH CJIUBBL. SIOJIOKO, TpyIlIa U HEKOTOPOE MOJIOKUATETh-
HOe IIeJI0€ YHCJIO0 CJIUB BeCAT BMecTe pOBHO 1 Kr. CKOJIBKO BECUT CJINBA, €CJIN
M3BECTHO, YTO Macca KajK[J0H CJIMBBI COCTABJISIET OIHO U TO SKe I1eJI0€e YUCJI0
rpamm?

HOKaSaTb, 9TO oJ1A JTI00OBIX ,E[eﬁCTBPITe.HbHLIX YuceJI X 1 Y BBIIIOJIHSAETCA

¥ +4> -y +2).

st BnucanHoro mecruyronbanka ABCDEF usBectHo, uto |FA| = |AB| n
|CD| = |DE|, aTaksxe |BC| < |EF|. Inaronanu BF u CE nepecekaT 1uaro-
HaJb AD cooTrBeTcTBeHHO B TouKax K u L, a mpogospkenus nuaronaneit BF n
CE nepecexaltorcsi B Touke M. JJokasars, yTo TpeyroiabHUK K LM paBHOOEH-
PEHHBII.

Buauase y Aprypa u KapJsa na nBoux Bcero 240 moHeT. 13 Tpéx MaIb4MKOB
TosIbKO y IleTu HeT MoHeT. Ha ogHOM X0y 00a Ma/IbYMKa, y KasKI0T0 U3 KO-
TOPBIX OOJIBbIIIE MOHET, 4YeM Y TPEThero, OTJAI0T II0C/IeJHEMY POBHO IIOJIOBUHY
cBoux MoHeT. [locjie yeTBépToro xona y KapJ/ia okasslBaeTcsl CTOJIBKO 3Ke MO-
HET, CKOJIbKO 1 BHavaJie. CKOJIbKO MOHET BHa4daJse y Aprypa?



70-a Onumnuaga ICTOHUM NO MaTemMaTuke

1 cpeBpans 2023 r. PervonanbHelii Typ 12 knacc

Bpemsi, omeodumoe 015 peuieus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cH08aHHoe peuieHue kaxc0oil 3adauu 0aém 7 6a108.
BcnomozamenbvHule NUcbMeHHble MAMePUAlbl UL INeKMPOHHbIe NPUOOPLL He Pa3peuletbi.

1.

Ecsu Hava/ibHYIO IIeHy TOBapa YMEeHbIIUTh Ha 44 MpPOLIeHTa, TO IleHa ToBapa
yMeHbIIUTCA Ha 20 eBpo. Ec/ii HOBYIO IIeHy TOBapa yBeJIMYUTh Ha 5 MPOIeH-
TOB, TO OHA BeIpacTeT Ha 23 eBpo. HaiiTu nepBoHava/IbHYIO IIEHY TOBapa.

HafigyTcsi i Takue 1Ba IeCTBUTEIbHBIX YU CJIa, PA3HOCTH KOTOPBIX paBHa 40,
a pa3HOCTh UX apu(PMETUIECKOT0 U TeOMEeTPUYECKOr0 CPETHIX paBHa 8?

TTosioskUTEIBHBIE 1I€JIbIE YUCJIA /1 U 111 TAKOBBI, UTO YHACJIO \/ﬁ + v m panuo-
HaJIbHO. I[OKaSaTb, YUTO 1 ¥ 1M ABJAIOTCA KBaJpaTaMU IIE€JIbIX Y CeJI.

B cembe — 7 meteii. Ha HoBril [ofg KaskABIA PEOEHOK MOy KOPOOKY KOH-
(ert. Korga nety nepecuntanyi cBou KOH(ETHI, TO 0Ka3aI0Ch, YTO KayKABIN I10-
JIyYHJI PA3JTUYHOE YU CJI0 KOH(ET, MPUYEM Y HUX BCEX BMECTE 0Ka3aJI0Ch POBHO
100 xouper. lokasaTs, 4To HalAyTCsA 3 pebEHKA, KOTOPBIE BCE BMECTE I10JIy-
4nIi He MeHblre 50 KoHpeT.

B3sB KaKy10 CTOPOHY PAaBHOCTOPOHHETO TPEYroJbHUKA KaK IMaMeTp, PUCY-
I0TCS TP OKPYSKHOCTH. HaliTh muto1manb 00/1aCTU BHYTPU BCEX 3TUX OKPYSKHO-
cTel, ecJIy IJINHA CTOPOHBI TPEyroJbHUKA paBHa d.

JlaHO ITOJIOKUTENIBHOE 11eJI0e YUCJIO 77. Baca m Maila urparor B CJIEIyIOIIyI0
WUTPY HAa YMCJIOBOH OCHU. Y KayKJ0T0 U3 UTPOKOB €CTh (PUIIIKA, CTOSIIIIAs BHAYA-
Jie B TouKe oTcyéTta. Ha CBOEM X0y UTPOK 10 CBOEMY BBIOOPY COBEPIIIAET OTHO
U3 CJeAYIOLINX IBYX IeHCTBUIL:
1) mepeaBUTraeT CBOIO (PUIIIKY HA OJIWH B MIOJIO’KUTETBHOM UJIA OTPUIIATEITh-
HOM HallpaBJIeHUH;

2) mepecTtaBJsieT (QUIIKY MPOTUBHUKA Y€Pe3 CBOIO (DUIIIKY B APYTYIO CTOPO-
HY Ha TaKOe€ YK€ paCCTOsTHHE (eCJIH (PUIITKA UTPOKA CTOUT B TOUKE A, a (PUIII-
Ka MPOTUBHUKA 0 X0/]a CTOUT B TOYKe b, TO OCJIe X01a OHa OyJeT CTOSATh
BTOUKe 2a — D).

VIrpoKu J1e/1al0T 110-04epear 1 X0J0B KaKIbli, TpU4YéM HaunHaeT Bacs. Bui-
UTPBIBAET TOT UTPOK, YbsT (QUIIIKA B KOHI[E UTPHI OKAYKETCSI TaJIbIIe OT TOYKU
orcuéra. KTo 13 ITPOKOB MOJKET BBIUTPATH IIPH JIFOOOM UTPe TPOTUBHUKA, €C-
JIY B CJIy4ae paBHOI'O PACCTOSAHUA OT TOYKU OTCYETA BBIUTPHIBAET:

a) Maina;

0) Bacs?



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass
I osa vastused
1. 312. 6. 75°.
2. 398. 7. 3.
3. -5. 8. 12.
4. 30. 9. 31,5 cm.
5. 10000. 10. 2.
Lahendused

1 . 1248
1. Kuna 12:48 = 4_1’ siis 1248 - 12 :48 = T =312.

2. Lahendus 1. Arv jagub arvuga 5 parajasti siis, kui tema viimane number on
kas 0 voi 5. Seega 10peb arv a kas numbriga 3 vo6i numbriga 8. Lopunumb-
ri 3 korral on ilejidnud numbrite summa 17 ning vihim selline arvudest
on 893. Lopunumbri 8 korral on iilejddnud numbrite summa 12 ja vdihim
selline arv oleks 398. Kuna see on varem leitud arvust vdiksem, siis 398 ongi
otsitav.

Lahendus 2. Naturaalarvudest, mis on vidiksemad kui 300, on arvul 299
numbrite summa suurim ja see on 20. Kuid arv 299 + 7 ei jagu arvuga 5.
Arvudest 300 kuni 399 on numbrite summa 20 arvudel 389 ja 398, kuid arv
389 + 7 eijagu arvuga 5. Arv 398 + 7 aga jagub arvuga 5, mistottu otsitav arv
on 398.

3. Tingimuste pohjal b = a + 2 ja ¢ = a + 3. Seega

a+2b-3c=a+2a+2)-3@+3)=a+2a+4-3a—-9=4-9=-5.

4. Olgu kahes ddrmises korvis kokku x duna. Siis 40 + 30 + x = 2-50 = 100 (iga
korvi dunu on arvestatud topelt). Seega x = 30.

5. Sada on 107, miljon on 10°. Otsitava arvu ruut on seega 10% - 10° ehk 108,
Arvise on 10* ehk 10000.
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Joonis 1

180° - ZADC
6. Kuna |AD| = |DC|, siis ZDAC = ZDCA = — = 40°. Kuna

180° - /DCB _
— =
Olgu nelinurga ABCD diagonaalide 16ikepunkt P (joonis 1). Eelneva pohjal
/DCP = 40° ja ZCDP = 35°, mistottu /DPA = 40° + 35° = 75°. Kuna
75° < 90°, siis DPA ongi nelinurga ABCD diagonaalide vaheline teravnurk.

o

IDC| = |CB], siis ZCDB = ZCBD =

. Olgu F selline punkt kiiljel AD, et EF || CD (joonis 2). Siis EFDC on samuti
ristkiilik. Seega |EC| = |FD| ja |EF| = |CD|, mistdttu kolmnurgad EFD ja
ECD on vordse pindalaga. Paneme tdhele, et kolmnurkade EFD ja ECD
pindalade summa vordub ristkiiliku EFDC pindalaga.

Tédhistame kujundi K pindala Sk. Eelduse pdhjal Sagep = 7 - Sgcp, millest
tulenevalt

SaBer = SaBep — SErp =7 Sgcp — Secp =6-Sgcp =32+ Sgcp =
3-(Secp + Serp) =3 Sgrpc.

Kuna ABEF ja EFDC on ristkiilikud, mille kérgused on vordsed, siis nen-
de pindalad suhtuvad nagu aluste pikkused ehk BE ja EC. Seega eelneva
pohjal |BE| = 3 - |EC|.

A F D
B E C
Joonis 2

8. Arvjagub 3-ga parajasti siis, kui tema ristsumma jagub 3-ga. Arvu 2023 rist-

summa on 7. Muutes arvu ithte numbrit, muutub ristsumma samavérra sa-
mas suunas. Et saada 7 asemele 3-ga jaguv arv, tuleb teda kas vdhendada 1,
4 voi 7 vorra voi suurendada 2 voi 5 voi 8 voi jne vorra. Arvestades olemas-
olevaid numbreid, on véimalused jargmised:
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10.

¢ tuhandeliste numbrit vidhendada 1 vorra voi suurendada 2 voi 5 vorra;
e sajaliste numbrit suurendada 2, 5 voi 8 vorra;

¢ kiimneliste numbrit vihendada 1 vorra voi suurendada 2 voi 5 vorra;
e {iheliste numbrit vihendada 1 vorra voi suurendada 2 v6i 5 vorra.

Kokku on voimalusi 12.

Ulemisest ja alumisest kiiljest ndeme, et pika tiku pikkus vordub 4 lithikese
tiku pikkusega. Seega roopkiiliku imbermoot vordub 6 - 1 + 3 - 4 ehk 18 lii-
hikese tiku pikkusega. Kuna pika tiku pikkus on 7 cm, on liihikese tiku pik-

7 7 63
kus 1 cm. Kokkuvottes on rodpkiiliku imbermoot 18- 1 cm ehk > cm ehk
31,5 cm.

Nurgapealsed mustad kuubikud saab kohe eemaldada. Kui seejarel dra votta
pildil alumise rea vasakpoolseim ja {ilemise rea parempoolseim valge kuu-
bik (joonisel 3 mérgitud mummuga), siis saab eemaldada ka koik tilejaianud
mustad kuubikud. Seega piisab eemaldada 2 valget kuubikut.

Nditame, et iihe valge kuubiku eemaldamisest ei piisa. Nurgapealse valge
kuubiku eemaldamine vabastaks ainult iihe musta kuubiku neljast, mida
algseisus eemaldada ei saa, ning vasakult voi paremalt teises veerus asuva
valge kuubiku eemaldamine vabastaks kaks sellist musta kuubikut. Igal ju-
hul jadks vihemalt kaks musta kuubikut eemaldamata.

- )
(- R

Joonis 3
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

I osa vastused
1. 3 6. 10°.

11
2. 16. 7. 5cm?.
3. -8. 8. 9.
4. 16. 9. 8cm.
5. 6. 10. 5.
Lahendused

7-88+8.-77 7-8-11+8-7-11 7-8-11-2 2
77-88  7-11-8-11  7-8-11-11 11"

2. Antud arvude lahutused algtegureiks on 80 = 2* - 5ja 120 = 2.3 .5, Et
arvu 80 tegur ei oleks arvu 120 tegur, peab ta sisaldama tegurit 2*. Arvu 80
sellised tegurid on 2 ja 2%-5, kuid 2*-5 = 80. Seega ainus iilesande tingimusi
rahuldav arv on 2* ehk 16.

3. Antud vordus on samavédirne vordusega (a — b)(8 + x) = 0. Kuna a # b, siis
a— b # 0. Jarelikult 8 + x = 0, kust x = —8.

4. Olgu Anni ja Benno kommide arvud vastavalt a ja b. Ulesande tingimuste
kohaselt @ = 3bjaa— b = 8.Seega3b—b =8 ehk2b =8,kust b =4 ja
a = 12.Jarelikult a + b = 16 ehk Annil ja Bennol on kokku 16 kommi.

5. Kuna kolmest jérjestikusest arvust keskmine annab 9-ga jagamisel jadgi 2,
siis esimene arv annab jdégi 1 ja kolmas jaédgi 3. Seega nende kolme arvu
korrutis annab 9-ga jagamisel sama jadgi naguarv 1-2 -3 ehk 6.

6. Kuna poolitatakse teravnurka, siis algse kolmnurga niirinurk leidub ka tihes
kahest tekkivast kolmnurgast (joonis 4). Teises tekkivas kolmnurgas on nii-
rinurk suurem, sest tema korvunurk on iiks teravnurkadest esimeses tek-
kivas kolmnurgas. Seega esimeses tekkivas kolmnurgas on niirinurk suuru-
sega 130°, iiks teravnurk suurusega 180° — 150° ehk 30° ja teine teravnurk
suurusega 180° — 130° — 30° ehk 20°. Kuna viimane on pool algse kolmnur-
ga teravnurgast, siis algse kolmnurga iiks teravnurk on suurusega 2 - 20° ehk
40° ja teine teravnurk suurusega 180° — 130° — 40° ehk 10°. Viimane ongi
vdikseim algse kolmnurga nurk.
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Joonis 4

7. Lahendus 1. Kuna ruut kiiljepikkusega 6 cm jaotatakse 3 vordseks ristkii-
likuks, on iga ristkiiliku lithema kiilje pikkus 2 cm. Ruudu diagonaal on kiil-
gedega 45° nurga all, mistottu eraldab darmistest ristkiilikutest vordhaarse
tdisnurkse kolmnurga.

Halliks varvitud osa saame, kui kahe diagonaali poolt eraldatud tilemisest
veerandruudust eemaldame kummagi d4rmise ristkiiliku otsast draldigatud

1
kolmnurga. Veerandruudu pindala on 1 -6° cm? ehk 9 cm?, kummagi kolm-

1
nurga pindala on aga 3 22 cm? ehk 2 cm?. Seega virvitud osa pindala on

5cm?.

Lahendus 2. Jaotame ruudu ka horisontaaljoontega kolmeks vordseks rist-
kiilikuks (joonis 5). Nii jaotub ruut 9 vordseks ruuduks kiiljepikkusega 2 cm.
Iga sellise ruudu pindala on 4 cm?. Halliks virvitud osa sisaldab iihe sellise
ruudu tervenisti ja teisest ruudust veerandi. Seega halliks véarvitud osa pind-
alaon 5 cm?.

Joonis 5

8. Number 0 saab olla kolmel erineval kohal (tuhandeliste kohal ei saa). Olles
valinud numbrile 0 koha, saab number 3 paikneda 3 erineval kohal (koigil
kohtadel peale selle, kus on 0). Nende valikutega on ka numbrite 2 kohad
madratud. Seega kokku saab numbritest 2, 0, 2, 3 moodustada 3 - 3 ehk 9
arvu.

9. Keskmine vertikaaljoon on niisama pikk kui ristkiiliku vertikaalne kiilg ning
keskmine horisontaaljoon on niisama pikk kui ristkiiliku horisontaalne kiilg.

2
Seega ristkiiliku vertikaalsete kiilgede pikkuste summa moodustab 3 koigi

vertikaalsete traadijuppide pikkuste summast ning horisontaalsete kiilgede

2
pikkuste summa moodustab 3 koigi horisontaalsete traadijuppide pikkus-

te summast. Kokkuvottes moodustab ristkiiliku koéigi nelja kiilge pikkuste
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10.

2
summa 3 koigi traadijuppide pikkuste summast 12 cm. Jarelikult ristkiiliku

umbermoot on 8 cm.

Kui eemaldada {iks nurgakuubik, tema kérvalt lithema otsa keskmine kuu-
bik ja pikemalt poolt kolm jarjestikust kuubikut (joonisel 6 on mérgitud
eemaldatavad kuubikud jarjekorranumbritega), saab eemaldada koik hallid
kuubikud. Seega piisab eemaldada 5 valget kuubikut.

Néitame, et vdiksema arvu valgete kuubikute eemaldamisest ei piisa. Sel-
leks, et hallidest kuubikutest esimesena eemaldada keskmine, peaks enne
tema molemalt poolt eemaldama valge kuubiku, aga neist kummagi eemal-
damiseks on vaja eemaldada veel kaks valget kuubikut. See teeb kokku 6 val-
get kuubikut. Seega optimaalse tegevuse korral eemaldataks hallidest kuu-
bikutest esimesena otsmine. Sellise kuubiku eemaldamiseks on vaja enne
eemaldada valge kuubik kahest kiiljest, mis omakorda eeldab iihe nurga-
pealse kuubiku eemaldamist. Seega esimese halli kuubiku eemaldamiseks
on vaja eemaldada vihemalt 3 valget kuubikut. Kummagi iilejadnud halli
kuubiku eemaldamiseks on vaja eemaldada veel {iks valge kuubik. Seega on
vaja kokku eemaldada 5 valget kuubikut.

LI
[2 | |
HEOEN

Joonis 6
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

I osa vastused
1. —-618. 7. 40°.
2. 6.

8. 6cm?
3. 4.
4. 55 eurot. 9 1
5. 1. 6
6. 8. 10. 4.
Lahendused
1. Kuna 12 +36 =48 =2-24ja 12 — 36 = —24, siis

1236 : (12 + 36) - (12 — 36) = 1236 : (—2) = —618.

. Et arv jaguks 10-ga, peab ta lIoppema numbriga 0. Seega arvu 977 16pus

peab olema number 2. Et see juhtuks, peab arvu n 16pus olema number 6.
Viéhim niisugune naturaalarv on 6.

Kuna a = 2b, siis a+ b = 2b + b = 3b. Niitid kuna 3b = 4c, siis
a+b_4c_
c ¢

. Olgu méngude A, B ja C hinnad vastavalt a, b ja ¢ eurot. Ulesande tingimus-

testsaame b+c—a = 50 ja a+b—c = 60. Liites nende kahe vorduse vastavad
pooled, saame 2b = 110. Seega b = 55 ehk méng B maksab 55 eurot.

Korrutis abc annab 9-ga jagamisel sama jadgi nagu vastavate jadkide korru-
tisehk 4-4-4 ehkarv64.Et 64 = 7-9 + 1, siis otsitav jddk on 1.

Kuna nelja numbri summa on 7 ja sealhulgas kahe number 2 summa on 4,
peab iilejddnud kahe numbri summa olema 3. [lma number 2 kasutamata
on see voimalik vaid juhul, kui tiks number on 0 ja teine 3. Number 0 saab
asuda koigil kohtadel peale tuhandeliste. Olles &dra paigutanud numbri 0,
saab numbrit 3 paigutada 3 erinevale kohale. Sellega on kogu arv mdaratud.
Seega on neist numbritest arvu koostamiseks 3 - 3 ehk 9 voimalust, kuid
saadud arvudest vihim, 2023, ei sobi, sest kiisitud on arvust 2023 suuremaid
arve. Seega on otsitavaid arve 8.
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7. Kuna |CB| = |AB|, siis /BCA = ZCAB = f. Seega 2 + y = 180°. Sirge-
te a ja b paralleelsuse tottu aga @ = Yy, seega lilesande tingimuse pdhjal
B + 2y = 150°. Korrutades vorrandisiisteemi

268 + y = 180°,
B + 2y = 150°

teise vorrandi pooled 2-ga ja lahutades esimese vorrandi vastavad pooled,
saame 3y = 120°, kust y = 40°. Seega ka a = 40°.

8. Kuna mediaan poolitab kolmnurga kiilje, kuid vastavale kiiljesihile tdmma-
tud korgus algses ja jaotamise teel saadud kolmnurgas on sama, siis me-
diaan poolitab ka kolmnurga pindala. Seega kolmnurga ABK pindala on

1

3 16 cm? ehk 8 cm?. Kiirteteoreemi pohjal poolitab keskloik ML ka me-

diaani AK; olgu sirgete ML ja AK ldikepunkt P (joonis 7). Siis kolmnurk
1

AMP on sarnane kolmnurgaga ABK teguriga % Seega kolmnurga AMP

1 1
pindala on 1 kolmnurga ABK pindalast ehk 1 8 cm? ehk 2 cm?. Nelinur-

ga MBKP pindala on jirelikult 6 cm?.
9. Ringist vilja 16igatud sektor on niisama suur kui halliks vérvitud sektor
COA. Seega alles jadnud osa on 5 korda suurem kui véljaldigatud osa, mil-

1
lest tulenevalt on véljaldigatud osa 5 kogu ringist. Jarelikult ka sektor COA

1
moodustab 5 esialgsest ringist.

10. Vottes algul dra kaks nurkmist halli kuubikut, saab jargnevalt dra votta ee-
maldatud kuubikute 4 valget naaberkuubikut. Pérast seda saab dra votta
koik tilejddanud hallid kuubikud. Seega piisab eemaldada 4 valget kuubikut.
Niéitame, et vdiksema arvu valgete kuubikute eemaldamisest ei piisa. Vaat-
leme kahte juhtu.

e Oletame, et eemaldatakse kaks keskmist valget kuubikut. Neist esime-
se eemaldamiseks tuleb eemaldada kaks halli naaberkuubikut, mis aga
eeldab veel vdhemalt iihe valge kuubiku eemaldamist. Ainult {ihe valge
lisakuubiku eemaldamine oleks voimalik ainult juhul, kui see oleks nur-
gakuubik. Siis aga pole voimalik teise keskmise valge kuubiku eemalda-
mine ilma veel iiht valget kuubikut eemaldamata.

Joonis 7
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e Oletame, et vihemalt iiks kahest keskmisest valgest kuubikust jd4b pai-
gale. Uldisust kitsendamata olgu see keskpunkti suhtes kagusuunaline
kuubik. Kahest keskmisest hallist kuubikust kummagi iilejadnud kol-
mest valgest naaberkuubikust tuleb kaks eemaldada. Selleks, et piirdu-
da vihem kui 4 valge kuubiku eemaldamisega, peab iiks neist keskmiste
hallide kuubikute valgetest naaberkuubikutest olema sama. Ainus selli-
ne kuubik on loodepoolne keskmine valge kuubik. Seega see kuubik tu-
leb eemaldada, lisaks iiks vasaku alumise veerandi kahest valgest kuubi-
kust ja iiks parema iilemise veerandi kahest valgest kuubikust. Et oleks
voimalik eemaldada parema alumise veerandi halle kuubikuid, tuleb
aga eemaldada iiks alumise rea valgetest kuubikutest ja iiks parempool-
se veeru valgetest kuubikutest. Koik see kokku on voimalik saavutada 3
valge kuubiku eemaldamisega ainult juhul, kui eemaldatakse vasakult
teise veeru ja iilevalt teise rea valged kuubikud. Kuid loodepoolse kesk-
mise valge kuubiku eemaldamiseks on vaja eemaldada vdahemalt {iks
tilemise rea voi vasakpoolse veeru kuubik. Seega vihem kui 4 valge kuu-
biku eemaldamisega pole voimalik koiki halle kuubikuid &dra votta.

Méirkus. Erinevaid lahendusi 4 valge kuubiku eemaldamisega on rohkem.
Nditeks voib eemaldada nurkmised valged kuubikud, siis nende korval asu-
vad hallid kuubikud ning seejédrel saab kummaltki poolt eemaldada iihe
keskmistest valgetest kuubikutest. Parast seda on eemaldatavad koik tilejaa-
nud hallid kuubikud.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

II osa lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Leia nii vdhim kui ka suurim neljakohaline naturaalarv, mis jagub iga oma
numbriga ja milles numbrid ei kordu.

Vastus: vahim 1236, suurim 9864.

Lahendus. Otsitav arv ei sisalda nulli, sest nulliga tikski arv ei jagu. Vahim
neljakohaline arv, milles null ei esine ja numbrid ei kordu, on 1234. See arv
eijagu 3-ga ega 4-ga. Jirgmine arv 1235 ei jagu 2-ga ega 3-ga. Kuid iilejarg-
mine arv 1236 jagub kodigi oma numbritega.

Suurim neljakohaline arv, milles numbrid ei kordu, on 9876. Suurim arv, mis
pole suurem kui 9876 ja mis jagub 9-ga, on 9873. Kuid see arv ei jagu 8-ga.
Suuruselt jirgmine 9-ga jaguv arv on 9864. See arv jagub iga oma numbriga.

Seega otsitavad arvud on 1236 ja 9864.
2. (Elts Abel)

Nelinurgas ABCD on kiilg AD risti kiilgede- p F C
ga AB ja CD. Kiilgedel AB ja CD valitakse I

vastavalt sellised punktid E ja F, mille korral W
|[EA| = |AD| = |DF|. Nelinurga ABCD diago- :

naal BD loikab sirget CE punktis K ja sirget A E B

EF punktis L. On teada, et nurga BDC suurus moodustab g nurga EDF
suurusest ja nurga DCE suurus on 25% vorra suurem nurga BDF suuru-
sest. Leia kolmnurga EKL nurkade suurused.

Vastus: 45°, 65°, 70°.

Lahendus. Kuna AD on risti kiilgedega AB ja CD, on AB ja CD paralleel-
sed. Kuna |EA| = |DF| ning EA ja DF on paralleelsed, on EADF roopkiilik

ning kuna AD on kiilgedega EA ja DF risti ja tihepikkune, on EADF ruut.
Seega loik DE kui ruudu diagonaal poolitab oma otspunktide juures ole-

4
vad nurgad, kust saame /EDF = 45°. Jarelikult /BDC = 5 - 45° = 20° ja

/DCE = 1,25-20° = 25°. Niiiid saame arvutada kolmnurga EK L nurkade
suurused:

/EKL = 20° + 25° = 45°;

/LEK = /FEC =90° — 25° = 65°;

/KLE =180° — 45° — 65° = 70°.
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3. (Elts Abel, Maksim Ivanov)

Poes on miitigil 20 erinevat palli. Kéige odavam pall maksab 1 euro ja koige
kallim pall 20 eurot, kusjuures koik pallid on erineva hinnaga ja maksavad
tdisarvu eurosid. Leia koik voimalused jaotada need pallid 6 rithma nii, et
igas rithmas olevate pallide kogumaksumus on sama, kusjuures iihes riih-
mas maksab koige kallim pall 8 eurot, mingis teises rithmas aga 15 eurot.

Vastus: ainus voimalus on {20, 14, 1}, {19, 16}, {18,17}, {15,11,9}, {13,12, 10},
{8,7,6,5,4,3,2}.

Lahendus. Arvutades leiame, et koik pallid maksavad kokku 210 eurot. Seega

210
iga rithma pallid maksavad kokku — ehk 35 eurot.

Samas 8+7+6+5+4+3+2+1 = 36, seega ainus voimalus koostada rithma,
mille koige kallim pall maksab 8 eurot, on jdtta odavamatest pallidest ainult
1-eurone vilja.

Rithmas, kuhu kuulub 20-eurone pall, maksavad tilejidnud pallid kokku 15
eurot. Sinna rithma ei saa kuuluda 15-eurone pall, sest 15-eurone pall on
iilesande tingimuse jargi mingis rithmas koige kallim. Ainus teine voimalus
saada mingite jaotamata pallide koguhinnaks 15 eurot on valida 14-eurone
ja 1-eurone pall.

Koostamaks rithma, mille koige kallim pall maksab 15 eurot, peame lisama
odavamaid palle, mis maksavad kokku 20 eurot. Ainus voimalus saada min-
gite jaotamata pallide koguhinnaks 20 eurot on valida pallid hinnaga 11 ja
9 eurot.

Niitid on jaotamata veel pallid hinnaga 19, 18, 17, 16, 13, 12 ja 10 eu-
rot. Rithma, kuhu kuulub 19-eurone pall, peab kuuluma 16-eurone pall,
sest muid vdimalusi pole jaotamata pallide valikuks koguhinnaga 16 eu-
rot. Rithma, kuhu kuulub 18-eurone pall, peab sarnasel pohjusel kuuluma
17-eurone pall. Lopuks moodustavad iihe rithma pallid hinnaga 13, 12 ja 10
eurot.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

II osa lahendused

1. Maksim Ivanov)

Pakis on 600 kaarti. Iga kaart on punane voi sinine. Kaarte hakatakse teise
pakki timber laduma jarjekorras punane, punane, sinine, punane, punane,
sinine, punane, punane, sinine jne. Kui timber on tdstetud 385 kaarti, siis ei
saa enam sama varvide jargnevust jatkata. Mitme kaardi imbertostmise ja-
rel katkeks varvide jargnevus juhul, kui jarjekord oleks olnud punane, sinine,
sinine, punane, sinine, sinine, punane, sinine, sinine jne?

Vastus: 515.

Lahendus. Kuna 385 = 128 - 3 + 1, siis vdrvide jargnevus katkeb pérast 128
tdistsiiklit ja 1 lisakaardi timbertdstmist. Tdistsiiklites on kokku 2 - 128 ehk
256 punast kaarti ja 128 sinist kaarti, lisakaart on punane. Et ka jargmine
kaart peaks olema punane, aga varvide seaduspira katkeb, siis pakis on kok-
ku 257 punast kaarti. Siniste kaartide arv on jarelikult 600 — 257 ehk 343.
Kui tsiiklis oleks varvid jarjekorras punane, sinine, sinine, siis siniste kaar-

tide poolest saaks tsiikleid olla > ehk 171 ning 1 sinine kaart jadks iile.

Punaseid kaarte jadks samuti iile, sest 257 > 171. Seega mainitud vérvide
jargnevus katkeks pdrast 171 tsiiklit ja 2 lisakaardi timbertdstmist, mis teeb
kokku 3 - 171 + 2 ehk 515 kaarti.

2. (Maksim Ivanov)

Ristkiiliku ABCD pikemal kiiljel CD valitakse punkt E
nii, et |l BE| = |AB|. Nurga BAE poolitaja loikab sirgeid
BE ja CD vastavalt punktides F ja G. Nurga AGC suu-
rus on 144°,

a) Leia kolmnurga AEF nurkade suurused. D E G C

b) Leia kolmnurga AEF timbermd6t, kui 16igu DG pikkus on 8 cm.

Vastus: a) 36°,72°,72°; b) 16 cm.

Lahendus 1.

a) Kuna ZAGC = 144°, siis ZAGD = 180° — 144° = 36°, mistottu poik-
nurkadest saame /BAG = 36°. Kuna AG poolitab nurga BAE, siis
/BAE = 2-36° = 72° ja ZGAE = 36°. Kuna |BE| = |AB], siis ka
/BEA = 72°. Lopuks saame Z/EFA = 180° — 36° — 72° = 72°. Seega
kolmnurga AEF nurkade suurused on 36°, 72°, 72°.
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Joonis 8 Joonis 9

b) Lahenduse osas a) tehtu pdhjal /ZEFA = /FEAja ZEGA = ZEAG, mis-
tottu |AF| = |AE| = |EG|. Olgu L kolmnurga AEF tipust A tdommatud
korguse aluspunkt (joonis 8); siis AL on kolmnurga AEF korgus, mis
aga selle kolmnurga vordhaarsuse tottu on iihtlasi mediaan ja nurga-

1
poolitaja ehk |EL| = |LF| ja ZEAL = 2 -36° = 18°. Samas ka EDA = 90°

ja ZEAD =90° —72° = 18°. Seega kolmnurgad ELA ja EDA on vordsed
tunnuse NKN jargi, millest tulenevalt |[EL| = |ED]. Jarelikult

|AE| + |EF| + |FA| = 2|AE| + 2|EL| = 2|EG| + 2|ED| = 2| DE|.

Kokkuvottes saame, et kolmnurga AEF timbermoot on 2 - 8 cm ehk
16 cm.

Lahendus 2.
a) Nagulahenduses 1.

b) Lahenduse osas a) tehtupdhjal /ZEFA = /FEAja ZEGA = ZEAG, mis-
tottu |AF| = |AE| = |EG]|. Veel ZABE = 180° — 72° — 72° = 36° = Z/BAG
ja /GEB = Z/ABE = 36° = ZAGE, mistottu |AF| = |BF| ja |EF| = |GF|.
Jarelikult

|AE| + |EF| + |FA| = |EG| + |EF| + |FB| = |[EG| + |EB| =
|EG| + |AB| = |EG| + |DC| =

= |EG| + |DE| + |EG| + |GC].

Olgu K kiilje CD keskpunkt; ldbi selle punkti tommatud kiilgedega BC
ja AD paralleelne sirge on kiilgede AB ja CD keskristsirge, mis kolm-
nurga ABF vordhaarsuse tottu 1dbib tema tippu F (joonis 9). Kolm-
nurga EGF vordhaarsuse tottu poolitab sama sirge 16igu EG. Seega
|EK| = |KG]|, millest tulenevalt ka |DE| = |GC]. Jarelikult

|EG| + |DE| + |EG| + |GC| = 2|EG| + 2|DE| = 2|DGl.

Kokkuvottes saame, et kolmnurga AEF imbermd6t on 2 - 8 cm ehk
16 cm.
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3. (Maksim Ivanov)

Arvutiméngus saab igal osalejal olla igal hetkel mingi naturaalarv punkte.
Marko ja Tonu said mingu sisenedes mingi arvu punkte boonuseks. Kui
Marko saanuks boonuseks 2 korda vihem punkte kui ta tegelikult sai, siis
Tonul olnuks 25 boonuspunkti rohkem kui Markol. Kui aga Marko saanuks
boonuseks 2 korda rohkem punkte kui ta tegelikult sai, siis Tonul olnuks ik-
kagi 1 boonuspunkt rohkem. Mangu I6pus on iihel neist mangijatest punk-
tide arv alguses saadud boonuspunktidest n korda suurem ja teisel n korda
vdiksem, kus 7 on mingi naturaalarv (molema méngija puhul sama). Leia
koik voimalused, mitu punkti saab mangu l6puks olla Markol ja Tonul kok-
ku, kui on teada, et otsitav arv on suurem kui 100 ja védiksem kui 200.

Vastus: 136 ja 179.

Lahendus. Olgu Marko ja Tonu boonuspunktide arvud vastavalt x ja y. Ules-
ande tingimustest saame vorrandisiisteemi

1
—-x + 25 )
> y

2x + 1

Y-

1 3
Siit Ex+25 =2x+1, mis annab Ex =24 ehk x = 16 ja y = 33. Seega Markol
oli alguses 16 punkti ja Tonul 33 punkti.

Kui oleks n = 1, siis Marko ja Ténu punktide summa mé&ngu 16pus oleks
16 + 33 ehk 49, mis pole 100 ja 200 vahel. Seega n > 1 ehk iiks méngijatest
kaotab punkte ja teine voidab punkte. Vaatame kahte juhtu vastavalt sellele,
kumb méngijatest punkte kaotab.

e Kui punkte kaotab Marko, siis voimalusedon n = 2, n = 4, n = 8 ja
n = 16. Vastavalt oleks Marko punktide arv mingu lopus 8, 4, 2 voi 1
ja Tonu punktide arv 66, 132, 264 voi 528. Kaks viimast varianti pole
voimalikud, sest punktide summa oleks tile 200. Kahel esimesel juhul
oleks punktide summa vastavalt 74 ja 136, millest ainult teine on 100 ja
200 vahel.

Kui punkte kaotab Tonu, siis voimalused on n = 3, n = 11 ja n = 33.
Vastavalt oleks Tonu punktide arv méngu 16pus 11, 3 v6i 1 ja Marko
punktide arv 48, 176 voi 528. Viimane variant pole voimalik, sest punk-
tide summa oleks iile 200. Kahel esimesel juhul oleks punktide summa
vastavalt 59 ja 179, millest ainult teine on 100 ja 200 vahel.

Kokkuvottes saame, et Marko ja Tonu punktide summa mangu 16pus on kas
136 voi 179.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

II osa lahendused

1. (Hdrmel Nestra)
Toesta, et iga mittenegatiivset tdisarvu on voimalik esitada kujul 2a + b, kus
a ja b on mittenegatiivsed tdisarvud, millest kumbki annab arvuga 4 jagades
jédgi 0 voi 1.
Lahendus 1. Arvud 0, 1, 2, 3 esituvad koik ndutud kujul alljargnevalt:
0=2-0+0; 1=2-0+1;, 2=2-140; 3=2-1+1. (1)

Alati, kui mingi mittenegatiivne tdisarv n esitub noutud kujul n = 2a + b,
siis n+4 = 2a+ (b+4) on arvu n+4 esitus néutud kujul, sest arv b+4 annab
4-ga jagamisel sama jadgi nagu arv b. Seega alustades arvude 0, 1, 2, 3 esi-
tustest (1), saame jargnevalt leida arvude 4, 5, 6, 7 esitused, neist omakorda
arvude 8, 9, 10, 11 esitused jne 16pmatuseni. Jarelikult esitus noutud kujul
leidub toepoolest iga mittenegatiivse tdisarvu jaoks.

Lahendus 2. Olgu n suvaline mittenegatiivne tdisarv. Jagades arvu n arvu-
ga 4, olgu jagatis ja jadk vastavalt g ja r; see tdhendab, et n = 4q + r, kus
g on mittenegatiivne tdisarvja r onkas 0, 1, 2 voi 3. Sellise arvu r saab esi-
tadakujul (1), st r = 2a+b, kus a ja b onkumbkikas 0 voi 1. Kuna n = 4g+r
jar =2a+ b, siis kokkuvottes n = 4q + 2a + b ehk

n=2a+ (4q +b).

Arvud a ja 4g + b annavad arvuga 4 jagades vastavalt jadgid a ja b, mis
eelneva pohjal on kumbki kas 0 vo6i 1. Seega on noutud esitus leitud.

Lahendus 3. Olgu n suvaline mittenegatiivne tdisarv. Olgu b arv, mille saa-
me arvust 7, muutes tema kahendesituses 16pust teise, neljanda, kuuenda
jne numbri nullideks, ning olgu a arv, mille saame arvust 7, muutes tema
kahendesituse iilejianud numbrid nullideks ja kustutades viimase numbri.
Siis n = 2a + b, kusjuures nii a kui ka b annavad 4-ga jagades jadgi 0 voi 1,
sest nende molema kahendesituse eelviimane number on 0.

Midrkus. Lahendus 3 néitab, et kehtib tilesande viitest tugevam viide: iga
naturaalarvu on voimalik esitada kujul 2a + b, kus a ja b on naturaalarvud,
mis esituvad erinevate 4 astmete summana.

Lahendus 4. Olgu n suvaline mittenegatiivne tdisarv. Vaatame 4 juhtu soltu-
valt jadgist arvu n jagamisel 4-ga.
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e Kui n = 4k, siis voime votta a = 0, b = 4k. Téepoolest, 4k =2 -0 + 4k.
e Kui n = 4k + 1, siis voime votta a = 0, b = 4k + 1. Toepoolest,
4k+1=2-0+ (4k +1).
e Kui n =4k+2,siisvoime votta a = 1, b = 4k. Toesti, 4k+2 =2-1+4k.
e Kui n = 4k + 3, siis vdoime votta a = 1, b = 4k + 1. Téepoolest,
4k+3=2-1+(4k+1).
Kuna koigil juhtudel leidsime sobiva esituse, siis {ilesande vidide on toesta-
tud.

. (Hdrmel Nestra)

Tahvlil on tdisarvud -9, -8,-7, -6, -5,—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.
Uhel sammul v6ib kustutada suvalised kaks tahvlil olevat arvu x ja y ja kir-
jutada asemele iihe arvu xy + 2(x + y + 1). Nii toimitakse, kuni tahvlile jadb
vaid iiks arv. Leia koik voimalused, milline arv voib jadda 16puks tahvlile.

Vastus: —2.

Lahendus 1. Markame, et kui iiks asendatavatest arvudest on —2 ja teine
on x, siis asemele tekib arv —2x + 2(—-2 + x + 1) ehk —2x + 2(x — 1) ehk
—2. Seega jddb arv —2 kiigu jérel tahvlile soltumata sellest, millised arvud
asendamiseks valitakse. Jarelikult saab 16puks tahvlile jaédda vaid arv —2.

Lahendus 2. Tdhistame x * y = xy + 2(x + y + 1). Paneme téhele, et
x*xy=(x+2)(y+2)—-2ehk (x*y)+2=(x+2):(y+2).See tdhendab, et
tahvlil olevatest arvudest 2 vorra suuremate arvude korrutis jadb igal sam-
mul samaks. Kuna alguses on tahvlil olevatest arvudest 2 vorra suuremate
arvude korrutis (=7) - (=6) - ... - 10 - 11, mis vérdub nulliga, siis vordub ka
I6puks tahvlile jadvast arvust 2 vorra suurem arv nulliga. Jarelikult tahvlile
jadb arv —2.

. (Sandra Schumann)

Olgu ABC erikiilgne teravnurkne kolmnurk, mille kérgused 16ikuvad punk-
tis H. Toesta, et nurkade ACB ja AHB poolitajad on paralleelsed.

Lahendus 1. Olgunurkade ACB ja AHB poolitajate ldikepunktid kiiljega AB
vastavalt D ja E ning olgu sirgete CH ja AB ldoikepunkt F (joonis 10). Olgu
/CAB =a, ZABC = fja ZBCA = y. Siis

/ABH =180°-90° — ZBAC = 90° — a.

Sarnasel viisil saame /BAH = 90° — § ja ZACF = 90° — a.
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A D EF B

Joonis 10 Joonis 11

1
Sellest, et CD on nurgapoolitaja kolmnurgas ABC, saame ZACD = EY'
Jarelikult

/DCF = ZACF - ZACD =
90° L
= - —-v7v =
%Y
=90°—a—§(180°—a—ﬁ)=
. s 1 1
=90°-a—-90°+-a+=-f=
27 2
1,1
=3P

Ténu sellele, et HE on nurgapoolitaja kolmnurgas ABH, saame vordusi
/BAH =90° — B ja ZABH = 90° — a kasutades sarnasel viisil

| 1 1 1
ZEHF—E(E)O —a)—E(go ﬁ)—zﬁ 2 &

Kokkuvottes Z/DCF = ZEHF. Seega kaasnurkadest tulenevalt CD || HE.

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 defineerime punktid D ja E. Olgu veel K sir-
gete BH ja AC loikepunkt, L sirgete AH ja BC ld6ikepunkt ning M ja N ti-
pust C tommatud nurgapoolitaja l6ikepunktid vastavalt sirgetega BH ja AH
(joonis 11).

Tdhistame ZACD = /ZDCB = ¢. Tdisnurksest kolmnurgast CKM saame
/KMC = 90° — ¢. Tippnurkadest saame niitid /DMH = Z/KMC = 90° —¢.
Taisnurksest kolmnurgast CLN saame aga ZCNL = 90° — ¢. Kolmnurgast
HMN saame seega ZMHN = 180° — 2 (90° — ¢) = 2¢. Korvunurkadest tu-
lenevalt /BHA = 180° — 2¢, kust ZAHE = 90° — ¢.

Jarelikult ZAHE = ZCNL. Kuna tegu on poiknurkadega, siis sirged CD ja
HE on paralleelsed.
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4. (Birgit Veldi)

Mari ja Jiiri méngivad malelaual méotmetega 8 x 9 jargmist

mangu. Médngu alguses on Mari ratsu malelaua vasakul alu- —5 R N
misel nurgaruudul ning Jiiri ratsu paremal iilemisel nurga- A
ruudul. Edasi hakkavad nad kordamdéda tegema oma ratsu- —~ T °
dega malekdike (ratsu saab kiia parajasti nendele ruutudele,

mis asuvad temast horisontaalis {ihe ja vertikaalis kahe ruudu v6i horison-
taalis kahe ja vertikaalis tihe ruudu kaugusel nagu joonisel ndidatud), see-
juures Mari alustab. Jiiri voidab, kui mélema méngija ratsud satuvad korra-
ga tihele ja samale ruudule (iikskdik kumma méngija kdigu tulemusel). Kas
Jiiril on voimalik tagada voit sdltumata Mari vastumangust?

Vastus: ei.

Lahendus. Oletame véitevastaselt, et Jiiril on voimalik tagada v6it s6ltuma-
ta Mari vastuméngust. Sel juhul on kaks voimalust: mélemad ratsud satu-
vad iihele ja samale ruudule parast Mari kdiku voi pérast Jiiri kdiku. Jiiril ei
ole vdoimalik sundida Marit oma ratsuga kdima Jiiri ratsuga samale ruudule,
sest tikskdik millisel ruudul asudes on ratsul voimalik kdia vahemalt kahe-
le erinevale ruudule ning ainult tihel neist saab asuda Jiiri ratsu. Vélistame
jargnevalt ka voimaluse, et Jiiri ja Mari ratsud on iihel ja samal ruudul parast
Jiiri kdiku. Varvime ruudud mustaks ja valgeks nagu tavalisel malelaual ja
mairkame, et malelaual mootmetega 8 x 9 on diagonaalselt teineteise vastas
olevad nurgaruudud eri vérvi (joonis 12). Seega alustavad méngijad erinevat
varvi ruutudelt, ratsu aga saab kéia vaid valgelt ruudult mustale voi vastupi-
di. Kuna peale Jiiri kdiku on moélemad méngijad teinud tihepalju kiike, on
nad endiselt eri varvi ruutudel. Seetottu ei saa ratsud pérast Jiiri kdiku olla
iihel ja samal ruudul.

Kuna Mari targa méngu korral ei saa Mari ja Jiiri ratsud sattuda iihele ja sa-
male ruudule pérast iihe ega teise méngija kiiku, siis ei ole Jiiril voimalik
voitu tagada.

Joonis 12
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Lahendused

1. (Urve Kangro)

Sportlane ujub piki joge tihest sillast teiseni parivoolu 10 minutit, tagasi aga
50 minutit. Mdlemal korral ujub ta vee suhtes sama kiirusega. Mitu protsenti
on sportlase kiirus vee suhtes suurem kui joe voolu kiirus?

Vastus: 50.

Lahendus. Olgu sportlase kiirus vee suhtes  meetrit minutis ja joe voolu kii-
rus v meetrit minutis. Olgu vahemaa iihest sillast teiseni s meetrit. Ulesan-

s s

de tingimustest 0 u+vija =0 u—v.Avaldades kummastki vorrandist s,

saame vastavalt s = 10(u + v) ja s = 50(u — v). Seega 10(u + v) = 50(u — v)

ehk u + v = 5(u — v). Avades sulud ja koondades sarnased liikmed, saame
3

4u =6vehku= 3 v. Seega sportlase kiirus vee suhtes on 50% vorra suurem

kui vee voolu kiirus.

2. (Maksim Ivanov)

Paulil on 48 miinti rohkem kui Liisal. Kui Liisa annaks Paulile teatud arvu
oma miinte, siis nende kédes olevate miintide arvud erineksid 3 korda. Kui
aga hoopis Paul annaks Liisale sama arvu oma miinte, siis nende kées oleva-
te miintide arvud erineksid 2 korda. Leia koik voimalused, mitu miinti saab
olla Liisal.

Vastus: 264.

Lahendus. Olgu Liisal alguses x miinti, siis ilesande esimese tingimuse poh-
jal on Paulil x + 48 miinti.

Kui Liisa annaks Paulile y miinti vastavalt iilesande teisele tingimusele, siis
jadks Liisale x — y miinti ja Paulile x + 48 + y miinti. Kuna x —y < x+48 + y,
siis 3(x —y) = x+48 + y, kust 2x —4y = 48 ehk x — 2y = 24.

Kui Paul annaks Liisale y miinti vastavalt {ilesande kolmandale tingimu-
sele, siis jddks Paulile x + 48 — y miinti ja Liisale x + y miinti. Kui oleks
2(x + y) = x + 48 — y, siis saaksime x + 3y = 48. Korrutades siisteemi

x -2y 24,
x+3y = 48
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esimese vorrandi pooled 3-ga ja teise vorrandi pooled 2-ga, saame saadud
vorrandite liitmisel 5x = 168. See ei ole voimalik, sest x peab olema tédisarv.
Jadb tile variant x+y = 2(x+48—y), kust x—3y = —96. Korrutades siisteemi

x =2y = 24,
x—=3y = -96

esimese vorrandi pooled 3-ga ja teise vorrandi pooled 2-ga, saame esime-
sest tekkinud vorrandist teise lahutamisel x = 264.

Seega ainsa voimalusena saab Liisal olla 264 miinti.

. (Maksim Ivanov)

Muutujate x ja y vddrtused on sellised naturaalarvud, et avaldise 20x + 23y
vadrtus on 2023. Leia summa x + y suurim ja vihim voimalik vadrtus.

Vastus: suurim 101, vdhim 89.

Lahendus. Vordus 20x + 23y = 2023 on samavadrne vordusega

20(x + y) = 2023 - 3y. 2)

Muutuja y vddrtuse suurenedes parema poole vdadrtus vdheneb, seega vihe-
neb ka vasaku poole vidirtus ja {ihtlasi summa x + y véartus. Seetottu pii-
sab arvutada summa x + y vadrtus muutuja y vihima ja suurima vdimaliku
vadrtuse korral.

Vordusest (2) ndeme, et vihendaja 3y véartuse iiheliste number on 3, mil-
lest tulenevalt muutuja y vadrtuse iiheliste number on 1. Seega muutuja y

vadrtus pole vdiksem kui 1 ega suurem kui 81, sest 23-91 > 2023. Kui y = 1,
.. 2023 -3-1 . . . 2023 -3-81

siisx+y= %0 =101,jakui y =81,siisx+ y = %0 = 89.

Molemal juhul on muutuja x védértus naturaalarv. Seega summa x + y suu-

rim ja vdhim vdartus on vastavalt 101 ja 89.

. (Maksim Ivanov)

Tahvlile kirjutatakse 11 erinevat positiivset tdisarvu. Neist kuue suurema ar-
vu summa on 3 korda suurem nelja vidiksema arvu summast. Leia vihim
voimalik koigi tahvlile kirjutatud arvude summa.

Vastus: 109.

Lahendus. Olgu nelja vdhima arvu summa x, suuruselt jirgmine arv y ja
kuue suurima arvu summa z. Ilmselt

Y-D+y-2+y-3)+ (-4 =4y -10,
F+D+Y+)+ Y +3)+ @+ +(y+5+(y+6)=6y+21.

X

<
zZ =

Ulesande tingimuste pohjal aga z = 3x. Seega 3x = 6y + 21, kust x = 2y +7.
Kokkuvottes
2y+7<x<4y-10.
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Seega 2y +7 < 4y—10, kust 2y = 17. Tdisarvulisust arvestades saame y = 9.
Jéarelikult z = 6-9 +21 = 75ja x = 2 -9 + 7 = 25. Kdigi tahvlile kirjutatud
arvude summa peab jérelikult olema vdhemalt 25 + 9 + 75 ehk 109. See on
ka voimalik, kui arvud on 4,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15.

. (Sandra Schumann)

Kodlnelinurga ABCD kiiljel BC valitakse punkt E. Olgu F selline punkt, et
ACFE on roopkiilik. Olgu L sirgete AD ja EF 16ikepunkt. Toesta, et punktid
B, D, E ja L asuvad tihel ringjoonel.

Lahendus 1. Ainus vdimalus on, et punktid C, D ja F asuvad samal pool
sirget AE, punktid B, E ja F asuvad samal pool sirget AC ning punkt D
asub teisel pool sirget AC (joonis 13). Seega paralleelsete sirgete 16iku-
misel sama sirgega tekkivatest kaasnurkadest Z/DLE = ZDAC. Nelinur-
ga ABCD iimberringjoone samale kaarele toetuvatest piirdenurkadest aga
/ZDAC = /DBC = ZDBE. Kokkuvodttes Z/DLE = ZDBE, millest aga tule-
nebki, et punktid B, D, E ja L asuvad iihel ringjoonel.

Lahendus 2. Sarnaselt lahenduse 1 algusega veendume, et sirge AE 1dikab
nurga DLF haarasid. Kasutades niiiid nelinurga ABCD {imberringjoone sa-
male kaarele toetuvaid piirdenurki ja paralleelsete sirgetega 16ikumisel sama
sirgega tekkivaid kaasnurki, saame

/BDL = /BDA=/BCA = /BEL.

Vordusest /BDL = ZBEL aga tuleneb, et punktid B, D, E ja L asuvad iihel
ringjoonel.

D

Joonis 13

. (Erik Paemurru)

Rivis seisab 2023 erineva pikkusega inimest. Nimetame inimest huvitavaks,
kui ta on kas rivis seisvate inimeste seas lithim voi pikim v6i on rivis temast
lithemaid ja pikemaid inimesi ithepalju. Kas voib kindlalt viita, et rivi keskel
paiknev inimene on huvitav, kui
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a) thegi 1013 jarjestikuse inimese seas pole lithim iiks d4rmistest?
b) iga 1013 jarjestikuse inimese seas on lithim iiks ddrmistest?

c) iga 1013 jarjestikuse inimese seas on nii lithim kui ka pikim iiks 4drmis-
test?

Vastus: a) jah; b) ei; c) jah.
Lahendus.

a) Olgu rivi liihima inimese jarjekorranumber n. Kui oleks n < 1011, siis
saaksime valida jdrjestikused 1013 inimest, kellest kdige esimene on ri-
vis n-s inimene. Kui oleks n = 1013, siis saaksime valida jdrjestiku-
sed 1013 inimest, kellest koige viimane on rivis n-s inimeme. Jéarelikult
n = 1012 ehkrivi lithim inimene peab asuma rivi keskel.

b) Kui rivi alguses seisavad 1011 lithimat inimest pikkuse kasvamise jar-
jestuses ning nende jarel pikemad 1012 inimest suvalises jdrjestuses nii,
et pikema 1012 inimese seas pikim ega lithim ei paikne esimesel (kogu
rivis keskmisel) kohal, siis on iga 1013 jdrjestikuse inimese seas lithim
koige esimene. Kogu rivi keskel paiknev inimene aga pole ei rivis lithim
ega pikim ega ka mitte pikkuselt keskmine (viimasel juhul peaks ta ole-
ma 1012 pikema inimese seas lithim).

¢) Olgu rivis pikkuselt keskmise inimese jdrjekorranumber n. Kui oleks
n < 1011, siis saaksime valida jarjestikused 1013 inimest, kellest koige
esimene on rivis n-s inimene. Kuid kogu rivi pikkuselt keskmisest ini-
mesest on tdpselt 1011 inimest pikemad ja 1011 inimest lithemad, mis-
tottu see inimene ei saa olla 1013 inimese seas lithim ega pikim. Ana-
loogselt saame vastuolu oletusest, et n = 1013. Jarelikult n = 1012 ehk
rivis pikkuselt keskmine inimene peab asuma rivi keskel.

Medirkus. Ulesande osa c) saab lahendada ka jirgnevalt. Mérkame, et meil
on 1011 voimalust valida 1013 jirjestikust inimest, kusjuures rivi keskel
paiknev inimene on alati nende jarjestikuste inimeste hulgas ja pole kunagi
ddarmine. Iga voimaluse jaoks teame, et ddrmistest inimestest on iiks 1013
inimese hulgast pikim ja tiks lithim, mistottu iiks 4armistest inimestest on
rivi keskel paiknevast inimesest pikem ja teine lithem. Seega saame koik
iilejddnud 2022 inimest nende jdrjekorranumbri alusel jagada paaridesse:
(1,1013),(2,1014),...,(1011,2023), kusjuures igas paaris on iiks inimene ri-
vi keskel paiknevast inimesest pikem ja teine lithem. Jarelikult on rivi keskel
paiknevast inimesest 1011 temast pikemad ja 1011 temast lithemad, seega
ta on rivis pikkuselt keskmine.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)

Risttahukas mootmetega 6 x 8 x 10 pannakse kokku 480 {ihikkuubist. Mitmel
erineval viisil on voimalik selles valida kaks tihise tahuga tihikkuupi?

Vastus: 1252.

Lahendus 1. Kaht tihikkuupi, millest iiks asub vahetult teise peal (vertikaal-
modtmes), saab horisontaalmdotmetes paigutada 6 - 8 erinevasse asendisse
ja vertikaalmootmes 10 — 1 ehk 9 erinevasse asendisse. Seega kokku on voi-
malik niimoodi asetatud kaht {ihikkuupi valida 6 - 8 - 9 viisil. Analoogselt
leiame, et kaht tihikkuupi, millest iiks asub vahetult teise taga voi korval, on
voimalik valida vastavalt 6 -7 - 10 ja 5- 8 - 10 viisil. Kokku on valikuvéimalusi
6-8:9+6-7-10+5-8-10 ehk 1252.
Lahendus 2. Esimese tihikkuubi saab valida kas risttahuka nurgas, servas,
tahul voi sisemuses. Loendame valikuvdoimalused neil juhtudel eraldi.
 Esimese tihikkuubi valimiseks nurgas on 8 voimalust. Sellise tihikkuu-
biga tihist tahku omava teise iihikkuubi valikuks on 3 voimalust.

¢ Esimese tihikkuubi valimiseks risttahuka servas, kuid mitte nurgas, on
4-((6—-2)+(8—2)+(10—2)) ehk 72 voimalust. Sellise tihikkuubiga tihist
tahku omava teise tihikkuubi valikuks on 4 voimalust.

¢ Esimese iihikkuubi valimiseks risttahuka tahul, kuid mitte servas, on
2-(6-2)8-2)+8—-2)(10-2) + (10 — 2)(6 — 2)) ehk 208 voimalust.
Sellisega iihist tahku omava teise tihikkuubi valikuks on 5 voimalust.

¢ Esimese tthikkuubi valikuks risttahuka sisemuses on (6 —-2)(8—2)(10—2)
ehk 192 voimalust. Sellisega ihist tahku omava teise {ihikkuubi valikuks
on 6 voimalust.

Kokkuvottes on esimese ja teise iihikkuubi jarjestikuseks valikuks seega
8-3+72-4+208-5+ 1926 ehk 2504 voimalust. Kuna niimoodi loen-
datakse iga kahe tihise tahuga tihikkuubi valik topelt (emb-kumb tihikkuup

2504
saab olla esimene), siis otsitavaid valikuvoimalusi on - ehk 1252.

2. (Hddrmel Nestra)

Ma motlesin iihe positiivse reaalarvu. Kui ma tostsin selle arvu kuupi, siis ma
sain sama tulemuse nagu siis, kui ma kolmveerandile moeldud arvust liitsin
moeldud arvu ruudu. Leia koik voimalused, millise arvu ma voisin moelda.
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3
Vastus: —.
2

Lahendus. Olgu mdeldud arv x. Ulesande tingimustest saame vorrandi

3
= x+ x5
4

Eelduse pohjal x # 0, mistottu voime vorrandi pooled jagada arvuga x.
. 3 . . ~ .
See annab vorrandi x* = 1 + x. Viimane on samavédirne ruutvorrandiga

3 1 3 3
X —x- 1 = 0, mille lahendid on x = -3 jax = > Ainult 3 rahuldab

positiivsena tilesande tingimust.

. (Maksim Ivanov)

Pool 6una kaalub 50 g vorra rohkem kui kolmandik pirni. Pool pirni kaa-
lub 120 g vorra rohkem kui kolmandik ploomi. Oun, pirn ja mingi positiivne
tdisarv ploome kaaluvad kokku tépselt 1 kg. Kui palju kaalub ploom, kui on
teada, et iga ploomi mass on iiks ja sama tdisarv gramme?

Vastus: 45 g.

1
Lahendus. Kaalugu ploom x grammi. Siis pool pirni kaalub gx + 120 gram-
2
mi, mistottu pirn kaalub gx + 240 grammi. Pool duna kaalub jarelikult
1(2 2 4
3 (gx + 240) +50 ehk §x+ 130 grammi, mistottu 6un kaalub §x+260 gram-

2 4 10
mi. Seega 6un ja pirn kaaluvad kokku gx + 240 + §x + 260 ehk ?x + 500

grammi.

10
Olgu ploomide arv k. Saame seose ?x + 500 + kx = 1000, kust

10x
T + kx = 500. 3)

10x
Seega e peab olema tdisarv. Kuna arvul 10 pole tegureid, mis taanduksid

9-ga vilja, siis peab x jaguma 9-ga. Seega kirjutades seose (3) timber kujul
(10 + 9k) - g =500, 4)

on vorduse vasakul pool kahe tédisarvu korrutis. Arv 10 + 9k annab 9-ga ja-
gades jddgi 1, sest 10 annab 9-ga jagades jadgi 1 ja 9k jagub 9-ga. Arvu 500
positiivsed tegurid on 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100, 125, 250, 500, millest ainult
1, 10 ja 100 annavad 9-ga jagades jdagi 1. Et aga 10 + 9k > 10, siis ainus

. . X
voimalus on 10 + 9k = 100. Vorrandist (4) saame niitid 3 =5, kust x = 45.

Seega ploom kaalub 45 grammi.
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4. (Sandra Schumann)
Toesta, et mistahes reaalarvude x ja y korral

4> (x-)(y+2).

Lahendus 1. Avades paremal pool sulud, viies koik liikkmed vasakule ja kor-
rutades molemad pooled kahega, saame samavaédrse vorratuse

2x% +8—2xy —4x+2y* + 4y > 0. (5)

Paneme tihele, et

2x%+8-2xy—4x+2y*+4y = (x*-2xy+y?) + (P —4x+4) + (Y +4y+4) =
= (x-1%+ (x-2% + (y+2)%.

Seega vorratus (5) kehtib, kuna vasak pool vordub reaalarvude ruutude sum-
maga jareaalarvude ruudud on mittenegatiivsed (vorratuse (5) vasak pool ei
saa olla null, sest see tdhendaks, et x—y, x—2 ja y +2 oleksid korraga nullid,
mis pole voimalik).

Lahendus 2. Avades paremal pool sulud, viies vorratuse koik liikmed vasa-
kule ja jdrjestades astmete jargi, saame samavéaarse vorratuse

X = (y+2)x+ (y* +2y+4)>0. (6)

Vaatame voOrratuse (6) vasakut poolt ruutkolmliikmena x suhtes. Vastava
ruutvorrandi diskriminant on (y +2)* — 4 (y* + 2y + 4) ehk —3y* — 4y — 12.
Vaatame saadud avaldist omakorda ruutkolmliikmena y suhtes; et vastava
ruutvorrandi diskriminant 4° — 4 - 3 - 12 on negatiivne ja pealiikme kordaja
on negatiivne, omandab avaldis —3y? — 4y — 12 ainult negatiivseid virtusi.
Seega on vorratusele (6) vastava ruutvorrandi diskriminant negatiivne séltu-
mata y vddrtusest. Kuna selle vorrandi pealiikme kordaja on positiivne, siis
on vorrandi (6) vasak pool alati positiivne. Ulesande véide jareldub.
5. (Oleg Kosik, Birgit Veldi)

Koolkuusnurgas ABCDEF kehtivad vordused |FA| = |AB| ja |CD| = |DE|
ning vorratus |BC| < |EF|. Diagonaalid BF ja CE loikavad diagonaali AD
vastavalt punktides K ja L, diagonaalide BF ja CE pikendused aga l6ikuvad
punktis M. Toesta, et kolmnurk KLM on vordhaarne.

Lahendus 1. Kuna |BC| < |EF| (joonis 14), siis ZMKL = ZBKD ning
ZMLK = ZCLA. Seega piisab ndidata, et ZBKD = ZCLA. Tdhistame
/FAB = a, ZCDE = ¢ ja ZBAC = ZBDC = ¢. Kuusnurga ABCDEF {im-
berringjoone vordsetele kaartele toetuvatest piirdenurkadest saame

180° —
/ADB = /AFB = /ABF = yy

180° - 6
£DAC = /DEC = ZDCE = ——.
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Joonis 14 Joonis 15

Kuna BKD on kolmnurga K AB vilisnurk, siis eelneva pohjal

180° — & . 180° — a
2 2 7

/BKD = /BAK + ZABK = /BAD + ZABF =¢ +

analoogselt kuna CLA on kolmnurga CDL vélisnurk, siis

180°—a 180° -6
+ .

ZCLA=ZCDL+ ZDCL = /ZCDA+ ZDCE =¢ + ) >

Jarelikult /BKD = ZCLA, mida oligi tarvis nédidata.

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1, taandame koigepealt iilesande vorduse
/BKD = ZCLA niitamisele. Olgu O kuusnurga ABCDEF {imberringjoone
keskpunkt (joonis 15). Koolude vahelise nurga suuruse valemi pohjal

1
ZBKD = E(LBOC + ZCOD + ZFO0A4),

1
ZCLA = E(LDOE + ZAOB + ZBOC).

Seega piisab ndidata, et /BOC+/ZCOD+/FOA = Z/DOE+/AOB+/BOC,
mille jaoks omakorda piisab ndidata, et Z/COD + ZFOA = Z/DOE + ZAOB.
Viimane aga jareldub vordustest ZCOD = ZDOE ja ZFOA = ZAOB, mis
tulenevad vastavalt tingimustest |CD| = |[DE| ja |FA| = |AB|.

Lahendus 3. Olgu O kuusnurga ABCDEF timberringjoone keskpunkt. Vaat-
leme raadiuseid OA ja OD. Kuna raadiust sisaldav sirge on ringjoone suhtes
simmeetriatelg ning |AB| = |AF|, siis punktid B ja F on OA suhtes siim-
meetrilised, millest tulenevalt OA ja BF on risti. Analoogselt leiame, et OD
ja CE onristi. Olgu G sirgete OA ja BF loikepunkt ning H sirgete OD ja CE
ll6ikepunkt (joonis 16).
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Joonis 16

Vaatleme kolmnurka OAD. Kuna |OA| = |0OD|, siis ZOAD = ZODA.
Tdisnurksetes kolmnurkades AGK ja DHL on iihed tervnurgad vordsed,
jarelikult on vordsed ka teised tervnurgad ehk ZAKG = ZDLH. Kuna
ZAKG = ZMKL ja ZDLH = MLK (tippnurgad), siiska ZMKL = ZMLK.
Seega kolmnurk KLM on vordhaarne.

Mdrkus. Vdide kehtib ka juhul, kui |BC| > | EF], tdestus on analoogne.

. (Maksim Ivanov)

Arturil ja Karlil on algul kahe peale kokku 240 miinti. Peetril ainsana kol-
mest poisist miinte ei ole. Uhe kidiguga annab kumbki kahest poisist, kel-
lel on kummalgi rohkem miinte kui kolmandal, viimasele tdpselt poole oma
miintidest. Pdrast neljandat kdiku on Karlil niisama palju miinte kui alguses.
Mitu miinti on alguses Arturil?

Vastus: 208.

Lahendus 1. Olgu Arturil alguses a miinti, siis Karlil on alguses 240—a miinti
1 1

ja Peetril 0. Parast esimest kdiku on Arturil 7% Karlil 120 — 2@ ja Peetril 120

miinti. Edasi vaatame kahte juhtu.

e Kui %a >120— %a, siis teisel kdigul annavad Artur ja Peeter pooled oma
miindid Karlile. Parast seda on Arturil 4_11“’ Peetril 60 ja Karlil 180 — 4_11“
miinti. Kuna 240 — a > 0, siis a < 240, millest tulenevalt ia < 60 ja
180 — lea > 120. Seega kolmandal kdigul annavad Karl ja Peeter pooled
oma miindid Arturile. P4rast seda on Karlil 90 — %a, Peetril 30 ja Arturil

1 1 1
120+ ga miinti. Kuna 3 a < 30, siis 90— a a > 30. Seega neljandal kdigul
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annavad taas Artur ja Karl pooled oma miindid Peetrile. Pdrast seda on

1 . 1
Karlil 45— T a miinti. Ulesande tingimuse kohaselt 240 —a = 45— % a,
kust a = 208.

e Kui %a < 120 - %a, siis teisel kdigul annavad Karl ja Peeter pooled
oma miindid Arturile. Pdrast seda on Karlil 60 — ia, Peetril 60 ja Ar-
turil 120 + lea miinti. Kolmandal kdigul annavad Artur ja Peeter pooled
oma miindid Karlile. Parast seda on Arturil 60 + éa, Peetril 30 ja Karlil

1 1 1 1
150 — ga miinti. Kuna 150 — ga >30+120-— Ea > 30+§(240—a) > 30,

siis neljandal kdigul annavad Artur ja Karl pooled oma miindid Peetrile.

1 1
Pirast seda on Karlil 75 — Ea miinti. Kuid 75 — Ea < 120 < 240 — a,

1 1 . .
sest eeldusest Ea <120 - Ea tulenevalt a < 120. Seega sel juhul ei saa

Karlil olla parast neljandat kidiku samapalju miinte kui alguses.
Lahendus 2. Igal kdigul iga poiss kas kaotab pooled oma miindid voi saab
pooled iilejadnud miintidest juurde. Seega kui tal on enne mingit kéiku

1 1
Xx miinti, siis on tal pédrast seda kdiku kas Ex minti voi x + 5(240 — x) ehk

120 + %x miinti. Seejuures on teisel juhul pooled koigist miintidest tema
kdes, mistottu tal on rohkem miinte kui kummalgi iilejddnud poistest. See
tdhendab, et jargmisel kdigul ta kaotab pooled miindid ja kuna ka pérast
jargmist kdiku on tal rohkem miinte kui sellel poisil, kes jargmisel kdigul sa-
muti miinte dra annab, siis kaotab ta pooled miindid ka tilejargmisel kédigul.
Sama poiss ei kaota kunagi miinte kolmel jarjestikusel kdigul, sest siis peaks
keegi iilejadnud poistest kolme kdigu jooksul kaks korda miinte juurde saa-
ma, mis pole voimalik, kuna igale kdigule, mil miinte juurde saadakse, jarg-
neb kaks kidiku, mil miinte dra antakse.

Olgu Arturil alguses a miinti, siis Karlil on alguses 240 — a miinti. Et Peetril
miinte pole, siis esimesel kdigul annab Karl miinte dra, mistottu parast seda

1
jaab talle 120 — —a miinti. Edasi vaatleme juhtusid vastavalt sellele, millal

Karl miinte juurde saab; eelneva pohjal toimub see kas teisel voi kolmandal
kiigul (ja mitte molemal).
¢ Kui Karl saab miinte juurde teisel kdigul, siis on tal pérast teist kdiku

1 1 1 1
120+ 3 (120 -3 a) ehk 180— 1 a miinti, parast kolmandat kdiku 90— 3 a

1 .
miinti ja parast neljandat kédiku 45 — Ea miinti. Ulesande tingimuse

1
kohaselt 240 — a = 45 — Ea, kust a = 208.
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e Kui Karl saaks esmakordselt miinte juurde kolmandal kiigul, siis oleks

1
60——a)
4

1 1
tal pdrast teist kiiku 60 — 1 a, parast kolmandat kdiku 120 + 3

1 1 .
ehk 150 — 5“ ning pérast neljandat kdiku 75 — Ea miinti. Ulesande

1
tingimuse kohaselt 240 — a = 75 — 1—6a, kust a = 176. See aga on vas-

tuolus eeldusega, sest siis oleks pdrast esimest kdiku Arturil 88, Karlil 32
ja Peetril 120 miinti, mistottu peaks Karl juba teisel kdigul miinte juurde
saama. Seega pole see juht voimalik.

Kokkuvottes on ainus voimalus, et Arturil on alguses 208 miinti.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. Maksim Ivanov)

Kui kauba algset hinda vdhendada 4a protsendi vorra, siis kauba hind va-
heneb 20 euro vorra. Kui uut hinda suurendada 5a protsendi vorra, siis see
touseb 23 euro vorra. Leia kauba esialgne hind.

Vastus: 250 eurot.
Lahendus. Olgu kauba algne hind x eurot. Ulesande tingimuste pohjal keh-

4a 5a
tivad vordused — - x = 20 ja — - (x — 20) = 23. Esimesest saame
100 100

. ax . .

ax = 500, teisest 20 " a = 23. Asendades ax esimesest vordusest teise,
500 500

saame >0 a = 23, kust a = 25 — 23 = 2. Jarelikult x = > = 250 ehk

kauba algne hind oli 250 eurot.

2. (Urve Kangro)

Kas leiduvad sellised kaks reaalarvu, mille vahe on 40 ning aritmeetilise ja
geomeetrilise keskmise vahe on 8?

Vastus: jah.

+
Lahendus 1. Olgu need arvud x ja y. Siis x — y = 40 ja ) Xy = 8.

Esimesest vorrandist saame x = y + 40. Siit teise vorrandisse asendades

saame
2y +40
T— \/y(y+40) =8.
Viies juurega liikme ainsana paremale ning lihtsustades vasakul, saame
y+12 =+/y(y + 40).
Tostes molemad pooled ruutu ja avades sulud, saame
y* + 24y + 144 = y* + 40y.

Koondades sarnased liikmed ja lahendades saadud lineaarvorrandi, saame
¥ =9.Et x — y = 40, siis x = 49. Kontroll néditab, et arvud 9 ja 49 tdepoolest
rahuldavad iilesande tingimust.
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X+

Lahendus 2. Olgu need arvud x ja y. Siis x — y = 40 ja e Xy = 8;

+y

.. - - . X ~ -
viimase vorduse samavéarne kuju on —8 = /xy. Tostes selle vorduse

pooled ruutu ja viies koik liikmed vasakule, saame

(x+y

2
5 ) —8(x+y)+64—xy=0. )

Paneme tihele, et

(x+y)2_xy: X2 +2xy+y>? v x2 - 2xy+y>? :(x—y

2
- ) = 400.
2 4 4 2

Seega vorrand (7) taandub kujule 464—-8(x+y) = 0, kust x+y = 58. Siisteemi
x—y = 40,
x+y =58

lahendamisel saame x = 49, y = 9. Kontroll néitab, et arvud 9 ja 49 tdepoo-
lest rahuldavad tilesande tingimust.

. (Hdrmel Nestra)

Positiivsed tdisarvud 7 ja m on sellised, et v/n+ vm on ratsionaalarv. Toes-
ta, et n ja m on tdisarvude ruudud.

Lahendus 1. Olgu vn + vm = r, kus r on ratsionaalarv. Positiivsete arvu-

de summana on r nullist erinev. Siis vVm = r — v/n. Ruutu tdstes saame
2

rr+n-m

m=r’+n-2rvn,kustvn= ———

2r
lest tulenevalt 7 on ratsionaalarvu ruut ja n tdisarvulisuse tottu ka tdisarvu

ruut. SUimmeetria tottu saame analoogselt, et tdisarvu ruut on ka arv m.

.Seega v/ on ratsionaalarv, mil-

Lahendus 2. Olgu v/n + v/m = r, kus r on ratsionaalarv. Positiivsete arvu-
de summana on r nullist erinev. Ruutu tostes saame n + 2vnm + m = r?,
2
rr-n—m

kust vnm = —Y Seega v/nm on ratsionaalarv, millest tulenevalt

nm on ratsionaalarvu ruut ja tdisarvulisuse tottu ka tdisarvu ruut. Tdhista-
des nm = a?, kus a > 0, saame algse vorrandi poolte korrutamisel suuru-

. a+m . _
sega vm vorrandi a + m = rvm. Seega vm = ———, mistoéttu vm on
r
ratsionaalarv. Jarelikult 72 on ratsionaalarvu ruut ja tdisarvulisuse tottu ka

tdisarvu ruut. Simmeetria pohjal ka n on tdisarvu ruut.

Lahendus 3. Olgu Vn++vm = r, kus r on ratsionaalarv. Ruutu tdstes saame
2
rr-n—-m
n+2vnm+m = r2, kust vnm = —
arv, millest tulenevalt nm on ratsionaalarvu ruut ja tdisarvulisuse tottu ka
tdisarvu ruut.

. Seega v/ nm on ratsionaal-
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Olgu d = SUT(n,m) ning n = dn', m = dm’. Siis nm = d*n'm’. Ku-
na nm ja d* on tiisarvude ruudud, siis ka n'm’ on tiisarvu ruut. Et 7’ ja
m' on iihistegurita, siis on see voimalik vaid juhul, kui n’ ja m’ on mole-

mad tdisarvude ruudud. Seega r = Vdn' + vdm' = \/E(\/? + vV m’), kust

r .. _ .
Vd = ————— . Viimase vorduse parem pool on ratsionaalarv, sest see
vn' +vm

on ratsionaalarvu ja tdisarvu jagatis, seega ka vasak pool Vd on ratsionaal-
arv ning d on ratsionaalarvu ruut. Et aga d on tdisarv, siis d peab olema
tdisarvu ruut. Siis ka korrutised dn’ ja dm' ehk n ja m on tidisarvude ruu-
dud.

Lahendus 4. Olgu vn ++vm = r, kus r on ratsionaalarv. Positiivsete arvude

. . " n-m n—-m
summana on 7 nullist erinev. Siis vz — vVm = = . See-
Vn+vm r

gaka vn — v/m on tiisarvu ja ratsionaalarvu jagatisena ratsionaalarv; olgu
see s. Liites ja lahutades V()rdused vVn++vm = rjayn-+yvm = s, saa-

me\/_—

nja mon rats1onaalarvude ruudud ning téisarvulisuse tottu ka tdisarvude
ruudud.

———, mis molemad on ratsionaalarvud. Jarelikult

. (Urve Kangro)

Peres on 7 last. Iga laps sai jouludeks kommipaki. Kui lapsed oma kommid
iile lugesid, selgus, et igaiiks oli saanud erineva arvu komme, koigil kokku oli
aga tdpselt 100 kommi. Toesta, et leidub 3 last, kes said kokku vihemalt 50
kommi.

Lahendus 1. Olgu kommide arvud xj, xo, ..., x7, kusjuures tildisust kitsen-
damata x; < x» < ... < x7.Kui x5 + x¢ + x7 = 50, siis noutud 3 last leiduvad.
Oletame niiiid, et x5+x5+x7 49; siis x1+x2+x3+x4 = 51.Kuna x4 < x7-3,
X3 < Xg—3jaxy < X5—3,81is X2 + X3 + x4 < X5 + X + x7 — 9 < 40. Seega
X1 =51 —-40 = 11. Naid x, = 12, x3 = 13 ja x4 = 14, aga kuna vorduste
korral x7 + x2 + x3 + x4 = 50 < 51, siis peab olema x4 = 15, x5 = 16, xg = 17
ja x7 = 18.Jarelikult x5 + xg + x7 = 16 + 17 + 18 = 51 —jéllegi noutud 3 last
leiduvad.

Lahendus 2. Olgu kommide arvud xi, xo, ..., X7, kusjuures tildisust kitsen-
damata x; < x» < ... < x7. Oletame viitevastaselt, et x5 + xg + x7 < 49. Siis
< 15, muidu oleks X5+ Xg + x7 = 16+ 17+ 18 = 51. Aga sel juhul x4 < 14,
<13, xy<12jax; s1llehkx; +x2+x3+x4 <11+12+ 13+ 14 =50.
Seega kokku saab olla maksimaalselt 99 kommi, vastuolu.

Lahendus 3. Olgu kommide arvud xj, xo, ..., X7, kusjuures iildisust kitsen-
damata x; < x» < ... < x7. Vaatleme kahte juhtu.

e Kui x4 < 14, siis x1 + xo + x3 + x4 < 11 +12 + 13 + 14 = 50, seega
X5 + Xg + x7 = 50.
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e Kui x4 = 15, siis x5 + xg + x7 = 16 + 17 + 18 = 51.
Lahendus 4. Olgu kommide arvud xj, xo, ..., x7, kusjuures tildisust kitsen-
damata x; < X2 <...< x7.Siis X5 = x4 + 1, Xg = x4 + 2 ja x7 = x4 + 3, seega
X5+ Xg+ X7 = 3x4+6 Teiselt poolt x3 < x4—1, X2 < x4—2ja x; < x4—3, seega
X1 + X2 + X3 + x4 < 4x4 — 6. Kui oletame, et iga 3 last said kokku vihem kui

43
50 kommi, siis muuhulgas 3x4 + 6 < 49, seega x4 < — ehk x4 < 14. Samas

57
peaks siis kehtima ka 4x, — 6 > 51, seega x4 = — ehk X4 = 15, vastuolu.

Lahendus 5. Olgu kommide arvud xj, xo, ..., x7, kusjuures tildisust kitsen-
damata x; < x» < ... < x7. Paneme tdhele, et x; < 11, sest muidu oleks
voimalik vihim kommide arv 12 + 13 + 14 + 15 + 16 + 17 + 18 ehk 105. Kui
X1 = 11, siis on vihim voimalik kommide arv 11 + 12+ 13+ 14+ 15+ 16 + 17
ehk 98, aga suurendada saaks ainult kas suurimat pakki 2 vorra voi kahte
suurimat 1 vorra, moélemal juhul oleks 3 suurimas kommipakis kokku 50
kommi.

Kui x; < 10, siis kuna x4 < x7 — 3, x3 < x5 —3ja x» < x5 — 3, siis
X2+ X3+ X4 < X5+ Xg+x7—9. Teiselt poolt, xo+x3+ x4 = 100— X7 — X5 — X — X7.
Asendades selle eelmisse vorratusse, saame

100 —x; — X5 —Xg— X7 < X5+ x5+ XxX7—9

ehk 2(x5 + xg + x7) = 109 — x;. Kasutades niitid eeldust, et x; < 10, saame

X5 + Xg + X7 = > Taisarvulisuse tottu x5 + xg + x7 = 50.

Mdirkus 1. Lahendusega 3 sarnase lahenduse voib saada ka, vaadeldes juhte
< 15ja x5 = 16.

Markus 2. On tdpselt kaks voimalust, kus leidub 3 last, kes said kokku tip-

selt 50 kommi: selleks peavad kommide arvud olema kas 11, 12, 13, 14, 15,

17 ja 18 voi 11, 12, 13, 14, 15, 16 ja 19.

. (Hdrmel Nestra)

Vordkiilgse kolmnurga igale kiiljele kui diameetrile joonestatakse ringjoon.
Leia koigi ringjoonte sisse jddva ala pindala, kui kolmnurga kiiljepikkus
on a.

Vastus: é (7[ - \/§) a’.

Lahendus 1. Vordkiilgse kolmnurga korguse aluspunkt on vastaskiilje kesk-
punktis. Seega Thalese teoreemi pohjal 1dbib igale kiiljele kui diameetri-
le joonestatud ringjoon {iilejadnud kahe kiilje keskpunkte. Algse kolmnur-

1
ga pindala on 1 V3a?. Koigi kolme kiilje keskpunktide {thendamisel jaota-

1 .
me kolmnurga neljaks vordseks osaks pindalaga 1—6\/§ a’. Uhe kiilje kesk-

punktist teiste kiilgede keskpunkti tommatud l6igud jaotavad sellele kiiljele
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w4
N ey
z
_a 0 Ja
T 2 2
Joonis 17 Joonis 18

kui diameetrile joonistatud poolringi kolmeks vordseks sektoriks. Uhe sek-

1 (a\2 1
tori nurk on 60° ja pindala 67'[ (E) ehk ﬂﬂaz. Lahutades kahest vdiksest

kolmnurgast moodustuva rombi pindalast sektori pindala, saame selle ala
pindala, mille kolme ringjoone iihisosa eraldab algsest vordkiilgsest kolm-
nurgast; selliseid on 3 tiikki (joonisel 17 vérvitud halliks). Kolmnurga {ile-
jadanud osa on parajasti koigi kolme ringjoone sisse jadv ala. Seega otsitav

1 1 1
pindala on Z\/gaz -3 (2 . E\/gaz - ﬁﬂaz), mis lihtsustamisel annab
1
3 (n - \/§) a’.

Lahendus 2. Toome sisse koordinaatteljed nii, et koordinaatide alguspunkt
asub kolmnurga iihe kiilje keskel, x-telje siht langeb kokku selle kiilje sihi-
ga ja kolmnurga punktide y-koordinaat on mittenegatiivne (joonis 18). Pa-
neme tdhele, et kolmnurga nurgapoolitajad jagavad vaadeldava ala kuueks
vordseks osaks. Ulemine parempoolne kuuendik (joonisel 18 halliks vérvi-
tud) on piiratud iilevalt ringjoonega, mille vérrand on x* + y* = r?, kus

3
r = g, alt sirgega, mille vorrand on y = ?(x + 1) (sest see sirge 1dbib
3
punkti (—r;0) ja tema tous on 3 ), ning vasakult y-teljega. Sirge ja ringjoo-
V3 2
ne ldikepunkti x-koordinaadi leiame seosest x? + (?(x + r)) = 7%, mis

. s . r
annab ainsa positiivse lahendina x = >

Jarelikult otsitav pindala avaldub integraalide kaudu kujul

S:6-(f2\/r2—x2dx—f2?(x+r)dx).
0 0
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Teise osa saame dra integreerida:
V3 3
fz £(x+ r)dx = £(x+r)2
o 3 6

Esimese integraali osas teeme muutujavahetuse x = rsin ¢, et saada ruut-

FaE, VB, 5VE,
T8 6 24

0

b1
juure alla tdisruut. Siis dx = r cos t df ning rajad muutuja ¢ jaoks on 0 ja 5
Saame

3 3 5
f \/rz—xzdxzf rcostdxzf rcost-rcostds =
0 0

0
3 5 1+ cos2t
:f rzcosztdt:f P2 " dr=

0

7'[0 2
(t sin2t)2g T V3,
= |zt r ==+ —|r".
2 4 0 12 8
Seega
(7 V3 5v3) , 1 , 1 2
S—6-(E+?—§)r—§(n—\/§)r—g(n—\/g)a

. (Marko Tsengov)

Olgu n positiivne tdisarv. Jiiri ja Mari médngivad arvteljel jargmist méangu.
Kummalgi méngijal on nupp, mis on algul nullpunktis. Oma kiigul sooritab
mangija vabal valikul tihe jargnevast kahest tegevusest:

1) liigutab enda nupu iihe tihiku vorra positiivses voi negatiivses suunas;

2) tostab vastase nupu iile enda nupu teisele poole niisama kaugele (kui
maingija nupp on punktis a ning vastase nupp on enne kdiku punktis b,
siis pdrast kdiku on vastase nupp punktis 2a — b).

Méngijad sooritavad vaheldumisi kumbki n kdiku, alustab Jiiri. Voidab see
mangija, kelle nupp on méngu l6puks nullpunktist kaugemal. Kumb méngi-
ja saab vdita vastase iga vastuméangu korral, kui vordse kauguse puhul null-
punktist voidab:

a) Mari;

b) Jiiri?

Vastus: a) alati Mari; b) Jiiri, kui n = 1, Mari tilejidnud juhtudel.
Lahendus.

a) Tehku Mari alati sama kéik, mis Jiiri on viimati teinud. Kui enne Jiiri
mingit kdiku on mélema méngija nupud iihes ja samas punktis, siis esi-
mese kdiguvariandi puhul satuvad nupud enne Jiiri jargmist kdiku taas
tihte ja samma punkti, teise kdiguvariandi puhul ei muutu kummaginu-
pu asukoht ja jéllegi on nupud enne Jiiri jargmist kdiku tihes ja samas
punktis. Kuna méngu algul on nupud iihes ja samas punktis, siis on nu-
pud peale Mari iga kdiku samuti {ihes ja samas punktis, mistottu sellise
strateegiaga voidab alati Mari.
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b) Kui n = 1, siis sooritagu Jiiri esimest liiki kdik. Mari ei saa esimest liiki
kédiguga liigutada oma nuppu nullpunktist kaugemale kui on Jiiri nupp,
samuti ei saa Mari teist liiki kdiguga muuta Jiiri nupu kaugust nullpunk-
tist. Jarelikult voidab sel juhul Jiiri.

Kui n = 2, siis saab Mari vbita, korrates Jiiri viimatist kdiku sarnaselt
osa a) lahendusega kuni Jiiri eelviimase kdiguni ja tegutsedes edasi vas-
tavalt jargmisele strateegiale soltuvalt Jiiri eelviimasest kdigust.

e Kui Jiiri eelviimane kéik ei vii Jiiri nuppu nullpunkti, kordab Mari ka
selle kdigu. Kui seejdrel teeb Jiiri esimest liiki kdigu nullpunkti suu-
nas voi teist liiki kdigu (viimane seisu ei muuda), teeb Mari esimest
liiki kdigu nullpunktist eemale, misldbi on tema nupp 16pus null-
punktist kaugemal. Kui aga Jiiri teeb esimest liiki kdigu nullpunk-
tist eemale, vastab Mari teist liiki kdiguga, misldbi Jiiri nupp satub
nullpunktile ldhemale kui Mari nupp.

e Kui Jiiri eelviimane kiik viib Jiiri nupu nullpunkti, teeb Mari kaks
esimest liiki kdiku nullpunktist eemale. Jiiri vahepealne kéik ei saa
Mari nupu kaugust nullpunktist muuta, mistéttu Mari nupp 16-
petab kahe tihiku kaugusel nullpunktist, Jiiri nupp aga jadb koige
enam iihe tihiku kaugusele nullpunktist.

Seega jadb Mari nupp alati nullpunktist kaugemale kui Jiiri nupp, mis-
tottu Mari voidab.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor Uldjuhend

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise iildised pohimotted ning seejdrel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipaberilt
viidatud). T66 mustandi arvestamine voi mittearvestamine iilesande lahen-
duse hulka on hindaja otsustada (voi piirkonna hindamiskomisjoni iihine
otsus koigi lilesannete suhtes), kuid see peab toimuma koigis t6ddes iiht-
moodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejaanud
iilesannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mil-
le eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi iiks punkt (st vastavaid punkte
iihe kiisimuse piires ei fule liita). Testitilesannete lahendusi dpilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile vdi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste {ilesannete kohta tuleb esitada tdielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust médda osadeks (etappideks) ning on ndidatud iga
osa eest antav punktide arv (st iihe tilesande eest antava punktisumma saa-
miseks tuleblahenduse erinevate osade eest antud punktid liita).

Mones skeemis on mone etapi kirjelduse all (,, Sealhulgas:“ jarel) alapunkti-
dena vilja toodud konkreetse etapi vdiksemate osade eest antavad punktid
—need ldhevad kiiku juhul, kui lahenduse see etapp on ebatdielik voi vigane
ja selle osa tdispunkte seetdttu ei saa anda. Alamosade punktid tuleb oma-
vahel samuti liita.

3. Ziirii lahendustes ja kdesolevates hindamisjuhistes on iilesannete vastused
esitatud enamasti ainult {ihel, lihtsaimal v6i koige tdendolisemalt esineval
kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sama vastuse
teised moistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna, segaarvu-
na, kimnendmurruna, sonadega vélja kirjutatuna —, seejuures ka osana pi-
kemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgitustega) antud
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vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest iildreeglist, on
eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud iihikutes avaldub. Nditeks kiisimusele ,Kui suur pindala ...?“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte ,120* (kui iilesande tekstis po-
le kasutatud tihikuta pikkusi/pindalasid). Teistes tihikutes véljendatud sa-
ma suurus tuleb lugeda digeks, niiteks vastused , 120 cm?“ja , 1,2 dm?“ on
samavéirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisitud kind-
late tihikute arvu. Nditeks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?“ antud
vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel nagu
kiisimusele ,Mitu karu ... ?“ antud vastused ,,3“ ja ,,3 karu“ (vastus koos lii-
gisonaga). Teistes iithikutes antud vastus tuleb aga lugeda valeks, vastused
,120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole siin samavidrsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult iihe
sellise skeemi jirgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem punkte).

. Enamiku iilesannete korral (v.a testid ja toestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on opilasel lahendatud, kasutades lahenduse
iiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punktide jao-
tust meie pakutud hindamisskeemides.

. Mistahes téieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal juhul
anda maksimumpunktid, sdltumata selle lahenduse pikkusest voi otstarbe-
kusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 312: 2p
2. o Antud dige vastus 398: 2p
3. o Antud o6ige vastus —5: 2p
4. o Antud dige vastus 30: 2p
5. o Antud dige vastus 10000 (vai 10%): 2p
6. o Antud dige vastus 75°: 2p
o Antud vastuseks 75 ilma kraadimargita: 1p
7. o Antud dige vastus 3: 2p
o Antud vastuseks 3 koos tihikuga: 1p
8. o Antud dige vastus 12: 2p
. _. 63
9. o Antud dige vastus 31,5 cm (voi > cm): 2p
o Antud vastuseks 31,5 voi sama arv teisel kujul ilma tihikuta voi
vale {ihikuga: 1p
R 126 . .
o Antud vastuseks 6ige vddrtusega taandamata murd (nt e ) tihi-
kuga voi ilma: 1p
10. o Antud 6ige vastus 2: 2p
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

I osa hindamisjuhised

2

1. o Antud dige vastus H: 2p

o Antud vastuseks sama arv taandamata murru, kiimnendmurru
vms kujul: Op
2. o Antud bige vastus 16: 2p
3. o Antud dige vastus —8: 2p
4. o Antud bige vastus 16: 2p
5. o Antud dige vastus 6: 2p
6. o Antud dige vastus 10°: 2p
o Antud vastuseks 10 ilma kraadimargita: 1p
7. o Antud bige vastus 5 cm?: 2p
o Antud vastuseks 5 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p
8. o Antud o6ige vastus 9: 2p
9. o Antud oige vastus 8 cm: 2p
o Antud vastuseks 8 ilma tihikuta voi vale {ihikuga: 1p
10. o Antud dige vastus 5: 2p
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus —618: 2p
2. o Antud bige vastus 6: 2p
3. o Antud dige vastus 4: 2p
4. o Antud dige vastus 55 eurot: 2p
o Antud vastuseks 55 ilma tihikuta: 1p

5. o Antud bige vastus 1: 2p
6. o Antud dige vastus 8: 2p
7. o Antud dige vastus 40°: 2p
o Antud vastuseks 40 ilma kraadimargita: 1p

8. o Antud dige vastus 6 cm?: 2p
o Antud vastuseks 6 ilma tihikuta v6i vale tithikuga: 1p

. 1

9. o Antud dige vastus 6: 2p
10. o Antud dige vastus 4: 2p
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o
o
o

(e}

Pakutud vdhimaks sobivaks arvuks 1236:

Ammendavalt pohjendatud, et vdiksemad arvud ei sobi:
Pakutud suurimaks sobivaks arvuks 9864:
Ammendavalt pohjendatud, et suuremad arvud ei sobi:

Ip
2p
Ip
3p

Ainult tiieliku 6ige vastuse (1236 ja 9864) eest ilma selgitusteta anda 2 punk-
ti. Ainult iihe dige arvu (teine puudu voi vale) eest, kui tddst on selge, kas
moeldud on vdhimat vdi suurimat, anda 1 punkt.

2. o
o)
o)

o

o

o

Tahele pandud, et EADF on ruut:

Tdhele pandud, et ruudu diagonaal ED poolitab tdisnurga:
Pohjendatud ZBDC = 20°:

Pohjendatud ZDCE = 25°:

Pohjendatud ZEKL = 45°:

Pohjendatud ZEFC = 65°:

Pohjendatud Z/KLE = 70°:

Ip
Ip
Ip
Ip
Ip
Ip
Ip

Ainult tdieliku 6ige vastuse (koik kolm nurka) eest ilma selgitusteta anda
2 punkti. Ainult iihe v6i kahe 6ige nurga eest (teised puudu voi valed) an-
da 1 punkt.

Leitud pallide kogumaksumus 210 eurot:
Leitud iihes rithmas olevate pallide kogumaksumus:
Leitud pallid, mis kuuluvad 8-eurose palliga iihte rithma, koos
pohjendusega:
Oigesti koostatud kaks riihma, millesse kuuluvad pallid vastavalt
hinnaga 15 ja 20 eurot, ning vélistatud teised voimalused:
Sealhulgas:

« QOigesti koostatud iiks neist kahest rithmast koos teiste voi-

maluste vilistamisega:

Leitud tilejddnud pallide jaotumine rithmadesse:

Ip
Ip

Ip

3p

2p
Ip

Ainult tdieliku 6ige vastuse (ainus dige jaotus rithmadesse) eest ilma selgi-
tusteta anda 3 punkti. Kui lisaks digele jaotusele on vastuseks pakutud teisi
jaotusi, siis anda 1 punkt. Vastuse eest, mis sisaldab ainult osaliselt 6igeid ja
valesid jaotusi, anda 0 punkti.

66



Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Leitud, et varvide jargnevus katkeb parast 128 tdistsiiklit ja 1 li-

sakaarti: 1p
o Leitud, et jargnevuse katkemisel on timber tostetud 257 punast

ja 128 sinist kaarti: 1p
o Mainitud, et jargmine kaart peaks olema punane: 1p
o Jdreldatud, et pakis on 257 punast kaarti: 1p
o Jéreldatud, et pakis on 343 sinist kaarti: 1p
o Leitud, et muudetud vérvide jargnevus katkeks parast 171 tdis-

tsiiklit ja 2 lisakaarti: 1p
o Leitud, et muudetud varvide jargnevus katkeks pérast 515 kaardi

timbertostmist: 1p

Ainult 6ige vastuse (515) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

2. o Osaa)lahendus: 3p
Sealhulgas:

e Pohjendatud, et /BAG = 36°: ip

e Pohjendatud, et /BEA = 72°: ip

o Osab) lahendus: 4p
Sealhulgas Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude puhul:

e Pohjendatud, et |AF| = |AE| = |EG]: 1p

e Pohjendatud, et |[EF| = 2|AD|: 2p
Sealhulgas ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude puhul:

e Pohjendatud, et |AF| = |AE| = |EG|: 1p

e Pohjendatud, et |AE| + |EF| + |FA| = |EG| + |DC]: 1p

e Pohjendatud, et |DE| = |GC|: 1p

Ainult tdieliku dige vastuse (kolm 6iget nurka ja imbermoo6t 16 cm) eest il-
ma selgitusteta anda 2 punkti. Ainult ithe osa dige vastuse (kolm diget nurka
voi imbermo66t 16 cm, muu puudu voi vale) eest anda 1 punkt.

3. o Koostatud dige vorrandisiisteem Marko ja Tonu boonuspunkti-
de leidmiseks: 1p
o Vorrandisiisteemist leitud 6iged boonuspunktide arvud: 1p

16 33
o Arusaadud, et punktide summa on kas — + 33 voi 16 + —, kus
n

n
molemad liidetavad peavad olema naturaalarvud: 1p
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o Leitud koik voimalused juhul, kui punkte kaotab Marko, ja vilis-

tatud koik peale oige: 2p
o Leitud koik véimalused juhul, kui punkte kaotab Tonu, ja valis-
tatud koik peale oige: 2p

Ainult tdieliku 6ige vastuse (136 ja 179) ilma selgitusteta anda 2 punkti. Ai-
nult tihe 6ige arvu korral anda 1 punkt, kui rohkem variante pole pakutud
voi on lisaks pakutud 1 vale variant. Muudel juhtudel anda 0 punkti.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1. Anname kolm eraldi skeemi erinevate ldhenemiste hindamiseks.
Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude jaoks.

o Leitud iilesande tingimusi rahuldavad esitused arvudele 0, 1, 2,
3 (voi likskoik millisele neljale jarjestikusele naturaalarvule):

o Ldhtudes iilesande tingimusi rahuldavast esitusest suvalise na-
turaalarvu n jaoks, pandud kirja iilesande tingimusi rahuldav
esitus n + 4 jaoks:

o Pdhjendatud, et see esitus rahuldab iilesande tingimusi:

o Margitud, et nii jatkates saab esitada koik naturaalarvud:

Skeem ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude jaoks.

o Esitatud n =4q + r, kus g on tdisarvjar =0,1,2,3:

o Leitud iilesande tingimusi rahuldavad esitused arvudele 0, 1, 2,
3:

o Leitud iilesande tingimusi rahuldav esitus suvalisele naturaalar-
vule n:

o Pohjendatud, et see esitus rahuldab tilesande tingimusi:

Skeem Ziirii lahendusega 3 sarnaste mottekdikude jaoks.

o Mainitud voi kasutatud ideed vaadelda arvu kahendesitust:

o Antud suvalise naturaalarvu » jaoks 6ige konstruktsioon kahen-
desituse kaudu:

o Pdhjendatud, et see esitus rahuldab tilesande tingimusi:

2. Anname kaks eraldi skeemi erinevate lahenduste hindamiseks.
Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude jaoks.
o Niidatud, et kui iiks asendatavatest arvudest on —2, siis asemele

tekib arv —2:
o Jéareldatud, et —2 jadb tahvlile, millised ka poleks asendatavad
arvud:

o Tehtud dige loppjdreldus:
Skeem Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude jaoks.

o Esitatud uus arv kujul (x + 2)(y + 2) — 2, kus x ja y on asenda-
tavad arvud (voi leitud, et uuest arvust 2 vorra suurem arv on
asendatavatest arvudest 2 vorra suuremate arvude korrutis):
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o

(e}

o

Jareldatud, et tahvlil olevatest arvudest 2 vorra suuremate arvu-
de korrutis ei muutu:

Mairgitud, et algsetest arvudest 2 vorra suuremate arvude korru-
tis on 0:

Tehtud 6ige 16ppjéreldus:

Ainult dige vastuse (—2) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

o

o

o

Leitud seosed Z/CAB, Z/CBA, /HAB, /HBA vahel:

Nurkade arvutusega avaldatud kas ZDCF vdi ZCDA voi ZCDB
samade nurkade kaudu (siin D, E, F tdhistavad samu punkte
mis ziirii lahenduses):

Sarnaselt avaldatud vastavalt kas Z/EHF voi ZHEA voi ZHEB
samade nurkade kaudu:

Niidatud, et arvutatud nurgad on vordsed:

Jareldatud CD ja HE paralleelsus:

Pohjendatud, et Jiiril pole voimalik sundida Marit kdima oma
ratsut Jiiri ratsuga samale ruudule:

Mirgitud, et mangu algul on ratsud eri varvi ruutudel:
Mairgitud, et ratsu kéib alati mustalt ruudult valgele voi vastupi-
di:

Jareldatud, et pérast Jiiri kdiku on mélema méngija ratsud alati
eri varvi ruutudel:

Otsad oigesti kokku seotud:

Ainult dige vastuse (ei) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 10. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Ulle Hiiva)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

o

(e}

Tingimuste pohjal koostatud vorrand kujul 10(u+v) = 50(u—v),
kus u ja v on vastavalt ujuja kiirus vee suhtes ja joe voolukiirus:
Sealhulgas:
e Voetud kasutusele muutujad tdhistamaks sportlase kiirust
vee suhtes ja joe voolukiirust:
e Kasutades sissetoodud muutujaid, saadud sportlase kiiru-
seks parivoolu ujudes u + v ja vastuvoolu ujudes u — v:

3
Saadud selle vorrandi lihtsustamisel seos u = 3 v:

Tehtud 6ige 16ppjdreldus:

Ainult dige vastuse (50) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

2. (Helli Juurma)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

(e}

o

Véetud kasutusele muutujad iihe isiku miintide arvu ja teisele
iileantavate miintide arvu mérkimiseks (Ziirii lahenduses x ja y):
Koostatud vorrand, mis védljendab olukorda, kus Liisa on andnud
Paulile miinte:

Koostatud vorrand, mis véljendab olukorda, kus Paul on andnud
Liisale miinte ja Paulile jadb miinte rohkem:

Koostatud vorrand, mis véljendab olukorda, kus Paul on andnud
Liisale miinte ja Liisale jadb miinte rohkem:

Esimesele juhule vastavat vorrandisiisteemi korrektselt analiiii-
sides saadud vastuolu iilesande tingimustega:

Lahendatud teisele juhule vastav vorrandisiisteem:
Lahendi pohjal leitud dige vastus:

3p

Ip

Ip
3p
Ip

1p
1p
1p
1p
1p

Ip
Ip

Ainult dige vastuse (264) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt. Kui oli lisaks
pakutud valesid variante, siis anti 0 punkti.

3. (Aleksandr Sved)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
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o Antud vastuseks dige suurim vadrtus 101: 1p

o Vastus pohjendatud selle kaudu, et otsiti suurim x: 1p
o Pdhjendatud, miks summa on suurim suurima x korral: 1p
o Antud vastuseks dige vdhim védirtus 89: 1p
o Vastus pohjendatud selle kaudu, et otsiti suurim y: 1p
o Tdestatud, et y suurem olla ei saa: 1p
o Pdhjendatud, miks summa on vihim suurima y korral: 1p

4. (Raul Kangro)
Lahenduse jargnevalt mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Toodud iilesande tingimustele vastav arvukomplekt: 1p
o Naidatud, et jarjestikuste arvude korral peab viies arv olema va-
hemalt 9, selleks et eelneva nelja kolmekordne summa saaks olla

suurem kui jargneva kuue summa: 2p
o Leitud vdhima summaga sobiv arvukomplekt: 1p
o Leitud korrektne vihim voimalik summa (109): 1p
o Tdestatud, et koikide tingimustele vastavate arvukomplektide

korral on viies arv vihemalt 9: 1p
o Tdestatud, et summa ei saa olla vdiksem kui 109: 1p

Valdav osa lahendajatest tegi iihe kahest eeldusest: a) et summa oleks vd-
him, peavad véikseimad arvud olema jarjestikku; b) et summa oleks vdhim,
peavad suurimad kuus arvu olema jarjestikku. Esimene neist eeldustest on
vale ja nii jouti mitteoptimaalse arvukomplektini. Kuigi teine eeldus osu-
tus korrektseks, ei ole tegemist ilmselge faktiga, mida ei peaks toestama. Il-
ma vastava toestuseta lahendati tilesanne lisatingimustel ja see andis mak-
simaalselt 5 punkti.

5. (Sandra Schumann)
Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kaht skeemi.
Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekiikude jargnevalt margitud osade eest
antud punktid summeeriti.
o Néidatud, et /DLE = ZDAC: 3p
o Niidatud, et ZDAC = ZDBE: 4p
Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekiikude jargnevalt margitud osade eest
antud punktid summeeriti.
o Ndidatud, et /BEL = /BCA: 3p
o Niidatud, et /BCA = Z/BDL: 4p
Kui lahendus ei saanud punkte mujalt, siis vdis saada 1 punkti, kui oli vélja
toodud kasulik tihelepanek, et AC || LE voi AC || LF. Selle punkti saamiseks

oli oluline, et sirge sisaldaks punkti L, st mirkimise eest, et AC || EF, punkti
ei saanud.
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Viikese puudujddgiga tdislahendused said 6 punkti.

Ulesanne osutus ootuspéraselt raskeks. Sageli ei suudetud joonestada joo-
nist, mis tilesande tekstile vastaks. Mitmed osalejad ei teadnud koolnelinur-
ga moistet. Sageli ei saadud aru, et etteantud roodpkiilikus on tipud antud
kindlas jérjekorras, st paripdeva voi vastupdeva (aga mitte ldbisegi). Oli aga
ka nii monigi tubli lahendaja, kes lahendas iilesande téielikult voi osaliselt.

. (Richard Luhtaru)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Osa a) lahendus: 2p
Sealhulgas:
e Viidetud (ilma toestuseta), et rivi keskel paiknev inimene
on lithim: 1p
o Osab) lahendus: 3p
Sealhulgas:
e Viidetud mitteformaalselt, et keskmise ja pikima kasvuga
inimesed voivad paikneda suvalistel kohtadel: 1p
o Osa c) lahendus: 2p
Sealhulgas:
e Viidetud (ilma toestuseta), et rivi keskel paiknev inimene
on rivis keskmise pikkusega: 1p

Ainult digete vastuste (jah, ei, jah) eest ilma péhjenduseta sai 0 punkti.
Valdavalt oli osa a) lahendatud hésti, osadega b) ja c) jiddi rohkem hétta.
Uheks komistuskiviks osas a) oli viide, et rivi keskel paiknev inimene ei ole
kunagi 1013 jarjestikuse inimese seas ddrmine ja seega ta peab olema lithim.
Vajalik on ka tdhelepanek, et ta on ainuke, kes ei ole kunagi 1013 jarjestikuse
inimese seas ddrmine. Kui seda olulist detaili polnud mainitud, siis sai osa
a) eest 1 punkti.

Paljud opilased toid osa b) (ja ka muude osade) pohjenduseks vidited nagu
»ei saa kindlalt 6elda“ ja , pole piisavalt infot“. Sellised véited ei ole aga am-
mendav pdhjendus ning selliste pohjenduste eest sai osas b) 0 punkti. Kdige
lihtsam viis toestada, et moni matemaatiline vdide pole alati toene, on leida
konkreetne juht, mille korral see vdide on vdar (tuntud ka kui vastundide).
Seega tdoestamaks, et osa b) vastus on eitav, piisab lihtsalt iihest néitest, kus
rivi keskel paiknev inimene ei ole huvitav. Seejuures ei ole oluline tdestada
muid fakte, niiteks et rivi keskel olev inimene ei saa olla lithim (kuigi see
voib olla abiks vastundite leidmisel).

Samuti olid levinud vdited kujul , Kuna (iilesande tingimused), siis (iilesan-
de vastus)“. Matemaatikaoliimpiaadil ei piisa lihtsalt vditest, et moni fakt
on toene (nditeks keskmine inimene on koéige lithem). Lisaks on vaja kirja
panna konkreetne ja tdpselt sonastatud loogiline jada, kuidas iilesande tin-
gimustest jareldub véide. Just loogiline jada on see, mis eristab vettpidavat
toestust ja intuitsiooni.
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Levinud oli ka osas c) pohjendamata vdide, et dpilased peavad olema pikku-
se jarjekorras (kasvavalt voi kahanevalt). See on kiill tosi, kuid selle véite for-
maalne tdestamine nduab omajagu t66d. Seetdttu said sellised lahendused
osas c¢) 1 punkti.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 11. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Julia Polikarpus)

Erinevate mottekdikude hindamiseks kasutati kaht eri skeemi.

Sihtide kaupa loendamisel pohineva lahenduse (Ziirii lahendus 1) allpool

margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud iihes sihis asetatud kahest iihikkuubist koosnevate plok-
kide arv:

o Leitud teises sihis asetatud kahest iihikkuubist koosnevate plok-
kide arv:

o Leitud kolmandas sihis asetatud kahest iihikkuubist koosnevate
plokkide arv:

o Saadud tulemuste pohjal 6igesti arvutatud koigi kahest tihikkuu-
bist koosnevate plokkide arv:

2p

2p

2p

Ip

Uhikkuupide tihekaupa valimisel pohineva lahenduse (Ziirii lahendus 2) all-

pool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud risttahuka nurkades paiknevate {ihikkuupide arv 8:

o Leitud risttahuka servas, kuid mitte nurgas paiknevate tihikkuu-
pide arv 72:

o Leitud risttahuka tahul, kuid mitte servas paiknevate iihikkuupi-
de arv 208:

o Leitud risttahuka sisemuses paiknevate ithikkuupide arv 192:

o Aru saadud, mitu valitud {ithikkuubiga tihise tahuga tihikkuupi
leidub koigil vaadeldud juhtudel:

o Saadud andmete pohjal digesti arvutatud koigi voimaluste arv
valida iiks ja seejdrel temaga iihist tahku omav tihikkuup:

o Kahega jagamise teel saadud 6ige vastus:

Ainult dige vastuse (1252) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

2. (Ehtel Timak)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

3
o Tingimuste pohjal koostatud vérrand x° = Zx + x? voi midagi
ilmselgelt samavéérset:
o Saadud seos digesti teisendatud ruutvorrandiks:
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o Leitud selle ruutvorrandi molemad lahendid véi leitud positiiv-
ne lahend ja pohjendatud, et teine lahend on negatiivne: 2p
o Antud dige vastus: 1p

3
Ainult dige vastuse (5) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt. Kui oli lisaks pa-
kutud valesid arve, siis anti 0 punkti.

Lihtne tilesanne osutus iisna keeruliseks. Arv 0 on paljude jaoks miistiline,
40 opilast pidasid arvu 0 positiivseks arvuks vastuse esitamisel. Uhes t66s
oli toredasti deldud, et ,see, et kas 0 on positiivne arv, on juba filosoofili-
ne kiisimus*“. Nendele veel lisaks oli suur hulk 6pilasi, kes lihtsalt vorrandi
pooli tundmatuga l4bi jagasid, selgitamata selle tegevuse lubatavust. Kui la-
henduses ei olnud iihtegi mérget selle kohta, et seda teha voib (et tundmatu
on nullist erinev voi positiivne arv), siis kaotas lahendus 1 punkti.

. (Taavet Kalda)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
10

o Koostatud vorrand ?x + kx = 500: 3p
Sealhulgas:

* Pirni mass avaldatud ploomi massi kaudu: 1p

¢ Ouna mass avaldatud ploomi massi kaudu: I1p

o Leitud lahend: 4p
Sealhulgas:

e Jareldatud, et x jagub 9-ga: 1p

e Toestatud lahendi unikaalsus: 2p

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

Moned oOpilased tritasid ilesannet lahendada, leides seose mitte ploomi
massi ja k vahel, vaid hoopis kas pirni massi ja k vahel v6i duna massi ja
k vahel. See teeb lahenduse natuke algebraliselt keerulisemaks, aga tildine
argumentatsioon jdab samaks. Seega hinnati neid Iihenemisi ekvivalentsete
hindamisskeemidega, kus votmeseose leidmise eest anti 3 punkti, ja lahendi
leidmise ja unikaalsuse toestamise eest anti 4 punkti.

Koige tiitipilisemaks veaks osutus lahendi unikaalsuse p6hjendamata jatmi-
ne. Lisaks eeldasid 6pilased monikord, et ploome on kas iiks, voi neid ei olegi
(ndnda, et duna ja pirni masside summa on 1000 grammil).

. (Martin Rahe)
Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kahte skeemi.

Ziirii lahendusega 1 sarnase lahenemise puhul allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.
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o Viidud vorratus kujule, kus iihel pool mérki on ruutude summa

ja teisel pool 0: 5p
Sealhulgas tiiiipiliste mottekdikude korral:

e Korrektselt sulud avatud: 1p

e Viidud kéik liikmed tihele poole: 1p

e Algne vorratus korrutatud 2-ga: 1p

o Mainitud, et reaalarvu ruut on mittenegatiivne: 1p

o Pohjendatud, miks kehtib range vorratus: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnase lahenemise puhul allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Viidud vorratus iithe muutuja suhtes ruutkolmliikme kujule: 4p
Sealhulgas tiiiipiliste mottekdikude korral:

* Korrektselt sulud avatud: 1p

e Viidud koik liikmed tihele poole: 1p

o Leitud saadud ruutkolmliikme diskriminant: 1p

o Pohjendatud, miks leitud diskriminant on alati negatiivne: 1p

o Pohjendatud, miks algne vorratus kehtib: 1p

Algebraliste vigade eest, mis ei mojutanud lahenduskéiku, kaotas 1 punkti.

Ulesanne osutus iisna halvasti lahendatuks. Paljudele dpilastele valmistas
raskust oma ideede ammendavalt pohjendamine. Lahendustes, mis tugi-
nesid juhtude ldbivaatusele, osutus peamiseks probleemiks veendumine, et
koik juhud on késitletud ning pohjendused on korrektsed. Leidus ka mit-
meid voistlejaid, kes ei olnud aru saanud, et vdide peab kehtima iga reaalar-
vupaari jaoks ning iiksikute nédidete toomine ei sobi lahenduseks.

. (Oleg Kosik)
Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kaht skeemi.
Piirdenurki kasutava lahenduse (Ziirii lahendus 1) allpool mérgitud osade
eest antud punktid liideti.
o Margitud, et ZABF = ZAFB, ZDCE = ZDEC ning et vaja ndi-
data, et /MLK = ZMKL: 1p
o Nurgad MKL ja MLK avaldatud kolmnurkade ABK ja CDL vi-
lisnurga valemi abil voi kolmnurkade AKF ja DLE sisenurkade

kaudu: Ip
o Koolkuusnurgas leitud nurkade MKL ja MLK avaldamiseks va-

jalikud piirdenurkade seosed: 3p
o Eelmise kolme punkti abil tuletatud seos ZMLK = ZMKL: 2p

Raadiusi kasutava lahenduse (ziirii lahendus 3) allpool mérgitud osade eest
antud punktid liideti.
o Tommatud raadiused OA ja OD ning leitud, et OA L BF ning
OD 1 CE: 3p
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o Sellest tuletatud vordus /MLK = /MKL:

4p

Paljud lahendajaid kahjuks ei teadnud, et kdolkuusnurk tdhendab seda,
et kuusnurgal leidub timberringjoon. Kddlnelinurk on kiill oliimpiaadigeo-
meetria iiks baasmdisteid, kuid see esineb riilikus 6ppekavas tiksnes iihes
giimnaasiumi valikkursuses, mida voetakse vaid mdnedes koolides ja sedagi
mitte tingimata oliimpiaadi toimumise ajaks. Kuna iilesanne sisaldas palju-
de jaoks vodrat moistet, siis mitmed opilased seda tilesannet ei proovinudki.

. (Toomas Tennisberg)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud vorrandid miintide arvu jaoks parast neljandat kdiku:
Sealhulgas:
e Mirgitud valemid jargmise kdigu miintide arvu leidmiseks:

* Mairgitud, et parast miintide saamist annab iga osaleja kaks
korda jarjest miinte, voi tehtud muu samavédirne tdhelepa-
nek:

o Tdestatud, et ei leidu lahendit, kus Karlil on alguses rohkem
miinte:

Sealhulgas:
e Mairgitud, et seda juhtu on vaja kontrollida:
o Leitud o6ige vastus:

Oige vastuse eest ilma tdiendava seletuseta anti 1 punkt.

4p

2p

Ip

2p

Ip
Ip

Ulesanne osutus vordlemisi keerukaks. Pikk vahe algsete tingimuste ning
neljanda kédigu vahel tekitas probleeme vorrandite piistitamisel. Paljud osa-
lesid moistsid tilesande teksti valesti ning eeldasid, et vaid iiks tilejadnud

poistest annab kolmandale, mitte molemad.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 12. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Ave Kiilter)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Koostatud vorrand, mis véljendab tilesandes kirjeldatud olukor-
da pérast hinna langetamist:

o Koostatud vorrand, mis véljendab tilesandes kirjeldatud olukor-
da pérast hinna tostmist:

o Oigestilahendatud saadud vorrandisiisteem:

o Antud bige vastus:

2p

2p
2p
Ip

Ainult 6ige vastuse (250 eurot) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt. Kui ithik

puudus, siis anti 0 punkti.

2. (Andres Talts)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Koostatud dige vorrandisiisteem iilesandes kirjeldatud kahe ar-
vu leidmiseks:
Sealhulgas:
* Koostatud iiks dige vorrand:
o Saadud vorrandisiisteem odigesti lahendatud:
Sealhulgas ziirii lahendusega 1 sarnastes téddes:

e Saadud stisteemist digesti tuletatud juurvérrand ithe muu-
tuja suhtes:

« QOigesti ruutjuurega liige avaldatud ja ruutjuurest vabane-
tud:

e Vorrand digesti lahendatud:
e Leitud ka teise muutuja vairtus:
Sealhulgas Ziirii lahendusega 2 sarnastes toédes:
e Tuletatud vorrand (7) voi sellega samavéddrne vorrand, kus

+ 2
Xyija (x y) (voi sellest sulgude avamisel saadud liikmed)
on vorrandi iihel pool:

o Lahend kontrollitud (piisas vditmisest, et leitud arvud rahulda-
vad tilesande tingimusi):
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Ip
4p
Ip
Ip

Ip
Ip

Ip
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Ainult dige vastuse (jah) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti. Kui oli ilma sel-
gitusteta vdidetud, et tilesande tingimusi rahuldavad arvud 9 ja 49, siis anti
1 punkt, tingimusel, et vastuseks polnud pakutud rohkem variante.

. (Hdrmel Nestra)

Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati nelja skeemi.

Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o

Voetud kasutusele tihis ratsionaalarvu vz + vm mirkimiseks

(ztirii lahenduses r): 1p
Avaldatud v/m (v6i v/n) selle ratsionaalarvu kaudu: 1p
Tostetud vorrandi pooled ruutu: 1p
Pohjendatud, et /7 (voi v/m) on ratsionaalarv: 2p
Sealhulgas:

e Avaldatud ruututdstmisel saadud vorrandist vz (v6i vm): Ip
Jéreldatud, et n (v6i m) on tdisarvu ruut: 1p

Jareldatud siimmeetria pohjal, et ka teine antud tdisarv on téis-
arvu ruut: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o

Voetud kasutusele tihis ratsionaalarvu vz + v/m mirkimiseks

(ziirii lahenduses r): 1p
Taostetud vorrandi pooled ruutu ja selgesti liigutud v/nm avalda-

mise vOi ratsionaalarvulisuse tuvastamise suunas: 1p
Pohjendatud, et nm on tdisarvu ruut: 1p
Saadud algsest seosest vorrand a + m = rv/'m, kus a = vnm: 1p
Jareldatud, et v/m on ratsionaalarv: 1p
Jareldatud, et m on tdisarvu ruut: 1p
Jareldatud siimmeetria pohjal, et ka teine antud tdisarv on téis-

arvu ruut: 1p

Ziirii lahendusega 3 sarnaste mottekiikude allpool mérgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o

Voetud kasutusele tihis ratsionaalarvu vz + v/m mérkimiseks

(ztirii lahenduses r): 1p
Tastetud vorrandi pooled ruutu ja selgesti liigutud v/nm avalda-

mise voi ratsionaalarvulisuse tuvastamise suunas: 1p
Pohjendatud, et nm on tdisarvu ruut: 1p
Jareldatud, et n = n'd, m = m'd, kus n’ ja m’ on tiisarvude

ruudud ja d tédisarv: 1p
Pohjendatud, et Vd on ratsionaalarv: 1p
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o Jareldatud, et d on tdisarvu ruut: 1p
o Jéreldatud, et n ja m on tdisarvude ruudud: 1p

Ziirii lahendusega 4 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Voetud kasutusele tihis ratsionaalarvu vz + vm mirkimiseks

(ztirii lahenduses r): 1p

o Pohjendatud, et /7 — v/m on ratsionaalarv: 2p
Sealhulgas:

e Kasutatud vordust n — m = (Vn +vm) (Vn - vm): Ip

o Pdhjendatud, et v/7 ja v/m on ratsionaalarvud: 3p
Sealhulgas:

e Avaldatud /7 ja v/m suuruste vn++v/m ja vn—+/m kaudu: 2p

o Jéreldatud, et n ja m on tdisarvude ruudud: 1p

Oigetes lahendustes piisas esimese ja teise skeemi viimase rea jirgi punkti
saamiseks viitest, et teise arvu jaoks on mottekiik sarnane vms. Valede la-
henduste puhul anti see punkt ainult siis, kui oli selgesti viidatud algse seose
simmeetriale n ja m suhtes.

Mitu tiitipviga kordus viga paljudes to6des, mis viitab sellele, et ratsionaal-
arvud ja irratsionaalarvud on enamiku opilaste jaoks iiks paras miistika.
Niditeks piiiiti toetuda vdidetele, et irratsionaalarvu ja irratsionaalarvu sum-
ma on alati irratsionaalarv voi et irratsionaalarvu liitmisel mistahes arvule
saame irratsionaalarvu. Selliste védidete ekslikkusest oleks voinud kiiresti aru
saada lihtsate kontrangidete abil: niiteks v'2 on irratsionaalarv, 2 on ratsio-
naalarv, 2 — V2 on irratsionaalarv, seega irratsionaalarvude V2 ja 2 — V2
summa on vigagi ratsionaalarv (isegi tdisarv). Teine tiitipviga oli noutud
teoreemi asemel poordteoreemi tdestamine, et kui 7 ja m on tdisarvude
ruudud, siis v/7 + v/m on ratsionaalarv. Kuna viimane on triviaalne, siis sel-
lised lahendused said 0 punkti (kui to6s polnud muud punktivadrilist).

Oli palju t6id, mille mustandis oli tehtud tédiesti moistlikke lahendussam-
me, ja monedes neist joutud lahendusega isegi pdris kaugele, kuid puhtan-
disse seda millegipérast polnud timber kirjutatud, vaid aeti seal selle ase-
mel iimmargust juttu. Uldsonaliste vdidete eest nagu , ruutjuur tdisarvust on
kas tdisarv voi irratsionaalarv punkte ei antud, kui neid viiteid polnud la-
henduse kontekstis edasiviivalt rakendatud. Kuna selles iilesandes arvestati
hindamisel ka mustandeid, siis said mustandis maoistlikke lahendussamme
teinud opilased nende eest siiski punktid kétte, isegi kui puhtand oli vaart
0 punkti.

. (Urve Kangro)
Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati nelja skeemi.

Ziirii lahendusega 1 sarnase lihenemise puhul allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.
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[e]

Tehtud viitevastane oletus x5 + xg + x7 < 49: 1p

o Hinnatud x, + x3 + x4 suuruse x5 + xg + x7 kaudu: 2p
o Jareldatud, et x; = 11, xp = 12, x3 = 13, x4 = 14: 2p
o Jareldatud, et x4 = 15: 1p
o Saadud vastuolu: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnase lihenemise puhul allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Tehtud viitevastane oletus x5 + xg + x7 < 49: 1p
o Jareldatud, et x5 = 15: 3p
o Niidatud, et siis x; < 11, xp < 12, x3 < 13, x4 < 14: 2p
o Saadud vastuolu: 1p

Ziirii lahendusega 3 sarnase lihenemise puhul allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.
o Ammendavalt kédsitletud juht x4
o Ammendavalt kédsitletud juht x4

14 (vOi x5
15 (vOi x5

15): 4p
16): 3p
Ziirii lahendusega 5 sarnase lihenemise puhul allpool mérgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

<
=

AR/

o Niidatud, et x; < 11: 1p
o Ammendavalt kédsitletud juht x; = 11: 2p
o Ammendavalt késitletud juht x; < 10: 4p

Ziirii lahendusega 4 sarnane lihenemine oli ainult {ihes t66s, mis sai selle
eest tdispunktid.

Kui millegi muu eest punkte ei saanud, siis vihemalt {ihe néite eest, kus
kolm suurima kommipaki saajat said kokku tdpselt 50 kommi, sai 1 punk-
ti. Muude néidete eest punkte ei saanud.

See tilesanne oli ootamatult raske. Enamuses toodes oli alustatud sellest, et
kommid tuleks jagada voimalikult vordselt. Edasi kas jagatigi algul vordselt
ja siis hakati komme timber tdstma vai siis jagati aritmeetilise jadana ja li-
sati 2 kommi suurima kommide arvuga lastele. Nii saadi kiill kédtte vdhemalt
iiks néide, kus 3 last said tdpselt 50 kommi, aga see on ju pohimatteliselt
ainult ihe voi monede juhtude vaatlemine. Ulesandes oli aga vaja toestada,
et ikskoik kuidas kommid olid jagunenud, pidid igal juhul mingid kolm last
saama kokku 50 kommi. Uldiselt sellised t66d said 1 punkti.

. (Artur Avamerti)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Kirjeldatud, kuidas soovitud pindala 1dbi lihtsamate kujundite

pindalade leida: 4p
o Arvutatud vilja ndutud pindala: 3p
Sealhulgas:
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2

3
* Leitud oigesti vdikese kolmnurga pindala 1_\/6;61 ning 60-

b2
kraadise sektori pindala 21 a’: 1p
» Leitud oGigesti sektori ja ringjoone vahelise segmendi pind-
ala voi muu lahenduses kasutatud jargmise sammu pindala: 1p
e Leitud oige loppvastus: 1p

Oige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

Ulesanne oli iildjoontes hésti lahendatud ning 6igeid lahendusi (ménikord
viikeste arvutusvigadega) oli palju. Ulesande raskus peitus peamiselt aru
saamises, kuidas otsitud pindala 14dbi lihtsamate kujundite leida — peale sel-
lest aru saamist on edasine lahendus ainult arvutamise vaev ning arvutusvi-
gade eest karistati minimaalselt. Samuti ei karistatud progresseeruvaid vigu
- kui 6pilane leidis esimeses sammus mone pindala valesti ning kasutas se-
da hilisemates sammudes, saades enda leitud vale pindala jaoks ,dige” vas-
tuse, siis rohkem punkte maha ei voetud.

Huvitaval kombel said {illatavalt paljud 6pilased tilesandest valesti aru ning
leidsid mitte kdige ringjoonte sisse jadva ala pindala, vaid pindala, mida ka-
tab vdhemalt iiks kolmest ringjoonest. Sellised t66d said tiitipiliselt 0 punkti
(kui neis just midagi muud punktivédrilist ei esinenud).

. (Marko Tsengov)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Korrektselt lahendatud iilesande osa a): 3p
Sealhulgas:

* Esitatud idee lasta Maril kopeerida Jiiri kdike: 2p
Korrektselt lahendatud tilesande osa b): 4p
Sealhulgas:

e Mairgitud, et eraldi tuleb vaadata juhte, kus eelviimasel kéi-

gul liigub Jiiri nupp nullpunkti ja kus mitte: 1p

e Uldjuht korrektselt 14bi vaadatud: 1p

e Erijuht korrektselt 14bi vaadatud: 1p

e Mirgitud, et juhul n = 1 voidab Jiiri: 1p

Ainult 6ige vastuse ega vaid iiksikute juhtude ldbivaatuse eest kummaski
alatilesandes punkte ei antud, vélja arvatud osa b) juhu n = 1 vastuse eest,
kui see oli eraldi vélja toodud.

Mones lahenduses eeldati, et kui nupud on samas punktis, ei saa teist lii-
ki kdiku sooritada, mis vois tuleneda tilesande sonastusest. Osa a) lahen-
dust vastav eeldus valdavalt ei mojutanud, osa b) lahenduse hindamisel ar-
vestati vastava juhuga ning vastava eeldusega korrektselt lahenduselt see-
tottu punkte maha ei arvatud.
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Mitmes lahenduses vdideti alusetult, et kui Mari nupp on nullpunktile ldhe-
mal kui Jiiri nupp, siis peale Mari teist tiitipi kdiku on olukord vastupidine,
mislédbi kaotati korrektseks lahenduseks vajalik erijuht.

Midirkus. Kui osa b) oli korrektselt lahendatud, siis loeti ka osa a) korrektselt
lahendatuks.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor Kokkuvote

Kokkuvote

Uleriigilisele Ziiriile laekus hindamise tihtlustamiseks kokku 7. klassi t6id 83,
8. klassi toid 68 ja 9. klassi toid 70. Uleriigilise Ziirii poolsed pohikooli tédde
kontrollijad olid jargmised.

7.Klass:  Kadi Siigur
Hendrik Vija

8.klass: Jaan Kristjan Kaasik
Karl Paul Parmakson

9.klass: Andres Alumets
Birgit Veldi

Sel aastal vaatas iileriigiline Ziirii iga klassi igas t60s 1dbi koik ilesanded.
Jérgnevad ziirii esimehe ja to6de hindajate kommentaarid on kirjutatud tilerii-

gilise Zziirii kdes olnud t66de pohjal. Iga klassi IT osa iga tilesande kohta on eraldi
kommentaarid jargnevatel lehekiilgedel.

7. klass

Ulesannete valikuga voib tagantjdrele rahule jadda, komplekt ei kdinud opilas-
tele tile jou.

Ka test osutus raskusastme poolest parajaks. Koik iilesanded pakkusid lahen-
dajatele pinget, samas ei osutunud tikski tilesanne ka {ileliia raskeks. Uksikuid
tekstide valestimdistmisi esines, kuid tiheski tilesandes ei olnud tegemist siis-
teemse probleemiga.

8. klass

Kuigi II osa iilesanne 2 osutus lisnagi raskeks ja tdispunkte said vihesed, vdib
iilesannete valikuga ka siin rahule jadda, sest punktide langus pingereas on iiht-
lane.

Testis osutusid iilekaalukalt koige raskemateks iilesanded 1, 3 ja 10, kdige lihtsa-
mateks 2, 4 ja 7. Esimeses iilesandes pea pooled opilased andsid vastuseks kas
vale voi taandatava murru. Kolmas iilesanne jii paljudel vastamata voi anti vas-
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tuseks 0, mis ei sobi tihelgi juhul kus a ja b on erinevad. Kiimnendas iilesandes
pakkusid mitmed vastuseks 4 ja 6.

9. klass

Selles klassis osutus II osa suhteliselt raskeks, mida toodi vélja ka paljude 6pe-
tajate tagasisides. Votame omaks, et II osa voinuks lihtsam olla ja véimalusel
piitiame edaspidi paremini.

Test aga oli tildiselt hésti lahendatud. Enim vigu oli viimases {ilesandes. Samuti
oli test objektiivselt parandatud. Punkte pidi muutma vaid iihe t66 korral.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 7. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Enamik lahendajatest said aru, et lihtsaim viis vastuseni jouda on alustada
vastavalt vdhimast vdi suurimast erinevate numbritega neljakohalisest ar-
vust ning jérjest vélistada arve kuni 6ige vastuseni. Koige levinum viga oli
vdide ,vdhim erinevate numbritega neljakohaline arv on 1234“. See pole
toene, selleks on hoopis arv 1023, seega tuleb selgitada, miks me ei alusta
juhtude ldbivaatust sellest arvust (ehk siis miks me ei tohi nulli kasutada).
Selle selgituse puudumise eest votsime maha 1 punkti. Samuti votsime ma-
ha 1 punkti, kui oli esitatud algoritm, millega saaks Gige vastuseni jouda,
kuid oli méni arv juhtude ldbivaatusel vahele jaetud, néiteks suurema arvu
otsimisel 6eldud, et ,otsitav arv voiks alata numbritega 9 ja 8, seega peaks
ta jaguma 9-ga“ ja siis joutud vastuseni 9864 ilma arvu 9873 kidsitlemata.

2. Teises iilesandes jdid osad 6pilased janni selgitamisega, miks Z/EDF = 45°.
Sealt edasi oli lilesanne {ildiselt hésti lahendatud.

3. Kolmasiilesanne oli iildiselt histi lahendatud. Probleeme oli peamiselt poh-
jendamisega, miks {ikski teine variant ei sobiks.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 8. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Ulesanne oli valdavalt histi lahendatud, opilased oskasid jireldada punas-
te ja siniste kaartide arvu laotud pakis. Enamus 6pilasi suutsid ka jareldada,
et punased kaardid said otsa timberladumisel, kuid paljud kaotasid punkti
ebapiisava voi vale pohjenduse eest. Punaste kaartide otsasaamine tulenes
sellest, et jirgmine laotav kaart oleks pidanud olema punane. Mitmed 0pi-
lased viitsid, et punased kaardid said otsa, kuna viimane timberlaotud kaart
oli punane, mis juhtus andma o6ige vdrvi. Moned Opilased tegid apsakaid
osalistes tsiiklites laotud kaartide arvutamisel.

2. Ulesanne osutus keeruliseks. Seda mitte vastuse leidmise, vaid pohjenda-
mise parast. Vaga palju lahendusi pani midagi tdhele joonist vaadates, mille
umber kirjutati terve lahendus. Pilt on selliste tilesannete juures illustratiiv-
ne ja téestus peab ldhtuma ainult iilesande sdnastuses antud tingimustest.
Ulejddnud tidhelepanekud tuleb lihtuvalt algandmetest dra toestada. Néi-
teks enamus osa a) punktid ldksid kaotsi, sest eeldati ilma pohjenduseta, et
kolmnurk EFG on vordhaarne.

Osa b) toestus osutus ka sisuliselt raskeks ja korrektne arutelu esines vihes-
tes toodes. Selle puhul andsime andeks mone védiksema nédpuvea. Esines ka
niidislahendustest erinevaid lahendusi. Niiteks ndidati, et kolmnurka AEF
poolitades on molemad tekitatud kolmnurgad vordsed kolmnurgaga ADE,
millest jareldus kergelt ka imbermoot.

3. Ulesanne oli histi lahendatud, suurimaks probleemiks osutus arvutusviga
vastuse vélja arvutamises. Osades lahendustes oli mainitud, et peale lineaar-
vorrandisiisteemi lahendamist oli vastus leitud proovimise teel. Kui proovi-
mist ei olnud néha, siis ldksid tdispunktid sealt kaduma. Lahenduses kdisiti
ikkagi koiki voimalikke summasid ja siis ei ole teada, miks rohkem véima-
lusi ei ole. Veel esines juhtusid, kus algsed arvud 16 ja 33 muutusid mingi
ndpuvea tottu. Sellisel juhul ldks moni punkt kaduma, sest {ilesande maht
oli teises osas lihtsam.
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Eesti 70. matemaatikaoliimpiaad

1. veebruar 2023 Piirkonnavoor 9. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Pohiline viga, mida opilased oma lahendustes tegid, oli valetpidi tdestada
uritamine. Vaadati arvude a ja b voimalikke jadke 4-ga jagades ning selle
pohjal 2a + b jadki. Kui saadi koik voimalikud jadgid kitte, siis oeldigi et
iilesanne on lahendatud. Tegelikult see ei pohjenda, miks koiki arve sellisel
kujul esitada saab. Sellised lahendused said iildiselt 0 punkti.

2. Ulesanne oliiisna histi lahendatud. Paljud olid joudnud dige vastuseni, kuid
mitmes td6s tuli punkte vdhendada ebapiisavate pohjenduste tottu. Mo-
ne konkreetse ndite 1dbiproovimine on tihti kasulik seaduspédra leidmiseks,
kuid siis tuleb see seaduspira ka tildkujul 4dra toestada. Seetdttu ei saanud
tdispunkte t66d, kus mone néite pohjal véideti, et kui {iks arvudest on -2,
siis tehte vastuseks on —2. Samuti tuli tihti punkte vdhendada to6des, kus
oli 1dbi tehtud paar suvalist voimalust arvude valimiseks.

3. Ulesanne osutus suhteliselt raskeks. Sagedaimaks veaks oli nurgapoolitjate
paralleelsuse vditmine joonisel ndhtu pohjal. Hea joonis on kiill geomeetria-
tilesande oluline osa, kuid ainult joonise tegemine koos viitega, et jooniselt
on midagi ndha, punkte ei anna. Seetdttu tuli mitme t66 puhul piirkondades
antud punkte vihendada.

Levinud veaks oli ka liigsete eelduste tegemine. Mitmes t66s vdideti, et sa-
male alusele toetuvate nurkade nurgapoolitajad langevad kokku. Teiseks le-
vinud eelduseks oli, et kolmnurga korguste 16ikepunkt on ka kolmnurga tim-
berringjoone keskpunkt. Samuti leidus t6id, kus eeldati, et nurgapoolitajad
on paralleelsed ning siis seda kasutades ,tdestati“, et need on paralleelsed.
Esines ka toid, kus tiritati tilesande vididet timber liikata.

Lisame veel paar soovitust opilastele tulevikuks. Esiteks tasub lisada jooni-
sele piisavalt tdhiseid ning siis neid ka nurkade ja ldikude kirjeldamisel ka-
sutada. Viga tiilikas on lugeda nurkade kirjeldusi stiilis: tipust C tommatud
nurgapoolitaja ja selle tipu vastaskiilje vaheline vdiksem nurk on.... Lisaks
voib selline sonaline kirjeldamine péhjustada arusaamatusi. Teiseks on ka-
sulik kirjutada tahiste abil vélja leitud seosed nurkade jal6ikude vahel nende
leidmise jarjekorras. Neid seoseid ainult joonisele mérkides ei pruugi hiljem
olla voimalik kindlaks teha, mis jarjekorras vajalikud sammud tehti, sest sa-
masugused seosed on voimalik joonisele mérkida ka siis, kui alustada sel-
lest, et eeldada, et iilesande viide kehtib, mida alati teha ei tohi.
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Koik t60d ei kasutanud sama ldhenemist, osa toid sisaldasid elemente al-
ternatiivlahendusest (niitid ziirii lahendus 2). Neid t6id hindasime jargmise
skeemi alusel, kus méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Niidatud, et tekib vordhaarne kolmnurk HMN: 3p
o Avaldatud /BHA: 1p
o Avaldatud ZAHE: 1p
o Maérgatud vordsed poiknurgad AHE ja CNH: 1p
o Jéreldatud, et sirged CD ja HE on paralleelsed: 1p

Puuduste korral kolmnurga HMN vodrdhaarsuse toestuses voeti 1 punkt
mabha.

. Selles tilesandes oli mitmeid lahendusi, mis {iiritasid pohjendada, et Mari
saab Jiiri eest dra pogeneda. Kahjuks ei ole see ammendav pohjendus, kui
koiki voimalikke positsioone 14bi ei vaata. Samuti 6eldi, et Mari kaotab siis,
kui astub nurka ja Jiiri astub tema nupust diagonaalis 3 ruudu kaugusele.
Selline olukord pole voimalik. Lahendused, mis ainult sellele toetusid, said
0 punkti. Mitmel 6pilasel oli jddnud tekstist mulje, nagu kumbki méngijatest
voiks mingile ruudule ainult korra astuda, méngijad kdiksid samaaegselt voi
voiks Mari liikuda ainult tiles-paremale ja Jiiri alla-vasakule suunas. Selliseid
tingimusi tekstis ei olnud ja lahendused, mis ainult nendele toetusid, said
0 punkti.
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