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Matemaatika lahtine voistlus

14. detsember 2024 Noorem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Leia koik voimalused asendada kirjutises 4 - SADA = TU HAT iihesugused
tdhed lihesuguste numbrite ja erinevad tdhed erinevate numbritega nii, et
tekiks tdene vordus.

Raadiosaade on eetris iga 28 pédeva jarel. Kdesoleval sajandil oli selline aasta,
kui see raadiosaade oli eetris 1. ja 29. jaanuaril. Mitme aasta méodudes oli
voi on jargmine kord see raadiosaade jaanuaris kaks korda eetris?

Kirjutises 2024 - AB - CC - BA asendatakse sama tdht sama numbri ja erine-
vad tdhed erinevate numbritega nii, et tekiks korrektne avaldis, mille vdar-
tus vordub mingi tdisarvu ruuduga. Mitu erinevat véartust saab olla summal
A+ B+C?

Lahenda vorrandisiisteem

x +y = gz
)62+y2 4z,
X +y3 = 18z.

3

On antud vdrdhaarne kolmnurk ABC tipunurgaga tipu A juures. Tipunur-
ga poolitaja l6ikab kiilge BC punktis D. Alusnurga poolitaja l6ikab 16igu AD
keskristsirget punktis E. Tdesta, et kolmnurga kolmas nurgapoolitaja on ris-
ti sirgega DE.

Firmal on mingi hulk veebilehti, millest méned lehed viitavad teistele sama
firma lehtedele. Nimekirja, milles esinevad koigi nende veebilehtede nimed
igaiiks tihe korra, nimetame loomulikuks, kui alati, kui mingi leht viitab tei-
sele, on esimene leht nimekirjas teisest eespool.

Firma veebimeistril on koostatud mingi loomulik veebilehtede nimekiri.
Seejdrel aga jdrjestab ta nimekirjas veebilehed timber, pannes algusse min-
gis jarjestuses koik lehed, millele iikski teine leht ei viita, nende jarele mingis
jarjestuses koik lehed, millele viitab algse nimekirja esimene leht, nende ja-
rele mingis jérjestuses koik lehed, millele viitab algse nimekirja teine leht ja
mis pole veel kirjas, jne.
a) Onteada, etigale veebilehele viitab ilimalt {iks veebileht. Kas voib kind-
lalt viita, et ka uus nimekiri on loomulik?
b) Pole teada, kas igale veebilehele viitab tilimalt {iks veebileht. Kas vaib
kindlalt véita, et vihemalt {iks voimalik uus nimekiri on loomulik?



Matemaatika lahtine voistlus

14. detsember 2024 Vanem rihm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.
2.

Kas leidub naturaalarv 7, mille korral arv 2" + n® jagub 88-ga?

Olgu n naturaalarv, n = 3. Ruudustikul mdotmetega n x n paikneb kolm
ndhtamatut koletist: tilemisel parempoolsel nurgaruudul iiks ja kummalgi
naaberruudul samuti iiks. Vastasnurga juures olevale alale mé6tmetega 2 x 2
paigutatakse mingi arv konni; seejuures voib iihelt thikruudult ka mitu kon-
na alustada.

Konnad ja koletised hakkavad kordamddda tegema jargnevaid kdike. Kon-
nade kiigul sooritab iga konn iihe kahest ratsuhiippest, mis on suunaga
tiles paremale (st asukohale rakendub vektor (1;2) voi (2;1)). Koletiste kii-
gul sooritavad koik koletised kokku kuni 3 ratsukdiku suunaga alla vasakule
(st asukohale rakendub vektor (—1; —2) v6i (-2; —1)). Konnad alustavad. Kui
koletis ja konn satuvad peale kelle tahes kdiku iihele ja samale ruudule, siis
s60b koletis konna &ra.

Milline on vdhim arv konni, mille saab algul ruudustikule paigutada nii, et
viahemalt {iks konnadest jdouaks kindlasti elusana kohta, kus tema molemad
jargmised hiippevoimalused ldhevad ruudustiku piirest vilja?

Iga positiivse tdisarvu n korral tdhistab n! korrutist 1 -2 - ... - n. Leia koik
positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mille korral

3-x!+4-y'=5-2z.

Teoema tahab minna koos lapsega 75 cm kaugusel elavale naabrile kiilla. Ta
on planeerinud kasutada iga tunni esimest 45 minutit liikumiseks ja tilejaa-
nud 15 minutit puhkamiseks. Jarjekorras n-ndal tunnil liiguvad nad edasi

P meetrit, kuid puhkamise asemel tdmbab teolaps neid seejérel P i ]
sel tunnil edenetud vahemaast tagasi. Kas nad jouavad kunagi kohale ja kui
jah, siis millal?

Teravnurkse kolmnurga ABC korguse AD pikendus iile punkti D ldikab
kolmnurga ABC tumberringjoont punktis E. Loigu CE keskpunkt on F.
Kolmnurkade ABC ja DEF iimberringjooned 16ikuvad teistkordselt punk-
tis G, G # E. Punktist A sirgele FG tommatud ristldigu aluspunkt on P.
Todesta, et16igud DA ja DP on vordse pikkusega.

Leia koik tdisarvud n, mille korral n > 1 jaleidubarvude 0, 1, ..., n—1 selline
umberjdrjestus ay, ay, ..., ay—1, etarvude 1,...,n — 1 seas ei leidu selliseid
indekseid i ja j, et i # j ja (a; — ai-1) — (aj — aj-1) jagub arvuga n.



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

14 pekabpsi 2024 r. Mnapwas rpynna

Bpemsi, omeodumoe 01151 peuteHusi: 5 4acos.
Beproe u docmamouHo 060cHo8aHHOe peuieHue kaxcooti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHble MAMePUaLlbl UL IAeKIMPOHHbIE NPUOOPbL He pa3peuleHbl.

1.

HaiitTii Bce BOSMOKHOCTU 3aMeHUTh B 3anucu 4 - SADA = TUHAT opguna-
KOBbIe OyKBBI OIMTHAKOBBIMY I paMU U pasHble OYKBbI pa3HbIMU U paMu
TaK, YTOOBI IT0JIyYUI0OCH BEPHOE PABEHCTBO.

Panuonepenaya BBIXOAUT B 9pup Kaskable 28 nHell. B aToM Beke OBLT TaKOM
roJ], KOT/1a OHa BbIXoausIa B aup 1 1 29 ssuBapsi. Yepes CKOJIBKO JIET B CJIETYIO-
M pas aTa pajuorepeaaya BbIIIa I BbIUIET B 3(hUp ABAKIbI B tHBape?
B sanucu 2024 - AB - CC - BA oguHaKkoBbIe OYKBBI 3aMEHSIOTCS OIUHAKOBDI-
Mu iU pamu, a paduble OYKBbI — PasHbIMU I PAMU TaK, YTOOBI IIOJIYYUJIOCh
KOPpEKTHOE BhIpa’KeHNe, 3HaUeHNe KOTOPOro SIBJISETCS KBApPaToOM IeJI0oro
yrcsta. CKOJIBKO Pa3/IMYHbIX 3HAYEHUI MOYKeT IpUHUMaTh cymma A + B + C?
Perrure cuctemMy ypaBHEHHIH

X +y z,
2

X +y2: 4z,

2+ y3 = 18z.

JlaH paBHOOeqpeHHBI TpeyrojabHUK ABC c BepIIMHOH B Touke A. Buccek-
TpHcCa yIjIa IPU BepIuHe nepecekaeT cropory BC B Touke D. Buccekrpuca
yIJIa IpY OCHOBaHUHY [TepeceKaeT CepeJUHHBIA IepIeHIUKYIAp oTpe3ka AD B
Touke E. JlokasaTs, 9TO TpeThs OMCCEKTPHCA TPEYTOJbHIKA IepIeHAUKYIIAP-
Ha ipsimoii DE.

VY ¢upMBI ecTb HECKOIBKO Be6G-CTPAHUI], HEKOTOPhIEe M3 KOTOPBIX BEAYT HA
JIpyrue CTPaHUIbI TOH ke pupMbl. CIIMCOK, B KOTOPOM Ha3BAHUS BCEX 3TUX
Be0-CTPaHUI] BCTPEYAIOTCA POBHO 10 OTHOMY Paay, Ha3bIBAeTCA ecmecteeH-
HbLM, €CJIM KaXKIbIH pa3, Korja Kakasi-To CTPaHUIlA BeleT Ha APYTYIo, IepBast
CTPaHMUIIA CTOUT B CIIUCKE BBIIIIE BTOPOIL.

V¥ BebG-MacTepa (pupMBI yiKe COCTaBJIeH KaKOH-TO eCTeCTBEHHbIN CIIICOK Be0-
crpaHull. OJHAKO 3aTeM OH IlepecTpauBaeT 3TOT CIUCOK CJIelyloIuM obpa-
30M: B HaYaJI0 OH ITIOMeIIaeT B KAKOM-TO ITOPSAKe BCe CTPAHUIIBI, HA KOTOPbIe
He BeI€T HU OJ[HA IpyTasi CTpaHUIlA, 3a HUMU B KAKOM-TO Ops/IKe — BCe CTpa-
HUIIBI, HA KOTOpBIe BeJET epBasi CTpaHUIa UCXOIHOTO CIUCKA, 32 HUMH — BCe
CTPaHMUIIBI, Ha KOTOPHIE BEIET BTOPAsi CTPAHMUIIA FICXOTHOT'O CITMCKA U KOTOPbIe
elé He BKJIIOYEHB], U TaK JaJjiee.

a) V3BeCTHO, UTO Ha Ka)KAyl0 CTPaHUIly BeJET He OoJjiee yeM OJHA Apyras
cTpaHuIa. MoKHO JI CMeJIO YTBEPIKAATh, YTO HOBBIH CIIMCOK TOXKe OyIeT
€CTECTBEHHBIM?

6) HewnsBecTHO, BeJET /T Ha KAXKIYIO CTPAHUILY He O0JIee OIHOM IPYroi cTpa-
HUIBI. MOYKHO JI CMeJIO YTBEP>KIaTh, YTO XOTS OBI OJHH 13 BO3MOKHBIX
HOBBIX CIICKOB OyfIeT eCTeCTBeHHBIM?



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

14 pekabpsi 2024 r. Crapwas rpynna

Bpems, omeodumoe 0151 pewleHusi: 5 uacoe.
Beproe u docmamouro 060cHosarHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHble MAMePUaLbl UL INEKIMPOHHbIe NPUOOPbL He pa3peuleHbi.

1.
2.

HaiiiéTcs M Takoe HaTypaabHOe YUCJI0 72, 9To unciio 2 + n® neauTcst Ha 88?2
JlaHo HaTypaJabHOE YHCJIO 71, 1 = 3. Ha ceTke pa3aMepoM 1 X 11 paCIIOJIOKEHBI
TPY HEBUIMMBIX MOHCTPA: OIUH B BEPXHEM IIPAaBOM YIJIy, ¥ IO OJJHOMY Ha JIByX
COCEIHUX C HUM KJIeTKaX. B o6JracTu padamMepom 2 x 2, pacnoJIosKeHHOH B IIPO-
TUBOIMOJIOKHOM YIJTy CETKHU, pa3MellaeTcss HEKOTOPOe KOJIMYECTBO JIATYIIEK;
IIPY 9TOM C O/THOH KJIETKU MOKET HAYMHATh HECKOJIBKO JIATYIIIEK.
JIATYIIKY ¥ MOHCTPBI HAUMHAIOT 110 OYepe/Iu es1aTh ciaeaylonie Xonbl. Ha xo-
Iy JIATYIIIEK KasKaasi JATYIIKA BBIMOJJIHSIET OOUH U3 IBYX KOHHBIX IPBIKKOB,
HallpaBJIeHHBIX BBEPX U BIIPABO (T.e. e€ IO3UIMs u3MeHsieTcsl Ha BeKTop (1; 2)
unu (2;1)). Ha xoy MOHCTPOB BCe MOHCTPBI BMECTE BBINIOJIHAIOT He HoJiee
3 KOHHBIX MPBIKKOB, HAIPABJIEHHBIX BHU3 U BJIEBO (T.e. MX MO3UIMS U3Me-
HseTcs Ha BeKTop (—1; —2) mim (—2; —1)). JIarymku HaumHaioT. Eciu nocie
KaKOro-JIn00 X071a MOHCTP U JIATYIIIKA OKa3bIBAIOTCSI HA OTHOM M TOU Ke KJIET-
K€, MOHCTD Che/IaeT JIATYIIIKY.
CKOJIBKO JIATYIIEK HY’KHO MUHUMAa/IbHO Pa3MeCTUTh Ha CEeTKe B Havasle, 4YTo-
OBI XOTs OBbI O/IHA U3 HUX F'APAHTUPOBAHHO 100paJIack >KUBOM J]0 TAKOH KJIETKH,
C KOTOPO¥ 00a eé cJIeyIomuX IPhIPKKA BHIXOIAT 3a IPEJesIbl CETKU?
J1J1s1 JTEO6OTO MOJIOKUTETLHOTO IEJIOTO YUCIa 17 0003HAYMM 32 1! IpOu3Bejie-
Hue 1-2-...- n. HailTu Bce TPOUKHU IIOJIOXKUTE/IBHBIX IIeJIbIX YKCeI (X, J, Z),
IIPY KOTOPBIX

3-xl+4-y'=5-z.

MamMa-y/lIuTKa ¢ IeTEHbIIIeM X04eT IIOMTU B FOCTU K COCely, KOTOPBIN KUBET
Ha paccToAgHuU 75 cM. OHa IIaHUPYET UCII0/Ib30BaTh IIEpBbIE 45 MUHYT KaK-
JIOTO 4aca JAJIs1 IBUYKEHUs], a OCTaBIInecs 15 MUHYT — [JIs1 OT[bIXa. B n-it uac
OHHM IPOJBHUIAIOTCA BIIEPE] HA PACCTOAHME B —5—
VAUTEHOK TAHET UX HasaJl Ha ﬁ OT IPONIEHHOT0 3a 3TOT YacC PACCTOSHUA.
JlobepyTcs 11 OHU KOLAa-HUOYAb 10 IeJIU U, eCJIU Ja, TO Koraa?

B ocTpoyroJibHOM TpeyrosibHuke ABC nponoJskeHue BbICOTbI AD 3a TOURy D
repeceKaeT OIIMCAHHYIO OKPY»KHOCTb TpeyrosibHuKa ABC B Touke E. Touka F
— cepennHa orpeska CE. OnrcaHHbIE OKPYKHOCTH TpeyrosbHUKOB ABC n
DEF nepeceralorcs IOBTOPHO B Touke G, rne G # E. Touka P — ocHOBaHue
NepIIeHJUKYJISPA, OIyIIeHHOro 13 Touku A HanpsaMyio FG. [Jokasars, 4To OT-
pesku DA v DP paBHOU IUIMHBL.

METpa, HO BMECTO OTJbIXa

HaiiTuy Bce Takue 11es1ble Yucaa 1, 4TO 1 > 1 1 HaWIETCA Takasi TepecTaHOBKA
ap, ai, ..., ap—1 9ucen0,1,...,n—1,49ro cpequuncen 1,..., n—1 He HAUAETCSA
TAKKMX MHIEKCOB i ja j,uto i # ju (a; — aj-1) — (aj — aj_1) nenurcs Ha n.



Matemaatika lahtine voistlus

14. detsember 2024 Noorem rithm

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)

Leia koik voimalused asendada kirjutises 4 - SADA = TU HAT tihesugused
tdhed iihesuguste numbrite ja erinevad tdhed erinevate numbritega nii, et
tekiks tdene vordus.

Vastus: T=2,A=3,D=8,H=5,5=7,U=09.

Lahendus. Kuna 4-ga korrutamisel saab iilekanne kérgemasse numbrikohta
olla iilimalt 3, siis kimnetuhandelistest saame voimalused 7' = 1, T = 2
ja T = 3. Uhelistest aga saame, et T on mingi 4-ga jaguva arvu viimane
number. Kuna 4-ga jaguv arv jagub ka 2-ga, siis see number peab olema
paaris. Kokkuvottes peab olema 7' = 2. Seega A = 3 vdi A = 8, et korrutise
tiheliste number tuleks 2.

e Kui A = 3, siis ka korrutise kiimneliste number on 3, seejuures kandub
tihelistest kiimnelistesse 1. Jarelikult peab numbri D korrutamisel 4-ga
saadud arv 16ppema numbriga 2. Kuna number 3 on kasutatud, siis on
ainus voimalus D = 8. Sajalistest saame niitid H = 5, sest kiimnelistest
kandub sajalistesse 3. Seejuures sajalistest kandub tuhandelistesse 1.
Vaadates koik voimalikud juhud 1dbi, ndeme, et ainus voimalus kiim-
netuhandelistesse 2 saada tuhandelistes vaid kasutamata numbrite abil
onS=7jalU=9.

e Kui A = 8, siis ka korrutise kiimneliste number on 8, seejuures kandub
tihelistest kiimnelistesse 3. Jarelikult peab numbri D korrutamisel 4-ga
saadud arv ldppema numbriga 5. See pole voimalik, sest 4-ga korruta-
misel saadud arv on paaris ega saa l6ppeda paaritu numbriga.

Jarelikult on ainus voimalus 4 - 7383 = 29532.

2. (Hdrmel Nestra)
Raadiosaade on eetris iga 28 pédeva jarel. Kdesoleval sajandil oli selline aasta,
kui see raadiosaade oli eetris 1. ja 29. jaanuaril. Mitme aasta méddudes oli
vOi on jargmine kord see raadiosaade jaanuaris kaks korda eetris?

Vastus: 21.

Lahendus. Lihtaastas on 365 pdeva. Kuna 365 = 13 - 28 + 1, siis tihe liht-
aasta moodumisel nihkuvad raadiosaate eetrisolekud 1 pédeva vorra vara-
semaks; liigaastas on 1 pdev enam, mistottu liigaasta méddumisega nihku-
vad raadiosaate eetrisolekud 2 pdeva vorra varasemaks. Iga 4 aasta sees on

6



3 lihtaastatja 1 liigaasta, mistottu iga 4 aastaga nihkuvad raadiosaate eetris-
olekud 3 - 1 + 2 ehk 5 pdeva vorra varasemaks. Jarelikult 5 - 4 ehk 20 aasta
moodumisega nihkuvad raadiosaate eetrisolekud 5 - 5 ehk 25 pdeva vorra
varasemaks.

Kui aastal a on raadiosaade eetris 29. jaanuaril, siis aastal a + 20 on eelneva
pohjal raadiosaade eetris 4. jaanuaril, kusjuures aastatel a+ 1 kuni a+20 on
raadiosaade eetris 4. ja 28. jaanuari vahel (mainitud kuupédevad kaasaarva-
tud). Neil aastatel ei jid raadiosaate eelmine ega jirgmine eetrisolek jaanua-
risse. Soltuvalt sellest, kas a + 20 on liht- v6i liigaasta, langeb aastal a + 21
raadiosaate esimene eetrisolek 3. voi 2. jaanuarile. Sellel aastal on raadiosaa-
de jaanuaris ka teist korda eetris. Seega oli voi on raadiosaade jélle jaanuaris
kaks korda eetris 21 aasta méodudes.

Miirkus. Lahenduses on oluline, et aasta a on kdesoleval sajandil (v6i tildi-
semalt ldhiminevikus voi -tulevikus). Kaugemate aastate puhul voib mangu
tulla gregooriuse kalendri korrektsioon vorreldes juuliuse kalendriga, mille
kohaselt jadb aastatel 1700, 1800, 1900, 2100, 2200, 2300 jne 29. veebruar
vahele. Nende aastate ldheduses vdiks juhtuda, et topelt eetrisoleku kuu sa-
tub jaanuarile uuesti alles 22 aasta pérast.

. (Maksim Ivanov)

Kirjutises 2024 - AB - CC - BA asendatakse sama tdht sama numbri ja erine-
vad tdhed erinevate numbritega nii, et tekiks korrektne avaldis, mille vdar-
tus vordub mingi tdisarvu ruuduga. Mitu erinevat véartust saab olla summal
A+ B+ C?

Vastus: 6.

Lahendus. Olgu saadud avaldise vdirtus k. Teame, et 2024 = 2%.11-23
ning arv CC avaldub kujul C-11. Tdisarvu ruudus on koik algtegurid paaris-
astmel. Kuna number C ei saa sisaldada algtegurit 23, siis selleks, et k oleks
mingi tdisarvu ruut, peab algteguri 23 lisama emb-kumb kahekohalistest ar-
vudest AB ja BA. Eeldame, et see on AB; teine variant on siimmeetriline.
Kahekohalised 23-ga jaguvad arvud on 23, 46, 69 ja 92.

e Kui AB on 23, siis BA on 32 ehk 2°, jarelikult k = 28.11%2.23% . C.
Siis k on mingi tdisarvu ruut parajasti siis, kui C on mingi tdisarvu ruut.
Selleks on kolm vdimalust: C =1, C =4ja C =9.Summa A+ B + C on
vastavalt 6, 9 ja 14.

« Kui AB on 46, siis BA on 64 ehk 25, jarelikult k = 20 . 112 .23%. C.
Jéllegi on k mingi tdisarvu ruut parajasti siis, kui C on mingi tdisarvu
ruut. Selleks on kaks vdoimalust: C = 1 ja C = 9 (number 4 on juba
kasutusel). Summa A + B + C on vastavalt 11 ja 19.

* Kui AB on 69, siis BA on 96 ehk 2° - 3, jarelikult k = 28.3%.11%.23%.C.
Jéllegi on k mingi tdisarvu ruut parajasti siis, kui C on mingi tdisarvu
ruut. Selleks on kaks voimalust: C = 1 ja C = 4 (number 9 on juba
kasutusel). Summa A + B + C on vastavalt 16 ja 19.
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e Kui AB on 92, siis BA on 29, jdrelikult k = 2%.11%2.232.29.C. Selline k
ei saa olla tdisarvu ruut, sest number C ei too sisse algarvu 29.

Summa A+ B+ C saab kokkuvottes omandada 6 erinevat vaartust (19 esineb
kahes juhus).
. (Urve Kangro)

Lahenda vorrandisiisteem

X +y

2

Z,
2
xX°+y 4z,
3

X +y3 = 18z.

Vastus:sz,yzO,z:OV(”)ix:3+\/§,y:3—\/§,z:6v6ix:3—\/§,
y=3+ \/§ , Z=06.

Lahendus 1.Kui x # 0 voi y # 0, siis teise vorrandi vasak pool on positiivne.
Paremast poolest saame, et ka z on positiivne. Seega z = 0 saab kehtida vaid
juhul x = y = 0. Kontroll néitab, et (x, y, z) = (0,0, 0) rahuldab ka esimest ja
kolmandat vorrandit. Eeldame jdrgnevas, et z # 0.

Tostes esimese vorrandi pooled ruutu, saame x% +2xy + y? = z°. Lahutades
sellest teise vorrandi vastavad pooled, saame

2xy = Z? —4z. (1)

Tostes aga esimese vorrandi pooled kuupi, saame x°+3x2y+3xy°+ > = 2°.

Lahutades sellest kolmanda vorrandi vastavad pooled, saame parast mole-
mas pooles tegurdamist

3xy(x+y) = z(z* - 18). 2

Kuna z # 0 ja esimese vorrandi pohjal x + y = z, siis taandub vorrand (2)
kujule
3xy = Z2 - 18. 3)

Korrutades vorrandite (1) ja (3) pooled vastavalt 3-ga ja 2-ga, saame kaks
vorrandit, mille vasakud pooled on vordselt 6xy. Seega on vordsed ka pare-
mad pooled ehk 3 (2 — 4z) = 2 (2% — 18). Pérast sulgude avamist ja sarnaste
liikmete koondamist saame sellest z2 — 12z + 36 = 0 ehk (z — 6)2 = 0, kust
ainsa voimalusena z = 6.

Vorrandist (1) saame niilid 2xy = 36 — 24 = 12, kust jareldub xy = 6. Antud
siisteemi esimesest vorrandist aga saame x+y = 6. Neist kahest seosest kok-
ku saame x suhtes ruutvorrandi x* —6x+6 = 0, kust x = 3+v/9 — 6 = 3+V/3.
Vastavalt y = 3F V3. Lahenduse loogika tagab, et (x, y, z) = (3+v/3,3-3,6)
ja (x,y,2) =3 - \/g, 3+ \/5, 6) rahuldavad algse siisteemi koiki vorrandeid.
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Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et z = 0 saab kehtida vaid juhul
x = y = 0 ning leiame lahendi (x, y, z) = (0,0, 0). Nagu lahenduses 1 tuleta-
me ka vorrandi (1). Edasi kasutame valemit X+ y3 =(x+y) (x2 -Xxy+ yz).
Asendades siin x + y, x* + y* ja x> + y® vastavalt algse siisteemi esimesest,
teisest ja kolmandast vorrandist ning xy vorrandist (1), saame

22—42)

18z = z(4z -
2

Jagades molemad pooled suurusega z (kuna juht z = 0 on eelnevalt 1dbi
vaadatud) ja lihtsustades, saame siit z2 — 12z + 36 = 0 ehk (z — 6)% = 0, kust
ainsa voimalusena z = 6. Edasi jatkame nagu lahenduses 1.

. (Aleksei Ganyukov)

On antud vérdhaarne kolmnurk ABC tipunurgaga tipu A juures. Tipunur-
ga poolitaja loikab kiilge BC punktis D. Alusnurga poolitaja ldikab 16igu AD
keskristsirget punktis E. Toesta, et kolmnurga kolmas nurgapoolitaja on ris-
ti sirgega DE.

Lahendus 1. Kuna vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud nurga-
poolitaja on iihtlasi korgus, siis BD 1 AD. Uldisust kitsendamata eel-
dame, et punkt E asub tipu B juures oleva alusnurga poolitajal. Olgu F
kolmnurga ABC tipu C juures oleva alusnurga poolitaja 16ikepunkt 16i-
gu AD keskristsirgega ning olgu K ja L sirge EF loikepunktid vastavalt
sirgetega AD ja AB (joonis 1). Tdhistame ZACB = ZABC = 7y. Ku-
na LK L AD ja BD 1 AD, siis LK | BD. Poiknurkadest saame see-

ga /LEB = ZCBE = %, kaasnurkadest aga ZALE = ZABC = y. Ku-

na ka ZEBL = g, siis [LE| = |LB|. Samas sellest, et |AK| = |KD| ja

LK || BD, saame |LA| = |LB|. Seega |LE| = |LA|. Vordhaarsest kolm-
180° —

nurgast ALE saame jarelikult ZAEL = ZEAL = Ty 14

= 90° — .
2
Kolmnurgad EKA ja EKD aga on vordsed tunnuse KNK pohjal. Jarelikult

Joonis 1



/DEK = /AEK = /AEL = 90° — g, ning kuna EK || CD, siis ka

/CDE = /DEK =90° — g Et /BCF = 72—/, siis peabki olema CF 1 DE.

Joonis 2 Joonis 3

Lahendus 2. Kuna vordhaarse kolmnurga tipunurgast tdommatud nurgapoo-
litaja on {ihtlasi korgus, siis BD L AD. Uldisust kitsendamata eeldame, et
punkt E asub tipu B juures oleva alusnurga poolitajal. Olgu I kolmnur-
ga ABC nurgapoolitajate 16ikepunkt ning E’' kolmnurga ABD itimberring-
joone teine 16ikepunkt sirgega BI (joonis 2). Et E'A ja E'D on selle {im-
berringjoone kaared ning ZABE' = /DBE' on vastavad piirdenurgad, siis
|E'A|l = |E'D|. Seega E' asub loigu AD keskristsirgel. Jarelikult E' = E ehk
punkt E asub kolmnurga ABD timberringjoonel (joonis 3).

Veendume, et ZEDI + ZCID = 90°, kust tuleneks noutud ristseis CI L DE.

Olgu LZACB = ZABC = y. Eelneva pohjal ZEDI = ZEDA = ZEBA = %,

samas kui Z/CID = 180° - ZCDI- /DCI = 180° —90° — 72—/ =90° - % Seega

saamegi /EDI + ZCID = 90°, mistottu sirged CI ja DE on risti.

Lahendus 3. Kuna vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud nurgapoo-
litaja on tihtlasi korgus, siis BD 1 AD. Seega loigu AD keskristsirge on pa-
ralleelne alusega BC, millest ndhtub, et see sirge sisaldab kolmnurga ABC
kesklbigu ja poolitab haarad. Uldisust kitsendamata eeldame, et punkt E

A

B D C
Joonis 4
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asub tipu B juures oleva alusnurga poolitajal; olgu L haara AB keskpunkt
ja I kolmnurga ABC nurgapoolitajate 16ikepunkt (joonis 4). Poiknurkadest
saame /LEB = ZCBE = /ZLBE, seega kolmnurk LBE on vordhaarne ning
|LE| = |LB| = |LAl.Seegaon L kolmnurga ABE timberringjoone keskpunkt,
kusjuures AB on selle diameeter. Kuna ADB on tdisnurk, mis toetub sellele
diameetrile, siis ka punkt D asub sellel ringjoonel ehk punkt E asub kolm-
nurga ABD umberringjoonel. Edasi jatkame nagu lahenduses 2.

Méirkus. Kirjutis || tdhistab 16igu [ pikkust.

. (Hdrmel Nestra)

Firmal on mingi hulk veebilehti, millest moned lehed viitavad teistele sama
firma lehtedele. Nimekirja, milles esinevad koigi nende veebilehtede nimed
igatiks iihe korra, nimetame loomulikuks, kui alati, kui mingi leht viitab tei-
sele, on esimene leht nimekirjas teisest eespool.

Firma veebimeistril on koostatud mingi loomulik veebilehtede nimekiri.
Seejdrel aga jarjestab ta nimekirjas veebilehed timber, pannes algusse min-
gis jarjestuses koik lehed, millele iikski teine leht ei viita, nende jarele mingis
jarjestuses koik lehed, millele viitab algse nimekirja esimene leht, nende ja-
rele mingis jarjestuses koik lehed, millele viitab algse nimekirja teine leht ja
mis pole veel kirjas, jne.

a) Onteada, etigale veebilehele viitab tilimalt tiks veebileht. Kas voib kind-
lalt viita, et ka uus nimekiri on loomulik?

b) Pole teada, kas igale veebilehele viitab tilimalt iiks veebileht. Kas voib
kindlalt viita, et vdhemalt tiks voimalik uus nimekiri on loomulik?

Vastus: a) jah; b) ei.
Lahendus.

a) Vaatleme suvalist kaht veebilehte a ja b, millest esimene viitab teisele.
Eelduse pohjal ei viita lehele b iikski teine leht. Seega leht b asub uues
jarjestuses rithmas, mis koosneb lehtedest, millele viitab leht a. Vaata-
me kahte juhtu.

¢ Kui lehele a viitab mingi leht c, siis leht a asub uues jarjestuses
rithmas, mis koosneb tippudest, millele viitab leht c. Algses jdrjes-
tuses on aga leht ¢ loomulikkuse pohjal enne lehte a. Seega uues
jarjestuses on leht a enne lehte b.

Joonis 5
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¢ Kui lehele a ei viita tikski leht, siis asub leht a uues jdrjestuses esi-
meses rithmas. Seega leht a on enne lehte b.
Kuna igal juhul on leht a uues jérjestuses enne lehte b, siis on uus jar-
jestus loomulik.

b) Olgu firmal 4 veebilehte a, b, ¢, d viitamistega a — b, b — ¢, c — d
ja a — d (joonis 5). Siis jarjestus a, b, ¢, d on loomulik. Sellest jarjestu-
sest on voimalik saada kaks uut jarjestust a, b, d, c ja a, d, b, ¢, mis aga
kumbki pole loomulik, sest viimane leht ¢ viitab eespool olevale lehe-
led.
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Matemaatika lahtine voistlus

14. detsember 2024 Vanem rihm

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)
Kas leidub naturaalarv 7, mille korral arv 2" + n® jagub 88-ga?
Vastus: jah.
Lahendus 1. Juhul n = 10 saame 2" + n° = 1024 + 1000 = 2024 = 88 - 23,
millest tulenevalt arv 2!° + 10% jagub 88-ga.
Lahendus 2. Vaatleme eraldi 11-ga ja 8-ga jaguvust. Fermat’ vdikse teoreemi
pdhjal 2!° = 1 (mod 11), samas 10° = (-1)> = —1 (mod 11). Kokkuvéttes
2194103 =1-1 =0 (mod 11) ehkarv 2'°+10% jagub 11-ga. Kuna nii 2'° kui
ka 10% jaguvad arvuga 2° ehk 8, siis arv 2!° + 10% jagub ka 8-ga. Siit jireldub,
etarv 2% + 10% jagub 88-ga, sest 11 ja 8 on iihistegurita.

2. (Birgit Veldi)
Olgu n naturaalarv, n = 3. Ruudustikul méo6tmetega n x n paikneb kolm
ndhtamatut koletist: tilemisel parempoolsel nurgaruudul {iks ja kummalgi
naaberruudul samuti tiks. Vastasnurga juures olevale alale mootmetega 2 x 2
paigutatakse mingi arv konni; seejuures voib iihelt thikruudult ka mitu kon-
na alustada.
Konnad ja koletised hakkavad kordamdédéda tegema jargnevaid kéike. Kon-
nade kiigul sooritab iga konn iihe kahest ratsuhiippest, mis on suunaga
iiles paremale (st asukohale rakendub vektor (1;2) voi (2;1)). Koletiste kii-
gul sooritavad koik koletised kokku kuni 3 ratsukdiku suunaga alla vasakule
(st asukohale rakendub vektor (—1; —2) v6i (—2; —1)). Konnad alustavad. Kui
koletis ja konn satuvad peale kelle tahes kiiku iihele ja samale ruudule, siis
s60b koletis konna dra.
Milline on vdhim arv konni, mille saab algul ruudustikule paigutada nii, et
viahemalt {iks konnadest jdouaks kindlasti elusana kohta, kus tema molemad
jargmised hiippevoimalused ldhevad ruudustiku piirest vilja?
Vastus: 1.
Lahendus. Varvime ruudustiku laskuvate diagonaalide kaupa 3 vérviga (joo-
nisel 6 on varvid tdhistatud tdhtedega A, B, C ja X, Y, Z, mis on ikka samad
kolm vérvi, aga algusvérv soltub ruudustiku mootmetest). Mdrkame, et nii
konnad kui ka koletised saavad hiipata ainult sama varvi ruutudele, millelt
nad alustasid. Kuna koletised alustavad kaht varvi ruutudelt, kuid 2 x 2 alal
on koiki kolme varvi ruute, siis piisab, kui paigutada iiks konn seda véarvi
ruudule, millist virvi ruudul iihtki koletist pole. Ukskoik, kuidas temaga ruu-
dustiku servani hiipata, koletised teda kétte ei saa.
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X\ Z\Y|X | Z|Y X
X\ Z\Y|X | Z|Y
A X\ Z\Y|X | Z
ClA X\ Z\Y|X
B|C|A X\ Z\|\Y
A B|C|A X\ Z
Cl|A|B|C|A X
B|C|A|B|C|A
A|B|C|A|B|C|A
Joonis 6

3. (Urve Kangro)

Iga positiivse tdisarvu n korral tdhistab n! korrutist 1-2 - ... - n. Leia koik
positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mille korral

3-x14+4-y!'=5-z.

Vastus: (2,1,2) ja (2,3,3).

Lahendus 1. Vaatleme juhtu x < y.Siis4 -yl <3-x!+4-y! <7-y!, seega
g cyl<zal < g - y!. Edasi kasutame asjaolu, et erinevate arvude faktoriaalid
erinevad teineteisest mingi 1-st suurem tdisarv ehk vihemalt 2 korda. Seega

1 4
kui oleks z < y, siis peaks olema z! < > ¥y < = y! < z!, vastuolu. Kui aga

7
oleks z > y, siis peaks olema z! = 2 - y! > = y! > z!, vastuolu. Kokkuvot-

tes saame ainsa voimalusena z = y. Asendades selle algsesse vorrandisse,
saame sarnaste liikmete koondamise jdrel 3 - x! = y!. Siit y > x, kusjuures
arvude x+1, x+2,..., y korrutis peab olema 3. See on voimalik ainult juhul
y = x+ 1 = 3. Siit saame lahendi (x, y, z) = (2,3, 3).

Vaatleme niitid juhtu x > y.Siis 3-x! < 3-x!+4-y! < 7-x!, seega
3 7

—xl <zl < 5 x!. Sarnaselt eelmise juhuga annavad nii vorratus z < x

5
kui ka vorratus z > x vastuoluy, seega z = x. Asendades selle algsesse vor-

randisse, saame sarnaste liikkmete koondamise jarel 4- y! = 2-x! ehk 2-y! = x!.
Siit x > y, kusjuures arvude y + 1, y + 2, ..., x korrutis peab olema 2. See on
voimalik ainult juhul x = y + 1 = 2. Siit saame lahendi (x, y, z) = (2,1, 2).

Lahendus 2. Méarkame, et x < zja y < z,sestkuix = z+1voi y = z + 1, siis
5.-21=3-xI+4-y'=23 -max(x,y) 23-(z+ 1)},
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millest arvuga z! jagamisel saame 5 = 3(z + 1), kust z < — < 1, vastuolu.

[SSRINS

Edasi vaatame eraldi kolme varianti.

e Kui x = z, siis vorrand omandab kuju 3-z!+4-y! = 5-zl ehk 4-y! = 2. 2!,
kust2-y! = z!.Seega 2 = (y + 1) - ... - z. Kuna 2 on algary, siis on see
voimalik vaid juhul y = 1, z = 2. Siit saame lahendi (2, 1, 2).

» Kui y = z, siis vorrand omandab kuju 3 - x! + 4 -zl =5- z! ehk 3 - x! = 2!.
Seega 3 = (x+1)-...-z.Kuna 3 on algarv, siis on see voimalik vaid juhul
x =2, z = 3. Siit saame lahendi (2, 3, 3).

e Kuix<z-1ljay<z-—1,siis
5:-21=3-x!+4-Y!1<3-(z-D'+4-z-D!'=7-(z-1)},
kust suurusega (z—1)! jagamisel saame 5z < 7. Seda vorratust rahuldab
vaid z = 1, mis pole aga eelduste x < z—1ja y < z—1 valguses voimalik.
Kokkuvottes on ainsad sobivad kolmikud (2, 1,2) ja (2,3, 3).
. (Birgit Veldi)

Teoema tahab minna koos lapsega 75 cm kaugusel elavale naabrile kiilla. Ta
on planeerinud kasutada iga tunni esimest 45 minutit liikumiseks ja tilejaa-
nud 15 minutit puhkamiseks. Jarjekorras n-ndal tunnil liiguvad nad edasi

1
" meetrit, kuid puhkamise asemel tdombab teolaps neid seejérel P
n
sel tunnil edenetud vahemaast tagasi. Kas nad jouavad kunagi kohale ja kui

jah, siis millal?
Vastus: ei.

Lahendus. Jérjekorras n-nda tunni jooksul on teoema ja -laps edenenud
1 1 1 n

- . ehk
n+1 n+l n?+1 (n+1)(n?+1)

meetrit. Muuhulgas esimese
- 1 1 . N
tunni l6puks on nad edenenud 23 ehk 1 meetrit. Paneme tdhele, et

n n 1 1 1

(n+1)(n?+1) < (n+1)n? - m+n n n+1

Seega jdrjekorras m-nda tunni l6puks, kus m = 2, on nad edenenud vihem

(-2 -3

1
ehk e meetrit, mis on vdhem kui 75 sentimeetrit. Seega ei joua teod
m

naabrini ihegi tunni l6puks.

(1 1
+__
m m+1
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Samuti pole vdoimalik jouda naabrini olukorras, kus teolaps pole veel tagasi

1
tirimist alustanud. Tdéepoolest, 45 minutit parast algust on ldbitud 3 meetrit

1 1
ning 1 tunni ja 45 minuti jérel 1 + 5 meetrit, mis on molemad vihem kui

75 sentimeetrit. Kui aga m = 2, siis m tunni ja 45 minuti parast on ldbitud

.3 1 1
vihem kui — — +
4 m+1 (m+1%2+1
1 1
< .
m+1D2+1 m+1
Seega teoema ja -laps kohale ei joua.

. (Aleksei Ganyukov)

Teravnurkse kolmnurga ABC korguse AD pikendus iile punkti D ldikab
kolmnurga ABC timberringjoont punktis E. Loigu CE keskpunkt on F.
Kolmnurkade ABC ja DEF iimberringjooned 16ikuvad teistkordselt punk-
tis G, G # E. Punktist A sirgele FG tdommatud ristloigu aluspunkt on P.
Toesta, et 16igud DA ja DP on vordse pikkusega.

Lahendus 1. Alustuseks nditame, et ZBGF = 90° (joonis 7). Selleks paneme
tdhele, et F kui tdisnurkse kolmnurga CDE hiipotenuusi keskpunkt on sel-
le kolmnurga timberringjoone keskpunkt, mistottu |FC| = |FD|. Kasutades
seda ja asjaolu, et punktid B, E, G, C asuvad iihel ringjoonel selles jérjes-
tuses, saame

meetrit, mis on ikka viiksem kui 75

sentimeetrit, sest

/EGB = /ZECB = /ZFCD = /FDC.

Seega

/EGF - ZEGB =

180° — ZEDF — /FDC =

180° — ZEDC = 180° — 90° = 90°.

Z/BGF

Joonis 7 Joonis 8
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Olgu sirge GF loikepunkt sirgega AD ja teine l6ikepunkt kolmnurga ABC
iimberringjoonega vastavalt A’ ja K (joonis 8). Kuna Z/BGK = ZBGF = 90°,
siis Thalese teoreemi pohjal on BK kolmnurga ABC timberringjoone dia-
meeter. Thalese teoreemi pohjal saame niiiid ka Z/BCK = 90°, mistot-
tu CK || AE. Seega AKCE kui kahe paralleelse kiiljega koo6lnelinurk on
vordhaarne trapets. Kasutades seda koos faktiga, et |[FD| = |FE|, saame
/EDF = /DEF = /AEC = /EAK, millest tulenevalt DF | AK. Kuna
|FE| = |FC|, siis kiirteteoreemi pdhjal ka |[FA'| = |FK]. Seega on DF on
kolmnurga AK A’ kesklaik, mis omakorda tihendab, et D on Ioigu AA' kesk-
punkt. Seega D on tiisnurkse kolmnurga APA’ iimberringjoone keskpunkt,
mis téestabki vajaliku véite.

Lahendus 2. Olgu A’ punkti A peegeldus sirgest BC ning olgu BK kolmnur-
ga ABC tiimberringjoone diameeter.

Esiteks nditame, et punkt F asub sirgel A'K (joonis 9). Selleks mérkame, et
KC 1 BC ning AD L BC, seega KC || EA'. Lisaks sellele

/AEK = /ACK =90° - ZACB,
LAA'C = Z/DA'C = ZDAC = /90° — ZACB.

Seega ZAEK = £AA'C, mis niitab, et EK || A'C. Kokkuvéttes on A'CKE
roopkilik. Et roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkt poolitab diagonaalid ja
F on diagonaali CE keskpunkt, on F ka diagonaali A'K keskpunkt ning A’,
K, F asuvad iihel sirgel.

Teiseks niitame, et ka punkt G asub sirgel A'K. Selleks olgu G’ sirge A'K
teine ldikepunkt kolmnurga ABC timberringjoonega (joonis 10). Médrkame,
et DF on kolmnurga A’ AK keskloik, mistottu DF | AK. Seega

/EDF = /EAK =180° — ZEG'K = 180° - ZEG'F,

A

Joonis 9 Joonis 10
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mistottu punkt G’ asub kolmnurga DEF iimberringjoonel ehk G’ = G.

Kokkuvdttes oleme saanud, et punkt A’ asub sirgel GF, kus asub ka punkt P.
Jarelikult APA’ on tdisnurkne kolmnurk, mille iimberringjoone keskpunkt
asub hiipotenuusi AA’ keskpunktis D. Seega DA ja DP on vordse pikkusega
16igud.

Lahendus 3. Nagu lahenduses 1 nditame, et |FC| = |FD| ja BG L GF.Kuna
ka AP 1 GF (joonis 11), siis AP || BG. Sellest ndhtub, et

ZGAP = ZAGB = ZACB = ZACD,

millest tulenevalt on tdisnurksed kolmnurgad GAP ja ACD sarnased tun-
nuse NN pohjal. Sellest jareldub, et

IGAl _ PG|

= —, 4)
|[AC|  |DA|
Teisalt markame, et

/GDF = Z/GEF = ZGEC = ZGAC,
/FGD = /FED = /ZCEA = ZCGA,

millest tulenevalt on kolmnurgad GDF ja GAC sarnased tunnuse NN poh-

jal. Seetottu IGD] _ IDF| e
& IGAl ~ TAC]
|GA| |GD]
—_— = . (5)
|AC|  |DF|
PG GD
Vordustest (4) ja (5) jareldub 1pGl = 16D e
IDA|  |DF|
IGD|  |DF|
—_— = —. (6)
PG|  |DA|

Joonis 11
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Uhise tipuga G sarnaste kolmnurkade GDF ja GAC vahel aga eksisteerib

poordhomoteetia, mistottu LAGD = ZCGF. Koos samast sarnasusest tule-

GD GF
neva vordusega ﬁ = % nditab see, et ka kolmnurgad AGD ja CGF on

sarnased, mistottu
IGC| _ |FC]

IGA|  |DA|’

Kuna |DF| = |FC|, siis vorduste (6) ja (7) paremad pooled on vdrdsed. Jare-

D
likult on vordsed ka vasakud pooled, mis tdhendab, et % = %
ZPGD = ZFGD = ZCGA, siis jareldub sellest kolmnurkade PGD ja AGC

sarnasus. Sellest tulenevalt

@]

una

IGAl _ |PG]

_— = (8)
|[AC|  |DP]|

Vorduste (4) ja (8) vasakud pooled on vordsed, mistottu on vordsed ka pare-
mad pooled. Jarelikult |[DA| = |[DP].
Meéirkus. Kirjutis || tdhistab 16igu [ pikkust.

. (Hdrmel Nestra)
Leia koik tdaisarvud n, mille korral n > 1 jaleidub arvude 0, 1, ..., n—1 selline
umberjérjestus ay, ay, ..., ay—1, etarvude 1,...,n — 1 seas ei leidu selliseid

indekseid i ja j, et i # j ja (a; — ai-1) — (aj — aj-1) jagub arvuga n.
Vastus: koik positiivsed paarisarvud.

Lahendus. Olgu ay, ay, ..., ay—1 arvude 0, 1, ..., n—1 selline timberjirjestus,
mis rahuldab toodud tingimust. Kuna tikski vahe a; — a;_; eijagu ise arvu-
ga n, siis peavad vahed a; — a;—; andma jagamisel arvuga n parajasti koik
jadgid 1,..., n — 1 mingis jdrjestuses. Jdrelikult

ap-1 = ap+ (a1 — ap) + ...+ (ap-1 — ap-2) =

a+0+...+(n-1) (mod n), ©)

kus kirjutisega x = y (mod n) margitakse, et vahe x — y jagub arvuga n.
Paaritu n korral saab liidetavad 1, ..., n—1 jaotada paaridesse, mille liikmete
summa on 7. Seegasumma 1 +...+ (n—1) jagub arvuga n, mistdttu seos (9)
lihtsustub kujule a,-; = ap (mod n). See aga pole voimalik, sest arvude

0,1,...,n — 1 seas pole kahte sellist, mille vahe jaguks arvuga n. Vastuolu
nditab, et paaritu n korral arvude 0, 1,..., n — 1 ndutud timberjirjestust ei
leidu.

Néitame niiiid, et iga positiivse paarisarvu n korral noutud timberjérjes-
tus leidub. Olgu n = 2m, kus m on positiivne tédisarv. Konstrueerime arvu-
de0,1,...,2m— 1 timberjérjestuse ay, ai, ..., dz2m-1, lisades jarjendisse igal
sammul vaheldumisi vdhima ja suurima veel kasutamata arvu, st tulemus
on kujul

0,2m-1,1,2m-2,...,m—1,m.
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Siis vahed a; — a;—1, kus i = 1,3,...,2m — 1, on parajasti paaritud arvud
2m-1,2m-3,...,1,ningvahed a; —a;_;, kus i =2,4,...,2m—2, on para-
jasti paarisarvud —(2m — 2), —(2m — 4), ..., —2. Liites viimase rithma koigile
vahedele 2m, saame 2,4,...,2m — 2. Seega annavad vahed a; — a;_1, kus
i=1,...,2m—1, parajasti koik positiivsed jadgid jagamisel arvuga 2m, mis-
tottu nende vahede sees ei leidu kaht sellist, mille vahe jaguks arvuga 2m.
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