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1 Kiisitlus

Soojendus 1. Téida dra tinyurl.com/oppesess2024 (1-2 minutit).

Lehelt math.olympiaadid.ut.ee minnes Oppematerjalid leiab Indrek Zolki dppematerjalid nii funktsio-
naalvorrandite kui vorratuste kohta, mis on véiga kasulik nii teooriaga tutvumiseks kui iilesannete lahen-
damiseks.

2 Teooria

Lihtsamate vorratuste toestamiseks piisab tihti kas suurusanaliiiisist voi liikmete timbertostmisest. Raske-
mate vorratuste toestamiseks tulevad aga abiks erinevad standardvorratused. Uks levinud trikk on liikmete
tegurdamine ja jirgnev lihtne (kuid voimas!) omadus:

Omadus 1. Reaalarvu ruut on mittenegatiivne.

Seda omadust kasutades on véimalik lihtsalt tGestada jargnev fakt:
Soojendus 2. Tdesta, et iga kahe reaalarvu a ja b korral a® + b% > 2ab.

Mirkus. Kui a ja b on positiivsed, siis saab analoogselt toestada a + b > 2v/ab, mis on AK-GK vdrratus kahe
muutuja jaoks.

2.1 Astmekeskmiste vahelised vorratused

Koige olulisem vorratus, millest piisab enamike iilesannete lahendamiseks:

Teoreem 1 (Aritmeetilise keskmise (AK) ja geomeetrilise keskmise (GK) vaheline vorratus). Olgu aq, ..., a,

positiivsed reaalarvud. Siis
a1 +ax+ -+ ay

n
kus vordus kehtib parajasti siis kui a1 = -+ - = a,.

> Yaras - - Qy,.

Mbnikord voib kasuks tulla selle vorratuse iildisem kuju:
Teoreem 2 (Kaalutud AK-GK vorratus). Olgu as,...,a, positiivsed reaalarvud ja Ai,..., A, mittenega-
tiivsed reaalarvud, nii et Ay +--- + A\, = 1. Siis

AL A An
Arar + Agaz + -+ Apapn, = aitaly? coan.

Tavaline AK-GK vérratus on kaalutud vérratuse erijuht (A; =--- =\, = 1).

Samuti tasub teada, et AK-GK vorratus on iiks osa suuremast vorratuste ahelast, kus RK on ruutkeskmine
ja HK on harmooniline keskmine:
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Teoreem 3 (max-RK-AK-GK-HK-min vorratus). Olgu aq,...,a, positiivsed reaalarvud. Siis

2 2
a+...+a a1+...+a n
1 n n
max(ay,...,a,) = n> > aran = 5 T
n n H++*

Qn

> min(ay, ..., a,).

See vorratusteahel on omakorda erijuht iildisest astmekeskmiste vahelistest vorratustest.

Teoreem 4 (*Astmekeskmiste vaheline vorratus). Olgu aq,...,a, positiivsed reaalarvud ja o > (3 suvalised
reaalarvud. Siis 178
<a?+...+a%)1/a>(af+...+a7€>
—_— > ——™ .
n n
kus vordus kehtib parajasti siis, kui a1 = -+ = a,.

Arvude maksimumile vastab @ — 0o, RK vastab a = 2, AK vastab a = 1, GK vastab a — 0, HK vastab
a = —1 ja miinimumile vastab o« — —o0.

2.2 Muud vorratused

Eesti oliimpiaadidel voib moénikord kasuks tulla ka jargnev vorratus.

Teoreem 5 (Umberpaigutusvérratus). Olgu a1 > ... > a, ja by > ... > b, reaalarvud (voivad olla ka
negatiivsed). Arvude aq,...,a, mistahes timberjirjestuse (af,...,al,) korral kehtib

a1by + aghe + - - +apb, > a’lbl + (l/2b2 + -+ a;bn > apby + ap_1ba + - - a1by,.

Intuitiivselt, summa on maksimaalne, kui omavahel kokku korrutada suurimad elemendid, suuruselt teised
elemendid jne. Summa on minimaalne, kui kokku korrutada suurim element viikseimaga, suuruselt teine
vihemuselt teisega jne.

Kui iilesanne holmab endas kolmnurga kiilgede pikkusi, siis tasub meeles pidada jargnev vorratus.
Teoreem 6 (Kolmnurgavorratus). Olgu a, b ja ¢ kolmnurga kiilgede pikkused. Siis a + b > c.

Soojendus 3. Olgu a, b ja ¢ kolmnurga kiilgede pikkused. Toesta, et |a — b| < c.

2.3 *Edasijoudnumad vorratused

Eesti oliimpiaadidel tGenéoliselt vaja ei ldhe, kuid kindlasti kasulikud IMO valikvaistlusel ja rahvusvahelistel
voistlustel. Nende kohta v6ib 1dhemalt lugeda Indrek Zolki vorratuste brosiiirist.

Teoreem 7 (Cauchy vorratus). Olgu aq,...,a, ja by,...,b, reaalarvud. Siis

(arby + oo+ anbn)® < (o] +-o-+an) (b1 + -+ + bp).
See tihendab, et kahe vektori (aq,...,a,) ja (b1,...,by,) skalaarkorrutis on véiksem vektorite pikkuste kor-
rutisest. Vordus kehtib parajasti siis, kui vektorid on paralleelsed (a; = ¢b; mingi konstandi ¢ jaoks).

Teoreem 8 (Jenseni vorratus). Olgu f 16igul [a, b] kumer (f”(z) > 0) ja A1,..., A, positiivsed reaalarvud,
nii et Ay +--- 4+ A, = 1. Siis kehtib

Kui funktsioon on nogus (f”(x) < 0), siis kehtib vorratus vastupidise mirgiga.
Uks kdige tugevamaid vorratusi siimmeetriliste vorratuste toestamiseks on Muirheadi vorratus.

Teoreem 9 (Muirheadi vorratus). Olgu (a1, ..., ) ja (81, .., Bn) kaks reaalarvu jérjendit, nii et oy > fi,
ar+az 2B+ P+t 2B+ Bao, an ot an = B4+ B Olgu a1,

pOSitiiVSQd reaalarvud. SllS
a « 1 B
E Ty "'1‘71"2 E Ty "'.CL‘n",

sym sym
kus summa on iile kdigi permutatsioonide. Niiteks (3,0, 0) ja (2,1, 0) puhul saame vorratuse 223 +2y3 +223 >
x2y + 222+ yzx + yzz + 22z + zQy.



3 Ulesanded

Ulesanne 1 (Loppvoor 2015 12.5). Tdesta, et

1+1+1+ + ! >13
2 3 2015 2"

Ulesanne 2 (Lahtine siigis 2012 V3). Tdesta, et iga tiisarvu n > 3 korral (2n)! < n?".

Ulesanne 3 (Loppvoor 2010 12.2). Olgu a, b ja ¢ kolmnurga kiilgede pikkused ja k mingi reaalarv. Tdesta,
et kui ruutvorrandil 2 + (a + b + ¢)z + k(ab + be + ca) = 0 leidub reaalarvuline lahend, siis & < 1.

Ulesanne 4 (Loppvoor 2008 11.4). Toesta, et suvaliste reaalarvude a, b ja ¢ korral kehtib
a? + 4b% + 8¢ > 3ab + 4be + 2ca.
Millal kehtib vordus?

Ulesanne 5 (Loppvoor 2014 11.2). Olgu a, b ja ¢ positiivsed reaalarvud. Toesta, et

14+ab 1+bc 1+ca
+ +

- p ; > Va2 +2+ V2 +2+/c2 +2.

Ulesanne 6 (IMO VV 2011 iil 4). Olgu a, b ja ¢ positiivsed reaalarvud, mille korral 2a% 4 b> = 9¢2. Tdesta,

et
2c

2 ¢
a b
Ulesanne 7 (*IMO VV 2014 iil 2). Olgu a, b ja ¢ positiivsed reaalarvud, mille korral a + b + ¢ = 1. Tdesta,
et

> V3.

a? b> 2
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