Arvuteooria nooremale rithmale

Birgit Veldi

21. detsember 2024. a.

1 Jaguvus

Definitsioon 1.1. (Jaguvuse definitsioon) Utleme, et tiisarv a jagab tiisarvu b voi a on b tegur ehk
jagaja (tdhistame a | b), kui leidub selline téisarv ¢, et ac = b. Sama asja kohta vdib delda ka, et arv b

jagub arvuga a voi arv b on arvu a kordne (téhistame bia).

1.1 Jaguvuse kasulikke omadusi:
Iga téisarvu a jaoks a | 0, 1 | a, a | a.
Kui a,b > 0jaa|b,siis a <b.
Kuia|bjab|a,siis a = +b.
Kuid|ajad|b,siisd]|axb.

Kui p on algarv ja p | ab, siis p | a voi p | b.

I e

Kuia|bjab|e,siisalec.

1.2 TUlesandeid

1. Téesta jaguvuse omadused.

2. (EGMO VYV 2023) Positiivsete tiisarvude m ja n jaoks on teada, et arv 5n + m jagub arvuga
5m + n. Toesta, et arv n jagub arvuga m.

3. (LVT 2024 V) Iga positiivse tdisarvu n korral tdhistab n! korrutist 1-2-. . .-n. Leia koik positiivsete
téisarvude kolmikud (z,y, z), mille korral

3-xl+4-yl=5-z.

2 Suurim iihistegur ja vihim iihiskordne

Definitsioon 2.1. (Suurima iihisteguri definitsioon) Utleme, et positiivne tiisarv ¢ on tiisarvude
a ja b suurim iihistegur (kirjutame SUT(a,b) = ¢), kui ¢ | a ja ¢ | b ning kehtivad jirgmised samaviirsed
tingimused:

1. Iga teise d | a, d | b korral d | ¢,

2. Iga teise d | a, d | b korral d < c.

Definitsioon 2.2. (Vihima iihiskor:dse definitsioon) Utleme, et positiivne téisarv ¢ on téisarvude
a ja b vihim {ihiskordne (kirjutame VUK(a,b) = ¢), kui a|c ja b|c ning kehtivad jirgmised samavéirsed
tingimused:

1. Iga teise a | d, b | d korral ¢ | d,
2. Iga teise a | d, b | d korral ¢ < d.



2.1 Suurima iihisteguri kasulikke omadusi:
1. SUT(a,0) = a, SUT(a,1) = 1, SUT(a,a) = a.
2. SUT(ca, cb) = ¢SUT(a, b).
3. Leiduvad tiisarvud k, 1, nii et ka 4 1b = SUT(a, b).
4. SUT(a,b) = SUT(a — b,b)
5. Kui clab ja SUT(b, ¢) = 1, siis ¢ | a.

2.2 Vihima iihiskordse kasulikke omadusi:
1. VUK(a,1) = a, VUK(a,a) = a.
2. VUK(ca, cb) = ¢cVUK(a, b).
3. SUT(a,b) - VUK (a, b) = ab

2.3 Ulesandeid

1. Toesta omadused.

2. Toestada, et mistahes a, b, ¢ € Z korral a | be parajasti siis, kui leiduvad d, e € Z selliselt, et a = de,
d|bjae]ec.

3. (PKYV 2022 9. klass) Leia kolm vihimat naturaalarvu, millest 1 vorra viiksemad arvud jaguvad
5-ga, 1 vorra suuremad arvud jaguvad 3-ga ja mis ise jaguvad 4-ga.

4. (LP 2018 10. klass) Leia koik tiisarvude paarid (a,b), mille korral (2a% + b)3 = b3a.

5. (LP 2019 12. klass) . Positiivsete tdisarvude a, b ja ¢ korral kehtib vordus 10a? — 3ab + 7c? = 0.
Leia avaldise SUT(a, b) - SUT(b, ¢) - SUT (¢, a) vihim voimalik vidrtus.

6. (LV 2021 12. klass) Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a,b), mille korral a > b ja
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3 Kongruentsid

Definitsioon 3.1. (Jdigiga jagamine) Tiisarvu a ja positiivse tdisarvu b jaoks leiduvad iiheselt
madratud tédisarvud ¢ ja r, nii et
a=bg+r, kus0<r<hb.

Taisarv r on jadk, mis tekib arvu a jagamisel arvuga b.

Definitsioon 3.2. (Kongruentsi definitsioon) Utleme, et tiisarvud a ja b on kongruentsed mooduli
n jirgi (tdhistame a = b (mod n)), kui kehtivad jirgmised samaviiirsed tingimused:

1. a ja b annavad n-ga jagamisel sama jiagi,

2. n|la—b.

3.1 Kongruentsi omadusi
1. Kui a =b (mod n), siis a £ c¢=b+ ¢ (mod n), ac = be (mod n) ja a® = b¢ (mod n).

2. Kui ac = be (mod n) ja SUT(c,n) = 1, siis a = b (mod n)



3.2 Ulesandeid

1. Toesta omadused.

2. (PKV 2021 10. klass) Leia positiivse tdisarvu p? + 239 viihim véimalik positiivsete tegurite arv,
kui on teada, et p on algarv.

3. (PKV 2024 9. klass) Positiivse tédisarvu k faktoriaaliks nimetatakse arvu k ja koigi temast
viiksemate positiivsete taisarvude korrutist.

Leia koik positiivsed téisarvud n, mille puhul esimese n positiivse tdisarvu faktoriaalide summa on
mingi taisarvu ruut.

4. (LV 2024 9. klass) Kas leiduvad positiivsed téisarvud z ja y, mis rahuldavad vorrandit

112° + 33y = 13y° + 31z + 20247

5. (LV 2024 10. klass) Kas leidub selline positiivne tédisarv n, mille korral

1950™ 4 1934™ = 2024™7

6. (LVS 2022 N) Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a, b), mille korral a! = b? + 44.

Markus. Iga naturaalarvu x korral téhistatakse z! = 1.2 ...z, st x! mérgib korrutist koigist
positiivsetest tdisarvudest, mis pole suuremad kui x.

7. (LV 2019 9. klass) Nimetame huvitavateks koiki positiivseid tiisarve kujul 3 - 7%, kus k on
positiivne tdisarv. Kas mingi hulga erinevate huvitavate positiivsete téisarvude kokkuliitmisel on
voimalik saada tulemuseks mdne positiivse tdisarvu ruut?

8. (LV 2018 11. klass) Leia koik algarvud p, mille korral on arv 2p® + 4p? — 3p + 12 mingi tiisarvu
viies aste.

9. (LVS 2021 V3) Nimetame algarvu p nunnuks, kui leidub algarv ¢, mille korral pg — 2 ja pq + 2
on samuti algarvud. Nimetame arvu p imeliseks, kui nii p kui ka p + 2 on nunnud algarvud. Leia
koik imelised arvud.

10. (LV 2018 12. klass) Leia koik algarvude kolmikud (p, ¢, r), mille korral
2018(p* 4+ ¢*) =r* + 1
4 Arvu kanooniline kuju
Teoreem 4.1. (Aritmeetika pdhiteoreem) Iga naturaalarvu n > 1 jaoks leiduvad iiheselt méératud
algarvud p1,...,ps ja positiivsed astendajad ki, ..., ks, nii et
n:p"f1 pf

Sellist esitust nimetatakse arvu kanooniliseks kujuks voi standardkujuks.

4.1

1.

2.

Jaguvus, SUT ja VUK Ilibi kanoonilise kuju

Arvun:plfl-...~p’§S jagajad on arvud kujulmzpli1 coph kus 0 <y <Ry, 0 < Uy < ks
Arvun = plfl -...-p¥ kordsed on arvud kujul m = p? cooooplem! kus 4y = ky, ... 0 > k, ning
m’ on téisarv.

Kuin :pllCl coephjam = pﬁl ... ple, siis SUT (n,m) = prlnin{kl’él} . ~prsnin{k5’65}.
Kuin=pM. ... . ph jam=pi ... . pl, siis VUK (n,m) :piﬂax{kl’gl} S ~p?ax{k5’&}.



4.2 TUlesandeid

1. Toesta 2 viimast omadust.
2. (PKV 2020 10. klass)

(a) Kas leiduvad erinevad positiivsed téisarvud a, b ja ¢, mille korral
VUK(SUT(a, b), c) = VUK(SUT(b, ¢),a) = VUK(SUT(c, a), b)?
(b) Kas leiduvad (mitte tingimata erinevad) positiivsed tdisarvud a, b ja ¢, mille korral
VUK(SUT(a,b),c) = VUK(SUT(b, ¢), a) = VUK(SUT(c, a),b) = m,
kus m # VUK(a, b, ¢)?

3. (LVT 2023 V) Anu ja Bert méngivad kumbki ChatGPT-ga jirgmist méingu. Anu ja ChatGPT
méngus on algul tahvlil arv 2023!, Berdi ja ChatGPT méngus arv 2024!. Iga kiik koosneb kahest
osast. Koigepealt valib iiks méngija tahvlil oleva arvu kordarvulise teguri d ja jagab arvu sellega
1&bi. Seejérel peab vastane tegema omal valikul iihte jargmisest kolmest tegevusest:

e korrutada tahvlil olevat arvu arvu d teguriga d’, mille korral 1 < d’ < d;
e korrutada tahvlil olevat arvu 7-ga;
e eemaldada tahvlil oleva arvu 16pust null ja tulemus korrutada 2023-ga (kui arv ei 16pe nulliga,

siis seda varianti valida ei saa).

Jargmise kéigu ajal vahetavad méngijad osad. Nii jitkatakse kordamdoda ning méngija, kes ei saa
nouetekohast toimingut sooritada, on kaotanud. ChatGPT alustab mélemat méngu. Tdesta, et
ChatGPT-1 on voimalik vdhemalt {iks méngudest voita.

Markus. Kirjutis n! mérgib koigi positiivsete taisarvude 1,2 ..., n korrutist.

4. (LVS 2024 V) Positiivset tdisarvu m nimetatakse tavaliseks, kui arvu m iga algteguri ruut on
viiksem kui m.

(a) Toesta, et leidub lopmata palju positiivseid téisarve n, mille korral n ja n + 1 on mdolemad
tavalised.

(b) Kas leidub positiivne tédisarv n, mille korral n, n 4+ 1 ja n + 2 on koéik tavalised?



