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Invariandid

Invariandiks nimetame iilesandes vaadeldava objekti mingit sellist omadust, mis teisendamiste
kaigus ei muutu. Levinuimateks invariantideks kombinatoorikaiilesannetes on vaadeldavate
objektide mingid algebralised omadused, naiteks paarsus ja summa.

Tavaliselt on iilesandes invariandi otsimine kasulik, kui on tarvis toestada, et mingi protsessi
tulemusena saavutatav olukord vastab piiravatele tingimustele. Sinna hulka kuuluvad ka

ilesanded, kus on tarvis toestada, et iilesandes vaadeldav lopptulemus ei ole saavutatav.

Ulesanne 1
Tahvlil on arvud 1,2,...,2000. Tahvlilt kustutatakse samm-sammult kaks arvu ja kummagi
asemel kirjutatakse nende arvude aritmeetiline keskmine. Kas mingi lopliku arvu selliste

sammude jarel voivad tahvlil olla arvud 1000, 1000, ..., 10007

Ulesanne 2
Tahvlile kirjutatakse ritta arvud 1,2,...,2024. Edasi tegutsetakse nii, et igal sammul
kustutatakse rea algusest kaks arvu ara ja kirjutatakse nende korrutis rea loppu juurde. Milline

arv jaab 1opuks ainsana tahvlile?

Ulesanne 3
Rahaautomaat annab raha peeneks vahetades iga miindi asemele alati viis miinti. Kas selle

automaadi abil on voimalik tthte metallmiinti vahetada 26-ks mundiks?

Ulesanne 4
Tahvlile on kirjutatud arvud 4, 5 ja 6. Uhe sammuga voib valida kaks tahvlil olevat arvu, olgu
need a ja b, kustutada need ning asemele kirjutada arvud 0,6a — 0,8b ja 0,8a+ 0,60. Kas lopliku

arvu selliste sammude jérel voivad tahvlil olla arvud 1, 6 ja 67



Varvimine

Varvimine kujutab endast iihte invariandi liiki. Varvimine osutub tihti kasulikuks tilesannetes,
kus esinevad korraparaselt grupeeritavad objektid ja on tarvis toestada, et mingi loppolukord
ei ole saavutatav. Paljud varvimisega lahenduvad iilesanded on sonastatud ruudustikku

kasutades.
Ulesanne 5

a) Malelauast 16igatakse vélja iiks nurgaruut. Kas jarelejaénud osa on voimalik tikeldada

2 x 1 tukkideks?

b) Malelauast 16igatakse vilja kaks teineteise vastas asuvat nurgaruutu. Kas jérelejadnud

osa on voimalik tukeldada 2 x 1 tukkideks?

Ulesanne 6
Lopmatul malelaual paiknevad 1337 maleratsut. Toesta, et nende hulgast on voimalik valja

valida 666 sellist, millest iikski pole teise tule all.

Ulesanne 7
5 x 5 ruudustiku igal ruudul istub iiks konn. Teatud tihel ja samal hetkel hiippab iga konn
naaberruudule, mis omas esialgsega iihist serva. Toesta, et parast hiippamist jaab ruudustikku

vahemalt ks tiihi ruut.

Mangud

Miéngudeteemalised kombinatoorikaitilesanded on iildjuhul piistitatud kahe
mangija vastasseisuna ning iilesande sisuks on leida, kummal mangijal leidub voitev strateegia
(suudab voita soltumata vastase kiikudest). Reeglina taanduvad sellised iilesanded voitvate ja

kaotavate seisude tuvastamisele, mis omakorda taandub invariandi leidmisele.

Ulesanne 8
Tiinnis on 2023 ouna. Hendrik ja Artur votavad vaheldumisi tiinnist 6unu, kusjuures korraga
voib votta tihe kuni kolm 6una ning esimesena votab ounu Hendrik. Kes méangijatest saab alati

tagada endale voimaluse votta tiinnist viimane oun?

Ulesanne 9
Topeltmale: tavalised malemangu reeglid, kuid iithe kaigu ajal tuleb liigutada oma nuppe kaks
korda (justkui oleks kaks tavalise male kdiku). Tdesta, et alustaval méngijal leidub mittekaotav

strateegia.



Ulesanded

Ulesanne 10
Ringjoonel asub 12 lampi. Alguses iiks neist poleb, iilejaanud ei pole. Uhe sammuga saab muuta
suvalise kahe korvutiasetseva lambi olekud. Kas mingi arvu selliste sammude rakendamisel on

voimalik saavutada olukord, kus ringjoonel poleb
a) tapselt iga neljas lamp?
b) tépselt iga kuues lamp?

Ulesanne 11

Kas mangulauda 10 x 10 saab loigata

a) ristkiilikuteks 1 x 47
b) neljast tihikruudust koosnevateks L-kujulisteks kujunditeks?

¢) neljast iihikruudust koosnevateks T-kujulisteks kujunditeks?

Ulesanne 12

Ervin ja Kaarel mangivad jargmist mangu: laual on hunnik kivikesi, mida mangijad vaheldumisi
tehtavate kaikudega votma hakkavad. Oma kaigu ajal tohib méangija votta hunnikust ara 2
kuni 15 kivikest. Voidab méngija, kes votab viimase kivikese. Kummal mangijal leidub voitev

strateegia, kui kuhjas on alguses

a) 2023 kivikest?
b) 2024 kivikest?

c) 2025 kivikest?

Ulesanne 13

Madis ja Mattias asetavad kordamooda iihesendiseid miinte ruudukujulisele lauale
kiiljepikkusega 1 meeter nii, et likski kaks minti ei kattu omavahel. Esimesena paneb lauale
miindi Madis. Kaotab mangija, kes enam miinti asetada ei saa. Kas ithel méangijal onnestub
voita vastase mistahes vastuméangu korral? Kui jah, siis kummal? Koik miindid on mootmetelt

identsed.

Ulesanne 14
Tahvlile on kirjutatud arvud 1,2,3,...,100. Igal sammul valib Juku mingid kaks arvu a ja b,
kustutab need ja kirjutab nende asemele arvu ab + a + b. Leia koik voimalused, milline arv

voib jaada viimasena tahvlile.



Ulesanne 15 (Piirkonnavoor 2023, 9-4)

Artur ja Bronislav méangivad malelaual mootmetega 8 x 9 jargmist mangu. Mangu alguses
on Arturi ratsu malelaua vasakul alumisel nurgaruudul ning Bronislavi ratsu paremal iilemisel
nurgaruudul. Edasi hakkavad nad kordamooda tegema oma ratsudega malekéike (ratsu saab
kaia parajasti nendele ruutudele, mis asuvad temast horisontaalis iithe ja vertikaalis kahe
ruudu voi horisontaalis kahe ja vertikaalis ithe ruudu kaugusel), seejuures Artur alustab.
Bronislav voidab, kui molema méngija ratsud satuvad korraga iihele ja samale ruudule (iikskoik
kumma méngija kiigu tulemusel). Kas Bronislavil on voimalik tagada voit soltumata Arturi

vastumangust?

Ulesanne 16 (Loppvoor 2023, 9-4)

Manguriba laiusega 1 on jaotatud iihikruutudeks. Juku ja Miku asetavad kordamdéoda iihekaupa
méanguriba ruutudele nuppe. Kaia tohib igale ruudule, vélja arvatud neile, millel voi millega
ithist kiilge omaval ruudul juba on nupp. Alustab Juku ning méngija, kes ei saa enam kéiku
teha, on kaotanud. Toesta, et alati, kui manguriba pikkuse £ korral leidub Mikul voitev

strateegia, leidub manguriba pikkuste k + 1, k£ + 2 ja k + 3 korral voitev strateegia Jukul.

Ulesanne 17

Opetaja kirjutab tahvlile 2024-kohalise arvu 999 . ..9. Esimene opilane lahutab selle arvu kahe
1-st suurema teguri a ja b korrutiseks ning kustutab siis tahvlil oleva arvu ja kirjutab selle
asemele kaks sellist arvu @’ ja ', et |a —a'| =2 ja |b— V| = 2.

Teine opilane valib iihe tahvlil olevatest arvudest, lahutab selle arvu kahe 1-st suurema teguri
¢ ja d korrutiseks ning kustutab siis valitud arvu tahvlilt ja kirjutab selle asemele kaks sellist
arvu  jad, et |c—d|=2ja|d—d]|=2.

Kolmas opilane valib omakorda iihe tahvlil olevatest arvudest ning asendab selle sama reegli
kohaselt kahe uue arvuga, jne. Kas on voimalik, et parast seda, kui mingi arv opilasi on kainud

tahvli juures, on koik tahvlil olevad arvud vordsed 9-ga?

Ulesanne 18
Kas 2023 x 2023 malelauda saab katta 4 x 1 klotsidega nii, et ainult malelaua keskmine ruut
jaab katmata? Aga 2025 x 20257 (Eeldame, et iga klots katab tépselt neli malelaua ruutu ning

klotsid omavahel ei kattu.)

Ulesanne 19
Ruudustik mootmetega 5x 5 kaetakse kaheksa nurgikuga (kolmest iihikruudust koosnev kujund)
nii, et iiks ruut jaab vabaks. Tee kindlaks koik ruudustiku ruudud, mis voivad parast katmist

vabaks jaada.



