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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véart
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Kood

1. Arvuta:

2. Olgu a, b, c, d ja e sellised erinevad naturaalarvud, et on tdene vordus
a-b-c-d-e=2025.Leiasummaa+b+c+d+e.

3. Vbistkonnas on 4 méngijat, kelle keskmine vanus on 25 aastat. Kui voistkon-
na noorima mingija asemel oleks 35-aastane méngija, siis oleks méngijate
keskmine vanus 28 aastat. Kui vana on voistkonna noorim méngija?

4. Kui palju on kokku selliseid numbrite paare (x, y), mille korral kuuekohaline
arv 20x25y jagub nii arvuga 3 kui ka arvuga 5?



5. Ruudu ABCD kiiljel CD valitakse punkt E nii, et murdjoone ADE pikkus
on 20 cm ja murdjoone BCE pikkus on 25 cm. Leia ruudu ABCD pindala.

6. Joonisel on kolm vordhaarset kolmnurka. Iga kolm-
nurga tipunurk asub tipu T juures ning need kolm ti-
punurka moodustavad kokku sirgnurga. Kolme jooni- G
sel mirgitud nurga suurused on 3a, 4« ja 5a. Leia a. g T it

7. Vordseteks ristkiilikuteks jaotatud paberilehele kir-
jutatakse numbrid 4, 6 ja 7 joonisel ndidatud viisil.
Numbrite 4 ja 6 kirjutamiseks vajalike 16ikude kogu-
pikkused on vastavalt 13 cm ja 18 cm. Leia numbri 7
kirjutamiseks vajalike 16ikude kogupikkus.




Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véart
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Kood

1. Arvuta:
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2. Kui palju on erinevaid voimalusi asendada arvus 2025 iiks number mone
muu numbriga nii, et saadud neljakohaline arv ei jaguks arvuga 3?

3. Vaistkonnas on kolm méngijat, kelle vanused suhtuvad nagu 4 : 5 : 6. Nende
mangijate keskmine vanus on 30 aastat. Kui vana on selle voistkonna noo-
rim méngija?

4. Muutujate a, b ja ¢ védrtused on sellised erinevad naturaalarvud, et kehtib
vordus a® - b - ¢® = 2025. Leia summa a + b + ¢ suurim voimalik vairtus.



5. Ristkiiliku ABCD iimbermd6t on 60 cm. Pikemal kiiljel CD valitakse selline
punkt E, et16igu DE pikkus on 8 cm. Murdjoon ADE on 3 korda lithem kui
murdjoon ABCE. Leiaristkiiliku ABCD pindala.

6. Ringjoonel keskpunktiga K valitakse punktid A,
B ja C selles jdrjestuses nii, et ZKAB = 75° ja
/BCK = 65°. Leianurga CK A suurus.

7. Vordseteks ristkiilikuteks jaotatud paberilehe-
le kirjutatakse arvud 27 ja 38 joonisel ndidatud
viisil. Arvu 27 kirjutamiseks vajalike 16ikude ko-
gupikkus on 27 cm. Leia arvu 38 kirjutamiseks
vajalike 1oikude kogupikkus.




Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass

Iosa. Lahendamisaega on 30 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige ja lihtsustatud kujul vastus on véart
2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Kood

1. Arvuta:
3636 - 4545 _

9092

2. Korrutis 1-2-3-4-5-6-7-8-9-10 jagatakse arvuga 2025. Leia jagatise viimane
number.

3. Vaistkonnas on viis méngijat, kelle vanused on koik erinevad. Kahe noori-
ma maéngija keskmine vanus on 20 aastat ja tilejidnud méngijate keskmine
vanus on 25 aastat. Leia suurim voimalik selle voistkonna vanima méngija
vanus. Méngijate vanuseid arvestatakse tdisaastates.

4. Arvus 2025 on tédpselt kaks numbrit 2, iilejadnud numbrid on erinevad. Kui
palju on sama omadusega arvust 2025 vdiksemaid neljakohalisi naturaalar-
ve?



5. Vordhaarses kolmnurgas ABC alusega AB on tom- C
matud nurgapoolitaja AD. On teada, et nurk ADB D
on 6 korda suurem kui nurk BAD. Leia nurga ACB
suurus. @&

6. Kaks vordset ringjoont raadiusega 5 cm 16iku-
vad punktides A ja B. Uhe ringjoone keskpunkt v
on O. Leia kesknurga AOB suurus, kui jimeda
joone pikkus on 177 cm. i

7. Vordseteks ristkiilikuteks jaotatud paberilehele kirjuta-

takse arv 973 joonisel nididatud viisil. Selle arvu kirju-
tamiseks vajalike 16ikude kogupikkus on 973 mm. Leia

numbri 9 kirjutamiseks vajalike 16ikude kogupikkus.




Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 3 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kommipakis on ainult punased, kollased, sinised ja rohelised kommid. Kol-
mandik kodigist kommidest on punased. Neljandik iilejddnud kommidest on
kollased. Siniseid komme on pakis 1,5 korda rohkem kui rohelisi. Mitu kom-
mi on selles pakis kokku, kui punaseid komme on seal 60 vorra rohkem kui
rohelisi?

2. Nimetame naturaalarvu imeilusaks, kui ta on viiekohaline ja tema numbrite
summa jagub arvuga 7.

Leia suurim selline imeilus arv, millele mingi neljakohalise arvu liitmisel
saame summaks samuti imeilusa arvu.

3. Joonisel on ruudustik méotmetega 7 x 7, mille tihikruu-
dud on varvitud malekorras mustaks ja valgeks. Sellest
ruudustikust tuleb vilja 16igata kujund, mis koosneb
tervetest thikruutudest, ei lagune osadeks ega sisalda
auke. Selles kujundis peab olema 2 korda rohkem val-
geid tihikruute kui musti. Leia suurima viljaldikamiseks
sobiva kujundi pindala.

4. Tabelis on 2 rida ja 2025 veergu. Esimese rea lahtritesse kirjutatakse arvud
2, 3, 4 ja 6, seejdrel jélle arvud 2, 3, 4 ja 6, siis jille samad arvud jne. Teise
rea lahtritesse kirjutatakse jarjestikused naturaalarvud alates arvust 7. Mi-
tu veergu, mille lahtrites olevate arvude summa jagub arvuga 10, on selles
tabelis?




Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 3 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kirjutises ABC + DEF = GHI asendatakse erinevad tdhed erinevate numb-
ritega nii, et tekiks tdene vordus, kus liidetavad ja summa on kolmekoha-
lised arvud. Milline number ei vasta iihelegi tdhele, kui lisaks on teada, et
A+E=8,F-1=8jaG—-B=28?

2. Praegu nditab kell 8:25. Millist aega néitab kell, kui esmakordselt pérast
praegust hetke on tunni- ja minutiosuti vaheline nurk 15° vérra suurem kui
praegu?

3. Tahvlile kirjutatakse 20 jarjestikust naturaalarvu. Seejérel kustutatakse neist
iiks arv nii, et jarelejadnud arvude summa on 2025. Leia kustutatav arv.

4. Roopkiiliku ABCD pikemal kiiljel AB valitakse sel- D C
line punkt E, et ZCED = 90°, ZADE = 2/CDE
ja ZDCE = 3/BCE. Punktist E tdommatakse kiilje- F
le AD ristloik EF. Leia kolmnurga CDF pindala, kui
kolmnurga CDE pindala on 24 cm?. A E B



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Nimetame positiivset tdisarvu eriliseks, kui tema numbrite vahele saab pan-
na ithe vordusmargi ja null voi enam plussmérki nii, et tekib tdene vordus.
Niditeks arv 3210123 on eriline, sest temast on voimalik saada tdene vordus
3+2+10=12+3.

a) Kas 2024-kohaline arv 101010...10 on eriline?
b) Kas 2025-kohaline arv 101010...101 on eriline?

(Molemas arvus esineb 10 tdpselt 1012 korda, b-osas on arvu 16pus veel tiks
number 1.)

2. Leia koik mittenegatiivsete tdisarvude paarid (n, m), mis rahuldavad tingi-
must

1+6n—-n®=m

3. Kolmnurkade ABC ja A'B'C’ kohta on teada jargmised kolm fakti:
1) LABC = ZA'B'C' vd6i LABC =180° — LA'B'C’;
2) /BCA=/B'C'A'vé6i /BCA=180°-/B'C'A’;
3) LCAB = /C'A'B’' vé6i ZCAB =180° — LC'A'B’.

Kas voib kindlalt viita, et kolmnurgad ABC ja A'B'C’ on sarnased?

4. Tahvlile on kirjutatud numbrid 202520252025. Anna ja Bert méngivad mén-
gu, kus igal kdigul kustutab méngija iihe tahvlil olevatest numbritest ja kir-
jutab asemele mone sellise numbri, mis on kustutatud numbrist vdiksem.
Anna alustab ja kdike tehakse kordamé6da. Kaotab méngija, kes enam ei
saa kdiku teha (kdik numbrid on muutunud nullideks). Kumb méngija saab
vobita vastase iga vastuméangu korral?



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Jirjesta arvud 7v/5, 11v2 ja 9v/3 kasvavalt.

2. Ruutvérrandil ax? + bx + ¢ = 0 on kaks reaalarvulist lahendit, mille korrutis
on 3. Sellel vorrandil vahetatakse ruutliikme kordaja ja vabaliige omavahel.
Leia saadud vorrandi lahendite korrutis.

3. Leia koik positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorran-
dit
Xyz+17xy+xz+4yz+17x + 68y + 4z = 2025.

4. Saapad jajope maksid enne hinnatéusu kokku 300 eurot. Pdrast hinnatousu
maksavad saapad endisest 10 kuni 20 protsenti rohkem, jope aga endisest
30 kuni 40 protsenti rohkem. Pédrast hinnatdusu on jope saabastest kallim
70 kuni 90 euro vorra. Leia madalaim ja korgeim neil tingimustel voimalik
saabaste hind enne hinnatéusu.

5. Joonisel kujutatud x-tdht koosneb neljast ringjoone kaarest,
mis kahekaupa puutuvad kaarte keskpunktides ja kahekaupa
omavad kaht {ihist otspunkti. Kaks pikemat kaart on iihepik-
kused ja 2 korda pikemad kahest lithemast kaarest. Koik kaa-
red on raadiusega 1. Leia x-tdhe poolt kaetava ala (joonisel
halliks varvitud) pindala.

6. Juku kirjutab 5 x 5 ruudustiku igasse tihikruutu mingi positiivse reaalarvu
nii, et vasakus alumises nurgaruudus on 1, paremas iilemises nurgaruudus
on 2025 ning igas 2 x 2 ruudus on nurkapidi kokkupuutuvatesse iihikruutu-
desse kirjutatud arvude korrutised vordsed. Leia ruudustiku alumisse pare-
masse nurgaruutu ja iilemisse vasakusse nurgaruutu kirjutatud arvude kor-
rutis.



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kumb arvudest 9v/5 ja 8 + 7V/3 on suurem?

2. Jukul on mingulaud moéotmetega 10 x 10, mis on jaotatud tthikruutudeks.
Juku soovib mingida médngu, mida saab méngida mistahes ruudustikul
modtmetega m x n, kus m = 2 ja n = 2. Mitmel viisil on Jukul véimalik
vélja valida méngulaua osa, millel oma méngu méngida?

3. Leia koik neljakohalised naturaalarvud n, mille kahest esimesest numbrist
ja kahest viimasest numbrist (jarjestust muutmata) moodustatud kaheko-
haliste arvude summa ruut vordub arvuga n.

4. Leia koik reaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

X 4+ y =z
[
22+ x° =R

’

5. Leia koik positiivsed tdisarvud n, mille korral leidub tasandil kumer n-nurk
jargmiste omadustega:

1) leiduvad kaks sisenurka, mis on erinevate suurustega « ja f3;
2) iga sisenurk on kas suurusega a voi suurusega f;

3) suurusega «a sisenurkade summa ja suurusega f sisenurkade summa
on vordsed.

6. Joonisel on linna X trammiliinide vorgustik, mille liine A

margivad sirgloigud ja peatusi mummukesed. Juku ja te-

ma sobrad méngivad kullimingu, kus on iiks pogeneja ja

vahemalt tiks piitidja. Igal kédigul otsustavad koik mangi-

jad tiheaegselt, kas jadda paigale voi liikuda trammiga tihe

peatuse vorra modda mingit liini mingis suunas. Pérast

kdiku saavad koik teada, mida teised otsustasid ja kus nad asuvad. Kui pdrast
kdiku on vdhemalt iiks piilidja pogenejaga samas peatuses, siis on pogeneja
kinni piititud. Pogeneja alustab peatuses A ning piitidjad alustavad peatu-
ses O. Leia vdhim ptitidjate arv, mille korral on piitidjatel voimalik pogeneja
lopliku arvu kdikudega tabada s6ltumata pogeneja litkkumisest.



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta summa

1 1 1 1 1 1 1 1
VIrZ V23 VAV VA VB VBT VievB VB

. . a’+b* - ¢ .
2. Kolmnurga ABC pindala avaldub kujul S = — kus a, b ja c on

vastavalt kiilgede BC, CA ja AB pikkused. Leia nurga ACB suurus.

3. Positiivsed tdisarvud a, b, c ja d on sellised, et a > b > ¢ > d,arvud a + b
ja ¢ + d jaguvad molemad 2-ga, arvud a — c ja b — d jaguvad mdolemad 3-ga
ning arvud a - d ja b - ¢ jaguvad molemad 5-ga. Leia vdhim voimalik arvude
a, b, cjad summa.

4. Jukul on kolm tahvlit Sokolaadi, igaiiks massiga 60 g. Esimesel pdeval mur-
rab Juku esimese Sokolaaditahvli kolmeks tiikiks, mille massid on mingi arit-
meetilise jada jarjestikused liikmed, ja s66b neist tiikkidest kaks &dra. Teisel
pdeval murrab Juku teise Sokolaaditahvli niisama rasketeks tiikkideks na-
gu esimesel pdeval esimese tahvli ja s66b saadud kolmest tiikist kaks &dra.
Kolmandal pdeval murrab Juku kolmanda Sokolaaditahvli niisama rasketeks
tiikkideks nagu eelmistel pdevadel eelmised tahvlid ja s66b saadud kolmest
tiikist kaks dra. Neljandal pdeval s66b Juku &dra koik esimesel kolmel pée-
val jarele jadnud tiikid. Nii s66b Juku koigil neljal pdeval iihepalju Sokolaadi.
Leia Sokolaaditahvli kolmeks tiikiks murdmisel tekkinud suurima tiiki mass.

5. Kolmnurga kahe korguse pikkused on 3 cm ja 6 cm. Leia koik véimalused,
milline saab olla kolmnurga kolmanda korguse pikkus.

6. Kooli kergejoustikuvoistluste 100 meetri jooksu poolfinaalides osaleb kokku
12 jooksjat. Nad loositakse kolme 4-liikmelisse gruppi, nii et kdik gruppides-
se jagunemise voimalused on vordtdendolised. Seejdrel jookseb iga grupp
iihe jooksu. Finaali pddseb 4 jooksjat: iga jooksu vditja ja lisaks ka kiireim
koigist neist jooksjatest, kes oma jooksu ei voida. Leia tdendosus, et finaa-
li pddsevad need jooksjad, kes saavad 4 kiireimat aega. (Eeldame, et tikski
kaks jooksjat ei saa tdpselt sama aega ja et iga jooksja saavutab kindla aja
soltumata grupist, milles ta jookseb.)



72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 7 knacc

Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.
Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

1. BeIUMCIUTE:

7-6:11+ = I
3

2. Ilycrte a, b, ¢, d u e Takue pas3jIMYHbIE HATYPAJIbHBIE YHUCJIA, YTO JE€UCTBYET
paBeHcTBO @ - b-c-d - e =2025. Halfitu cymmy a+ b+ c+ d + e.

3. B xomaH[e Bcero 4 UTPOKa, CpeIHUI BO3PACT KOTOPBIX paBeH 25 rogam. Eciau
OBI BMECTO CaMOT0 MJIAAIIEro UTPOKa B KOMaHe ObLT 35-JIeTHUI UTPOK, TO
CpeJHUI BO3PACT UTPOKOB KOMaHAbI ObLI ObI paBeH 28 rogaM. CKOJIBKO JIET
caMOMy MJIaIlIIeMy UT'POKY 9TOM KOMaH[IbI?

4. CroJibKO Bcero Takux nap nudp (x, y), Ipu KOTOPBIX IIeCTU3HAYHOE YHUCJI0
20x25y mennTCA Kak Ha YACJO0 3, TaK U HA YUCJIO 5?



5. Ha cropone CD kBagpara ABCD BeiOpaHa Takasd Touka E, uTo qiamHa q1poo6-
"out iuaun ADE pasHa 20 cMm, a gnuHa gpobHou muanu BCE paBHa 25 cM.
Haiitu nomaas kBagpara ABCD.

6. Ha pucyHke n3oOpaskeHbl TPU PaBHOOEIPEHHBIX Tpe-
YTOJIbHUKA. YTOJI IPH BEPIINHE KasKI0TO TPEYTOJIbHU-
Ka JIe)KUT B TOUYKe 1, M 9TU TPH yIJIa IPU BEpIINHAX Sa
00pasyoT BMecTe pa3BEPHYTHIN YroJl. BeTuunHbI TPEX 3a
0003HaYEHHBIX Ha PUCYHKE YIJIOB paBHBI 3¢, 4 1 5a.
Haiitu a.

4

7. Hanmctke Oymary, KOTOPBIH [TOe1EH Ha paBHbIE IIPSI-
MOYTOJIBHUKH, 3amucaiv Hu@psoI 4, 6 u 7 Tak, Kak 1o-
Ka3aHo Ha pucyHke. OOlye IJIUHBI OTPE3KOB, He0b-
XOIUMBIX [JIs1 3anucu uudp 4 u 6, paBHbI COOTBET-
crtBeHHO 13 cm u 18 cM. Halitu o6111yI1o 1yHy oTpes-
KOB, HEOOXOIUMBIX JJIsI 3AIHCH UM PHI 7.




Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.

1.

2.

72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 8 knacc

Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.

BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

BoeruucanTb:
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CKOJIBKO BCETO PAa3/IMYHBIX BO3MOKHOCTEN /15 3aMEHbI OTHOU U@ pbI yucia
2025 Ha KaKyI0-TO APYryIo HUdPy Tak, YTOOBI IOJydYeHHOE YeThIPEX3HAUHOe
YI1CJI0 He JIeJIUJIOCHh Ha YUCI0 37

B KOMaHze BCEro TpU UI'POKA, BO3PACTHI KOTOPHIX OTHOCATCA Kak 4 : 5 @ 6.
Cpennuii Bo3pact aTux urpokoB paseH 30 ronam. CKOJIBKO JIET CAMOMY MJIajI-
1IeMy UT'POKY 9TOM KOMaH/[IbI?

3HaYEeHUsIMU HEM3BECTHBIX @, b U C SIBJIAIOTCS TaKUe Pas3/InYHble HATypaslb-
Hbl€e YHUCJIA, YTO JeHCTByeT PaBEeHCTBO a® - b* - ¢® = 2025. Haiiti Hau6os1bIIee
BO3MOJKHOE 3HaUeHUe CYMMBI a + b + c.



5. Tlepumerp npsmoyrosbHuka ABCD pasen 60 cMm. Ha ero 6osb1ieii ctopose
CD BbeiOpana Takasi Touka E, uto qnuna orpesaka DE paBHa 8 cMm. [lpoOHas
sunust ADE B 3 pasa kopoue npoOHo# imaun ABCE. Haiity nutomans npsi-
MoyrosabHuka ABCD.

6. Ha oxpyxHocTu c rieaTpom K BBIOpaHBI B yKa3aH-
HoM mopsake Toukn A, B u C tak, uto ZKAB = 75°
u /BCK = 65°. Haiitu Besmmuuny yria CK A.

7. HamcTtke 6ymaru, KOTOPbIH O/I€JIEH HA paBHbIE
NIPSAMOYTOJIbHUKH, 3anycany yucsia 27 u 38 rak,
Kak [I0Ka3aHo Ha pucyHke. O011as1 JIMHa OTpes-
KOB, HeOOXOAMMBIX JIJISI 3aITMCH Yrcsa 27, paBHa
27 cM. Haiitu 0011yI0 JJIMHY OTPE3KOB, HE0OXO-
OUMBIX JIJ151 3allKcy uyncJa 38.




Tuacme. Bpems, omeodumoe 015t pewierust: 30 MUHym.

1.

2.

72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 9 knacc

Ha amom nucmpe Hanucams moibko 0meembt, 015 peuie-
HUsL MOXHCHO UCNONb308AIMNb OONOAHUMENLHYIO BYyMazy.
BepHhubtil u 8 ynpowénnom sude omeem kadicooti 3adauu
daém 2 barna.

BcnomozamenvHble NUCbMEHHbLE MAMEPUALbL UL dJeK-
MpoHHble NPUOOPLL He Pa3petleHbl.

Koo

BoeruucanTb:
3636 - 4545 _

9092

IIponsBenenue 1-2-3-4-5-6-7-8-9 - 10 nesurcs Ha uncsao 2025. Haiitn
0CJIeTHIONIO TGPy YACTHOTO.

B KomaH Ie BCero ATk UTPOKOB pasHOro Bo3pacTta. CpeaHuit BO3pacT IBYX ca-
MBIX MJIaJIIIX UTPOKOB KOMaHbI paBeH 20 rofgaM, a CpeJHul BO3pacT OCTaB-
LIKXCS UTPOKOB KOMaHIbI paBeH 25 rogaM. HaliTu Han0oIbIINi BO3MOYKHBIH
BO3pacT CaMOro CTapIllero Urpoka 3Toi KOMaHbl. Bo3pacThl UTPOKOB GepyT-
CA1 B IIeJIBIX TOJAX.

B uncse 2025 poBHO nBe nUPHI 2, a Apyrue ugpsbl pasandHbl. CKOIBKO
BCero 4eThIpEX3HAUHBIX HaTypaJIbHbIX YK CeJI, KOTOpble MeHbIIle yuciaa 2025 u
HUMeIOT TaKoe 5Ke CBOMCTBO?



5. B paBHOOenpeHHOM TpeyrosbHuKe ABC ¢ ocHOBa- C
HueM AB npoBeneHa duccekrpuca AD. V3BecTHO,
uyto yroa ADB B 6 pa3 6ouibinie yrina BAD. Haiitu Be-
Jguunny yriia ACB.

6. [IBe paBHBIE OKPY’KHOCTH C PAIAyCcOM 5 CM Iie-
pecekarorcs B Toukax A u B. Touka O siBasieTcst
IIEHTPOM OJHOHM OKpYy;KHOCTU. HaliTn BesimanHy
neHTpaabHOro yra AOB, eciu JjivHA YKUPHOU
JIMHUHY paBHa 177 cM.

7. Ha smcTtke Oymaru, KOTOpbIi 10ofiesI€H Ha paBHbIE IIPAMO-
YIOJIbHUKHY, 3alAcadu 4ucjao 973 Tak, Kak IIOKa3aHO Ha
pucynke. Ob11as AjHa OTPe3KOB, He0OXOAUMBIX 1A 3a-
IIICU 3TOT0 YUCJIa, paBHa 973 MM. HaliTu 06111y10 I/IMHY OT-
PEe3KOB, HEOOXOUMBIX /151 3auCcy IUMPHI 9.




72-9 Onumnuaga ICTOHUN MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 7 knacc

IT uacmo. Bpems, omeodumoe 045 pewlerusi: 3 uaca.

1.

Pewenus 3a0au Hanucams Ha 0mMoeabHOM JUce.

Beproe u docmamoyHo 060CHO8AHHOe peuleHue Kaxcooll 3a0aiu

daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvbHble nucbMeHHble MAMePUaLbl UL JleKMpPOHHbLe NPUOOpbL
He paspeuilerbl.

B ynmakoBKe TOJIBKO KpAacCHBIE, YKEJIThIE, CUHHUE U 3eJ/IéHble KOH(eThl. TpeTh
BceX KOH(eT — KpacHble. YeTBepTh OCTaBIINXCA KOHPET — sKkénThle. CHHUX
KoH(eT B yriakoBke B 1,5 pasa Oouibliie, yeM 3esiéHbIX. CKOJIBKO BCETO B yIa-
KOBKe KOH(ET, eC/TM KPACHBIX B Hell Ha 60 IITyK O0JIbIIE, YeM 3€JIEHBIX?

Ha30BéM HaTypasibHOE YUCTIO 3AMEUAMENbHbIM, €CI OHO SIBJISIETCS TSATH-
3HAYHBIM, 2 CyMMa ero Mup IeJUTCs Ha 7.

HaiiTi HamboJsbllee Takoe 3aMeyaTesIbHOE YHCIIO, IIPU MPUOABJIEHNH K KO-
TOPOMY HEKOTOPOTO YeThIPEX3HAYHOTO YHC/Ia PE3YJIBTaT TOKe OyJeT 3aMeya-
TeJIbHBIM YHCJIOM.

Ha pucyHke u3o0paskeHa KBagpaTHasl CeTKa pasMepoM
7 x 7, KIETKU KOTOPOH OKpallleHbl B IIAXMaTHOM IOPSIJI-
Ke B 4pHBbIU U OeJiblii I1BeTa. 113 9TOH CeTKU HYKHO BBI-
pesarsb (uUrypy, Koropasi COCTOUT U3 IIeJIbIX KJIETOK, He
pacrajaeTcsi Ha YaCTHU U He COIeP>KUT OTBEPCTUN. Besbix
KJIETOK B 9TOU (puUrype MOKHO OBITH B 2 pasa OoJIbIIIE,
yeM 4€pHBIX. HaliTh HanOOoJIbIITYI0 BO3MOSKHYIO IIJIOIIA b
TIOAXO/IAIIEH A1 BbIpe3aHusi (DUTyphI.

B rabsmne 2 crpoku u 2025 cToa0110B. B T4eiiku epBo# CTPOKHU 3aMChIBAIOT
unciaa 2, 3, 4 u 6, 3ateM cHOBa uucaa 2, 3, 4 u 6, 3areM enié pa3 Te caMble JKe
4yucsIa U T.7. B s4eiiky BTOpoii CTPOKHU 3alIMChIBAIOT ITOC/Ie0BaTeIbHbIe HaTy-
pasIbHbBIE YKCIIa, HAYMHAs ¢ 9rcsa 7. CKOJIBKO B 9TOH TaOJIUIIE CTOJIOIOB, CYyM-
Ma YHCeJsl B SYeiKax KOTOPBIX AeauTcs Ha 10?

6 234,62
718910111213 |14 |15




72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 8 knacc

IT uacmo. Bpems, omeodumoe 045 pewlerusi: 3 uaca.

Pewenus 3a0au Hanucamuv Ha 0mMOesbHOM JUCTe.

Beproe u docmamoyHo 060CHO8AHHOe peuleHue Kaxcooll 3a0aiu

daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIEe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuierbl.

B sanucu ABC + DEF = GHI pa3Hble OyKBbI 3aMeHSI0TCS pa3HbIMU I pa-
MH TaK, YTOOBI II0JTYIUI0Ch BEPHOE PABEHCTBO, B KOTOPOM CJIaraeMble ¥ CyMMa
SIBJISTIOTCST TPEX3HAYHBIMM dncaaMu. Kakas mudpa He cOOTBETCTBYeT HU OfI-
HOW 13 OyKB, ecJii TakKe n3BecTHO, YT0 A+ E =8, F- 1 =8u G- B =82

B maHHBII MOMEHT Yachl TOKa3bIBaIOT 8:25. Kakoe BpeMsi MOKaKyT Yachl, KO-
I7ia B IEPBBIH pas 1ocJjie JaHHOIO MOMEHTA YTOJI MESK/y YaCOBOW X MUHYTHOM
crpesikamu Oyzer Ha 15° GoJibliie, yeM ceiigac?

Ha nocky 3anucsiBaioT 20 IocsenoBaTeIbHbIX HaTypaJbHBIX yucel. ITocse
9TOTO OJIHO U3 9TUX YHCeJI CTUPAIOT TAKUM 00pa3oM, YTO CyMMa OCTABIIUAXCS
yrceJst paBHa 2025. HaiiTu unciio, KoTopoe ObLI0 CTEPTO.

Ha 6osiee nuHHOU cTopoHe AB mapaJsuiesiorpamMma D C
ABCD Bribupaercs takas touka E, uro ZCED = 90°,

/ADE = 2/CDE u /DCE = 3/BCE.Us touku E

K cropoHe AD onyckaeTcs: nepneHauky/asap EF. Haii-

TH IUIOIANb TpeyrosbHuka CDF, eco mytomanb Tpe- A E B
yrosibHuka CDE paBHa 24 cM?.



72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHbili Typ 9 knacc

IT uacmo. Bpems, omeodumoe 045 pewlenusi: 4 uaca.
Pewenus 3a0au Hanucamuv Ha 0mMOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 060CHO8AHHOe peuleHue Kaxcooll 3a0aiu
daém 7 bannos. Hanucams moavko omeem Hedocmamouro!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIEe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuierbl.

1. Ha30BEM IOJIOSKUTEIBEHOE LIEJIOE YUCTI0 0COOeHHbIM, €CTTI MEKTY ero Iudpa-
MH MO>KHO [TOCTaBUTD OJJMH 3HAK PaBEHCTBA U HOJIb HJIH 00JIee 3HAKOB CIIOKe-
HUS Tak, YTOOBI IIOJIYYUJIOCH BepHOe paBeHCcTBO. Hampumep, unciio 3210123
SIBJISIETCS OCOOEHHBIM, TaK KaK 13 HErO BO3MOYKHO ITOJIYYUTh BEPHOE PaBeH-
ctBo3+2+ 10 =12 + 3.

a) fsasercsam 2024 -3naunoe yrcso 101010...10 ocobeHHBIM?
0) Asisiercst am 2025-3uaunoe yncao 101010...101 ocobeHHBIM?

(B oboux uncnax 10 Bcrpeuaercsi posHO 1012 pas, a B myHKTe 6 B KOHIIE Y CIa
CTOWT ellle ogHa nudpa 1.)

2. HaiiTy Bce mapbl HEOTPUIATETHHBIX IIEJIbIX YUCEJI (71, 117), YIOBJIETBOPSIIOIITE
YCJIOBHIO

1+6n-n®=m

3. OTpeyroapuukax ABC u A'B'C’ usecrrsl cemyiomue Tpu dakTa:
1) LABC = ZA'B'C' umu ZABC =180° — LA'B'C';
2) /BCA=/B'C'A'wm /BCA=180° - ZB'C'A’;
3) Z/CAB=/C'A'B' umu Z/CAB =180° — Z/C'A'B'.

MO:KHO JIF CMeJIO YTBep:KIaTh, uto Tpeyronbaukr ABC u A'B'C' momo6HbI?

4. Hapocke 3anucanbl nudps 202520252025. AHs 1 Bops urpaior B Urpy, B KOTO-
PO KaYKIbIH X0 UTPOK CTUPAET OHY M3 I P Ha JOCKE U 3aTIUChIBAET BMECTO
Heé KaKy-TO IU(QPY, MEHBIITYIO CTEPTOH UM PBI. AHSA XOTUT TIEPBOMH, a XOJIbI
BBINOJIHAIOTCA 110 ouepean. [IpourpeIBaeT UTPOK, KOTOPBIi O0JIbIIe HE MOYKET
caenaTh xof (Bce @ pbl CTAIH HYIAMU). KTO 13 UTPOKOB CMOSKET BBIUTPATh
Ipu JTI0001 KOHTPUTPE COTTEPHUKA?



72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHblli Typ 10 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1. Pacnostoskn uncaa 7v'5, 11V2 n 9V3 B MOpsiIKe BO3pacTaHUsl.

2. VY KBaJpaTHOTO ypaBHEHUA ax® + bx + ¢ = 0 [Ba AHCTBUTEIBHBIX PEITeHNS,
Npou3BeJleHre KOTOPBIX paBHO 3. B 3TOM ypaBHEeHUH MEHSIOT MeCTaMu Ko3d-
(purreHTH! IPpU KBagpaTUYHOM U CBOOOAHOM 4ieHax. HaliTu nmpousBenenue
pellleHN HOBOT'O ypaBHeHUs.

3. HaiiTu Bce TPOMKHU TOJIOKUTETbHBIX LEJIbIX YUCeN (X, ), Z), YIOBJIETBOPSIO-
II1€ YCJIOBUIO

xyz+17xy+xz+4yz+17x + 68y + 4z = 2025.

4. Canoru u KypTKa ctonsu BMecte 300 eBpo 110 MOBbIIIEHNs 11eH. [Tocie MoBbI-
IIeHUA [IeH Callory CTaJ/IU IoposKe Ha BeanunHy oT 10 1o 20 IpoLeHToB OT 1ep-
BOHAYaJIbHOM CTOMMOCTH, a KypTKa Ha Beqn4duHy oT 30 10 40 IpOIEeHTOB OT
IepBOHAYAIbHON CTOUMOCTH. [Toc/ie OBbINIeHNUs [IeH KypTKa JOPOosKe caror
Ha BesinuuHy oT 70 10 90 eBpo. HaiiTn HamMeHbIIlee U HanOOJIbIIIEE TIPY ITUX
YCJIOBUSIX BO3MOSKHOE 3HAaUeHMe IeHbI CaIlor 10 MTOBbIIIeHU IIeH.

5. TlokasdaHHasi Ha PUCYHKEe OYKBa «X» COCTOUT U3 YETBIPEX YT
OKPY>KHOCTH, KOTOpBIe IIONIapHO KacaloTcs ApyT Apyra B cepe-
JIIMHAX IyT ¥ IOIapHO UMEIOT 110 JBa 00IIuX KoHIa. /[Be 6osee
JJIMHHBIE TYT'Y PaBHOH JJIMHBI U B 2 pa3a JJInHHee ABYX KOPOT-
Kux Aayr. Bce gyru umeror paguyc 1. HaiiTu nuomaas obJracTy,
TIOKPBITOI OYKBOM «X» (Ha PUCYHKe 3aKpallleHa B TEMHBIH I[BET).

6. IOpasamuceIBaeT B KaskIyI0 KJIETKY KBaJpaTHOI ceTKU paaMepoM 5 x 5 Kakoe-
TO TIOJIOSKUTEIbHOE IeiCTBUTETbHOE YHCJIO0 TAK, YTO B JIEBOM HIYKHEM YIJTy 3a-
nucaHo 1, B npaBom BepxHeM yriry — 2025, a B kasKIoM KBajapare 2 x 2 IPOU3-
BeJ[eHNUA YNCeJI B KJIETKAaX, COTPHUKACAOIIXCS YIVIAMH, paBHBL. HaliTu mpous-
BeJ[eHHe YrCeJI, 3alFICAHHBIX B HIPKHEM IIPAaBOM U BePXHEM JIEBOM YIJIaX CeT-
KU.



72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHblli Typ 11 knacc

Bpemsi, omeodumoe 01151 peuteHUs: 5 4acos.
Beproe u docmamouro 060cHo8anHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHble MAMePUaLbl UL INEKIMPOHHbIE NPUOOPbL He pa3peuleHbl.

1.
2.

Kakoe us unces 9V5 u 8 + 7v/3 6osibime?

Y I0Ops1 uMeetcss urposoe noJje paamepoMm 10 x 10, KoTopwIfl pa3nesneHo Ha
eIMHNYHbIe KBagpaThl. OH X0UeT ChITPaTh B UTPY, KOTOPYIO MOKHO IIPOBOAUTH
HaJII0O01 KBAJIPATHOU CETKE pa3MePOM M x 11, Tae m = 2 n = 2. CKOJIbKUMH
pasHbpIMU criocobamu FOpa MoskeT BbIOpaTh Ha CBOEM I10J1€ 00J1aCTh, HOIXOA-
YO I UTPBI?

HaiiTi Bce 4eThIpEX3HAYHbIE HATypaJIbHbIE YHCA 1, IS KOTOPBIX KBagpaT
CYMMBI IBYX IBYS8HAYHBIX YHCEJI, COCTABJIEHHBIX U3 ITEPBBIX ABYX U ITOCJIETHUX
nByX tudp uncia n (6e3 u3aMeHeHusI IOpPsiIKa), paBeH YUCIY 7.

HaiiTu Bce TpOMKHU JefiCTBUTEJIBHBIX unce (X, ¥, Z), KOTOpble Y0BJIEeTBOPSAIOT
cucTeMe ypaBHEHUH
X+ y =z
y2 + 22 =2
3 3 y3‘

zZm+ X
HaiiTu BCce 110J105KUTEIbHBIE I1eJIble YUCa 71, /11 KOTOPBIX Ha IIJIOCKOCTH CY-
LI[eCTBYET BBITYKJIBIN 71-YTOJIBHUK CO CIeAyIOIIMY CBOMCTBAMHU:

1) cylIecTBYIOT IBa BHYTPEHHUX yIJIa Pa3HOM BeJIMYUHBI, & U ;
2) KaKIbIi BHYTPEHHUH yroJi In0O0 BeJIMYUHBI (&, TNOO0 BEJTUYUHBI [;

3) cyMMa BHYTPEHHHX YIVIOB BeJIMYMHBI & PABHA CyMMe BHYTPEHHHX YIVIOB
BeJIMYUHEI f3.

Ha pucyHke usobpaskeHa ceTb TpaMBaMHBIX JIMHUI TOpO- A

naX, rue TUHIY 0003HaY€eHbI IPSIMBIMU OTPE3KaMH, a OCTa-

HOBKHU — KpysKoukamu. IOpa u ero Ipy3bsi UTPAIOT B CAJIKH,

IJie eCThb OIUH yOeraloIii U 1o KpaiiHell Mepe OfIFH JIOBSI-

mwi. Ha kask oM X0y BCe UTPOKY OTHOBPEMEHHO PEIAoT,

0CTaBaThCsI HAa MECTE WJIH, BOCIIOJIb30BABIINCH TPAMBAEM,

IIepeMeCTUTHCS Ha OJHY OCTAaHOBKY 110 KAKOMY-JIM00 MapIIpyTy B BBIOPAHHOM
HanpasJjeHud. [Tocsie KaskI0ro Xoa BCe Y3HAIOT, KaKoe pelleHne MPUHAIN
IIPYTHie UTPOKH U TJIe OHU HaxosATcs1. ECc/iv mocJte Xoa XoTsi ObI OIMH JIOBSIIUH
OKAa3bIBAETCSI HA TOH jKe OCTAHOBKE, UYTO U yOeraromuii, To yoeraomnmi cam-
TaeTcss MOMMaHHbBIM. Y0Oeramlui HaunHaeT C OCTAHOBKHU A, a JIOBSAIINE — C
octaHoBkH O. HaliTl MUHIMAJIbHOE KOJIMYECTBO JIOBSIINX, IPU KOTOPOM OHU
CMOTYT IIOMMAaTh YOETaromero 3a KOHEYHOe YMCJIO XO/I0B, HE3aBUCUMO OT €ro
TepeIBUsKEeHIH.



72-a Onumnunaga ICTOHUM MO MaTemMaTuke

29 aHBapsa 2025 r. PervonanbHblli Typ 12 knacc

Bpems, omeodumoe 015 pewierus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peuieHue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6aa106.
Bcnomozamenvible nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JLeKTNPOHHbLe NPUOOPbL He pas3peuieHbl.

1.

BBIUKCIUATD CyMMY

1 1 1 1 1 1 1 1

+ + + + + + + .

VI+V2 V2+v3  V3+V4 Va5 Veee VBT V7T+HVE VBH9
a’+b* - c?

[Tinomans Tpeyronbauka ABC BeipaskaeTcs popmysioi S = — e

a, b u ¢ — punel cropon BC, CA u AB, cooTBeTcTBeHHO. HaiiTy BeTmunHy
yrina ACB.

[TonoskuTEIbHBIE IIeJIble Yucia a, b, ¢ U d TakoBbL 4TO @ > b > ¢ > d, yucia
a+buc+dobangenarcana 2, yucia a— ¢ u b— d oba gensarcs Ha 3, a uncia
a-dwub-cobagensarcs Ha 5. HaliT HAUMEHBIITYI0 BO3SMOYKHYIO CYMMY YK CeJT
a,b,cud.

VY IOpBI ecTh TpH IUIUTKH IIOKOJIA/IA, KaKaasi Maccoil 60 r. B mepBbIil 1eHb
IOpa jiomaeT nepByo IJIUTKY HIOKOJIaa Ha TPU YaCTH, MacChl KOTOPBIX SIBJISA-
IOTCSI TIOCJIeIOBATETLHBIMU YJIEHAMH HEKOTOPOU apuMeTHIEeCKOH mporpec-
CUU, U CheaeT U3 9TUX KYCOYKOB JBa. Bo Bropoii nens I0pa jjomMaeT BTOpyio
IUTUTKY [IIOKOJIa/Ia HA TAKKE KE TI0 MACCe YaCTH, KaK U B IEPBBIH JIEHb, U Che-
JTaeT U3 IOJIyYeHHBIX TPEX KYCOYKOB JBa. B Tpetwnii nenb IOpa jomaeT TpeTbio
IUITUTKY IIIOKOJIa/Ia Ha TaKWe Ke II0 MacCe YacTH, KaK B IIPebIAYIIMe THH, 1
CbeJlaeT 13 MOJTYYeHHBIX TPEX KYCOUKOB JIBa. B 4eTBEPTHIiL neHb I0pa chegaeT
BCe KYCOYKH, OCTaBIIIHECs 3a IpeapIayye Tpu qus1. IIpu atom IOpa chenaer
OJIMHAKOBOE KOJIMYECTBO IIIOKO0JIA/Ia B KK 13 YeThIPEX qHel. HaliTu Mac-
Cy camoro 00JIBIIIOro KyCOYKa, MOJYYUBIIIETOCS IIPYU PAa3JIOMe IUINTKHU Ha TPU
YacTH.

JIJIMHBI IBYX BBICOT TPEYrOJIbHUKA PaBHbI 3 cM U 6 cM. HaliTu Bce BOBMOSKHO-
CTU, KaKOH JAJIMHBI MOKeT OBITh TPEThsI BbICOTA TPEYrOJIbHUKA.

B noJstyprHaax MIKoJIbHBIX COPEBHOBAHUH 110 JIETKOU amleTUKe Ha JUCTaH-
nuu 100 MeTpoB Bcero yyacTByloT 12 GeryHoB. Vx ciydaiinbiM 06pa3om pac-
NpeJesAroT Ha TPU IPYIIILI 10 4 4esI0BeKa, IIPU 9TOM BCe BapUAHTHI pacipe-
JleJieHNsl PaBHOBEPOATHBI. 3aTeM Kaykaast TPyIia yu4acTByeT B OTHOM 3abere.
B dunas BeIxogaT 4 6eryHa: nobequTesb KaXKoro 3abera 1 caMblii ObICTPBII
U3 TeX, KTO He BhIUIpas cBOH 3aber. HaliTu BEpOATHOCTH TOTO, UYTO B (hpUHAJ
BBIIAYT OeryHsl, IOKasasIIue 4 Jiyunnx BpeMeHu. (IIpeanososkumM, 4To Hu-
Kakwue /1Ba OeryHa He IIOKa3bIBAIOT OIMHAKOBOE BpPeMsA M YTO KasKAbIH OeryH
NOKa3bIBaeT (PMKCUPOBAHHOE BpEMs, HE3aBUCUMOE OT TOTO, B KAKYIO IDYIIIY
OH IIOIIaJl.)



Estonian Mathematical Olympiad No. 72

January 29, 2025 Regional round Grade 8

Part 1. Working time: 30 minutes.
Please write only answers here. An additional piece of pa-
per is provided for solving.
A correct answer in simplified form to each question is Code
worth 2 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1. Calculate:

UJ.I' NS}
»h.I. w
UI‘I' =
@.I' )]
\l.l. o]
OO.I. ~

N | =

2. How many ways are there to replace one digit in the number 2025 with an-
other digit and obtain a four-digit number not divisible by 3?

3. A team consists of three players whose ages are in the ratio 4 : 5 : 6. Their
average age is 30 years. How old is the youngest player in this team?

4. The values of variables a, b and c are distinct natural numbers such that the
equality a® - b* - ¢* = 2025 holds. Find the largest possible value of the sum
a+b+c.



5. The perimeter of a rectangle ABCD is 60 cm. A point E is chosen on the
longer side CD such that the length of the line segment DE is 8 cm. The
broken line ADE is 3 times shorter than the broken line ABCE. Find the
area of the rectangle ABCD.

6. Points A, B and C lie on a circle with centre K in
the given order in such a way that /KAB = 75°
and /BCK = 65°. Find the size of the angle CK A.

7. On a sheet of paper that is split into equal rect-
angles, numbers 27 and 38 are written as shown
in the diagram. The total length of the line
segments needed for writing the number 27 is
27 cm. Find the total length of the line segments
needed for writing the number 38.




Estonian Mathematical Olympiad No. 72

January 29, 2025 Regional round Grade 8

PartIlI. Working time: 3 hours.
Please write your solutions to a separate paper.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Just the answer is not enough!
Written materials or electronic devices are not permitted.

1. Inthewriting ABC + DEF = GHI, distinct letters are replaced with distinct
digits in such a way that it becomes a true equality with three-digit numbers
as the addends and the sum. Which digit does not correspond to any of the
letters, if itis giventhat A+ E=8, F- I =8and G- B = 8?

2. Itis 8:25 right now. What time will the angle between the hour hand and the
minute hand be 15° larger than now for the first time since now?

3. On a blackboard, 20 consecutive natural numbers are written. Then one of
them is erased so that the sum of all remaining numbers is 2025. Find the
erased number.

4. A point E is chosen on the longer side AB of a par- D C
allelogram ABCD in such a way that ZCED = 90°,
/ADE = 2/CDE and /DCE = 3/BCE. The per- ¥
pendicular drawn from the point E to the side AD is
EF. Find the area of the triangle CDF, provided that A E B
the area of the triangle CDE is 24 cm?.



Estonian Mathematical Olympiad No. 72

January 29, 2025 Regional round Grade 10

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1. Put the numbers 7v/5, 11v2 and 9v/3 in ascending order.

2. The quadratic equation ax? + bx + ¢ = 0 has two real solutions whose prod-
uct is 3. One swaps the leading coefficient and the constant term. Find the
product of the solutions of the obtained equation.

3. Find all triples (x, y, z) of positive integers which satisfy the equation

Xyz+17xy+xz+4yz+17x + 68y + 4z = 2025.

4. Before a price increase, a pair of boots and a jacket cost 300 euros in total.
After the price increase, the pair of boots costs 10 to 20 percent more than
before and the jacket costs 30 to 40 percent more than before. After the price
increase, the jacket costs 70 to 90 euros more than the pair of boots. Find
the lowest and the highest possible price of the pair of boots before the price
increase under these conditions.

5. The letter x in the figure has been formed out of four circle
arcs. Two pairs of these arcs each possess two common end-
points and two pairs of these arcs touch in the midpoints of
the arcs. Two longer arcs are of the same length which is twice
the length of each of the shorter arcs. All arcs have radius 1.
Find the area of the letter x (coloured grey in the figure).

6. Johnny writes a positive real number into every cell of a 5 x 5 table in such a
way that the cell in the bottom left corner contains 1, the cell in the top right
corner contains 2025, and in every 2 x 2 square, products of the numbers
written in the pairs of cells meeting cornerwise are equal. Find the product
of the numbers written in the cells in the bottom right and top left corners.



Estonian Mathematical Olympiad No. 72

January 29, 2025 Regional round Grade 11

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1. Which of the numbers 9v/5 and 8 + 7v/3 is larger?

2. Johnny has a game board of dimensions 10 x 10 split into unit squares.
Johnny wishes to play a game which can be played on any grid of dimen-
sions m x n where m = 2 and n = 2. How many ways can Johnny choose a
section of his game board where to play his game in?

3. Find all four-digit natural numbers rn that are equal to the square of the sum
of the two-digit number consisting of the first two digits of n and the two-
digit number consisting of the last two digits of n (maintaining the order of
digits).

4. Find all triples (x, y, z) of real numbers satisfying the system of equations

X+ y =z
VP 4+ Z2 = x

2
2+ 3=y

’

5. Find all positive integers n for which there exists a convex n-gon on the
plane with the following properties:

1) some two interior angles have distinct sizes a and f;
2) each interior angle is of size either «a or §3;

3) the sum of interior angles of size a equals the sum of interior angles of
size .

6. In the diagram, there are all tramway lines of city X, the A

straight lines depicting the lines and the bubbles depict-

ing the stops. Johnny and his friends play a chase game

involving at least one chaser and exactly one escaper. In

each move, all players decide simultaneously whether to

stay still or move one stop along any line in any direction.

After the move, all players learn what the others decided and where they are.
If at least one chaser is at the same stop as the escaper then the escaper is
caught. The escaper starts at stop A and all chasers start at stop O. Find the
least number of chasers sufficient for catching the escaper in a finite num-
ber of moves, regardless of the decisions made by the escaper.



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass
I osa vastused
1. 22. 5. 225 cm?.
2. 33.
6. 20°
3. 23 aastat.
4, 7. 7. 9,5cm.
Lahendused
1.
2 2 10 11+ 10
7-6:11+ 7] =42 l+m =42: {1+ —|=42: =
342 15—-4 11
5 5
11
=42.- — =2-11 = 22.
21

2. Algteguriteks lahutamine annab 2025 = 3-3-3-3-5-5. Need 6 algtegurit tuleb
jaotada arvude a, b, c, d, e vahel nii, et koik 5 arvu oleksid erinevad. Ilm-
selt peab monesse neist arvudest minema vihemalt 2 algtegurit. Vaatame
erinevaid juhtusid.

¢ Kui moénesse arvu laheks 3 voi enam algtegurit, siis tuleb tilejadnud kuni
3 algtegurit jaotada tilejddnud 4 arvu vahel, mis tdhendab, et viahemalt
iiks arv jadks ilma iihegi algtegurita ehk peaks vorduma arvuga 1. Ku-
na arvud peavad olema erinevad, siis ei saa mitut arvu 1 olla. Jéarelikult
peab tilejadnud 3 arvu igatiks sisaldama tépselt ihe algteguri. Kuid meil
on kasutada ainult 2 erinevat algtegurit. Vastuolu néitab, et igatiks arvu-
dest a, b, c, d, e sisaldab iilimalt 2 algtegurit.

 Kui arve, mis sisaldavad 2 algtegurit, oleks 3, siis {ilejidnud 2 arvu olek-
sid vordsed arvuga 1, mis pole voimalik.

 Kui arve, mis sisaldavad 2 algtegurit, on 2, siis {ilejidnud 3 arvu peavad
olema 1, 3 ja 5. Seega esimese kahe arvu moodustamiseks on kasutada
algtegurid 3, 3, 3, 5. Ainus voimalus nad kahekaupa kokku panna nii, et
korrutised oleksid erinevad, on 3-3ja3:5.Seegaa, b, c,d,eon 1, 3,
5,9, 15 mingis jirjestuses, mis annab a + b+ ¢ + d + e = 33.
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e Kui arve, mis sisaldavad 2 algtegurit, oleks 1, siis jadks vdhemalt kaks
algtegurit 3 tile, mistottu tilejadnud arvude seas esineks arv 3 korduvalt.
Vastuolu néitab, et ka see juht pole voimalik.

Kokkuvotteson a + b + ¢ + d + e = 33 ainus voimalus.

. Kuna 4 méngija keskmine vanus on 25 aastat, siis nende méngijate vanuste
summa on 4 - 25 ehk 100 aastat. Kui noorima méngija vanus oleks 35 aastat,
siis oleks méngijate keskmine vanus 28 aastat, mis teeks vanuste summaks
4 - 28 ehk 112 aastat. Seega noorima méngija vanuse muutmine kasvataks
vanuste summat 112 — 100 ehk 12 aasta vorra. Jdrelikult noorima méngija
vanus on 35 — 12 ehk 23 aastat.

. Number y saab olla kas 0 voi 5, et arv jaguks 5-ga. Kui y = 0, siis x saab olla
0, 3,6 vdi 9, et arvu ristsumma ja seega ka arv ise jaguks 3-ga. Kui y = 5, siis
analoogselt saab x olla 1, 4 vdi 7. Kokku saame 4 + 3 ehk 7 voimalust.

. Murdjoonte ADE ja BCE pikkuste summa on 45 cm. Need kaks murdjoont
aga moodustavad kokku parajasti ruudu kolm kiilge (joonis 1). Seega ruudu
kiiljepikkus on 15 cm ja pindala 225 cm?.

Joonis 1

. Kolmnurgas, mille alusnurga suurus on 3a, on tipunurga suurus 180° — 6a.
Kolmnurgas, mille alusnurga suurus on 4a, on tipunurga suurus 180° — 8a.
Kuna kolm tipunurka moodustavad kokku sirgnurga, siis

(180° - 6a) + 5a + (180° — 8ar) = 180°,
millest 9a = 180° ehk a = 20°.

. Numbri 4 kirjutamisel tommatakse 1 horisontaalne 16ik ja 3 vertikaalset 16i-
ku, numbri 6 kirjutamisel 3 horisontaalset 16iku ja 3 vertikaalset 16iku. Seega
numbri 6 kirjutamisel tdommatakse 2 horisontaalset 1diku rohkem ja verti-
kaalseid 16ike samapalju kui numbri 4 kirjutamisel. Seega 2 horisontaalse
16igu kogupikkus on 5 cm, mis teeb horisontaalse 16igu pikkuseks 2,5 cm.
Jarelikult 3 vertikaalse 16igu kogupikkus on 10,5 cm, mis teeb vertikaalse 16i-
gu pikkuseks 3,5 cm. Numbri 7 kirjutamiseks tdommatakse 1 horisontaalne
16ik ja 2 vertikaalset 16iku, mille kogupikkus on 9,5 cm.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass
I osa vastused
1. 2. 5. 161 cm?.
2. 26.
6. 80°

3. 24 aastat.
4. 19. 7. 40,5 cm.
Lahendused
1.

1 234567 1345678 18 8

2'3'4'5°6°7°'8 2234567 22 4
2. Kuna arv 2025 jagub arvuga 3, siis asendamiseks sobivad parajasti need

numbrid, mis annavad jagamisel arvuga 3 jadgiks midagi muud kui asen-
datav number. Esimese numbri 2 asendamiseks sobivad numbrid 1, 3, 4, 6,
7, 9. Teise numbri 2 asendamiseks sobib lisaks number 0. Samad numbrid
sobivad numbri 5 asendamiseks. Numbri 0 asendamiseks sobivad numbrid
1,2,4,5,7,8.Kokkuon 6+ 7+ 7+ 6 ehk 26 voimalust.

Olgu kolme méngija vanused 4x, 5x ja 6x aastat. Kuna nende méngijate

4x +5x + 6x
keskmine vanus on 30 aastat, siis ——— = 30, kust 15x = 90 ehk

X = 6. Seega noorima mingija vanus on 4 - 6 ehk 24 aastat.

Algteguriteks lahutamine annab 2025 = 3-3-3-3-5-5. Need algtegurid tuleb
jaotada kahe ithesuguse teguri kaupa arvude a?, b? ja ¢? vahel nii, et kaik 3
arvu oleksid erinevad. Vaatame erinevaid juhtusid.
e Kui moni arvudest sisaldaks koik algtegurid, siis tilejianud oleksid vord-
sed arvuga 1, mis pole lubatud.

e Kui moni arvudest sisaldab kaks paari algtegureid, siis need paarid saa-
vad olla kas 3-3,3 -3 voi 3 -3,5-5. See arv oleks siis vastavalt 81 voi
225. Ulejddnud kaks arvu oleksid vastavalt 25 ja 1 voi 9 ja 1. Muutujate
a, b ja c vadrtused oleksid kas 9, 5 ja 1 voi 15, 3 ja 1, mis teeb avaldise
a + b + c véaartuseks vastavalt 15 voi 19. Suurem neist on 19.

 Kui tikski arvudest ei sisalda kaht paari algtegureid, siis oleksid kaks arvu
vordselt 3 - 3, mis pole lubatud.
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Seega a + b + ¢ suurim voimalik védértus on 19.

. Murdjooned ADE ja ABCE katavad iihtekokku ristkiiliku ABCD koik kiil-
jed (joonis 2). Seega on nende murdjoonte pikkuste summa vordne timber-
modduga 60 cm. Kuna murdjoon ADE on 3 korda lithem kui murdjoon
ABCE, siis murdjoonte ADE ja ABCE pikkused moodustavad ristkiiliku

1 3
ABCD iimbermd6odust vastavalt 1 ja —, mis teeb nende pikkusteks vasta-

valt 15 cm ja 45 cm. Murdjoon ADE aga koosneb ristkiiliku lithemast kiil-
jest AD jaldigust DE pikkusega 8 cm. Seega lithem kiilg on pikkusega 7 cm.
Pikem kiilg peab siis olema pikkusega 23 cm. Kiiljepikkustest leiame ristkii-
liku pindala 161 cm?.

Joonis 2

. Lahendus 1. Kuna punktid A, B, C asuvad ringjoonel keskpunktiga K,
siis |[KA| = |KB| = |KC| (joonis 3). Vordhaarsest kolmnurgast KAB saa-
me /KBA = /KAB = 75°, vordhaarsest kolmnurgast KBC samamoodi
/KBC = /KCB = 65°. Seega ZABC = /75° + 65° = 140°. Nelinurgast
KABC saame niiiidd ZCKA = 360° — 75° — 65° — 140° = 80°.

Joonis 3 Joonis 4

Lahendus 2. Tiahistame ZCKA = «a. Samale koolule AC toetuva kesk-

ja piirdenurga vahelise seose pohjal peab kehtima kas ZABC = Ea vOi
1
ZABC = 180° — 2% Esimesel juhul saame nelinurga KABC sisenurka-

1 1
dest vorrandi 75° + 65° + (360° — a) + 20 = 360°, kust Ja = 140° ehk
a = 280°, mis pole voimalik. Teisel juhul (joonis 4) saame analoogselt vor-

1 1
randi 75° + 65° + a + (180° - Ea) = 360°, kust Ea =40° ehk a = 80°.
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7. Arvu 27 kirjutamisel tommatakse kokku 4 horisontaalset 16iku ja 4 vertikaal-
set 16iku. Arvu 38 kirjutamisel tommatakse kokku 6 horisontaalset 16iku ja 6
vertikaalset 16iku. Seega on arvu 38 kirjutamisel tommatavate 16ikude kogu-
pikkus 1,5 korda suurem kui arvu 27 kirjutamisel. Kuna arvu 27 kirjutamisel
tdmmatavate 16ikude kogupikkus on 27 cm, siis arvu 38 kirjutamisel tom-
matavate loikude kogupikkus on 1,5 - 27 cm ehk 40,5 cm.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass
I osa vastused
1. 20. 5. 100°.
2. 2. 3

6. 54° ehk —7.

3. 30 aastat. 10
4, 28. 7. 417 mm.
Lahendused
1.

3636-4545  (4-909) - (5-909)

= =4-5=20.
9092 909 - 909

2. Algteguriteks lahutamisel saame 2025 = 3-3-3-3-5-5. Taandades koik 2025
algtegurid, saame
1-2-3-4-5-6-7-8-9-10
2025

=1-2-1-4-1-2-7-8-1-2=2-4-2-7-8-2.

Korrutiseks saadava arvu viimane number on 2.

3. Kuna kahe noorima mingija keskmine vanus on 20 aastat ning méngijate
vanused on erinevad ja neid arvestatakse tdisaastates, siis vanuselt neljan-
da méngija vdhim v6imalik vanus on 21 aastat. Samuti leiame, et vanuselt
kolmanda méngija suurim voimalik vanus on 24 aastat. Seega vanuselt kol-
manda méngija vanus voib olla 24, 23 voi 22 aastat.

¢ Kui vanuselt kolmanda méngija vanus on 24 aastat, siis vanuselt teise ja
vanima méingija vanused peavad olema vastavalt 25 ja 26 aastat.

¢ Kui vanuselt kolmanda méngija vanus on 23 aastat, siis vanuselt teise ja
vanima méngija vanused voivad olla kas 25 ja 27 voi 24 ja 28 aastat.

¢ Kui vanuselt kolmanda méngija vanus on 22 aastat, siis arvestades, et
mida noorem on vanuselt teine méngija, seda vanem on vanim méngija,
saame vanuselt teise méngija viahimaks voimalikuks vanuseks 23 aastat
ja vanima méngija suurimaks véimalikuks vanuseks 30 aastat.

Seega vanima méngija suurim voimalik vanus on 30 aastat.
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4. Kui otsitav neljakohaline arv algab numbriga 2, siis peab sajaliste number

olema 0. Teine number 2 saab esineda kas kiimnelistes voi iihelistes. Kui
number 2 on kiimnelistes, siis tihelistes saab olla kas 4, 3 voi 1, kokku 3 voi-
malust. Kui number 2 on iihelistes, siis kiimnelistes saab olla vaid 1, kokku
1 voimalus. Seega niisuguseid voimalusi on kokku 3 + 1 ehk 4.
Otsitav neljakohaline arv saab alata veel ka numbriga 1. Siis on 3 voimalust
valida jargud, kus paiknevad numbrid 2: sajalistes ja kiimnelistes; sajalistes
ja tihelistes; kiimnelistes ja tihelistes. Soltumata sellest valikust saab jére-
lejaanud numbrikohal olla iiks kasutamata 8 numbrist. Seega niisuguseid
voimalusi on kokku 3 - 8 ehk 24.

Kokku saame 4 + 24 ehk 28 voimalust.

5. Olgu Z/BAD = a. Ulesande tingimuste pohjal ZABC = /BAC = 2a ja
ZADB = 6a. Kolmnurga ABD sisenurkadest saame vorrandi

a+6a+2a=180°

ehk 9a = 180°, kust @ = 20°. Jarelikult ZABC = /ZBAC = 2 -20°
ZACB =180° — 2 -40° = 100°.

40° ja

6. Moodustagu kesknurk AOB tédispdordest osa x. Siis jimeda joone osa ring-
joonel keskpunktiga O moodustab ringjoonest osa 1 — x. Et selle ringjoone
pikkus on 107 cm, siis jimeda joonega tdommatud osa pikkus sel ringjoonel
on (1 — x) - 107 cm. Teisel ringjoonel on jaimeda joonega tdommatud osa nii-
sama pikk, sest ringjooned on vordsed ning koolu AB pikkus on sama (joo-

nis 5). Seega eelnevalt leitud jameda joone osa pikkus on ?n cm. Saame

17 3 3
vorrandi (1 — x) - 107 = 5 kust x = 2 Seega / AOB = 20 -360° = 54°.

Joonis 5

7. Numbri 9 kirjutamisel tommatakse 3 horisontaalset ja 3 vertikaalset 16i-
ku, numbri 7 kirjutamisel 1 horisontaalne 16ik ja 2 vertikaalset 16iku ning
numbri 3 kirjutamisel tdmmatakse 3 horisontaalset ja 2 vertikaalset 16iku.
Seega tommatakse arvu 973 kirjutamisel kokku 7 horisontaalset ja 7 ver-
tikaalset 16iku, mille kogupikkus on {iilesande tingimuse p6hjal 973 mm.
Numbri 9 kirjutamisel tdommatud 3 horisontaalset ja 3 vertikaalset 16iku

3
moodustavad kogupikkusest > mis teeb 417 mm.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass

II osa lahendused

1. Maksim Ivanov)

Kommipakis on ainult punased, kollased, sinised ja rohelised kommid. Kol-
mandik koigist kommidest on punased. Neljandik {ilejadnud kommidest on
kollased. Siniseid komme on pakis 1,5 korda rohkem kui rohelisi. Mitu kom-
mi on selles pakis kokku, kui punaseid komme on seal 60 vorra rohkem kui
rohelisi?

Vastus: 450.

Lahendus. Olgu kommide arv x. Siis %x kommi on punased ja %x kom-
mi mingit muud vérvi. Viimastest i on kollased, mis tdhendab, et kollaste
kommide arv on i . %x ehk %x. Punaste ja kollaste kommide koguarv on
El)x + éx ehk %x. Seega ka siniste ja roheliste kommide koguarv on %x. Ro-
helisi komme on 60 vorra vahem kui punaseid ehk %x —60. Siniseid komme
on jarelikult ; . (%x - 60) ehk %x — 90. Kuna siniste ja roheliste kommide

koguarv on Ex ja siniseid on Ex — 90, siis rohelisi komme peab olema 90.
Niitid saame punaste kommide arvuks 90 + 60 ehk 150. Kogu paki kommide
arv on jdrelikult 3 - 150 ehk 450.

2. (Maksim Ivanov)

Nimetame naturaalarvu imeilusaks, kui ta on viiekohaline ja tema numbrite
summa jagub arvuga 7.

Leia suurim selline imeilus arv, millele mingi neljakohalise arvu liitmisel
saame summaks samuti imeilusa arvu.

Vastus: 98990.

Lahendus. Suurim viiekohaline arv on 99999, mille numbrite summa 45
annab jagamisel arvuga 7 jadgi 3. Jarelikult vidhendades tiheliste numbrit
3 vorra, saame suurima imeilusa arvu 99996.
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Arv, millele neljakohalise arvu liitmisel saame imeilusa arvu, on sellest vi-
hemalt 1000 vorra vdiksem ehk tilimalt 98996. Selle arvu numbrite summa
41 annab jagamisel arvuga 7 jadgi 6. Vihendades iiheliste numbrit 6 vor-
ra, saame arvu 98990, mis on suurim imeilus arv, mis pole suurem arvust
98996. Kuna arvule 98990 neljakohalise arvu 1006 liitmisel saame imeilusa
arvu 99996, siis 98990 ongi otsitav arv.

. (Maksim Ivanov)

Joonisel on ruudustik méotmetega 7 x 7, mille tihikruu-
dud on virvitud malekorras mustaks ja valgeks. Sellest
ruudustikust tuleb vélja 16igata kujund, mis koosneb
tervetest thikruutudest, ei lagune osadeks ega sisalda
auke. Selles kujundis peab olema 2 korda rohkem val-
geid tthikruute kui musti. Leia suurima viljaloikamiseks
sobiva kujundi pindala.

Vastus: 33.

Lahendus. Ruudustikul on kokku 49 tihikruutu, neist 25 on mustad ja 24
valged. Kuna viljaloigatavas kujundis peab olema 2 korda rohkem valgeid
tihikruute kui musti, siis mustade tihikruutude arv selles kujundis ei saa olla

24
suurem kui > ehk 12.

Kui mustade iihikruutude arv viljaldigatavas kujundis oleks 12, siis peaks
valjaldigatav kujund sisaldama koik valged tihikruudud. Aga et kujundis ei
oleks auke, peab kujund sisaldama koik sellised mustad tihikruudud, mida
koigist neljast kiiljest piirab valge iihikruut. Sellised on kdik mustad iihik-
ruudud 5 x 5 alal, mis ei piirne ruudustiku iihegi servaga (joonisel 6 iimb-
ritsetud jdmeda punase joonega). Sel alal on aga kokku 13 musta ithikruutu.
Vastuolu néitab, et mustade iihikruutude arv viljaldigatavas kujundis ei saa
olla 12.

Uks viljaldikamiseks sobiv kujund, milles on 11 musta ja 22 valget ruutu, on
ndidatud joonisel 7. Suurim voimalik véljaldikamiseks sobiva kujundi pind-
ala vordub selle kujundi pindalaga 33.

Joonis 6 Joonis 7
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4. (Maksim Ivanov)

Tabelis on 2 rida ja 2025 veergu. Esimese rea lahtritesse kirjutatakse arvud
2, 3, 4 ja 6, seejdrel jélle arvud 2, 3, 4 ja 6, siis jdlle samad arvud jne. Teise
rea lahtritesse kirjutatakse jarjestikused naturaalarvud alates arvust 7. Mi-
tu veergu, mille lahtrites olevate arvude summa jagub arvuga 10, on selles
tabelis?

Vastus: 101.

Lahendus 1. Summa jagub arvuga 10 parajasti siis, kui tema viimane num-
ber on 0. Viimane number soltub ainult liidetavate viimastest numbritest.
Esimese rea arv kordub iga 4 lahtri jdrel, teise rea arvu viimane number kor-
dub iga 10 lahtri jdrel. Kuna 20 on arvude 4 ja 10 iihiskordne, siis summa
viimane number kordub iga 20 veeru jérel.

Arvutame vilja 20 esimese summa viimased numbrid (alloleva tabeli kol-
mandas reas; teise rea arvudest on lihtsuse mottes kiimnelised dra jaetud):

213|4|6/2|3|4/6|2|3]4/6|2|3]4|6|2|3|4|6

Seega igas 20 jérjestikuses veerus tekib tdpselt 1 summa, mis jagub arvuga
0
ehk 101 sellist, kus

summa jagub arvuga 10. Lisaks on tabelis veel 5 veergu, milles summa vii-
mased numbrid on samad nagu 5 esimeses veerus. Kuna neis viimane num-
ber 0 ei esine, siis on kogu tabelis kokku 101 veergu, mille lahtrites olevate
arvude summa jagub arvuga 10.

2
10. Tabeli esimese 2020 veeru seas on jarelikult

Lahendus 2. Jaotame veerud 4-kaupa rithmadesse alates esimesest (jooni-
sel 8 siniste piistjoontega eraldatud). Esimese rea arvud on kéigis rithmades
tihesugused. Teise rea arvud on igas jirgmises rithmas 4 vorra suuremad, nii
et paaritud ja paarisarvud vahelduvad, alustades paaritu arvuga. Kuna esi-
meses, teises ja kolmandas veerus on iiks paaris ja iiks paaritu arv, siis nii on

314,623 |4]6]|2
718910111213 |14 |15

Joonis 8
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ka iga jargmise veeruriihma esimeses kolmes veerus. Sellised veerud anna-
vad summaks paaritu arvu, mis ei saa jaguda paarisarvuga 10. Seega piisab
uurida rithmade neljandaid veerge. Esimese rithma neljanda veeru arvude
summa on 16 ja kuna esimese rea arvud on koigis vaadeldavais veergudes
samad, siis suureneb summa igas jargnevas rithmas 4 vorra. Need summad
on

16, 20, 24, 28, 32, 36, 40, 44, . ...

Arvuga 10 jaguv summa esineb tsiikliliselt, kus tsiikli pikkus on 5. Tap-
semalt ndhtub neist summadest, et veerurithmades jarjekorranumbritega
2,7,12,... esineb iiks arvuga 10 jaguv arv ja teistes ei esine. Esimesed 2020

202 505
veergu jagunevad e ehk 505 rithma ja neist seega = ehk 101 rithmas

esineb iiks arvuga 10 jaguv arv. Jargnevas veeruriihmas jarjekorranumbriga
506 ega ka tilejddvas tiksikus veerus sellist summat ei teki. Jarelikult on kogu
tabelis kokku 101 veergu, milles olevate arvude summa jagub arvuga 10.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass

II osa lahendused

1. Maksim Ivanov)

Kirjutises ABC + DEF = GHI asendatakse erinevad tdhed erinevate numb-
ritega nii, et tekiks tdene vordus, kus liidetavad ja summa on kolmekoha-
lised arvud. Milline number ei vasta iihelegi tdhele, kui lisaks on teada, et
A+E=8F-I=8jaG-B=8?

Vastus: 0.

Lahendus 1. Lihtsuse mottes nimetame vordust ABC + DEF = GHI edas-
pidi pohivorduseks.

Vordus G — B = 8 annab voimalused G =8, B=0ja G =9, B = 1. Juhul
G = 8, B = 0 aga jarelduks pohivorduse sajaliste jargust, et A + D = 8,
sest kiimnelistest saaks tilekanne tekkida vaid juhul E = 9, mis on vastuolus
vordusega A + E = 8. Kuid ka A + D = 8 on vastuolus vordusega A + E = 8,
sest D ja E ei saa olla sama number. Seega ainus voimaluson G =9, B = 1.
Kuna B = 1, siis F # 1, I # 1. Jarelikult annab vordus F - I = 8 vaid voi-
malused F = 2, =4jaF =4,1 = 2.Juhul F = 2, I = 4 aga saaksime
pohivorduse tiheliste jargust C = 2, mis ei sobi, sest C ja F ei saa olla sama
number. Seega ainus voimaluson F =4, [ = 2.

Niitid saame pohivorduse iihelistest C = 8 ja kuna tekib tilekanne, siis kiim-
nelistest B+ E+ 1 = H ehk E + 2 = H. Kuna numbrid 1, 2, 4, 8, 9 on
kasutatud, siis jadvad soelale voimalused E = 3, H = 5ja E =5, H = 7.
Juhul E = 3, H = 5 saaksime vordusest A + E = 8, et A = 5, mis ei sobi,
sest A ja H eisaa olla sama number. Seega ainus voimaluson E =5, H = 7.
Vordusest A + E = 8 saame niilid A = 3 ning 16puks saame pohivordusest
D = 6. Kasutamata jadb number 0.

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 toome sisse pohivorduse moiste.

Néitame, et iihtki tdhte ei asendata numbriga 0. See on selge pohivorduse
arvude sajaliste A, D, G korral. Vorduse F - I = 8 tottu ei saa ka F ja I
vorduda nulliga. Samuti ei saa nulliga vorduda C, sest juhul C = 0 oleks
pohivorduse tihelistes F ja I vordsed. Jddvad ldbi uurida pohivorduse kiim-
nelistes esinevad tdhed.

e Kui oleks B = 0, siis vordusest G — B = 8 saaksime G = 8. Pohivorduse
sajalistest aga A + D = 8, sest kiimnelistest saaks iilekanne tekkida vaid
juhul E = 9, mis on vastuolus vordusega A+ E = 8. Kuidka A+ D =8
on vastuolus vordusega A + E = 8, sest D ja E ei saa olla sama number.
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e Kui oleks E = 0, siis vordus A + E = 8 annaks A = 8. Pohivorduse
sajalistest saaksime ainsa voimalusena D = 1, G = 9. Kuna aga vordus
G — B =8 annaks ka B = 1, siis D ja B oleksid sama number, vastuolu.

e Kui oleks H = 0, siis pohivorduse kiimnelistest saame B + E = 9 voi
B + E = 10 (vastavalt sellele, kas tihelistest tekib iilekanne voi mitte).
Koos vordusega G — B = 8 annavad need vastavalt kas G + E = 17 vdi
G + E = 18. Kuid vordusest A + E = 8 tulenevalt E # 9 jaka E # 8, sest
A #0.Seega E < 7 jakumbki vordustest G+ E = 17 ja G+ E = 18 eisaa
kehtida.

Seega number 0 peab jaidma kasutamata.

. (Maksim Ivanov)

Praegu niitab kell 8:25. Millist aega nditab kell, kui esmakordselt parast
praegust hetke on tunni- ja minutiosuti vaheline nurk 15° vrra suurem kui
praegu?

Vastus: 9:05.

Lahendus. Kuna 12 tunniga teeb minutiosuti 12 tdisringi ja tunniosuti 1
tdisringi samas suunas, muutub nurk tunni- ja minutiosuti vahel selle aja
jooksul 11 - 360° vorra. Seega tunnis muutub nurk tunni- ja minutiosuti va-

11
hel o -360° ehk 330° vorra.

Kui kell nditab 8:00, siis on nurk tunniosutist minutiosutini vastupdeva
moodetuna 240° ja see on vihenemas. Kui kell on 8:25, on méddunud 25

5 5
minutit ehk o tundi, mistottu nurk on 240° — ITh 330° ehk 102,5°. Edasi

nurk tunni- ja minutiosuti vahel vidheneb nullini ja hakkab uuesti kasvama.
Seega hetkeks, kui esmakordselt on tunni- ja minutiosuti vaheline nurk 15°
vorra suurem, on nurk tunni- ja minutiosuti vahel muutunud 2-102,5° + 15°

o~ 2 .. .
ehk 220° vorra. See moodustab 3 tunni jooksul toimuvast nurga muutusest.

2
Seega vaadeldavaks hetkeks on mé6dunud 3 tundi ehk 40 minutit. Kell néi-
tab siis 9:05.

. (Maksim Ivanov)

Tahvlile kirjutatakse 20 jérjestikust naturaalarvu. Seejédrel kustutatakse neist
iiks arv nii, et jarelejadnud arvude summa on 2025. Leia kustutatav arv.
Vastus: 105.

Lahendus. Olgu need 20 jdrjestikust naturaalarvu n,n+1,..., n+19. Nende
summaon 20n+(1+2+...4+19) ehk 2012+190. Olgu kustutatav arv n+x, kus
x=0,1,...,19.Siis (20n + 190) — (n + x) = 2025 ehk 197 = 1835 + x. Kuna
arv 197 jagub arvuga 19, siis ka arv 1835 + x peab jaguma arvuga 19. Et aga
1835 = 96 - 19 + 11, siis x peab jagamisel arvuga 19 andma jaégi 8. Tehtud
valikute tottu on see voimalik vaid juhul x = 8. See annab 1971 = 97 - 19 ehk
n = 97. Seega kustutatav arv on 97 + 8 ehk 105.
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4. (Maksim Ivanov)

Roopkiiliku ABCD pikemal kiiljel AB valitakse sel-
line punkt E, et ZCED = 90°, ZADE = 2/CDE
ja ZDCE = 3/BCE. Punktist E tdommatakse kiilje-
le AD ristloik EF. Leia kolmnurga CDF pindala, kui

kolmnurga CDE pindala on 24 cm?.

Vastus: 12 cm?.

Lahendus. Olgu Z/BCE = a. Siis ZDCE = 3a ja ZCDE = 90° — 3a, mistdttu
ZADE = 2(90° - 3a) = 180° — 6a. Seega ZBCD = /BCE + ZDCE = 4a ja
/CDA = /CDE + ZADE = 270° — 9a. Kuna BCD ja CDA on ro6pkiiliku
ldhisnurgad, siis 4a + (270° — 9a) = 180°, kust 5a = 90° ehk a = 18°.

Sellest tulenevalt ZADE = 180° — 6 - 18° = 72°, samas aga ka
/DAE = /DAB = /BCD = 4-18° = 72°,
Jarelikult kolmnurk ADE on vordhaarne tipunurgaga E juures, mistottu ti-

pust E kiiljele AD tdmmatud ristldéik EF poolitab kiilje AD.

Kolmnurga CDE pindala vordub kolmnurga CDA pindalaga, sest mole-
mal kolmnurgal on alus CD ja sellele joonestatud korgus sama (joonis 9).
Seega kolmnurga CDA pindala on 24 cm?. Eelneva pohjal aga moodustab
kolmnurga CDF pindala poole kolmnurga CD A pindalast, sest kdrgused on
tihised, alus aga poole lithem (joonis 10). Jarelikult kolmnurga CDF pindala

1
on 3 .24 cm? ehk 12 cm?.

D ¢ D c
M ’
A E B A B

Joonis 9 Joonis 10
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass

II osa lahendused

1. (Aleksei Ganyukov)

Nimetame positiivset tdisarvu eriliseks, kui tema numbrite vahele saab pan-
na iihe vordusmargi ja null véi enam plussmérki nii, et tekib tdene vordus.
Niiteks arv 3210123 on eriline, sest temast on voimalik saada toene vordus
3+2+10=12+3.

a) Kas 2024-kohaline arv 101010...10 on eriline?

b) Kas 2025-kohaline arv 101010...101 on eriline?

(Molemas arvus esineb 10 tidpselt 1012 korda, b-osas on arvu 16pus veel tiks
number 1.)

Vastus: a) jah; b) jah.
Lahendus 1.

a) Kuna 2024-kohalises arvus on paarisarv numbreid, siis saame pan-

b)

na tépselt keskele vordusmargi. Vorduse molemale poole jadb sama
1012-kohaline arv, mistottu vordus on tdene. Seega antud arv on eriline.

Paneme antud 2025-kohalise arvu esimese 913 numbri jarele vordus-
margi. Vasaku poole jaotame liidetavateks kujul

101 +0+1010...10+1.
————
908 numbrit

Paremasse poolde jadb 2025 — 913 ehk 1112 numbrit. Jaotame need lii-
detavateks kujul

0+1010...10+1+0+14+0+...+1+0+1.
———

908 numbrit 203 liidetavat

Kuna kummalgi pool vordusmaérki on 908-kohalised liidetavad vordsed
ning nii vasaku poole iilejadnud kahe nullist erineva liidetava summa
kui ka parema poole iilejaddnud nullist erinevate liidetavate summa on
102, siis vordus on toene. Jarelikult antud arv on eriline.

Lahendus 2.

a)

Paneme 1012 numbri jédrele vordusmargi, siis ka paremale poole jadb
1012 numbrit. Paneme vorduse kummalgi pool iga kahe jarjestikuse
numbri vahele plussi. Siis kummalgi pool oleva avaldise vadrtus on 506,
vordus on tdene. Seega antud arv on eriline.
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b) Paneme 1004 numbri jirele vordusmairgi. Vasakul pool paneme plussi
iga kahe jadrjestikuse numbri vahele, vélja arvatud kaks esimest, saades

10+1+0+1+0+...+1+0.

1002 numbrit

Siis vasakul pool oleva avaldise vdartus on 10 + 501 ehk 511. Paremale
poole jadb 2025 — 1004 ehk 1021 numbrit. Pannes paremal pool plussi
iga kahe jadrjestikuse numbri vahele, on ka paremal pool oleva avaldise
vadrtus 511. Vordus on tdene. Seega antud arv on eriline.

Miirkus. Ulesande kummalegi osale leidub palju muid lahendusi.

. (Hdrmel Nestra)

Leia koik mittenegatiivsete tdisarvude paarid (n, m), mis rahuldavad tingi-

must

1+6n-n®>=m.

Vastus: (0,1), (2,3), 4,3), (6,1).
Lahendus 1. Antud vorrand on samavadrne vorrandiga

n®—6n+(m*-1)=0.

Kisitledes seda ruutvorrandina 7 suhtes, saame

n=3+41/9-(m?-1)=3+V10-m?.

Et n oleks tiisarv, peab V10 — m?2 olema tiisarv. See on nii juhul m? = 1 ja
m? = 9 ehk vastavalt m = 1ja m = 3. Kui m = 1, siis n = 0 vdi n = 6, kui
agam = 3,siisn=2v0in=4.

Lahendus 2. Arvutame vilja vorrandi vasaku poole vdartuse muutuja n véi-
keste védrtuste korral:

n (0123456
1+6n-n°]16910961

Néeme, et vasaku poole vddrtus on tdisruut juhtudel n =0, n =2, n =4 ja
n = 6. Vastavaltsobib m =1, m=3, m=3jam=1.

Vasaku poole saab timber kirjutada kujul 1-n(n—6).Kui n > 6, siis njan—6
on molemad positiivsed tdisarvud, seega ka korrutis n(n — 6) on positiivne
tdisarv, kusjuures n > 6 tottu on see korrutis suurem kui 1. Jdrelikult vor-
randi vasak pool on negatiivne ega saa vorduda mingi arvu ruuduga. Seega
rohkem lahendeid vorrandil pole.

. (Hdrmel Nestra)
Kolmnurkade ABC ja A'B'C’ kohta on teada jirgmised kolm fakti:
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1) LABC = ZA'B'C' vo6i LABC =180° — LA'B'C';

2) ZBCA=/B'C'A' vb6i ZBCA=180° - LB'C'A';

3) LCAB = /C'A'B’' vb6i ZCAB =180° — LC'A'B’.
Kas voib kindlalt viita, et kolmnurgad ABC ja A'B'C’ on sarnased?
Vastus: jah.

Lahendus. Tahistame ZCAB = a, ZABC = 8, Z/BCA = y ja analoogiliselt
/C'A'B'=a', ZAB'C' =, Z/B'C' A’ = y'. Vaatame ldbi juhud selle alusel,
mitme nurga suurused kolmnurkades ABC ja A'B’C’ vastavalt tihtivad.

e Oletame, et iihtivaid nurki on 0 ehk @ = 180° — o', § = 180° - g/,

¥ =180° — . Siis
180° = a+f+y=

(180° — a') + (180° — ') + (180° —y') =
= 540° — (' + B +7') = 540° - 180° = 360°,

vastuolu.

* Oletame, et iihtivaid nurki on 1. Uldisust kitsendamata @ = a' ning
B =180° -,y =180° - .Siis

180° = a+f+y=
a' +(180° - f') + (180° —y') =
=360°+a’ — (B’ +7') =360°+a’ - (180° — a') = 180° + 24’

Seega a’ = 0°, mis pole voimalik.
e Oletame, et {ihtivaid nurki on 2 vai 3. Siis tunnuse NN pohjal on kolm-
nurgad ABC ja A'B'C' sarnased.
Kuna kdigil voimalikel juhtudel on kolmnurgad ABC ja A'B'C’ sarnased, siis
voib seda tdepoolest kindlalt vdita.

Méirkus. Ulesande viitest tuleneb, et kui kahe kolmnurga nurgad on suuna-
tud nurkadena vastavalt vordsed, siis need kolmnurgad on sarnased.

. (Hendrik Vija)

Tahvlile on kirjutatud numbrid 202520252025. Anna ja Bert méngivad mén-
gu, kus igal kdigul kustutab méngija tihe tahvlil olevatest numbritest ja kir-
jutab asemele mone sellise numbri, mis on kustutatud numbrist vdiksem.
Anna alustab ja kidike tehakse kordamédda. Kaotab méngija, kes enam ei
saa kdiku teha (kdik numbrid on muutunud nullideks). Kumb méngija saab
voita vastase iga vastumé@ngu korral?

Vastus: Anna.
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Lahendus. Asendagu Anna oma esimesel kdigul viimase numbri nulliga. See
tdhendab, et parast Anna esimest kédiku on tahvlil numbrid 202520252020.
Néitame, et siis Anna saab voita soltumata Berdi vastuméngust. Selleks pa-
neme tihele, et koiki nullist erinevaid numbreid on tahvlil paarisarv koo-
piaid. Seega kui Bert vihendab oma kéigul mistahes numbrit kuitahes pal-
ju, saab Anna alati valida teise koopia samast numbrist ning vihendada se-
da samapalju. Sedasi saab Anna alati oma kdigu sooritada ning pérast Anna
kaiku on jélle igat nullist erinevat numbrit tahvlil paarisarv koopiaid. Kuna
tahvlil olevad numbrid saavad ainult viheneda, peab méng millalgi I6ppe-
ma, ning kuna Anna saab alati oma kéigu sooritada, siis jarelikult jadb kai-
gupuudusse kindlasti Bert ehk Anna voidab.

Mdrkus. Ainsad voimalused Annale garanteerida voit ongi asendada esime-
sel kdigul moni number 5 numbriga 0. K6ik muud avakdigud voimaldavad
Berdil saavutada olukorra, kus seis paarisarvu koopiatega igast nullist erine-
vast numbrist tekib hoopis pdrast Berdi kdiku, ja voita jirgnevalt Anna kiike
kopeerides ise. Toepoolest:

¢ kui Anna asendab avakdigul numbri 5 mone nullist erineva numbriga,
siis asendab Bert selle numbri nulliga;

 kui Anna asendab avakdigul numbri 2 nulliga, siis asendab Bert numb-
ri 5 numbriga 2;

e kui Anna asendab avakdigul numbri 2 numbriga 1, siis asendab Bert
samas nelikus numbri 5 numbriga 3, misjdrel kui Anna asendab samas
nelikus mdne numbri nulliga, saab Bert vastata sama neliku kahe nullist
erineva numbri vordsustamisega, kui aga Anna vordsustab kaks nullist
erinevat numbrit, saab Bert asendada sama neliku jarelejaianud nullist
erineva numbri nulliga (kui Anna teeb kdigu mones teises nelikus, ko-
peerib Bert tema kdiku kolmandas nelikus).
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

1. (Jan Villemson)
Jirjesta arvud 7v/5, 11v/2 ja 9v/3 kasvavalt.
Vastus: 11v/2 < 9v/3 < 7V/5.
Lahendus. Kuna 7V5 = V72-5 = V245, 11V2 = V112.2 = V242 ja
9v3 = V92 .3 = /243, siis 11V2 < 9v3 < 7V/5.

2. (Hdrmel Nestra)
Ruutvorrandil ax? + bx + ¢ = 0 on kaks reaalarvulist lahendit, mille korrutis
on 3. Sellel vorrandil vahetatakse ruutliikme kordaja ja vabaliige omavahel.
Leia saadud vorrandi lahendite korrutis.

Vastus: 3
Lahendus 1. Ruutvorrandil ax® + bx + ¢ = 0 on samad lahendid nagu taan-

b c
datud ruutvérrandil x* + —x + — = 0. Viete'i valemite pohjal vordub taan-
a a

c c
datud ruutvorrandi lahendite korrutis vabaliikmega —. Seega — = 3, millest
a a

muuhulgas tuleneb ¢ # 0. Kuna eelduse p6hjal on ruutvorrandil kaks reaal-
arvulist lahendit, siis b*> — 4ac > 0.

Ruutliikme kordaja ja vabaliikme vahetamisel tekib vorrand cx?+bx+a = 0.
Kuna ¢ # 0, siis tegu on ruutvorrandiga, ja kuna b? — 4ca = b* — 4ac > 0,
siis on ka sel ruutvorrandil kaks reaalarvulist lahendit. Need on samad mis

. b a . . .
taandatud ruutvorrandil x*>+ — x+ — = 0, mistéttu nende lahendite korrutis
c c

a c .a 1
on —.Kuna — = 3, siis — = —.
c a c 3

-b-Vb*-4
Lahendus 2. Ruutvorrandi ax? + bx + ¢ = 0 lahendid on Tac ja
-b+ Vb?-4dac ..
z—ac. Ulesande tingimuste pohjal
a
_ —b-Vb?>—-4ac -b+Vb*-4ac _
- 2a 2a -
(—b -Vb* - 4ac) . (—Io +Vb* - 4ac)
(-b)* - (V b* - 4640) b* — (b* - 4ac) 4ac
- 4a? - 4a® T4 a

48



Seega ¢ # 0.

Ruutliikme kordaja ja vabaliikme vahetamisel tekib vérrand cx®+bx+a = 0.

.. _ ) ) ) -b—-Vb?-4ca
Kuna ¢ # 0, siis tegu on ruutvorrandiga, mille lahendid on —

. —b+Vb?—-4ca
a—

j 5 . Paneme tidhele, et b - 4ca = b® - 4ac, mistottu on
c
kumbki lahend saadav algse vorrandi vastava margiga lahendist korruta-

a

misel teguriga —. Kuna algse vorrandi lahendid on erinevad, siis jdrelikult
c

on ka uue vorrandi lahendid erinevad. Lahendite korrutamisel esineb tegur

a a\2
— kaks korda, mistottu uue vorrandi lahendite korrutis on 3 - (—) . Kuna
c c

c .oa 1. a 1 1
— =3,siis — = —,mlstottu?)-(—) =3 - =—-.
a c 3 c

. (Urve Kangro)

Leia koik positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorran-
dit
Xyz+17xy+xz+4yz+17x + 68y + 4z = 2025.

Vastus: (3,12,6), (9,6,6).

Lahendus. Kui vorrandi vasakule poole liita 68, siis saadav avaldis tegurdub
kui (x +4)(y + 1)(z + 17). Paremale poole 68 liitmisel saame arvu 2093, mis
tegurdub kui 7 - 13 - 23. Seega taandub {iilesanne vorrandi

x+dDy+D(z+17)=7-13-23

lahendamisele positiivsetes tédisarvudes. Koik selle vorrandi vasaku poole
tegurid on suuremad 1-st, mistdttu x + 4, y + 1 ja z + 17 peavad olema
7, 13 ja 23 mingis jarjestuses. lmselt saab z + 17 olla ainult 23, mistottu
z = 6. Ulejddnud muutujatele saame kaks voimalust x + 4 =7,y + 1 =13 ja
x+4=13,y+1="7kustvastavalt x =3,y =12jax =9,y =6.

Midrkus. Lahenduse esimese sammu peale saab tulla, kui nditeks tuua koi-
gepealt koigist muutujat x sisaldavatest lilkmetest x sulgude ette ja panna
tdhele, et lilejddnu on sulgudesse jddva avaldisega vidga sarnane.

. (Maksim Ivanov)

Saapad ja jope maksid enne hinnatéusu kokku 300 eurot. Pdrast hinnatdusu
maksavad saapad endisest 10 kuni 20 protsenti rohkem, jope aga endisest
30 kuni 40 protsenti rohkem. Pédrast hinnatdusu on jope saabastest kallim
70 kuni 90 euro vorra. Leia madalaim ja korgeim neil tingimustel voimalik
saabaste hind enne hinnatdusu.

Vastus: madalaim 120 eurot, korgeim 140 eurot.
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Lahendus. Olgu saabaste hind enne hinnatdusu x eurot. Siis jope hind enne
hinnatéusu on 300 — x eurot.

Olgu pérast hinnatdusu saabaste hind y eurot ja jope hind z eurot. Ulesande
tingimuste pohjal kehtivad vorratused

lLlx<sys<1.2
1,38300—x)<z<1 4(300 Xx),
70<z-y<90.

Uhelt poolt saame
90=2z-y=13300-x)—-12x =390 - 2,5x,

kust 2,5x = 390 — 90 = 300 ja seega x = 120. Seejuures kui x = 120,
y=12x =144 ja z = 1,3(300 — x) = 234, siis z — y = 90 ja koik tingimused
on tdidetud. Seega madalaim voimalik saabaste hind enne hinnatdusu on
120 eurot.

Teisalt saame
70<z-y<14300-x)—1,1x =420 - 2,5x,

kust 2,5x < 420 — 70 = 350 ja seega x < 140. Seejuures kui x = 140,
¥y = 1,1x = 154 ja z = 1,4(300 — x) = 224, siis z — y = 70 ja koik tingi-
mused on tdidetud. Seega korgeim voimalik saabaste hind enne hinnatéusu
on 140 eurot.

. (Hdrmel Nestra)

Joonisel kujutatud x-tdht koosneb neljast ringjoone kaarest,
mis kahekaupa puutuvad kaarte keskpunktides ja kahekaupa
omavad kaht {ihist otspunkti. Kaks pikemat kaart on iihepik-
kused ja 2 korda pikemad kahest lithemast kaarest. Koik kaa-
red on raadiusega 1. Leia x-tdhe poolt kaetava ala (joonisel
halliks varvitud) pindala.

3
Vastus: > V3.

Lahendus. Kuna kaared on vordse raadiusega, siis 2 korda pikem kaar saab
olla samade otspunktidega ainult siis, kui ta on lithema kaare tdiend ringjoo-

1
neks voi selle peegeldus. Seega lithema kaare pikkus on 3 ja pikema kaare

2
pikkus 3 ringjoonest, katavad nad vastavalt kesknurgad suurusega 120° ja

240°. Lithema kaare keskpunkt jaotab vastava kesknurga kaheks kesknur-
gaks suurusega 60°. Nende kesknurkade haarade loikepunktid kaarega ja
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ANXNNKX

Joonis 11 Joonis 12 Joonis 13 Joonis 14

kesknurga tipp médravad vordkiilgsed kolmnurgad (joonis 11). Kaks vord-
kiilgset kolmnurka moodustavad rombi, mille diagonaalid on risti ja poo-
litavad teineteist. Seega kaare otspunkte ldbiv sirge poolitab raadiuse, mis
iihendab ringjoone keskpunkti ja kaare keskpunkti. Kuna pikem ringjoo-
ne kaar, millel on vaadeldava lithema kaarega iihised otspunktid, on liihe-
ma kaare tdiendi peegeldus, siis ka selle ringjoone keskpunkt on vaadeldava
ringjoone keskpunkti peegeldus neid otspunkte {thendavast sirgest. Eelneva
pohjal on see punkt liihema kaare keskpunktis.

Seega kummagi liihema kaare keskpunkt on kahe pikema kaare 16ikepunkti-
dest kaugusel 1 ning ka lithemate kaarte keskpunktide omavaheline kaugus
on 1 (joonis 12). Seega ka need neli punkti médiravad kaks vordkiilgset kolm-
nurka. Sellest tuleneb, et kahe pikema kaare 16ikepunkti ja kaare otspunkti
vaheline pikema kaare osa katab samuti kesknurga suurusega 60°.

Vaatleme joonisel 13 ndidatud 6 kolmnurka. Eelnevast tulenevalt on tegu
vordkiilgsete kolmnurkadega, mille kiiljepikkus on 1. Iga kolmnurga pind-

1 6 3
ala on Z\/g, mistdttu koigi 6 kolmnurga kogupindala on 4_1\/5 ehk E\/g .

Jadb mairgata, et x-tdhe pindala on sama mis 6 kolmnurga kogupindala, sest
x-tdhe saab 6 kolmnurgast 4 iithesuguse ,kuukese® timbertdstmisel (joo-
nis 14).

. (Hendrik Vija)

Juku kirjutab 5 x 5 ruudustiku igasse tihikruutu mingi positiivse reaalarvu
nii, et vasakus alumises nurgaruudus on 1, paremas iilemises nurgaruudus
on 2025 ning igas 2 x 2 ruudus on nurkapidi kokkupuutuvatesse tihikruutu-
desse kirjutatud arvude korrutised vordsed. Leia ruudustiku alumisse pare-
masse nurgaruutu ja iilemisse vasakusse nurgaruutu kirjutatud arvude kor-
rutis.

Vastus: 2025.

Lahendus 1. Vaatleme suvalist 2 x 2 ruutu. Olgu tema alumises reas vasakult
paremale arvud a ja b ning olgu tema vasakus iilemises lahtris arv ka, kus
k on mingi reaalarvuline kordaja (viimane eeldus ei kitsenda {iildisust, sest
mistahes positiivse reaalarvu saab esitada kujul ka). Siis vasaku iilemise ja
parema alumise lahtri arvude korrutis on kab, mistottu ka tilejadnud kahe
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lahtri arvude korrutis peab olema kab. Seega paremas iilemises lahtris on
arv kb. Jarelikult iga 2 x 2 ruudu tilemise rea arvud saadakse sama ruudu
alumise rea arvude korrutamisel mingi iihe ja sama teguriga.

Nihutades 2 x 2 ruutu ithiku vorra paremale, ndieme samamoodi, et ka jarg-
mises veerus on lilemise rea arv saadav alumises reas olevast arvust sama
teguriga ldbikorrutamisel. Samamoodi saame jatkata viimase veeruni, kus
samuti peab iilemine arv olema saadav alumisest arvust sama teguriga l4bi-
korrutamisel.

Vaatleme suvalist kaht jédrjestikust rida. Olgu alumise rea esimeses ja viima-
ses lahtris vastavalt arvud ¢ ja d. Eelneva pohjal on iilemise rea esimeses
ja viimases lahtris vastavalt arvud kc ja kd, kus k on mingi reaalarv. Nihu-
tades vaadeldavat kahte rida tihiku vorra iiles, ndeme, et ka alt lugedes jarg-
mise rea esimeses ja viimases lahtris on arvud vastavalt kujul kc ja kd, kus k
on mingi reaalarv. Samamoodi jitkates ndeme, et kogu ruudustiku tilemise
rea esimeses ja viimases lahtris on arvud vastavalt kujul kc ja kd, kus k on
mingi reaalarv.

Olgu kogu ruudustiku vasakus iilemises nurgaruudus arv m ja paremas alu-
mises nurgaruudus arv n. Kuna vasakus alumises nurgaruudus on arv 1, siis
eelneva pohjal peab paremas iillemises nurgaruudus olema otsitav arv mn.
Paremas iilemises nurgaruudus on iilesande tingimuste pohjal aga arv 2025.

Lahendus 2. Varvime ruudustiku dédrel, kuid mitte nurgas asuvad tihikruu-
dud siniseks, ruudustiku ddrtest eemal olevad tihikruudud punaseks ning
vasaku tilemise nurgaruudu ja parema alumise nurgaruudu roheliseks (joo-
nis 15). Olgu sinistes iihikruutudes olevate arvude korrutis a ja punastes
ithikruutudes olevate arvude korrutis b; rohelistes tthikruutudes olevate ar-
vude korrutis on otsitav x.

Kirjutame koigi 2 x 2 ruutude jaoks vilja {ilesande tingimuse, et nurkapidi
kokkupuutuvates iihikruutudes olevate arvude korrutised on vordsed, kus-
juures iga vorduse vasakule poole kirjutame vastava 2 x 2 ruudu vasaku
alumise tthikruudu ja parema tilemise tihikruudu arvude korrutise ning pa-
remale poole tilejadnud kahe tihikruudu arvude korrutise. Korrutame koi-
gi nende vorduste vastavad pooled. Paneme tdhele, et sinistes ithikruutudes
olevad arvud esinevad molemal vorduse pool tegurina tidpselt iihe korra, pu-

Joonis 15
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nastes tihikruutudes olevad arvud aga esinevad molemal vorduse pool tegu-
rina tapselt kaks korda. Lisaks esinevad vorduse vasakul pool tegurina 1 ja
2025, paremal pool aga rohelistesse iihikruutudesse kirjutatud arvud. Seega
on saadud vordus kujul

2025ab® = xab?,

kust suurusega ab?® libi jagades saame x = 2025.

Midrkus. Lahenduse seisukohalt pole oluline, et ruudustik tdidetakse posi-
tiivsete arvudega. Need vdivad olla mistahes nullist erinevad arvud.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. (Jan Villemson)
Kumb arvudest 9v/5 ja 8 + 7V/3 on suurem?
Vastus: esimene.
Lahendus. Positiivsete arvude 9v/5 ja 8 + 7v/3 suurusvahekord on sama mis
nende ruutudel. Esimese arvu ruut on 92 - 5 ehk 405, teise arvu ruut on
82+2-8-7V3+7%-3 ehk 211 + 112V/3. Arvude 405 ja 211 + 112V/3 suurus-
vahekord on sama mis 211 vorra vdiksematel arvudel 194 ja 112v/3, nende
suurusvahekord aga sama mis 2 korda viiksematel arvudel 97 ja 56v/3. Vii-
maste suurusvahekord on sama mis nende ruutudel 972 ja 562 - 3, mis on
vastavalt 9409 ja 9408. Kuna 9409 > 9408, siis 9v/5 > 8 + 7V/3.
Miirkus. Arvuti abil saab leida lihendid 9v/5 = 20,1246 ja 8+ 7V/3 = 20,1244,
2. (Hendrik Vija)
Jukul on méngulaud mootmetega 10 x 10, mis on jaotatud tthikruutudeks.
Juku soovib mingida médngu, mida saab mingida mistahes ruudustikul
moodtmetega m x n, kus m = 2 ja n = 2. Mitmel viisil on Jukul voimalik
vélja valida méngulaua osa, millel oma méngu méngida?
Vastus: (C2,)” ehk 2025.
Lahendus. Mangulaua osa valimine on samavéérne sellele osale kiilgedeks
olevate kahe rea ja kahe veeru véljavalimisega (joonis 16). Kuna m = 2 ja
n = 2, on need read ja veerud kindlasti erinevad. Ruudustiku 10 rea hulgast
2 rea valimiseks on Cfo ehk 45 voimalust ning sama palju voimalusi on ka
2 veeru valimiseks. Kokku on seega 452 ehk 2025 véimalust mingulaua osa
valimiseks.

Joonis 16
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3. (Hendrik Vija)

Leia koik neljakohalised naturaalarvud 7, mille kahest esimesest numbrist
ja kahest viimasest numbrist (jarjestust muutmata) moodustatud kaheko-
haliste arvude summa ruut vordub arvuga n.

Vastus: 2025, 3025.

Lahendus 1. Tahistame esimesest kahest numbrist moodustuva arvu kui x
ja tilejadnud kahest numbrist moodustuva arvu kui y. Siis saame iilesande
tingimuse kirjutada kujul

100x + y = (x + ),
mille saab lihtsate teisendustega viia kujule
Px=x+yx+y-1.

Siit ndeme, et 99 peab olema arvu (x + y)(x + y — 1) tegur. Kuna 99 =9 - 11
(kusjuures 9 ja 11 on molemad algarvuastmed) ning x + y ja x + y — 1 kui
jarjestikused tdisarvud on tihistegurita, siis peab kumbki arvudest 9 ja 11
olema teguriks tépselt iihele neist. Arvestades, et tilesande tingimuse pohjal
on (x + y)2 neljakohaline arv, millest tulenevalt 32 < x + y < 99, saame
jargmised neli varianti.

e Kui9 on x+y tegurja 11 on x+y tegur, siis 99 on x+ y tegur. Ainus sobiv
variant vajalikus vahemikus on x+y = 99. Siis (x+ y)2 = 9801, mis eira-
hulda iilesande tingimusi, sest kahest viimasest numbrist ei moodustu
kahekohalist arvu.

e Kui 9 on x + y tegur ja 11 on x + y — 1 tegur, siis ainus sobiv variant
vahemikus 32 < x + y < 99 on x + y = 45. Siis (x + y)? = 2025, mis
rahuldab iilesande tingimusi.

e Kui 9 on x + y — 1 tegurja 11 on x + y tegur, siis ainus sobiv variant
vahemikus 32 < x + y < 99 on x + y = 55. Siis (x + y)* = 3025, mis
rahuldab iilesande tingimusi.

e Kui9on x+y—1tegurjall onx+y—1 tegur, siis 99 on x+y—1 tegur.
Vahemikus 32 < x + y < 99 sobivat varianti ei leidu.

Seega ainsad sobivad variandid on 2025 ja 3025.

Lahendus 2. Selleks, et arvu ruut oleks neljakohaline, peab see arv olema
kahekohaline ja vdhemalt 32. Korvale voib jatta arvud 40, 50, 60, 70, 80, 90,
sest nende ruudud 16pevad kahe nulliga, millest ei moodustu kahekohalist
arvu. Samal pohjusel voib korvale jatta arvud 47, 48,49, 51,52, 53, mille ruu-
dud on vastavalt 2209, 2304, 2401, 2601, 2704, 2809. Ka 95 ja suuremad arvud
voib korvale jdtta, sest nende ruut on suurem kui 9000 ja liites 9-ga algavale
kahekohalisele arvule teise kahekohalise arvu, on tulemus kolmekohaline.
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Ulejddnud arvud vaatame l4bi jirgnevas tabelis ja leiame tépselt kaks sobi-
vat varianti 2025 = (20 + 25)? ja 3025 = (30 + 25)°:

322
332
342
352
362
372
382
392
412
422
43?2
442
452
462
542
552
562
572
582
592
612
622
632
642
652

=1024; 10 + 24 # 32
=1089; 10 + 89 # 33
=1156; 11 + 56 # 34
=1225;12 + 25 # 35
=1296; 12 + 96 # 36
=1369; 13 + 69 # 37
=1444;14 + 44 # 38
=1521;15+21 # 39
=1681; 16 + 81 # 41
=1764; 17 + 64 # 42
=1849; 18 +49 # 43
=1936; 19 + 36 # 44
= 2025;20 + 25 = 45
= 2116; 21 + 16 # 46
=2916; 29 + 16 # 54
=3025; 30 + 25 = 55
= 3136; 31 + 36 # 56
=3249; 32 + 49 # 57
= 3364; 33 + 64 # 58
= 3481;34 + 81 #59
=3721;37+ 21 #61
= 3844; 38 + 44 # 62
=3969; 39 + 69 # 63
=4096; 40 + 96 # 64
= 4225;42 + 25 # 65

4. (Hdrmel Nestra)

Leia koik reaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

X+ y =

2 2

Yy + z

22+ x

Vastus: (0,0,0).

3

662 = 4356; 43 + 56 # 66
67% = 4489; 44 + 89 # 67
682 = 4624; 46 + 24 # 68
69% = 4761; 47 + 61 # 69
71% = 5041; 50 + 41 # 71
722 = 5184;51 + 84 # 72
732 = 5329; 53 + 29 # 73
742 = 5476; 54 + 76 # 74
752 = 5625; 56 + 25 # 75
76% = 5776; 57 + 76 # 76
77% = 5929; 59 + 29 # 77
78% = 6084; 60 + 84 # 78
792 = 6241; 62 + 41 # 79
812 = 6561; 65 + 61 # 81
822 = 6724; 67 + 24 # 82
832 = 6889; 68 + 89 # 83
84% = 7056; 70 + 56 # 84
85% = 7225; 72 + 25 # 85
862 = 7396; 73 + 96 # 86
87% = 7569; 75 + 69 # 87
882 = 7744; 77 + 44 # 88
892 = 7921; 79 + 21 # 89
912 = 8281; 82 + 81 # 91
922 = 8464; 84 + 64 # 92
932 = 8649; 86 + 49 # 93
94° = 8836; 88 + 36 # 94

Z)
= xz’
_ .3
= y .

Lahendus 1. Tostes esimese vorrandi pooled ruutu ja avades vasakul sulud,

saame

x2+2xy+y2:z.
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Asendades z? seosest (1) algse siisteemi teise vorrandisse, saame pérast sar-
naste liikmete koondamist vorrandi 2xy + 2y = 0, mis on samaviirne vor-
randiga y(x+ y) = 0. Kuna algse slisteemi esimese vorrandi pohjal x+y = z,
siis yz = 0, millest tulenevalt y = 0 v6i z = 0.

e Kui y = 0, siis algse siisteemi esimese vorrandi pohjal x = z. Asendades
y = 0ja x = z kolmandasse vorrandisse, saame z° + z° = 0 ehk 2z° = 0,
kust ainsa voimalusena z = 0. Seega x = y = z = 0.

» Kui z = 0, siis algse siisteemi esimese vorrandi pohjal x = —y. Asen-
dades z = 0 ja x = —y kolmandasse vorrandisse, saame (—y)° = y°.
Kuna (-y)® = —y3, siis jareldub siit 2y = 0, kust y = 0. Seega jillegi
x=y=2z=0.

Kokkuvottes ndeme, et ainus voimaluson x = y = z = 0.

Lahendus 2. Tostes esimese vorrandi pooled kuupi ja avades vasakul sulud,

saame

2 +3x%y+3xy° + 2 = 2. 2)

Asendades z° seosest (2) algse siisteemi kolmandasse vorrandisse, saame
pirast sarnaste liikmete koondamist vorrandi 2x> + 3x%y + 3xy*> = 0,
mis on samavéirne vorrandiga x (2x* + 3xy +3y°) = 0. Seega x = 0 voi
2x% + 3xy+ Syz =0.
e Kui x = 0, siis algse siisteemi teine vorrand omandab kuju y? + z* = 0.
See on voimalik vaid juhul y = z=0.Seega x = y = z = 0.

o Kui 2x® + 3xy + 3y? = 0, siis vaatleme seda seost ruutvorrandina x suh-
tes. Saame D = (3y)* —4-2-3y* = —15y” < 0, kuid lahendite leidumiseks
peab olema D = 0. Seega ainus voimalus on D = 0 ehk —15y* = 0, kust
y = 0. Seosest 2x* + 3xy + 3y* = 0 saame niiiid ka x = 0 ning 16puks
algse siisteemi esimesest vorrandist z = 0. Seega x = y = z = 0.

Kokkuvottes on ainus voimalus x = y = z = 0.

. (Hdrmel Nestra)

Leia koik positiivsed tdisarvud 7, mille korral leidub tasandil kumer n-nurk
jargmiste omadustega:

1) leiduvad kaks sisenurka, mis on erinevate suurustega «a ja f3;
2) iga sisenurk on kas suurusega « vdi suurusega f;

3) suurusega « sisenurkade summa ja suurusega 8 sisenurkade summa
on vordsed.

Vastus: koik paaritud 1-st suuremad tdisarvud.

Lahendus. Olgu vaadeldavas n-nurgas k sisenurka suurusega a. Tingimu-
se 2 pohjal siis leidub n — k sisenurka suurusega .
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Teame, et ka + (n — k) = (n — 2) - 180°. Tingimusest 3 seega
ka=m-kp=mn-2)-90°.

-2)-90° —2)-90°
Jarelikult a = % ja B = m+k

niisiis k # n — k ehk 2k # n.
Samuti teame, et kumera hulknurga koik sisenurgad on viiksemad kui 180°.

—2).90° .
Seega % < 180°, millest tulenevalt 2k > n — 2. Uldisust kitsenda-

. Tingimuse 1 pohjal a¢ # g,

mata voib aga eeldada, et 2k < n (vastasel korral vahetame a ja $ rollid).
Kokkuvottes on ainus voimalus 2k = n — 1. Kuna n — 1 on sellest tulenevalt
paarisarv, peab n olema paaritu.

Iga 1-st suurema paaritu tdisarvu n jaoks saame konstrueerida n-nurga,

n-1 . (n—-2)-180° . n+1 .
sisenurka suurusega ja 5 sisenurka suu-

n-1
—-2)-180°
rusega % . Sellega on koik iilesande tingimused tdidetud.

. (Hendrik Vija)

Joonisel on linna X trammiliinide vorgustik, mille liine A
madrgivad sirgldigud ja peatusi mummukesed. Juku ja te-

ma sobrad méngivad kullimadngu, kus on iiks pdgeneja ja

vdhemalt iiks piilidja. Igal kdigul otsustavad koik méngi-

jad tiheaegselt, kas jidda paigale voi lilkkuda trammiga tihe

peatuse vorra modda mingit liini mingis suunas. Pérast

kaiku saavad koik teada, mida teised otsustasid ja kus nad asuvad. Kui parast
kdiku on vdhemalt iiks piitidja pogenejaga samas peatuses, siis on pogeneja
kinni piititud. Pogeneja alustab peatuses A ning piitidjad alustavad peatu-
ses O. Leia vdhim piitidjate arv, mille korral on piiiidjatel voimalik pogeneja
lopliku arvu kidikudega tabada s6ltumata pogeneja liikkumisest.

milles on

Vastus: 3.

Lahendus. Igast peatusest on voimalik iihe peatuse vorra liikudes jouda va-
hemalt kahte erinevasse peatusse. Seega on pogenejal sdltumata asukohast
igal kdigul vdhemalt kolm v6imalust, kus oma kéik 16petada: lisaks védhe-
malt kahele naaberpeatusele ka sama peatus ise. Kahe piitidja korral jadb
iiks neist peatustest alati vabaks, mistottu nad ei saa garanteerida pogeneja
kinniptitidmist.

Niitid toestame, et kolmest piitidjast kindlasti piisab. Tdhistame teised 16pp-
peatused tdhtedega B ja C (joonis 17). Liikugu kolm piiiidjat esimesel kdigul
vastavalt lopppeatuste A, B ja C suunas. Siis on kolm voimalust:

e Kui pogeneja liigub esimesel kdigul peatuse O suunas, siis on ta kinni
piitud.
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A A
[ ]
B C B C
Joonis 17 Joonis 18

Kui pogeneja liigub esimesel kdigul mone teise 1opppeatuse suunas —
iildisust kitsendamata olgu see peatus B (joonis 18; siin ja edaspidi ta-
histavad sinised ringid piiiidjate asukohti ja punane ring pogeneja asu-
kohta) -, siis liikugu 16pppeatuste A ja B suunas liikkunud piitidjad teisel
kédigul samas suunas edasi, joudes neisse peatustesse kohale, ning jadgu
kolmas piitidja paigale. Sellisel juhul, kui pogeneja teisel kdigul liigub,
on ta niitid kinni ptititud. Vastasel juhul on ta niiiid kahe piitidja vahel
,kinni“ (joonis 19).

o
® 0
B C B C

Joonis 19 Joonis 20

Kui pogeneja jaib esimesel kdigul paigale (joonis 20), siis liikugu jaama
A suunas litkunud piitidja teisel kdigul veel iihe peatuse edasi ning jaa-
gu iilejadnud kaks piilidjat paigale. Kui pogeneja jadb taaskord paigale,
siis on ta kinni piititud. Kui pogeneja liigub, siis teeb ta seda peatuse B,
C voi O suunas. Igaiihest neist on tihe peatuse kaugusel piitidja. Liiku-
gu see plitidja kolmandal kdigul sinna peatusesse, mille suunas pogene-
ja teisel kdigul liikus, ja jadgu teised piitidjad paigale. Kui siis pogeneja

Joonis 21 Joonis 22 Joonis 23
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kolmandal kdigul liigub, on ta niitid kinni piititud. Vastasel juhul on ta
niitid kahe piitidja vahel , kinni“ (joonised 21-23 kujutavad koiki voima-
likke olukordi parast kolmandat kaiku).
Jadb maérgata, et kui pogeneja on kahe piitidja vahel kinni, siis piisab, kui
need kaks piitidjat jadvad paigale ja kolmas liigub lopliku arvu kdikudega
sellesse jaama, kus pogeneja asub. Nii piilitakse pogeneja kindlalt kinni.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. (Urve Kangro)
Arvuta summa

1 1 1 1 1 1 1 1
VIVZ  VEn/3  Vara  Van  Vore VBT VB VB

Vastus: 2.

Lahendus. Paneme tihele, et

s
+
\aw
|
=
—

Seega antud summa on vordne teleskoopsummaga

V2—V1+V3-V2+V4—V3+V5-Va+V6—-V5+V7-V6+V8—-vV7+V9- V3.

Koondades sarnased liikmed, saame v9 — V1 ehk 3 — 1 ehk 2.

2. (Urve Kangro)

a’ +b* - c?
Kolmnurga ABC pindala avaldub kujul S = — kus a, b ja c on

vastavalt kiilgede BC, CA ja AB pikkused. Leia nurga ACB suurus.
Vastus: 45°.
Lahendus. Koosinusteoreemi péhjal ¢? = a®+b*~2ab cosy, kusy = ZACB.

ab cos
Seega a®—b*—c* = 2ab cosy, nii et iilesande tingimuse pohjal S = 5 14
absin
Samas teame, et S = Ty Kokkuvottes cosy = siny, kust tany = 1 ehk

Y = 45°.
3. (Maksim Ivanov)

Positiivsed tdisarvud a, b, c ja d on sellised,et a > b > c¢ > d,arvud a+ b
ja ¢ + d jaguvad molemad 2-ga, arvud a — ¢ ja b — d jaguvad mdlemad 3-ga
ning arvud a - d ja b - ¢ jaguvad mdlemad 5-ga. Leia vdhim voimalik arvude
a, b, cja d summa.
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Vastus: 34.

Lahendus 1. Kuna 5 on algarv, siis a voi d jagub 5-ga ning b voi ¢ jagub
5-ga.Seega b = 5 ja a = 10. Samuti ndeme, et kuna c + d peab jaguma 2-ga,
siis juht ¢ = 2,d = 1 ei sobi, mistottu ¢ = 3. Vaatame juhtusid vastavalt
sellele, milline on 5-ga jaguv tegur korrutises ad.

e Kui a = 10, siis b = 5 vdi ¢ = 5. Kuid siis kas a + b eijagu 2-gavoi a — ¢
ei jagu 3-ga, vastuolu.

e Kui a =15, siis b =5 vdi b = 10 voi ¢ = 5 voi ¢ = 10. Teisel juhul a + b
ei jagu 2-ga ning viimasel kahel juhul a — ¢ ei jagu 3-ga. Seega ainus
voimalus on b = 5. Et a — c ja b — d jaguksid 3-ga, peab olema ¢ = 3 ja
d = 2. Kuid siis ¢ + d eijagu 2-ga, vastuolu.

e Kui a = 20,siis b =5voib =10vdi b = 15 vdi ¢ = 5 voi ¢ = 10 voi
¢ = 15. Esimesel ja kolmandal juhul a + b ei jagu 2-ga, kahel viimasel
juhul aga a — ¢ ei jagu 3-ga. Seega soelale jadvad variandid b = 10 ja
c=5.

- Kui ¢ = 5, siis selleks, et c+d jaguks 2-ga, peab olema kas d = 3 voi
d = 1.Kui d = 3, siis variant a = 20,b = 6,¢ = 5,d = 3 rahuldab
koiki iilesande tingimusi ja annab vihima summa a+b+c+d = 34.
Kui d = 1, siis b = 6 annab vastuolu tingimusega, et b — d jagub
3-ga,ja b = 7 tingimusega, et a+ b jagub 2-ga. Jarelikult b = 8, mis
annaba+b+c+d=20+8+5+1=34.

- Kuib=10,siisa+b+c+d=20+10+3+1 = 34.

e Kuia=25,siisa+b+c+d=25+5+3+1=34.

e Kui d = 5, siis b = 20 vdi ¢ = 15, sest juhtudel b = 10 ja b = 15 saame
vastuolu tingimusega, et b — d jagub 3-ga, ning juhul ¢ = 10 tingimuse-
ga, et c+d jagub 2-ga. Kui b = 20, siis a+b+c+d = 21+20+6+5 > 34,
kuiagac=15,slisa+b+c+d=17+16+15+5 > 34.

e Kuid=10,siisa+b+c+d=13+12+11+ 10 > 34.

Seega arvude a, b, ¢, d vdhim voimalik summa on 34.

Lahendus 2. Kuna 5 on algarv, siis a vdi d jagub 5-ganing b voi c jagub 5-ga.
Samuti ndeme, et kuna ¢ + d peab jaguma 2-gaja ¢ = d = 1 pole vdimalik,
siis ¢ + d = 4. Vaatame juhtusid selle jargi, millised arvud jaguvad 5-ga.

e Kui a ja c jaguvad 5-ga voi b ja d jaguvad 5-ga, siis vastavalt a — ¢
voi b — d jagub 5-ga. Kuna aga need moélemad arvud jaguvad 3-ga,
siis peab a — ¢ v6i b — d jaguma arvuga 3 - 5 ehk 15-ga. Molemal ju-
hul (a-¢)+ b —-d) = 15+ 3 = 18. Kuna c vdi d jagub 5-ga, siis
c+d =5+1=6.Juht c+d = 6 tdhendaks, et ¢ = 5 ja d = 1, kusjuures ka
a jagub 5-ga. Siis arvestades a — c ja b — d jaguvust 3-ga, saame a = 20
jabz=7,kusta+b+c+d=20+7+6=33.Etagaa+b+c+don2-ga
jaguvate arvude a+ b ja ¢+ d summa, siis a+ b + ¢ + d jagub 2-ga, mis-
tottu a+b+c+d = 34.Kui c+d # 6,siis c+d = 8, sest c+d jagub 2-ga.
Saamejillegia+b+c+d=(a—c)+b-d)+2(c+d)=18+2-8 = 34.
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e Kui a ja b jaguvad 5-ga voi c¢ ja d jaguvad 5-ga, siis vastavalt a + b
vOi ¢ + d jagub 5-ga. Kuna aga need mélemad arvud jaguvad 2-ga, siis
peab a + b vbi ¢ + d jaguma arvuga 2 - 5 ehk 10-ga; seejuures ei ole aga
a+b=10ega c+d =10 voimalik, sest a > bja c > d.Seega a+ b = 20
voic+d =20.Kuic+d =20,siisa+b+c+d>20+20=40 > 34;
samutikui a+b = 30, siis a+ b+c+d = 30+4 = 34. Seega jadb vaadelda
juht, kus a + b = 20 ning a ja b jaguvad 5-ga. Siis a = 15, b = 5 ning
tingimus, et a — ¢ ja b — d jaguvad 3-ga, annab ¢ = 3 ja d = 2. Kuid sel
juhul ¢ + d eijagu 2-ga, vastuolu.

Kokkuvottes oleme ndidanud, et a+ b+ c+d = 34. Lihtne on nédha, et vottes
a = 20,b = 6,c = 5,d = 3, on koik iilesande tingimused rahuldatud ja
a+ b+ c+d = 34.]Jarelikult vahim véimalik arvude a, b, ¢, d summa on 34.

Lahendus 3. Vottes a = 20, b = 6, ¢ = 5, d = 3, on koik tilesande tingimused
tdidetud ja a + b + ¢ + d = 34. Nditame, et vdiksem summa pole voimalik.

Kuna a—cja b—d jaguvad 3-ga, siis ka nende vahede summa (a—c) + (b—d)
jagub 3-ga.Samas a + b ja ¢ + d jaguvad 2-ga, seega nende summade vahe
(a+ b) — (c+d) jagub 2-ga.Kuna (a—c¢) + (b—d) = (a+ b) — (c + d), siis
see arv peab jaguma nii 2-ga kui ka 3-ga ehk kokku 6-ga.

Kuna a - d jagub 5-gaja 5 on algarv, siis a vdi d peab jaguma 5-ga. Samuti
peab b vdi ¢ jaguma 5-ga. Vaatame koik juhud l&bi.

e Oletame, et d jagub 5-ga. Kuiniitid b jagub 5-ga, siis b—d jagub nii 3-ga
kui ka 5-ga ehk kokku 15-ga. Seega b — d = 15. Kui aga c jagub 5-ga, siis
¢ — d jagub 5-ga ning ¢ — d jagub ka 2-ga, sest ¢ — d ja ¢ + d on sama
paarsusega. Seega ¢ — d jagub 10-ga. Kuna b — d > ¢ — d ja b — d jagub
3-ga, siis b — d = 12. Etaga d = 5, siis jareldub sellest b = 5 + 12 = 17.
Seegaa+b+c+d>a+b>2b=34.

e Oletame, et a jagub 5-ga. Sarnaselt eelmise juhuga ndeme, et a—c = 12
ja juhul, kui ¢ jagub 5-ga, koguni a — ¢ = 15. Arvu (a — ¢) + (b — d)
jaguvuse tottu 6-ga saame, et (@ —c¢) + (b — d) = 18. Kuna ¢ + d on
paaris, siis ¢+ d = 4, sest c+d = 2 annaks ¢ = d = 1, mis pole voimalik.
Seegaa+b=((a-c)+b-d)+(c+d) =18+4=22.

Kui ntitid b jagub 5-ga, siis a + b jagub nii 2-ga kui ka 5-ga ehk kokku
10-ga.Seegaa+ b =30, kusta+b+c+d =30+4 =34.

Kui aga c jagub 5-ga, siis eelneva pohjal a — ¢ = 15. Kuna ¢ = 5,
siis ¢ + d = 6. Vordus ¢ + d = 6 on voimalik vaid juhul ¢ = 5
d =1, kuid sel juhul b-d >3ja(a—c)+(b—-d) > 15+3 = 18.
Jaguvuse tottu 6-ga peab kehtima (a — ¢) + (b — d) = 24, kuid siis
a+b+c+d=((a-c)+b-ad) +2(c+d) =24+2-6 > 34.]Ju-
hul ¢ + d > 6 aga saame paarsuse tottu ¢ + d = 8. Sellest tulenevalt
a+b+c+d=(a-c)+b-ad)+2(c+d) =18+2-8=34.

Kuna kdikidel juhtudel a+ b+ c+d = 34, siis vdiksem summa pole voimalik.

)
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4. (Hdrmel Nestra)

Jukul on kolm tahvlit Sokolaadi, igaiiks massiga 60 g. Esimesel paeval mur-
rab Juku esimese Sokolaaditahvli kolmeks tiikiks, mille massid on mingi arit-
meetilise jada jarjestikused liikmed, ja s66b neist tiikkidest kaks dra. Teisel
pdeval murrab Juku teise Sokolaaditahvli niisama rasketeks tiikkideks na-
gu esimesel pdeval esimese tahvli ja s66b saadud kolmest tiikist kaks &ra.
Kolmandal p4deval murrab Juku kolmanda Sokolaaditahvli niisama rasketeks
tiikkideks nagu eelmistel pdevadel eelmised tahvlid ja s66b saadud kolmest
tiikist kaks dra. Neljandal pdeval s66b Juku &dra koik esimesel kolmel pée-
val jarele jadnud tiikid. Nii s66b Juku koigil neljal pdeval tihepalju Sokolaadi.
Leia Sokolaaditahvli kolmeks tiikiks murdmisel tekkinud suurima tiiki mass.
Vastus: 25 g.

Lahendus 1. Nelja pdevaga so6b Juku kokku 3 tahvlit Sokolaadi, mis on kok-
ku 180 g. See teeb iga pédev 45 g, sest ta s66b koigil pdevadel ithepalju. Olgu
Sokolaaditahvli murdmisel tekkivate tiikkide massid a, a+d ja a+2d gram-
mi; siis a+ (a+d) + (a+2d) = 60 ehk 3a+3d = 60. Soltuvalt sellest, millised
kaks ttikki Juku s66b, kehtib kas a + (a + d) = 45 voi a + (a + 2d) = 45 voi
(a+d)+ (a+2d) = 45; parast lihtsustamist saame vastavalt 2a + d = 45 voi
2a + 2d = 45v6i 2a + 3d = 45. Vaatleme neid kolme juhtu eraldi.

e Olgu 2a + d = 45. Lahutades vorrandististeemi

60,
45

3a + 3d
2a + d

esimesest vorrandist 3-ga korrutatud teise vorrandi, saame —3a = —75
ehk a = 25. Vorrand 2a + d = 45 annab niitid d = —5. Tiikid on seega
massiga 25 g, 20 g ja 15 g, millest raskeim on 25 g.

e Olgu 2a + 2d = 45. Korrutades vorrandisiisteemi

60,

3a + 3d
45

2a + 2d

esimese vorrandi 2-ga ja teise vorrandi 3-ga, saame vorrandite lahuta-
misel 0 = 2-60 — 3-45 = —15. Vastuolu nditab, et see juht pole voimalik.

e Olgu 2a + 3d = 45. Lahutades vorrandisiisteemi

60,

2a + 3d = 45

{3a+3d

esimesest vorrandist teise, saame a = 15. Vorrand 2a + 3d = 45 annab
niiid d = 5. Tiikid on seega massiga 15 g, 20 g ja 25 g, raskeim on 25 g.

Seega kolmest tiikist raskeima mass saab olla ainult 25 g.
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Lahendus 2. Nelja pdevaga soob Juku kokku 3 tahvlit Sokolaadi, mis teeb
180 g. Kuna ta s66b koigil paevadel tihepalju, siis s66b ta iga pdev 45 g So-
kolaadi. Seega jdab igast esimesel kolmel paeval alustatud Sokolaaditahvlist
jarele tiikk massiga 15 g. Kuna Sokolaaditahvli kolmeks jaotamisel tekkivate
tiikkide massid on aritmeetilise jada jarjestikused lilkkmed, siis keskmise tiiki

1
mass on 3 terve tahvli massist ehk 20 g. Kolmanda tiiki mass on jarelikult

25 g. See on ka kolmest tiikist kdige raskem.

. (Hendrik Vija)

Kolmnurga kahe kdrguse pikkused on 3 cm ja 6 cm. Leia koik véimalused,
milline saab olla kolmnurga kolmanda korguse pikkus.

Vastus: kodik pikkused 2 cm ja 6 cm vahel.

Lahendus. Olgu kolmnurga kiiljepikkused a, b, ¢ ning kiilgedele tommatud

korgused vastavalt pikkustega k4, hp, hc; tildisust kitsendamata 4 = 3 cm

28 2§ 28
ja hp = 6 cm. Olgu kolmnurga pindala S.Siisa = —, b= —jac = —,
ha hp hc
kusjuures hy < hp tottu a > b. Kolmnurga kolmas kiiljepikkus ¢ peab ra-

huldama kolmnurgavérratusi a — b < ¢ < a + b ehk

2§ 2§ 2§85 2§ 2§

<—<—+—.
ha hg hc ha hg
Jagades vorratuste pooled suurusega 25, saame samavadrsed vorratused

1 1 1 1 1

< < + —.
ha hg hc ha hp

Siit saame h¢ jaoks tingimused

ehk
hahg hahgp
he >

> nge .
hp — ha ha+ hp
Arvestades, et hy = 3cm ja hg = 6 cm, saame 6 cm > he > 2 cm. Ku-
na kolmnurga kiiljepikkusteks sobivad koik pikkused, mis rahuldavad kolm-
nurgavorratusi, siis on ka koik kolmanda korguse pikkused 2 cm ja 6 cm va-
hel saavutatavad.

. (Hendrik Vija)

Kooli kergejoustikuvoistluste 100 meetri jooksu poolfinaalides osaleb kokku
12 jooksjat. Nad loositakse kolme 4-liikmelisse gruppi, nii et kdik gruppides-
se jagunemise voimalused on vordtdendolised. Seejdrel jookseb iga grupp
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iihe jooksu. Finaali pddseb 4 jooksjat: iga jooksu voitja ja lisaks ka kiireim
koigist neist jooksjatest, kes oma jooksu ei voida. Leia tdenédosus, et finaa-
li padsevad need jooksjad, kes saavad 4 kiireimat aega. (Eeldame, et {ikski
kaks jooksjat ei saa tdpselt sama aega ja et iga jooksja saavutab kindla aja
soltumata grupist, milles ta jookseb.)

32
Vastus: —.
55

Lahendus 1. Paneme tédhele, et see edasipddseja, kes oma jooksu ei voida, on
alati 4 kiireima jooksja hulgas, sest temast kiiremad saavad olla vaid jooksu-
de voitjad, keda on kokku vaid 3. Seega padsevad finaali 4 kiireimat jooksjat
parajasti siis, kui iga jooksu vbitja on 4 kiireima hulgas. See tingimus on aga
samavéadrne sellega, et 4 kiireimat jooksjat jaotuvad kolme jooksu vahel nii-
moodi, et igas jooksus on neid vdhemalt {iks.

Loendame koik gruppidesse jagunemise voimalused. Koiki voimalusi jooks-
jaid tihekaupa gruppidesse jaotada on kokku 12!, aga kuna grupisiseselt ei
ole jooksjate loosimise jdrjestus oluline, siis koigi gruppidesse jagunemisi
12!

on m .

Loendame niitid koik soodsad gruppidesse jagunemise voimalused. Selleks,
et 4 kiirema jooksja hulgast vihemalt iiks oleks igas jooksus esindatud, peab
neid tihes jooksus olema kaks ja kahes tilejaanud jooksus tiks. Voimalusi va-
lida jooks, milles osaleb kaks jooksjat 4 kiireima hulgast, on 3, nende kahe
jooksja valikuks on véimalusi Cﬁ ehk 6 ning 16puks on 2 véimalust tilejaa-
nud kahe jooksja jaotamiseks kahe jooksu vahel. Seega on 4 kiireima jooksja
sobivaks jaotamiseks 3 - 6 - 2 ehk 36 voimalust. Selles jooksus, kus kaks osa-
lejat on 4 kiireima seas, on 2 osalejat {ilejadanud 8 jooksja seast. Kummaski
sellises jooksus, kus vaid iiks osaleja on 4 kiireima seas, on 3 osalejat iilejda-

!

nute seast. Seega on {ilejadnud 8 jooksja gruppidesse jaotamiseks m

voimalust. Seega on koigi jooksjate soodsaid gruppidesse jagunemise voi-
8! 8!
malusi 36 - ——— ehk —.
2!-31-3! 2!
Kuna
S 8l-4l4141  24.24.24 2424 4.8 32
mdy  2-120 2.9-10-11-12° 9-10-11  5-11 55’

32
siis otsitav tbendosus on ITh

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 ndeme, et 4 kiireimat jooksjat paddsevad fi-
naali parajasti siis, kui igas poolfinaaljooksus on neid vdhemalt tiks.

Loendame koik gruppidesse jagunemise voimalused. Jooksjate valimiseks
esimesse jooksu on sz voimalust, seejédrel on jooksjate valimiseks teise
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jooksu Cg voimalust. Sellega on koigi jooksjate jagunemine iiheselt méa-
ratud. Seega on koiki gruppidesse jagunemise voimalusi kokku sz . Cg.

Loendame kdik ebasoodsad gruppidesse jagunemise voimalused ehk need,
kus mones jooksus pole iihtki jooksjat 4 kiireima seast. On 3 voimalust vali-
dajooks, milles pole iihtki jooksjat 4 kiireima seast, seejdrel on nende jooks-
jate valimiseks Cg voimalust ja iilejadnud jooksjate jaotamiseks kahte iile-
jéanud jooksu samuti Cg véimalust. Kokku saame 3 - Cg - Cg voimalust. Siin
on aga topelt arvestatud voimalused, kus kahes jooksus pole iihtki jooksjat
4 kiireima seast. Loendame need voimalused eraldi. Nende kahe jooksu va-
limiseks, kus pole iihtki jooksjat 4 kiireima seast, on 3 voimalust. Jooksjate
jaotamiseks nendesse jooksudesse on Cg voimalust. Sellega on koigi jooks-
jate jaotus liheselt méddratud. Seega voimalusi, kus kahes jooksus pole tihtki
jooksjat 4 kiireima seast, on 3 - Cg. Kokkuvottes on ebasoodsate voimaluste
arv3-Cg-Cg —3-Cg ehk 3-Cg - (Cg — 1).

Kuna koiki gruppidesse jagunemise voimalusi on Cilz-Cél , siis soodsaid grup-
pidesse jagunemise véimalusi on jarelikult C}, - Cg —3- Cg - (Cél —1). Saame

ChCi-3-Ci(G-1) __3-(ci-)

4 7 7
C12 ’ Cs C12
Arvutades leiame
. 8 8-7-6-5
C3 = = =7-2-5=170,

4.4 4-3.21

. 120 12-11-10-9

cl, = = =11-5-9 = 495.
4.8 4-3-2-1

Seega
. 3-(Cg-1) _,_3:69_ 23 32
ci, 495 55 55
mis on ka otsitav tdendosus.

Meéirkus. Kirjutis n! tdhistab koigi positiivsete tdisarvude 1, 2, ..., n korrutist.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor Uldjuhend

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise iildised pohimotted ning seejdrel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipaberilt
viidatud). T66 mustandi arvestamine voi mittearvestamine iilesande lahen-
duse hulka on hindaja otsustada (voi piirkonna hindamiskomisjoni iihine
otsus koigi lilesannete suhtes), kuid see peab toimuma koigis t6ddes iiht-
moodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejaanud
iile sannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mil-
le eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi iiks punkt (st vastavaid punkte
iihe kiisimuse piires ei fule liita). Testitilesannete lahendusi dpilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile vdi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste {ilesannete kohta tuleb esitada tdielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust médda osadeks (etappideks) ning on ndidatud iga
osa eest antav punktide arv (st iihe tilesande eest antava punktisumma saa-
miseks tuleblahenduse erinevate osade eest antud punktid liita).

Mones skeemis on mone etapi kirjelduse all (,, Sealhulgas:“ jarel) alapunkti-
dena vilja toodud konkreetse etapi vdiksemate osade eest antavad punktid
—need ldhevad kiiku juhul, kui lahenduse see etapp on ebatdielik voi vigane
ja selle osa tdispunkte seetdttu ei saa anda. Alamosade punktid tuleb oma-
vahel samuti liita.

3. Ziirii lahendustes ja kdesolevates hindamisjuhistes on iilesannete vastused
esitatud enamasti ainult {ihel, lihtsaimal v6i koige tdendolisemalt esineval
kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sama vastuse
teised moistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna, segaarvu-
na, kimnendmurruna, sonadega vélja kirjutatuna —, seejuures ka osana pi-
kemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgitustega) antud
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vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest iildreeglist, on
eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud iihikutes avaldub. Nditeks kiisimusele ,Kui suur pindala ...?“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte ,120* (kui iilesande tekstis po-
le kasutatud tihikuta pikkusi/pindalasid). Teistes tihikutes véljendatud sa-
ma suurus tuleb lugeda digeks, niiteks vastused , 120 cm?“ja , 1,2 dm?“ on
samavéirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisitud kind-
late tihikute arvu. Nditeks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?“ antud
vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel nagu
kiisimusele ,Mitu karu ... ?“ antud vastused ,,3“ ja ,,3 karu“ (vastus koos lii-
gisonaga). Teistes iithikutes antud vastus tuleb aga lugeda valeks, vastused
,120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole siin samavidrsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult iihe
sellise skeemi jirgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem punkte).

. Enamiku iilesannete korral (v.a testid ja toestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on opilasel lahendatud, kasutades lahenduse
iiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punktide jao-
tust meie pakutud hindamisskeemides.

. Mistahes téieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal juhul
anda maksimumpunktid, sdltumata selle lahenduse pikkusest voi otstarbe-
kusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 22: 2p
. 462
o Antud 6ige vastus taandamata murruna (nt E): Op
2. o Antud dige vastus 33: 2p
3. o Antud 6ige vastus 23 a: 2p
o Antud vastuseks 23 ilma tihikuta: 1p
4. o Antud bige vastus 7: 2p
5. o Antud Gige vastus 225 cm?: 2p
o Antud vastuseks 225 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p
6. o Antud dige vastus 20°: 2p
o Antud vastuseks 20 ilma kraadimargita: 1p
7. o Antud dige vastus 9,5 cm: 2p
o Antud vastuseks 9,5 ilma iihikuta voi vale tihikuga: 1p
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 2: 2p
_. 20160

o Antud 6ige vastus taandamata murruna (nt ): Op
10080

2. o Antud dige vastus 26: 2p

3. o Antud dige vastus 24 a: 2p

o Antud vastuseks 24 ilma tihikuta: 1p

4. o Antud o6ige vastus 19: 2p

5. o Antud Gige vastus 161 cm?: 2p

o Antud vastuseks 161 ilma iihikuta v6i vale tihikuga: 1p

6. o Antud dige vastus 80°: 2p

o Antud vastuseks 80 ilma kraadimargita: 1p

7. o Antud o6ige vastus 40,5 cm: 2p

o Antud vastuseks 40,5 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 20: 2p
o Antud dige vastus taandamata murruna: Op
2. o Antud bige vastus 2: 2p
3. o Antud o6ige vastus 30 a: 2p
o Antud vastuseks 30 ilma tihikuta: 1p
4. o Antud dige vastus 28: 2p
5. o Antud &ige vastus 100°: 2p
o Antud vastuseks 100 ilma kraadimaérgita: 1p
. o, ~ 3
6. o Antud dige vastus 54° (voi En): 2p
o Antud vastuseks 54 ilma kraadimairgita: 1p
7. o Antud dige vastus 417 mm: 2p
o Antud vastuseks 417 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa hindamisjuhised

1
1. o Pdhjendatud, et kollaste kommide arv on gx (kus x on kommi-

de koguarv):
o Jareldatud, et punaste ja kollaste kommide koguarv (voi siniste

jaroheliste kommide koguarv) on Ex:

o Lahendus lopule viidud:
Sealhulgas ziirii lahendusega sarnase lidhenemise korral:

1
e Pohjendatud, et rohelisi komme on —x — 60:

1
e Pohjendatud, et siniseid komme on Ex -90:

* Pohjendatud, et rohelisi komme on 90:
e Nende andmete pdhjal leitud kommide koguarv 450:

Ip

Ip
5p

Ip

Ip
Ip
2p

Kui opilase lahendus ei jargi ametlikku lahendust, vaid leiab (mistahes am-
mendavalt pohjendatud viisil) igat védrvi kommide arvud ja seejiarel nende
arvude summa, siis anda skeemi kolmandas reas ette ndhtud 5 punktist kok-
ku 4 punkti igat varvi kommide arvude leidmise eest ja 1 punkt summa kor-
rektse leidmise eest. Seejuures ei pruugi jaotada 4 punkti vordselt varvide
vahel (4 1 punkt), vaid sarnase mdistliku té6mahuga osade vahel, millest
mones voidakse leida mitut varvi kommide arvud ja mones ainult kasulikke

seoseid.

Ainult dige vastuse (450) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

2. o Leitud suurim imeilus arv 99996 (jadkide abil nagu Ziirii lahen-
duses voi stistemaatilise ldbivaatusega):

o Jareldatud, et otsitav arv pole suurem arvust 98996:

o Ndidatud, et 98990 on suurim imeilus arv, mis pole suurem ar-
vust 98996 (jadkide abil nagu ziirii lahenduses voi siistemaatilise
labivaatusega):

o Pohjendatud, et see arv ongi otsitav:

Ainult 6ige vastuse (98990) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

3. o Leitud valgete tihikruutude arv 24:

o Pohjendatud, et véljaldigatavas kujundis ei saa olla 24 valget
tthikruutu:

73

2p
2p

2p
Ip

Ip

2p



o Toodud niide viljaloikamiseks sobivast kujundist, milles on 11

musta ja 22 valget tihikruutu: 3p
Sealhulgas:
e Viidetud sellise kujundi leidumist ilma pohjendamata: 1p

o Jédreldatud, et suurima véljaldikamiseks sobiva kujundi pindala
on 33: 1p

Ainult 6ige vastuse (33) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

. Anname kaks eraldi skeemi erinevate lahenduste hindamiseks.

Skeem selliste lahenduste jaoks, mille algusjédrgus leitakse tabeli molemat ri-
da korraga kattev periood (Ziirii lahendus 1):
o Margitud, et teise rea arvude viimane number (voi jidk jagamisel
arvuga 10) kordub iga 10 veeru jérel: 2p
o Pohjendatud, et veeru arvude summa viimane number (voi jadk
jagamisel arvuga 10) kordub iga 20 veeru jdrel: 2p
o Ndidatud, et 20 jdrjestikuse veeru seas leidub tdpselt 1 selline,
kus arvude summa viimane number (voi jadk jagamisel arvuga
10) on 0: 1p
o Leitud, et esimese (vdi viimase) 2020 veeru seas leidub 101 sel-
list, kus arvude summa viimane number (voi jadk jagamisel ar-
vuga 10) on 0: 1p
o Pohjendatud, et see on ka kogu tabeli selliste veergude arv: 1p
Kui opilane on kasutanud tsiiklit, mille pikkus on suurem kui 20 (see peab
siis olema arvu 20 kordne), siis hinnata opilase kasutatud tsiikli pikkusele
kohandatud sarnase skeemi jérgi.

Skeem selliste lahenduste jaoks, kus veerud jaotatakse riithmadesse 4 -kaupa
(ziirii lahendus 2):

o Jaotatud veerud 4-kaupa rithmadesse ja pohjendatud, et tihegi

rithma esimese kolme veeru arvude summad ei jagu arvuga 10: 3p
Sealhulgas:

e Pohjendatud, et iga rithma esimese kolme veeru arvude
summad on paaritud: 2p

o Leitud, etrithmades jarjekorranumbriga 2,7, 12, ... esineb veerg,
milles olevate arvude summa jagub arvuga 10, ja teistes mitte: 2p

o Saadud, et esimese 2020 (vdi 2024) veeru seas leidub 101 veergu,
milles olevate arvude summa jagub arvuga 10: 1p
o Pohjendatud, et see on ka kogu tabeli selliste veergude arv: 1p

Kui veerud on jaotatud 4-kaupa rithmadesse, aga mingeid kasulikke samme
ei jargne, siis anda skeemi esimese rea jirgi 0 punkti.

Ainult 6ige vastuse (101) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.
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Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1. Anname kaks eraldi skeemi erinevate lahenduste hindamiseks.

Skeem lahendusele, mis leiab koik numbrid, millega kasutatud tihed asen-

datakse (Ziirii lahendus 1):

o Pdhjendatud, et G =9 ja B = 1 (sh vilistatud vdoimalus, et G = 8
ja E=0):

o Pohjendatud, et F = 4 ja I = 2 (sh vilistatud voimalus, et F = 2
jal=4):

o Jareldatud, et C = 8:

o Pohjendatud, et E = 5 (sh vélistatud kdik muud voimalused):

o Leitud A = 3, D = 6 ja H = 7 ning jireldatud, et 0 jddb
kasutamata:

2p
Ip
Ip
2p

lp

Skeem lahendusele, mis vdlistab koigi numbrite vordumise nulliga (Ziirii la-

hendus 2):
o Vilistatud voimalused A=0,D =0, G =0:
o Vilistatud voimalused F =0, I = 0:
o Vilistatud voimalus C = 0:
o Vilistatud voimalus B = 0:
o Vilistatud voimalus E = 0:
o Vilistatud voimalus H = 0:
o Jareldatud, et 0 jadb kasutamata:
Ainult 6ige vastuse (0) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

2. o Leitud, et tunni jooksul muutub nurk tunni- ja minutiosuti va-
hel 330° vorra (v6i leitud nurga muutus mone muu ajaiihiku
jooksul):

o Pohjendatud, et kui kell nditab 8:25, siis tunni- ja minutiosuti
vaheline nurk on 102,5°:

o Saadud aru, et kuni otsitava ajani nurk muutub 2 - 102,5° ja veel
15° vorra:

o Leitud, et praegusest ajast otsitava ajani kulub 40 minutit (voi g
tundi):

o Leitud kiisitud kellaaeg 9:05:

Ainult 6ige vastuse (9:05) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.
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4.

o Esitatud 20 jdrjestikust naturaalarvu tihe muutuja kaudu (nt
n,n+1,...,n+19):
o Avaldatud nende arvude summa (nt 207 + 190):

o Esitatud véljajdetav arv kujul n + x, kus x on uus muutuja, ja
lahutatud see arv summast:

o Saadud vorrand, mis korrektselt vdljendab eeldust, et jarelejda-
nud arvude summa on 2025, ja see lihtsustatud:

o Leitud 1835 =96-19 + 11:

o Jéareldatud, et x = 8 ja n = 97:

o Leitud kustutatud arv 105:

Ainult dige vastuse (105) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

o Korrektselt avaldatud nurkade BCE, DCE, CDE, ADE ja ks
nurkadest BCD ja D AB mingi iihe ja sama nurga kaudu:

[e]

Koostatud lineaarvorrand, millest saab selle nurga avaldada:
Vorrand lahendatud:

Pohjendatud, et kolmnurk ADE on vordhaarne tipunurgaga E
juures:

Jareldatud, et F on kiilje AD keskpunkt:
o Pohjendatud, et kolmnurga CDF pindala on 12 cm?:

[e]

[e]

o
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Ip
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Ip

Ip
Ip
Ip

Ip
Ip
2p

Ainult dige vastuse (12 cm?) eestilma selgitusteta anda 2 punkti, tthiku puu-
dumise voi vale iihiku korral anda 1 punkt.



Eesti 72. matemaatikaoliimpiaad

29. jaanuar 2025 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Uheselt moistetavalt esitatud moodus panna antud 2024-koha-
lise arvu numbrite vahele vordusmérk ja plussid vastavalt tiles-
ande tingimustele:

o Uheselt maistetavalt esitatud moodus panna antud 2025-koha-
lise arvu numbrite vahele vordusmark ja plussid vastavalt iiles-
ande tingimustele:

3p

4p

Ainult molema osa dige vastuse (jah, jah) eest ilma selgitusteta anda 0 punk-

ti.

2. Anname kaks erinevat skeemi erinevate ldhenemistega to6de hindamiseks.

Skeem lahendustele ruutvérrandi abil (Ziirii lahendus 1):

o Idee vaadelda antud seost ruutvorrandina » suhtes:
o Kirjutatud vélja selle ruutvorrandi lahendid iildkujul (kas iildise
vOi taandatud ruutvorrandi lahendivalemi pohjal):
o Mirgatud, et n tiisarvulisuseks peab 10 — m? olema tiisarvu
ruut:
o Sellest lahtuvalt leitud antud vorrandi koik lahendid:
Sealhulgas:
e Leitud kas kdik voimalikud m vdartused voi iihe m védartuse
korral koik voimalikud n vadrtused:
Skeem juhtude ldbivaatuse kaudu (Ziirii lahendus 2):
o Arvutatud vilja vasaku poole vddrtus n = 0, 1, 2, 3,4, 5, 6 jaoks:
Sealhulgas:
e Arvutatud vilja neist vddrtustest rohkem kui pooled:
o Leitud koik lahendid:
o Ammendavalt pohjendatud, et juhul n > 6 on vasaku poole
vadrtus negatiivne:
Sealhulgas:
e Teisendatud vasak pool kujule, mis holbustab negatiivsuse
pohjendamist (nt 1 — n(n —6)):
o Mainitud, et ruut ei saa olla negatiivne, millest jareldatud, et roh-
kem lahendeid pole:
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3.

4,

Ainult tdieliku oige vastuse ((0,1), (2,3), (4,3), (6,1) suvalises jirjestuses)
eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Kui vastuses on méni dige lahend puudu

voi moni vale lahend lisaks, siis anda 0 punkti.

o Naidatud, et juht, kus kolmnurga A’'B'C’ {ikski nurk pole vordne
kolmnurga ABC vastava nurgaga, pole voimalik:

o Niidatud, et juht, kus tipselt iiks kolmnurga A'B'C’ nurk on
vordne kolmnurga ABC vastava nurgaga, pole voimalik:

o Pdhjendatud sarnasustunnusele viidates, et iilejaddnud juhtudel
on kolmnurgad ABC ja A'B'C’ sarnased:
Sealhulgas:

e Esitatud see vdide ilma sarnasustunnusele viitamata:
Ainult dige vastuse (jah) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

o Viidetud, et kui Anna asendab avakdigul méne numbri 5 numb-
riga 0, siis ta voidab:
o Mairgitud, et pédrast Anna sellist avakdiku on koiki nullist erine-
vaid numbreid paarisarv:
Sealhulgas:
* Esitatud idee vaadelda nullist erinevate numbrite arvude
paarsust voi seda ideed kasutatud:
o Kirjeldatud Anna strateegia kopeerida Berdi viimast kdiku:
o Margitud, et pérast igat sellist kdiku on jélle koiki nullist erine-
vaid numbreid paarisarv:
o Jareldatud, et kdigupuudusse jaib Bert:

Ainult dige vastuse (Anna) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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