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Matemaatika lahtine voistlus

26. september 2026 Noorem riihm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

1 1
. Leia koik sellised positiivsete tdisarvude paarid (x, y), et — + — = —
Xy

Leia koik kahekohalised naturaalarvud, millele liites numbrite jarjekorra
imberpdoéramisel saadava arvu, on tulemuseks mingi tdisarvu ruut.
Juku asub ruudustiku vasakpoolsel alumisel nurgaruudul. Kas Jukul on voi-
malik liikuda parempoolsele iilemisele nurgaruudule niimoodi, et ta ldbib
ruudustiku igat ruutu tédpselt iihe korra, kui

a) ruudustiku mootmed on 2026 x 2026;

b) ruudustiku mé6tmed on 2027 x 20272
Uhe sammuga tohib liikuda ainult naaberruudule iile iihise kiilje ja vahe-
peal ruudustikult lahkumine pole lubatud.
Meil kasutusel olevas kalendris on pdevade arv médaratud jargmiselt.

1) Kui aastaarv ei jagu 4-ga, siis on aastas 365 pédeva.

2) Kui aastaarv jagub 4-ga, kuid mitte 100-ga, siis on aastas 366 pédeva.

3) Kui aastaarv jagub 100-ga, kuid mitte 400-ga, siis on aastas 365 pdeva.

4) Kui aastaarv jagub 400-ga, siis on aastas 366 pédeva.
Leia vdhim positiivne tdisarv n, mille puhul on kindel, et kui votta mista-
hes aasta mistahes kuupiey, siis tdpselt sama kuupdev n aastat hiljem on
olemas ja langeb samale nddalapéevale.

1
67

Punktid D ja E valitakse kolmnurga ABC kiiljel BC nii, et punkt D asub
punktide B ja E vahel. Sirge, mis on risti kiiljega AB ja ldbib punkti D, 16i-
kab kolmnurga ABD iimberringjoont punktis K, K # D. Sirge, mis on risti
kiiljega AC jaldbib punkti E, 16ikab kolmnurga ACE {imberringjoont punk-
tis L, L # E. On teada, et punktid K, A ja L asuvad iihel sirgel.

a) Leia nurga BAC suurus.

b) Téesta, et punktid K, D, E ja L asuvad iihel ringjoonel.
Ringjoonele tuleb paigutada vabalt valitud jirjestuses 75 last. Neist 25 va-
livad kivi, 25 paberi ja 25 kddrid. Parast ringjoonele paigutamist néditavad
koik lapsed korraga oma valikut. Laps loetakse véitjaks, kui ta voidaks mén-
gus ,Kivi-kddrid-paber moélemat oma naabrit ringjoonel. Leia suurim voi-
malik voitjate arv.
Medirkus. Kivi voidab kadrid, kddrid voidavad paberi ja paber voidab kivi.
Rohkem voiduolukordi pole.



Matemaatika lahtine voistlus

26. september 2026 Vanem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Leia koik tdisarvude paarid (a, b), mille korral leidub selline algarv p, et on
rahuldatud vorrandisiisteem

a + b p,
a* + b* = (p-8)(p+4).

Annal on a, Bertal b ja Carolil ¢ eurot, kusjuures 50 = a > b > c ja
a+ b+ ¢ = 100. Uheaegselt annab Anna a% enda rahast Bertale ja a%
Carolile, Berta b% enda rahast Annale ja b% Carolile ning Carol ¢% enda
rahast Annale ja ¢% Bertale. Kellel on niiiid kdige rohkem ja kellel kaige va-
hem raha?

Leia koik positiivsete tdisarvude (Il6pmatud) jadad a,, as, as, . . ., mis rahul-
davad tingimust
nm|a,— an

koigi positiivsete tdisarvude n ja m korral.
Medirkus. Kirjutis x | y tdhistab viidet, et arv x on arvu y tegur.
Toesta, et

1 1 1 1
1(\/I+\/a+2(\/§+ \/§)+3(\/§+ ﬁ)+"'+2026(\/4051+\/4053) <!

Teravnurkses kolmnurgas ABC on kiilg AB lithem kiiljest AC. Kolmnurga
ABC korguste 1dikepunkt on H ja tipu A juures oleva sisenurga poolita-
ja 16ikab kolmnurga ABC {imberringjoont punktis K (K # A). Sirgel BK
voetakse punkt X nii, et 16igud BC ja CX on vordse pikkusega, sirgel CK
aga voetakse punkt Y nii, et Idigud CB ja BY on vordse pikkusega, kusjuu-
res X # B, Y # C. Kolmnurkade CKX ja BKY timberringjooned ldikuvad
punktis P (P # K). Toesta, et sirged AK ja HP on paralleelsed.

Tasandile paigutatakse 2026 tihesuurust ruudukujulist plaati ilma tilekate-
teta. Leia suurim véimalik terve iihise kiiljega plaadipaaride arv.



OTKprTOe copeBHOBaHMe No MmatTemMmaTtTuke

26 ceHTsibps 2026 r. Mnapwas rpynna

Bpewmsi, omsodumoe 0151 pewieHust: 5 4acoe.
Beproe u docmamouHro 060cHo8aHHOoe peuleHue Kadxcooii 3adavu daém 7 6anos.
BcnomozamenvHhble NUCbMeHHble Mamepuaibl ULU INeKMpPOoHHble NPUbOpbL He paspeuierbi.

1.

HaiiTu Bce 1By3HauHble HaTypaJIbHbIE YHCJIA, IPU CI0KEHUH KOTOPBIX C YHUC-
JIOM, TIOJTyY€HHBIM [IPU U3MEHEHUH TTOPsIAKA IIU(P Ha IIPOTUBOTIOJIOKHBIHN, B
pesyJIbTaTe moJIy4aeTcsi KBapar HEKOTOPOTro IIEJI0T0 YUCIa.

IOpa HaxonuTcs B 1eBOM HIKHEH YIVIOBOH KJIETKe CEeTKU. MOYKeT JI1 OH IIPOii-
TH B IIPABYI0 BEPXHIOIO YIVIOBYIO KJIETKY TaK, YTOObI IOOBIBATh B KAXKIOH KJIeT-
Ke CEeTKH POBHO OJIUH pas3, eciiu

a) pasmepsl ceTku — 2026 x 2026;

0) pasmepsl ceTku — 2027 x 20277
3a O[IVH IIar pa3pelnraeTcs IepeXoAnThb TOTBKO B COCETHIO 10 CTOPOHE KJIET-
KY, IPUYEM BBIXOIUTH 3 IIPEIEJIbI CETKU HEJIb351.

B ncronp3yeMoM HaMH KasleHlape YUCI0 JHeH B rofly OIpeiesisieTcsI CIeaylo-
muM 06pas3om.

1) Ecau HOMep rona He AesuTcs Ha 4, To B rogy 365 nHel.

2) Ecsm HoOMep rona nesautcs Ha 4, a He Ha 100, To B rony 366 qHe.

3) Ecsam HoMmep rona nesintcsi Ha 100, a He Ha 400, To B roay 365 gHET.

4) Ecsm HoMep rona nesintcsi Ha 400, To B rony 366 qHeid.

HaiiTi HauMeHblIIee II0JIOXKUTEIBHOE IeJI0e YUCJIO 11 TaKoe, YTO eCJIH B3SITh
JII00YI0 AaTy JII0OOTo ro/la, TO POBHO YEpe3 71 JIET CYIIECTBYET AaTa C TEMH Ke
YHCJIOM U MeCSIeM U OHA IPUXOAUTCS Ha TOT 5KE JAeHb HeIeH.

1
67
Touku D u E BeiOupaorcs Ha cropoHe BC tpeyrosipHuka ABC Tak, 4yTo TOY-
ka D Haxogurcs Mexkay ToukamMu B u E. [IpsMas, nepneHIuKy/IsipHasi CTO-
poHe AB unpoxopsinasi yepe3 TOUKy D, mepecekaeT OIUCaHHYIO OKPYSKHOCTh
TpeyronbHuka ABD B Touke K, K # D. [Ilpsimasi, nepneHIuKy/IsgpHAas CTO-
poHe AC u npoxofsias yepes3 TOUKy E, mepecekaer OMCaHHYIO OKPYKHOCTh
Tpeyrosnbauka ACE B Touke L, L # E.lV3BecTHO, uTo Touku K, A u L jieskat
Ha OTHOU MPSIMOH.

a) Haittu Beuuuny yriia BAC.

6) [lorasate, yTo Touku K, D, E u L jieskat Ha OTHOHN OKPY>KHOCTH.

ITo OKpY?KHOCTH B TPOM3BOJILHOM MOPSIIKE PACCTABJIAIOT 75 nereil. V13 Hux 25
BBIOUPAIOT KaMeHb, 25 — Oymary u 25 — HoKHULBL. [Tocjie pacCTaHOBKU Bce
IIeT OJHOBPEMEHHO MTOKA3BIBAIOT CBOM BHIOOD. PeOEHOK cunTaercst modean-
TeJIeM, ecyid B urpe «KaMeHb, HORHULIB, OymMara» oH mooeans 661 060ux coce-
Iled o okpy>kHOCTU. HaliTn HanboJibIliee BO3MOKHOE YK CJI0 TTOOETUTEITE.
ITpumeuarnue. KameHb mobesk1aeT HOSKHUIII, HOSKHUIIBI ITO0EKIAI0T OyMary,
a Oymara rob6esxaer kKaMeHb. J[pyrUX BEIUTPBIIIHBIX CUTYaI[Ui HET.

1 1
HaiiTy BCce Takue naphl OJI0KUATEJIbHBIX IeJIbIX YA CeJI (X, J), 9T0 — + — =
Xy



OTKprTOe copeBHOBaHMe No MmatTemMmaTtTuke

26 cenTsibpsi 2026 r. Crapwas rpynna

Bpems, omeodumoe 0151 pewieHusi: 5 4acoe.
BepHoe u docmamoyuHo 000CHO8aHHOe peuietue Kaxcdoll 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHhble NUCbMeHHble Mamepuailbl UL IAeKMpoHHble NPUbOpbL He paspeuierbi.

1.

HaiiTy Bce mapsl 1esibIx yuced (a, b), AJis1 KOTOPBIX CYIECTBYET TAKOE POCTOE
YHCJIO P, UTO BBINOJIHAETCA CUCTEMA ypaBHEHU I

a + b p,
a + b =(p-8)(p+4).

VY Anu a,yBapu b, ay Camu ¢ eBpo, npuuém 50 = a > b > cua+b+c = 100.
OpuoBpeMeHHO AHs oTHAaéT a% cBoux aeHer Bape u a% Caie, Bapst otmaér
b% cBoux gener Aue u b% Caine, a Cama orgaér ¢% cBoux meHer Ate u ¢%
Bape. Y koro Tenephb 60JIbIle BCETO U Y KOTO MEHbIIIE BCETO JAeHer?

Haiitu Bce (DeCKOHEYHBIE) IT0CAEI0BATEIbHOCTH d], a2, 43, . . . HOJIOKUTEh-
HBIX I€JIBIX YU CEJI, YIIOBJIETBOPSIOIINE YCIOBUIO

nm| a,— an

TSI BCEX [TOJIOYKUTEJIbHBIX IIeJIBIX YHCEN 1 U 1.
IIpumeuaHue. 3aUCh X | y O3HAYAET, UTO YUCJIO X SIBJISIETCA EIUTEJIEM YHC-
Jay.

JlokasaTb, 4TO

1 1 1 1
1(\/I+\/§)+2(\/§+ \/§)+3(\/§+ \/7)+"'+2026(\/4051+ 4053) <!

B ocTpoyrosbsHoM Tpeyronabauke ABC cropoHa AB kopode ctoposbl AC. BeI-
cotbl TpeyrosibHUKa ABC niepecekatorcsi B Touke H, a GuccekTprca BHyTPEH-
Hero yIJla IIpu BepliuHe A IlepecekaeT ONUCAHHYIO OKPY;KHOCTb TPEYTOIbHU-
ka ABC B Touke K (K # A). Hanpsmoit BK BeiObupaercs Touka X Tak, 4TO
orpe3ku BC u CX paBHOU myuHbI, a Ha npsiMoid CK BeiOupaercs Touka Y
Tak, 4to orpe3ku CB u BY paBHol mymuel, npudém X # B, Y # C. Omm-
ca"Hble OKpykHOCTU TpeyrosibHUKOB CK X u BK'Y nepecekalorcsi IOBTOPHO
B TOouke P (P # K). [lokasarsb, uto npsiMble AK u HP napaJjieJbHbI.

Ha mtockocTu paameniator 2026 onMHAKOBBIX KBAIPATHBIX IVTUTOK 6€3 HaJI0-
skeHn. HaiiTu HanboJiblllee BO3MOKHOE YHMCJIO Tap IJINTOK, UMEMIIUX 00-

IIYIO CTOPOHY.



Open Contest in Mathematics

September 26, 2026 Juniors

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1.

Find all two-digit natural numbers such that adding the number obtained
by reversing its digits results in the square of an integer.
Johnny starts at the bottom-left corner square of a grid of unit squares. Is
it possible for Johnny to move to the top-right corner square while visiting
every square of the grid exactly once, if

a) the grid dimensions are 2026 x 2026;

b) the grid dimensions are 2027 x 2027?
A single move consists of moving to an adjacent square sharing a common
side, and leaving the grid during the process is not allowed.
In the calendar we use, the number of days in a year is determined as fol-
lows:

1) If the year is not divisible by 4, the year has 365 days.

2) If the year is divisible by 4 but not by 100, the year has 366 days.

3) If the year is divisible by 100 but not by 400, the year has 365 days.

4) If the year is divisible by 400, the year has 366 days.
Find the smallest positive integer n such that, for any date in any year, the
exact same date n years later exists and falls on the same day of the week.
Find all pairs of positive integers (x, y) such that i + i = 6_17
Points D and E are chosen on the side BC of triangle ABC such that point
D lies between the points B and E. The line perpendicular to the side AB
passing through point D intersects the circumcircle of triangle ABD at point
K (K # D). The line perpendicular to the side AC passing through point E
intersects the circumcircle of triangle ACE at point L (L # E). It is given
that points K, A, and L are collinear.

a) Find the size of angle BAC.

b) Prove that points K, D, E, and L lie on a circle.
75 children are to be arranged in a circle in an arbitrary order. Of these, 25
choose rock, 25 choose paper, and 25 choose scissors. After being arranged
in the circle, all the children simultaneously reveal their choices. A child is
considered a winner if they would beat both of their neighbors in the game
of "Rock-Paper-Scissors." Find the maximum possible number of winners.
Note. Rock beats scissors, scissors beats paper, and paper beats rock. There
are no other winning situations.



Open Contest in Mathematics

September 26, 2026 Seniors

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1.

Find all pairs of integers (a, b) for which there exists a prime number p such
that the system of equations is satisfied.

p

{ a+ b
(p—8)(p+4)

a’ + b

Anna has a euros, Berta has b euros, and Carol has c euros, with a, b, ¢
such that 50 = a > b > c and a + b + ¢ = 100. Simultaneously, Anna gives
a% of her money to Berta and a% to Carol, Berta gives b% of her money to
Anna and b% to Carol, and Carol gives ¢% of her money to Anna and ¢% to
Berta. Who has the most money now, and who has the least?

Find all (infinite) sequences of positive integers ay, az, as, . . . that satisfy the
condition
nm| a, — an

for all positive integers n and m.

Note. The notation x | y denotes the statement that the number x is a divi-
sor of the number y.

. Prove that
1 1 1 1
+ + +.o..+ <1
1(v1i+v3) 2(V3+v5) 3(V5+V7) 2026 (V4051 + v/4053)
In an acute-angled triangle ABC, side AB is shorter than side AC. Let H

be the orthocenter of triangle ABC, and let the angle bisector of the inte-
rior angle at vertex A intersect the circumcircle of triangle ABC at point K
(K # A). A point X is chosen on the line BK such that the segments BC
and CX are equal in length, and a point Y is chosen on the line CK such
that the segments CB and BY are equal in length, with X # Band Y # C.
The circumcircles of triangles CKX and BKY intersect at point P (P # K).
Prove that the lines AK and HP are parallel.

2026 identical square tiles are placed on a plane without overlapping. Find
the maximum possible number of pairs of tiles sharing a full side.



Matemaatika lahtine voistlus

26. september 2026 Noorem riihm

Lahendused

1. (Artur Avameri)

Leia koéik kahekohalised naturaalarvud, millele liites numbrite jérjekorra
imberpdoéramisel saadava arvu, on tulemuseks mingi tdisarvu ruut.

Vastus: 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92.

Lahendus. Olgu otsitava arvu kiimneliste number A ja iiheliste number B.
Siis arv ise on 10A + B, numbrite jarjekorra timberpddramisel aga tekib arv
10B + A. Nende arvude liitmisel saame (10A + B)+(10B + A) ehk 11A+11B,
mille saab esitada korrutisena 11 (A + B). Jarelikult jagub see summa 11-ga.
Kuna 11 on algaryv, siis selleks, et see summa saaks olla tdisarvu ruut, peab
ka A+ B sisaldama tegurit 11. Samas on A+ B kindlasti positiivne ja ei iileta
arvu 9+9 ehk 18. Seega ainus vdoimalus on A+ B = 11, kust leiame v6imalu-
sed 29, 38, 47, 56, 65, 74, 83 ja 92. Koik sellised arvud rahuldavad tilesande
tingimusi, kuna arvu ja numbrite jarjekorra imberpdoramisel saadava arvu
summa on alati 11 - 11 ehk 112,

2. (Lukas Miiiirsepp)
Juku asub ruudustiku vasakpoolsel alumisel nurgaruudul. Kas Jukul on voi-

malik liikuda parempoolsele iilemisele nurgaruudule niimoodi, et ta 1dbib
ruudustiku igat ruutu tépselt tihe korra, kui

a) ruudustiku moé6tmed on 2026 x 2026;
b) ruudustiku m66tmed on 2027 x 20272
Uhe sammuga tohib liikuda ainult naaberruudule iile iihise kiilje ja vahe-
peal ruudustikult lahkumine pole lubatud.
Vastus: a) ei; b) jah.
Lahendus.

a) Varvime ruudustiku malemustris niimoodi, et vasak alumine nurgaruut
on must (joonis 1). Siis on ka parem iilemine nurgaruut must. Kéigi ruu-
tude kiilastamiseks on Jukul vaja teha 2026-2026 -1 sammu, mis on paa-
ritu arv. Kuna igal sammul vahetub ruudu vérv, saab Juku lopetada vaid
valgel ruudul. Seega Jukul pole voimalik kirjeldatud viisil parempoolsele
tilemisele nurgaruudule jéuda.



e
=T

Joonis 1 Joonis 2

b) Liikugu Juku m66da alumist rida paremale kuni parempoolse nurga-
ruuduni, seejarel moodda jargmist rida vasakule kuni vasakpoolse otsa-
ni, siis mddda jargmist rida paremale kuni parempoolse otsani jne (joo-
nis 2). Niimoodi labib Juku kéigis paaritu numbriga ridades kdik ruudud
vasakult paremale ja paarisnumbriga ridades kdik ruudud paremalt va-
sakule. Kuna iilemine rida on paaritu numbriga, 16petab Juku parem-
poolsel iilemisel nurgaruudul nagu vaja.

. (Toomas Tennisberg)

Meil kasutusel olevas kalendris on pdevade arv méddratud jargmiselt.
1) Kui aastaarv ei jagu 4-ga, siis on aastas 365 pdeva.
2) Kui aastaarv jagub 4-ga, kuid mitte 100-ga, siis on aastas 366 pdeva.
3) Kui aastaarv jagub 100-ga, kuid mitte 400-ga, siis on aastas 365 pdeva.
4) Kui aastaarv jagub 400-ga, siis on aastas 366 pédeva.

Leia vahim positiivne tdisarv n, mille puhul on kindel, et kui votta mista-
hes aasta mistahes kuupiey, siis tédpselt sama kuupdev n aastat hiljem on
olemas ja langeb samale nddalapéevale.

Vastus: 400.

Lahendus. Olgu n tingimusi rahuldav positiivne tdisarv.

Oletame, et n ei jagu 4-ga. Valime suvalise liigaasta a; siis a jagub 4-ga.
Samas a + n ei jagu 4-ga, mistottu a + n pole liigaasta. Seega 29. veebruar
on aastas a, kuid mitte aastas a+ n, vastuolu. Jarelikult n peab jaguma 4-ga.
Oletame, et n jagub 4-ga, kuid ei jagu 100-ga. Valime aasta a nii, et a + n
jagub 100-ga, kuid mitte 400-ga; siis a+n pole liigaasta. Samas a jagub 4-ga,
kuid mitte 100-ga, mistottu a on liigaasta. Seega 29. veebruar on aastas a,
kuid mitte aastas a + n, vastuolu. Jarelikult n peab jaguma 100-ga.



Oletame viimaks, et n jagub 100-ga, kuid ei jagu 400-ga. Valime aasta a,
mis jagub 400-ga; siis a on liigaasta. Samas a + n jagub 100-ga, kuid mitte
400-ga, mistottu a + n pole liigaasta. Seega 29. veebruar on aastas a, kuid
mitte aastas a + n, vastuolu. Jarelikult n peab jaguma 400-ga.

Niitame, et vdhim 400-ga jaguv positiivne tdisarv ehk 400 rahuldab tin-
gimusi. Esiteks mérkame, et mistahes aasta a korral annavad arvud a ja
a + 400 sama jaagi jagamisel nii 4-ga, 100-ga kui ka 400-ga. Seega kas a
ja a + 400 on molemad liigaastad voi pole neist kumbki liigaasta. Teiseks

400 400 400
leiame, et liigaastaid on 400 aasta kestel — — — + —— ehk 97. Seega
4 100 400

on 400 aastas kokku 400 - 365 + 97 ehk 146097 pédeva. Kuna see arv jagub
7-ga, on 400 aastas tdisarv nddalaid. Seega langeb sama kuupidev 400 aastat
hiljem alati samale nddalapdevale.

. (Lukas Miiiirsepp)

1 1 1
Leia koik sellised positiivsete tdisarvude paarid (x, y), et T + ; =87
Vastus: (68,4556), (134, 134), (4556, 68).
Lahendus 1. Korrutades antud vorrandi pooled suurusega 67xy, saame pa-
rast liikmete viimist iihele poole ja sobivat timberjdrjestamist vorrandi

Xy —67x—-67y =0.

Liites veel molemale poole 672, saame vorrandi x y—-67x—-67y+ 67% = 672,
mille vasaku poole tegurdamisel tekib vérrand

(x — 67)(y — 67) = 67°.

Kuna 67 on algarv, siis 672 ainsad positiivsed tegurid on 1, 67 ja 67°. Siit
leiame arvu 672 kuus esitust kahe tdisarvu korrutisena: 1 - 672, 67 - 67 ja
6721 ning (-1) - (-67%), (—67) - (-67) ja (=67%) - (~1). Kolmes viimases esi-
tuses on igaiihes vdhemalt iiks tegur —67 voi vdiksem, aga kui x — 67 < —67
vOoi y — 67 < —67, siis vastavalt x < 0 v6i y < 0, mis on vastuolus tiles-
ande tingimusega. Seega jadvad sdelale kolm esimest esitust, kus mdlemad
tegurid on positiivsed. Vaatame need kolm juhtu tikshaaval 14dbi:
e kui x—67 = 1ja y—67 = 672, siis x = 1+67 = 68 ja y = 67> + 67 = 4556;
e kui x - 67 =y—-67=67,siis x =y =67+ 67 = 134;
o kui x—67 = 67° ja y—67 = 1, siis x = 67° +67 = 4556 ja y = 1 +67 = 68.
Lahendus 2. Olgu x = ad, y = bd, kus d = SUT(x, y). Siis a ja b on iihis-
1

tegurita. Asendades antud vorrandisse, saame — + — = —. Korrutades
ad bd 67

molemad pooled arvuga 67abd, saame 67a + 67b = abd ehk
67 (a+ b) = abd. 1)

10



Seega a ja b on molemad arvu 67 (a + b) tegurid. Aga kuna arv a on {iihis-
tegurita arvuga b, siis on arv a ihistegurita ka arvuga a + b. Samamoodi
ndeme, et arv b on tihistegurita arvuga a + b. Seega peavad arvud a ja b
olema arvu 67 tegurid. Kuna 67 on algarv, siiskas a = b =1vo6i aja bon 1
ja 67 emmas-kummas jarjestuses. Vaatame koik kolm juhtu labi:
e Kui a = b =1, siis vordusest (1) saame d = 67 -2 = 134. Seega x = 134
jay =134.
e Kui a = 1ja b = 67, siis vordusest (1) saame 67d = 67 - 68, mis annab
d = 68. Seega x = 68 ja y = 67 - 68 = 4556.
e Juht, kus a = 67 ja b = 1, on eelmisega siimmeetriline ja annab
x = 4556, y = 68.
Kokkuvottes sobivad parajasti paarid (134, 134), (68,4556) ja (4556, 68).

1 1 1 - 67
Lahendus 3. Antud vorrandist saame — = — — — = x—, kust omakorda
y 67 x 67x
y(x —67) =67x. (2)

Saadud vorrandi parem pool 67x jagub 67-ga. Seega ka vasak pool y(x —67)
jagub 67-ga. Kuna aga 67 on algary, siis jareldub sellest, et kas y voi x — 67
jagub 67-ga. Kui arv x — 67 jagub 67-ga, siis ka arv x jagub 67-ga. Jareli-
kult x v6i y jagub 67-ga. Kuna algne vorrand on x ja y suhtes simmeetri-
line, voime iildisust kitsendamata eeldada, et x jagub 67-ga ehk x = 67x’,
kus x' on mingi positiivne tdisarv. Asendades selle vorrandisse (2), saame
y (67x' — 67) = 67 - 67x', milles poolte ldbijagamine 67-ga annab

y(x'-1)=67x" ®)

Vérrand (3) niitab, et arv 67x’ jagub arvuga x' — 1. Kuna aga arvud x’ ja
x' — 1 on iihistegurita, siis peab arvuga x’ — 1 jaguma 67. Algarvulisuse tdttu
on vaid kaks voimalust, kas x' — 1 = 1 vdi x’ — 1 = 67, arvestades, et arvu x’
positiivsuse téttu ei saa arv x" — 1 olla negatiivne. Kui x' — 1 = 1, siis x’ = 2,
kust x = 2- 67 = 134. Vorrandist (2) saame y - 67 = 67 - 134, kust y = 134.
Kui x' — 1 = 67, siis x' = 68, kust x = 68 - 67 = 4556. Vorrandist (2) saame
y - 672 = 67% - 68 ehk y = 68. Lisaks leitud lahenditele on veel ka siimmeet-
riline lahend x = 68, y = 4556.

. (Aleksei Ganyukov, Kirill Tselovalnikov)

Punktid D ja E valitakse kolmnurga ABC kiiljel BC nii, et punkt D asub
punktide B ja E vahel. Sirge, mis on risti kiiljega AB ja ldbib punkti D, 16i-
kab kolmnurga ABD timberringjoont punktis K, K # D. Sirge, mis on risti
kiiljega AC jalabib punkti E, 16ikab kolmnurga ACE timberringjoont punk-
tis L, L # E. On teada, et punktid K, A ja L asuvad iihel sirgel.

a) Leia nurga BAC suurus.
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b) Toesta, et punktid K, D, E ja L asuvad iihel ringjoonel.

Lahendus. Tahistame /BAC = a, ZCBA = B ja LZACB = v (joonis 3).
Kolmnurga ABD {imberringjoone kaarele AD toetuvatest piirdenurkadest
saame /DKA = /DBA = ZCBA = fB.Kuna KD L AB, siis seega
/KAB = 90° — ZDKA = 90° — f. Analoogselt saame ZALE = 7y ja
ZCAL=90° —y.

Kui punktid K, A ja L on iihel sirgel, siis /ZKAB+ /BAC+/ZCAL = 180° ehk
(90° — B)+a+(90° — y) = 180°, kust @ = f+y. Kolmnurga ABC sisenurkade
summast aga @ = 180° — (f + y). Jarelikult § + y = 180° — (B +y), kust
B+7y=90°

Joonis 3

a) Eelneva pohjal saame a = 180° — ( + y) = 180° — 90° = 90°.
b) Kasutades kolmnurga ABD timberringjoone kaarele KB toetuvaid piir-
denurki, saame

ZEDK =180° — ZKDB = 180° - ZKAB = 180° — (90° — ) = 90° + .
Kasutades aga punktide K, A ja L asendit iihel sirgel, saame

/KLE = ZALE = y.
Kokkuvéttes ZEDK + ZKLE = 90° + f + vy = 90° + 90° = 180°, mis

tdhendabki, et punktid K, D, E ja L on iihel ringjoonel.

6. (Andres Alumets)

Ringjoonele tuleb paigutada vabalt valitud jirjestuses 75 last. Neist 25 va-
livad kivi, 25 paberi ja 25 kddrid. Parast ringjoonele paigutamist nditavad
koik lapsed korraga oma valikut. Laps loetakse vditjaks, kui ta voidaks mén-
gus ,Kivi-kddrid-paber mélemat oma naabrit ringjoonel. Leia suurim voi-
malik vbitjate arv.
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Medrkus. Kivi voidab kédadrid, kddrid voidavad paberi ja paber voidab kivi.
Rohkem vbiduolukordi pole.

Vastus: 36.

Lahendus. Igast kahest korvuti paiknevast lapsest saab tilimalt iiks olla voit-
ja. Kui leiduks 37 vditjat, siis peaks leiduma ka 37 kaotajat, kes paiknevad
ringjoonel voitjate vahel. Kuna 75—37—37 = 1, siis {ilimalt iihes kohas saaks
olla kaks kaotajat jérjest. Jarelikult peaks leiduma jargnevus 37 vaitjast va-
heldumisi 36 kaotajaga. Kuna iga valik voidab tédpselt iiht valikut ja kaotab
samuti tdpselt iihele, siis peaks koigil voitjatel olema sama valik ja ka koigil
kaotajatel sama valik. See aga ei klapi tilesandes antud arvudega. Seega peab
suurim voimalik vditjate arv olema vdiksem kui 37.

Niitame, et 36 voitjat on voimalik. Selleks paigutame lapsed ringjoonele
kolmes 25-liikmelises rithmas: iihes valitakse vaheldumisi 13 paberit ja 12
kadri, teises vaheldumisi 13 kédri ja 12 kivi ning kolmandas vaheldumisi 13
kivi ja 12 paberit. Igas rithmas on konstruktsiooni péhjal voitjad need 12
last, kelle valik on rithmas vihemuses. Seega on kokku 3 - 12 ehk 36 vaditjat.
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Matemaatika lahtine voistlus

26. september 2026 Vanem rithm

Lahendused

1. (Birgit Veldi)

Leia koik tdisarvude paarid (a, b), mille korral leidub selline algarv p, et on
rahuldatud vorrandisiisteem

a+ b b,
a + b =(p-8)(p+4).

Vastus: (6,7), (7,6).

Lahendus 1. Asendades p esimesest vorrandist teise, saame

a+b* = (a+b-8(a+b+4) =
a’*+ab+4a+ab+b*>+4b—8a—8b—32 =
= a® +2ab - 4a+ b* - 4b - 32.

Koondades sarnased liikmed ja jagades vorrandi pooled 2-ga, saame siit
ab—-2a-2b-16 = 0. Liites mdlemale poole 20, saame ab—2a—-2b+4 = 20,
mis vasaku poole tegurdamisel omandab kuju

(a-2)(b-2)=20.

Arvu 20 esitused kahe tdisarvu korrutisena on 1-20, 2-10 ja 4-5, samad kor-
rutised teguritega vastupidises jarjestuses ning kdik need korrutised miinus-
margiga tegurite ees. Kuna algse siisteemi esimese vorrandi poéhjalon a + b
algarv, mis on positiivne, siis vdhemalt iiks arvudest a ja b peab olema po-
sitiivne. Seega saavad tegurid a — 2 ja b — 2 olla negatiivsed vaid tingimusel,
et iiks neist teguritest on —1 ja teine jarelikult —20. Siis aga peaksid a ja b
olema —18 ja 1, mille summa pole positiivne. Seega vaib eeldada, et a — 2 ja
b — 2 on positiivsed. Jdrgnevast tabelis vaatame 14bi koik voimalused:

a-2|/1 2 4 5 1020
b-2(2010 5 4 2 1
a+b|25 16 13 13 16 25

Nédeme, et a + b on algarv ainult juhul a — 2 = 4,b — 2 = 5 ja juhul
a-2=5b-2=4ehkkuia=6b="7jakuia=7b=6.
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Lahendus 2. Kuna teise vorrandi vasak pool a? + b* on mittenegatiivne, peab
mittenegatiivne olema ka parem pool (p — 8)(p + 4). Kuna p on algarv ja
seetOttu positiivne, on ka tegur p + 4 positiivne, mistéttu mittenegatiivse
korrutise saamiseks peab teine tegur p —8 olema mittenegatiivne ehk p = 8.
Algarvulisuse tottu p = 11.

Tostes siisteemi esimese vorrandi pooled ruutu, saame a? + 2ab + b* = p?.
Sellest vorrandist algse siisteemi teise vorrandi lahutamine annab meile
2ab=p* - (p-8)(p—-4) =4p +32, kust

ab =2p + 16. 4)

Kuna algne vorrandisiisteem on a ja b suhtes siimmeetriline, saame {iildi-

. .. a+b
sust kitsendamata eeldada, et a < b. Siis b =

, mis algse siisteemi
1
esimese vorrandi valguses annab b = Ep. Kui oletada lisaks, et a = 7, saak-
1 7
sime ab = 7 - Ep =3 p. Vorduse (4) tottu tekib niisiis p suhtes vorratus

7 3 32
2p +16 = Ep, kust Ep < 16jap < 5 < 11, vastuolu. Seega a < 6 ning
kuna b peab olema positiivne ja vorduse (4) parem pool on positiivne, siis
ka a peab olema positiivne.

Asendades p esialgse slisteemi esimesest vorrandist vordusse (4), saame
ab=2(a+b)+16 =2a+2b+ 16, kust

(a—2)b=2a+16. (5)

Kuna b on positiivne ja a positiivsuse tottu ka 2a + 16 on positiivne, siis ka
a — 2 on positiivne ehk a = 3. Vaatame 14dbi koik soelale jaddnud voimalused,
leides b vordusest (5) ja p esialgse siisteemi esimesest vorrandist:

al3 4 5 6
21287

2 25 L
2516 413

b
p

Nédeme, et p on algarv ainult juhul @ = 6,b = 7. Seega tingimusele a < b
vastab ainsana lahend (6, 7). Simmeetria tottu sobib lahendiks ka (7, 6).
Lahendus 3. Esimesest vorrandist saame b = p — a. Asendades selle tei-
se vorrandisse, saame a* + (p — a)z = (p-8)(p +4), kust pérast sulgude
avamist, sarnaste liikkmete koondamist ja poolte jagamist 2-ga jddb jérele
a* — ap = —2p — 16. Viies liikkmed, milles esineb tegur p, paremale ja iile-
jadnud vasakule, saame péarast tegurdamist

a+16=(a—-2)p. (6)
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Kuna a? on mittenegatiivne ja 16 positiivne, on vorduse (6) vasak pool posi-

tiivne. Seega on positiivne ka parem pool, mis p > 0 t6ttu annab a — 2 > 0.
Nagu lahenduses 1 saame vorduse (6) ja jareldame, et a — 2 > 0.

Kuna algne vorrandisiisteem on a ja b suhtes siimmeetriline, saame {ildi-
sust kitsendamata eeldada, et a < b. Siis algse siisteemi esimese vorrandi
pohjal 2a < p. Vérdusest (6) saame niitid a’>+16= (a-2)-2aehk

a’>—4a-16<0.

Ruutvorrand a — 4a — 16 = 0 annab lahenditeks a = 2 + V20, seega nendes
punktides muudab vorratus mérki. Kuna nende vahel (niiteks kohal a = 0)
vorratus kehtib, siis piisab kontrollida tdisarve a < 2 + V20 < 7, kusjuures
eelnevast juba teame, et a > 2. Vaatame ldbi koik sdelale jadnud juhud ja
avaldame p seosest (6):

al3 4 5 6

p|2516 & 13

Néeme, et p on algarv ainult juhul @ = 6 ja b = 13 -6 —7. Seega tingimusele
a < b vastab ainsana lahend (6, 7). Stimmeetria t6ttu sobib lahendiks ka
(7,6).

. (Hendrik Vija, Hdrmel Nestra)

Annal on a, Bertal b ja Carolil ¢ eurot, kusjuures 50 = a > b > c ja
a+ b+ ¢ = 100. Uheaegselt annab Anna a% enda rahast Bertale ja a%
Carolile, Berta b% enda rahast Annale ja b% Carolile ning Carol ¢% enda
rahast Annale ja c¢% Bertale. Kellel on niitid koige rohkem ja kellel koige va-
hem raha?

Vastus: koige rohkem Carolil, kdige vdhem Annal.

2a b
Lahendus. Anna annab &ra 100 a eurot ning saab Bertalt 100 b eurot ja

2a? b? c?

Carolilt <. ¢ eurot. Kokku on tal 16puks seega a — — + — + —— ehk
100 100 100 100
(@ + b? + ¢?) - (3a® — 100q) . 3
100 eurot. Analoogselt ndeme, et Bertal on 16puks
(@* + b* + ¢*) - (3b* — 100D) | . (@ +b*+ ¢*) - (3¢ - 100¢)
100 ja Carolil 100 eurot.

Ulesande lahendamiseks piisab niiiid uurida arvude 3a® - 100a, 3b*> — 100b
ja 3¢% — 100¢ omavahelist suurusvahekorda, sest iilejadnud osa Anna, Ber-
ta ja Caroli varanduslikku seisu néditavast avaldisest on neil sama. Arvude
3a® —100a ja 3b* — 100b suurusvahekord on sama nagu arvudel 3a* —3b? ja
100a — 100b, ehk teisiti vdljendudes arvudel 3 (a — b) (a + b) ja 100 (a — b).
Kuna a > b, on nende arvude suurusvahekord sama mis arvudel 3 (a + b) ja
100. Eeldustest 50 = a > b > cja a+b+c = 100 aga tuleneb a+b = 50. Seega
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3 (a + b) = 150 > 100, mis eelneva pohjal niitab, et 3a*>—100a > 3b* —100b.
Analoogselt leiame, et 3b% — 100b > 3¢ — 100c. Jarelikult

(a® + b* + ¢?) - (3a* = 100a)  (a® + b* + ¢*) — (3b* — 100D)
< <

100 100
. (a® + b* + ¢*) — (3¢* - 100¢)

100

)

millest tulenevalt on l6pus koige rohkem raha Carolil ja kdige vdhem Annal.

Mcirkus 1. Voib tunduda ahvatlev vorreldavad arvud 3a® — 100a, 3b% — 100b
ja 3¢%—100c tegurdada kujule a (3a — 100), b (3b — 100) ja c (3¢ — 100) ning
sellest, et a > b > c, jareldada 3a — 100 > 3b — 100 > 3¢ — 100 ja tihtlasi
a(3a—100) > b (3b—100) > ¢ (3c — 100). Viimane samm on aga korrektne
ainult juhul, kui 3a — 100, 3b — 100 ja 3¢ — 100 on positiivsed. Ulesande
tingimused siiski nende arvude positiivsust ei taga. Niiteks voib algul olla
Annal 35, Bertal 33 ja Carolil 32 eurot, siis on nii 3b — 100 kui ka 3¢ — 100
negatiivsed.

Kui tilesande tekstis puuduks tingimus a + b + ¢ = 100, siis saaks tekkida ka
teisi jarjestusi. Olgu nditeks b = 20 ja ¢ = 10 (a voib valida suvaliselt nii, et
iilesande muud tingimused kehtiksid). Siis b (3b — 100) = 20 - (—40) = —800
ja c(3c—100) =10 - (=70) = =700 ehk b (3b — 100) < ¢ (3¢ — 100), olgugi et
b>c.

Midirkus 2. Lahenduse esimeses 16igus kasutati Anna varanduslikku seisu vl-
jendava murru teisendamiseks trikki liita ja lahutada lugejas a’ (Berta ja
Caroli puhul vastavalt b* ja c?). Selle mate oli jargnevaid vordlusi lihtsus-
tada, eraldades kaigi murdude lugejates iihise osa a® + b* + ¢. Ulesande
lahendamiseks seda trikki tingimata vaja kasutada ei ole, selle asemel saab
Anna, Berta ja Caroli uued eurode arvud kohe omavahel korvutada ja liht-
sustada avaldised vordluste kdigus.

. (Kirill Tselovalnikov)
Leia koik positiivsete tdisarvude (Il6pmatud) jadad a,, as, as, . . ., mis rahul-
davad tingimust

nm|a, - an
koigi positiivsete tdisarvude n ja m korral.
Meéirkus. Kirjutis x | y tdhistab viidet, et arv x on arvu y tegur.
Vastus: kdik konstantsed jadad.
Lahendus 1. Nditame, et rahuldamaks antud jaguvustingimust, peab jada
olema konstantne. Selleks votame suvalised positiivsed tédisarvud n ja m
ning nditame, et a, = a, ehk a, — a, = 0. Selleks on omakorda piisav
ndidata, et a, — a,; jagub iga positiivse tdisarvuga, sest nullist erinevad téis-
arvud ei saa jaguda I6pmata paljude tdisarvudega.
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Olgu niisiis s suvaline positiivne tdisarv ja néditame, et s | a, — a,,. Vottes
iilesande tingimuses m = s, saame ns | a, — as, millest omakorda jareldub

s|an - as. @)
Vottes aga iilesande tingimuses n = s, saame sm | a5 — a,,, millest jareldub

s|as—ap. 8)
Liites seosed (7) ja (8), saame

S| ay — am,

mida oligi vaja.

Teisalt on lihtne kontrollida, et kdik konstantsed jadad tGepoolest rahulda-
vad antud seost.

Lahendus 2. Pannes antud jaguvustingimuses n asemele a,, saame
apm| agq, — am,
millest omakorda jareldub, et
an | ag, — am 9

koigi positiivsete tdisarvude n ja m korral. Pannes seoses (9) m asemele n,
saame ay | aq, — an. Kuna a, | ay, siis jareldub sellest

an | aa, (10)
iga positiivse tdisarvu n korral. Seosed (9) ja (10) koos aga annavad
an | am

koigi positiivsete tdisarvude n ja m korral. Seega jada koik liikkmed jaguvad
vastastikku tiksteisega. Kuna need véddrtused on positiivsed tdisarvud, siis
jada on konstantne ehk leidub selline positiivne tdisarv c, et

anp=c

iga positiivse tdisarvu n korral. On lihtne veenduda, et koik konstantsed
jadad tdepoolest rahuldavad antud seost.
. (Artur Bentsa)
Toesta, et
1 1 1 1
+ + +...+ <1
1(V1i+v3) 2(V3+V5) 3(V5+V7) 2026 (V4051 + V/4053)
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Lahendus. Teisendame igat liidetavat eraldi. Nimetaja vabastamisega irrat-
sionaalsusest saame

1 ) VIn+1-VIn—1 )
n(V2Zn—-1+v2n+1) n(V2n+1+v2n—-1)(vV2n+1-v2n-1)
V2n+1-v2n-1
T a@n+D-@n-1)
 VanF1-van—1
2n

Niitid paneme tdhele, et

V2n+1-v2n-1 V2n+1-v2n-1 -
2n B 4n2

v2n+1l—-+v2n-1
van? -1
v2n+1l—-+v2n-1

v2n+1-v2n-1
1 1

V2n—-1 vV2n+1l

Jarelikult

1 1 1 1
1(Vi+V3) +2(\/§+\/§) +3(\/§+\/?) +"'+2026(\/4051+ 4053)

<

11 11 11 1 1)
vi v3l \\»3 va8) \vs vzl 7 \Vaost vaos3)
- % - \/41)53 =1 \/4253 <b

5. (Bronislav Shatil)

Teravnurkses kolmnurgas ABC on kiilg AB lithem kiiljest AC. Kolmnurga
ABC korguste ldikepunkt on H ja tipu A juures oleva sisenurga poolita-
ja l1oikab kolmnurga ABC timberringjoont punktis K (K # A). Sirgel BK
voetakse punkt X nii, et 16igud BC ja CX on vordse pikkusega, sirgel CK
aga voetakse punkt Y nii, et 16igud CB ja BY on vordse pikkusega, kusjuu-
res X # B, Y # C. Kolmnurkade CKX ja BKY timberringjooned 16ikuvad
punktis P (P # K). Toesta, et sirged AK ja HP on paralleelsed.

Lahendus 1. Olgu /BAC = a, ZCBA = fja ZACB = y. Olgu kolmnurga
ABC tippudest A, B ja C tdmmatud korguste aluspunktid vastavalt D, E
ja F (joonis 4).
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Joonis 4 Joonis 5

Néitame esmalt, et BHCP on kdodlnelinurk. Uhelt poolt saame
ZBHD =90° - ZDBH = 90° — ZCBE = 90° — (90° — ZECB) = ZECB =y

ja analoogiliselt /DHC = §, millest kokkuvéttes /BHC =y + 8 = 180° — a.
Teisalt (joonis 5) saame kolmnurga CKX timberringjoone samale kaare-
le toetuvatest piirdenurkadest ZCPK = ZCXK = ZCXB, kolmnurga
ABC iuimberringjoone samale kaarele toetuvatest piirdenurkadest saame
aga /KAC = ZKBC = ZXBC. Kuna |BC| = |CX]|, siis ZCXB = ZXBC,

1 1
nii et ZCPK = ZKAC = Ea. Analoogiliselt saame /KPB = Ea, kust kok-

1 1
kuvottes /CPB = /CPK + /KPB = Ea + Ea = a. Jarelikult

/BHC + ZCPB =180° - a + a = 180°,
mis tdhendabki, et BHCP on kddlnelinurk (joonis 6).
Teiseks nditame, et /ZHAK = ZKPH. Toepoolest,

1
/HAK = /BAK - /BAH = ZBAK = ZBAD = a - (90° - B).

Kasutades aga nelinurga BHCP iimberringjoone samale kaarele toetuvaid

1
piirdenurki ja eelnevalt tdestatud vordust ZKPB = —a, ndeme, et

/KPH = /KPB-/HPB=/KPB-/HCB = /KPB—- /FCB =

= %a—(QO"—,B).
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Joonis 6 Joonis 7

Jarelikult /HAK = Z/KPH.

Kolmandaks toestame, et AH | KP. Kuna AH L BC, piisab ndidata, et
KP 1 BC.Kuna ZBAK = ZKAC, on kolmnurga ABC iimberringjoone
kaared BK ja KC ja iihtlasi vastavad koolud vordsed, mistéttu K asub kiilje
BC keskristsirgel (joonis 7). Punktid B ja C on kiilje BC keskristsirge suhtes
simmeetrilised, jarelikult on kiilje BC keskristsirge suhtes stimmeetrilised
ka punktid X ja Y ning tihtlasi ka kolmnurkade CKX ja BKY {imberring-
jooned. Seega asub nende ringjoonte 16ikepunkt P kiilje BC keskristsirgel,
millest ndhtubki, et KP L BC.

Kuna /ZHAK = ZKPH ja AH || KP, siis AK | HP, mida oligi tarvis tdesta-
da.

1
Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 leiame, et /ZBHC = 180°—a ja ZCPK = 7%

kus @ = ZBAC, ja tdestame, et AH | KP. Ulesande lahendamiseks piisab
niitid ndidata, et |AH| = |KP|, sest siis saab jiareldada, et AHPK on rdé6pkii-
lik ja tema vastaskiiljed AK ja HP on paralleelsed.

Niitamaks vordust |[AH| = |KP|, olgu A, H' ja P’ vastavalt punktide A,
H ja P peegeldused sirgest BC (joonis 8). Simmeetriale tuginedes saame
vordused

ZCH'B = ZBHC =180° - a,

1
/BP'C = /CPB=2/CPK=2- Eoc =a.

Seega asuvad punktid H' ja P’ kolmnurga ABC iimberringjoonel. Kuna
AH 1 BC ja KP L BC, asuvad punktid A, H ja H' iihel sirgel ning
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A p
Joonis 8 Joonis 9

K, P ja P’ samuti iihel sirgel. Seega AH' ja P'K on kolmnurga ABC {im-
berringjoone kaks paralleelset koolu. Jarelikult on AH'KP' vordhaarne tra-
pets, kust saame ZAP'K = /P'KH’. Siimmeetria tdttu sirge BC suhtes on
aga ka AA'PP’ vordhaarne trapets, millest tulenevalt ZAP'P = /P'PA’,
Kuna ZAP'K = ZAP'P, saame kokkuvottes /P'KH = /P'PA’. Seega
H'K | A’P. Kuna samas H'A’ | KP, on H'A'PK roépkiilik, millest tule-
nevalt |H' A’| = |KP|. Siimmeetria tottu sirge BC suhtes aga |AH| = |H'A'|.
Kokkuvottes olemegi téestanud, et |AH| = |KP|.

Lahendus 3. Nagu lahenduses 1 tdhistame nurgad «, § ja y, tdhistame
korguste aluspunktid D, E ja F ning tGestame vordused /BHD = vy ja
/ZBHC =180° — a.

Olgu Q punkt, kus ldikuvad kolmnurga BCX tipust C tommatud korguse
ja kolmnurga CBY tipust B tommatud korguse pikendused (joonis 9). Ku-

1 1
na /XBC = /KBC = /KAC = Ea, siis ZBCQ = 90° — Ea.Analoog-
1
selt leiame ZQBC = 90° — Ea, mis nditab, et |[BQ| = |CQ|. Arvutame ka

/CQB =180° -2 (90° - %a) = a. Koos vordusega /BHC = 180° — « tule-
neb sellest, et BHCQ on kddlnelinurk (joonis 10).

Kasutades nelinurga BHCQ timberringjoone samale kaarele toetuvaid piir-
denurki, saame /DHQ = /ZBHQ-/ZBHD = /BCQ-ZBHD = 90°—%a—y.
Samas /DAK = /DAC-ZKAC =90°—y— %a. Jarelikult /DHQ = Z/DAK,
mis nditab, et HQ || AK.
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Joonis 10 Joonis 11

Ulesande lahendamiseks jaddb veel toestada, et P = Q. Kuna BK L CQ ja
CK L BQ, on K kolmnurga BCQ korguste ldikepunkt (joonis 11). Vordhaar-
se kolmnurga tipunurgast tommatud korgus poolitab tipunurga, mistéttu

1
ZCQK = ZKQB = Ea. Samas ka ZCXK = ZCXB = ZXBC = ZKBC = %

ja /KYB = /CYB = /BCY = /BCK = % Seega /CXK = /CQK ja

ZKYB = ZKQB, mis nditab, et Q asub kolmnurkade CKX ja BKY {imber-
ringjoontel. See néitabki, et P = Q.

1
Lahendus 4. Nagu lahenduses 1 leiame, et ZCPK = Ea, kus ¢ = ZBAC,

ja toestame, et KP on kiilje BC keskristsirge, millest tulenevalt AH || KP.
Ulesande lahendamiseks piisab niiiid ndidata, et |AH| = |K P, sest siis saab
jareldada, et AHPK on réopkiilik ja tema vastaskiiljed AK ja HP on paral-
leelsed.

Olgu niiiid H” punkti H peegeldus sirgest AB (joonis 12); tuntud fakti poh-
jal asub punkt H” kolmnurga ABC iimberringjoonel. Kuna |AH"| = |AH]|,
piisab meil ndidata, et |AH"| = |KP|. Kuna kolmnurkades ACK ja PCK on

- | L
kiilje CK vastasnurk sama suurusega 3 «a, siis siinusteoreemi pdhjal on nen-

de kolmnurkade {imberringjoonte raadiused vordsed. Seega AH" ja KP on
koolud vordsete raadiustega ringjoontes, mistdttu nende vordsuseks piisab
niidata, et neile toetuvad piirdenurgad on vérdsed ehk ZACH" = ZKCP.

Selleks mirkame iihelt poolt, et ZACH" = ZACH = 90° — a. Teiselt
1
poolt, kolmnurgas CKP kehtib ZCPK = za ning kuna siimmeetria tottu
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Joonis 12

360° — (180° — 1
/PKC = /BKP, siis ZPKC = % =90° + Ea. Siit saame, et

1
ZKCP =180° - Ea -

1
90° + Ea) = 90° — a. Kokkuvdttes ongi ndidatud, et
/ACH" = ZKCP.

Lahendus 5. Nagu lahenduses 1 leiame, et /CPB = «a, kus a = ZBAC,
toestame, et punktid X ja Y on sirge KP suhtes siimmeetrilised, ning
veendume, et AH | KP. Ulesande lahendamiseks piisab niiiid niidata, et
|AH| = |KP|, sest siis saab jareldada, et AHPK on r66pkiilik ja tema vastas-
kiiljed AK ja HP on paralleelsed.

Stimmeetria ning kolmnurga BK'Y timberringjoone vordsetele kaartele toe-
tuvate piirdenurkade péhjal kehtib /KXP = ZPYK = ZBPK (joonis 13).
Seega asub punkt P 16igu BX keskristsirgel. Kuivord ka punkt C asub ldigu
BX keskristsirgel, on sirged CP ja BX risti. Analoogiliselt ndeme, et sirged
BP ja CY onristi. See aga tdhendab, et sirgete BX ja CY l6ikepunkt K on
kolmnurga PBC korguste 16ikepunkt.

Kuna kolmnurkades ABC ja PBC on kiilje BC vastasnurk sama suuruse-
ga a, on nende kolmnurkade iimberringjoonte raadiused siinusteoreemi
pohjal vérdsed. Olgu O kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt, O
kolmnurga BCP iimberringjoone keskpunkt ning M kiilje BC keskpunkt
(joonis 14). Raadiuste vordsuse pohjal |OB| = |OC| = |0'C| = |0'B|, mistot-
tu ka kolmnurgad OBC ja O'BC on vérdsed. Jérelikult on ka vastavad kor-
gused vordsed ehk |OM| = |OM'|. Tuntud fakti poéhjal aga |AH| = 2|OM]| ja
analoogiliselt |KP| = 2|0' M|. Kokkuvdttes |AH| = |KP|.
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Joonis 13 Joonis 14

Meirkus 1. Lahenduses 4 kasutasime kolmnurga ABC jakiilje AB jaoks jarg-
mist tuntud fakti: kolmnurga koérguste loikepunkti peegeldus kiiljest asub
iimberringjoonel. See fakt on lahenduses 2 moddaminnes dra tdestatud
kolmnurga ABC jakiilje BC jaoks.

Lahenduse 5 eelviimases lauses kasutasime kaks korda jargmist samuti tun-
tud fakti: kolmnurga tipu kaugus korguste loikepunktist vordub kahekord-
se vastaskiilje keskpunkti ja timberringjoone keskpunkti vahelise kaugusega.
Ka seda on lihtne t6estada. Kasutame selleks lahenduste 1 ja 5 tdhistusi. Esi-
teks mérkame, et

/ZHAC - ZOAC =
1
ZHAC - [90° — EZCOA) =

ZHAC - (90° — ZCBA) =
(90° —y) - (90° - p) =
=p-r

ZHAO

Lahenduses 5 tehtust selgub, et kolmnurkade ABC ja PBC {imberringjoo-
ned on teineteise peegeldused sirgest BC. Eelmise tuntud fakti pohjal asub
punkt H' kolmnurga ABC iimberringjoonel. Kasutades siimmeetriat koos
selle faktiga, saame

/00'H = /MO'H=/H'OM = /H'OC - ZMOC =
1

/H'OC - E4Boc =2/H'AC - /BAC =

2(90°-y)-a=180°-2y—a=f-vy.
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Kokkuvottes ZHAO = Z00'H. Kuna AH || OO/, siis jireldub sellest, et ka
AO | HO', mistdttu AOO' H on rédpkiilik. Seega |AH| = |00/ = 2|OM].

Mdirkus 2. Kirjutisega || tdhistame 16igu / pikkust.

. (Andres Alumets)

Tasandile paigutatakse 2026 iihesuurust ruudukujulist plaati ilma tilekate-
teta. Leia suurim voimalik terve tihise kiiljega plaadipaaride arv.

Vastus: 3961.

Lahendus. Nimetame sidusaks tiikiks plaatide hulga sellist paigutust, kus
hulga iga plaadi pealt saab iile tervete iihiste servade liikuda iga tilejadnud
plaadi peale selles hulgas. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et koik
plaadid katavad tédpselt Iopmatu ruudustiku iihikruute, sest vajadusel saa-
me plaate voi nende sidusaid tiikke poorata ja timber tosta nii, et terve iihise
kiiljega plaadipaaride arv ei muutu.

Tdhistagu s vaadeldava paigutuse iihise kiiljega plaadipaaride arvu. Olgu
veel r vaadeldava paigutuse holmatavate plaadiridade arvja v veergude arv
(ridades ja veergudes ei pruugi kodik kohad olla tdidetud). Vahemalt 2 dér-
mist plaadikiilge igas holmatavas reas, nagu ka 2 dédrmist plaadikiilge igas
holmatavas veerus, ei ole kahe plaadi tihiseks kiiljeks. Kokku on 2026-4 plaa-
dikiilge, millest eelneva pohjal vihemalt 2 (r + v) plaadikiilge ei ole iihegi
kahe plaadi jaoks iihised. Seega iilimalt 2026 - 4 — 2 (r + v) plaadikiilge on
mingi kahe plaadi jaoks tihised. Teisalt on igas terve tihise kiiljega plaadipaa-
ris koos 2 plaadikiilge, mistottu selliseid plaadikiilgi, mis on mingile kahele
plaadile tihised, on kokku 2s. Kokkuvottes 2s < 2026 - 4 — 2 (r + v) ehk

§<2026-2—-(r+v)=4052~-(r+v).

Kuid aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratusest tulene-

= y/rv. Kuna r rea ja v veeru sisse peab mahtuma 2026 plaati,

siis rv = 2026. Seega kokkuvottes

r+v=2yrv=2v2026 >2-45 =90,

mistottu r + v = 91. Seega s < 4052 — 91 = 3961.

Paigutades 2025 plaati 45 x 45 ruudustikuna ja lisades 46-nda veeru iilemis-
se ritta veel tihe plaadi, saavutame leitud tilempiiri. Toepoolest, vertikaalse
tihise kiiljega plaadipaare on 1 - 45 + 44 - 44 ja horisontaalse {ihise kiiljega
plaadipaare 45-44. Kokku on iihise kiiljega plaadipaare 1-45+44-44+45-44
ehk 44 - 44 + 45 - 45 ehk 3961.
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