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Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Noorem riihm

Lahendamisaega on 5 tundi.

Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Palun vormista erinevate tilesannete lahendused eraldi lehtedele!

1. Jiiri kirjutab tahvlile moned jarjestikused tdisarvud. On teada, et neid on
rohkem kui iiks ja vdhim neist on suurem kui 2. Mari kirjutab tahvlile sa-
mapalju jérjestikusi tdisarve, kusjuures vihim neist on 1. Kas on voimalik,
et Juiri kirjutatud arvude korrutise ja Mari kirjutatud arvude korrutise jagatis
on mingi tdisarvu ruut?

2. Juku varvib ruudustikus méotmetega 10 x 15 tdpselt 30 tihikruutu mustaks.
Miku katab seejdrel tépselt 4 rida ja 4 veergu kinni. Kas Jukul on vérvitavate
ruutude valikuga voimalik tagada, et 10puks jadb vdhemalt 10 musta iihik-
ruutu nihtavale?

p- p+1

1.
ja

3. Leia koik algarvud p, mille korral ka on algarvud.
4. Leia avaldise
! + ! + ! +...+ ! + !
1_)2 2 2 3 )2 20182 2019)2
() +1 (mm) +1 (mm) +1 ()7 +1 (F9) +1
vadrtus.

5. Ringjoon c keskpunktiga A ldbib korrapérase viisnurga ABCDE tippe B
ja E. Sirge BC loikub ringjoonega c teistkordselt punktis F. Tdesta, et sir-
ged DE ja EF onristi.

6. On antud m x m ruudustik, mille 27 erinevat tihikruutu on margitud rin-
gikesega (2n < m?). Juku soovib iihendada need 2n ringikest n joonega
omavahel paaridesse nii, et kehtivad jargmised tingimused.

1) Igajoon algab mingist ringikesest ja Il6peb mingis teises ringikeses.

2) Igakaks iihikruutu, mida iiks ja sama joon ldbib vahetult teineteise jérel,
omavad {iihist kiilge.

3) Ukski kaks joont (sealhulgas nende otspunktid) ei l4bi sama tihikruutu.
4) Ukski joon ei ldbi sama {ihikruutu mitu korda.

Tdesta, et joonte poolt ldbitud tihikruutude arvude summa on kas alati paa-
ris voi alati paaritu, sdltumata sellest, kuidas Juku ringikesi tihendab.



Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Vanem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.

Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

Palun vormista erinevate tilesannete lahendused eraldi lehtedele!

1.

Ruudustikus moodtmetega 3 x 3 kirjutatakse igasse ruutu erinev positiivne
tdisarv nii, et igas reas ja igas veerus on tiks arv tilejadnud kahe arvu summa.
Leia vdhim vdimalik ruudustikku kirjutatud arvude kogusumma.

Leia koik reaalarvud x, mis rahuldavad tingimust

(x+ 1* +x—1 . (x+1)?
(x-13 16 2x-1°

Leia vorrandi x° + 3xy + y* = 2019 kaik tiisarvulised lahendid.
Olgu n positiivne tdisarv. Reaalarvud ay, ay, . .., az,, rahuldavad jargmisi tin-
gimusi.

1) Igai=1,2,...,2n-1korral 0 < a;4; — a; < 1.

2) Arvude ay, ay, ..., az, imardamisel 1dhima tdisarvuni (kahest jérjesti-
kusest tdisarvust vordsel kaugusel olev arv iimardatakse tiles) saadakse
erinevad positiivsed tdisarvud.

Arvud a1, ay, ..., az, paigutatakse n hariliku murru lugejateks ja nimetaja-

~ n
teks. Toesta, et saadud murdude summa on suurem kui 1

Ringjoon ¢ keskpunktiga A ldbib korrapéarase viisnurga ABCDE tippe B
ja E. Sirge BC loikub ringjoonega c teistkordselt punktis F. Punkt G ring-
joonel c valitakse nii, et |FB| = |FG| ja B # G. Toesta, et sirged AB, EF ja
DG 16ikuvad iihes punktis.

Vanaisal seisab p66ningul 16plik arv tiihje priigikaste. Iga priigikast on ku-
jult risttahukas, mille mdotmed on tdisarvud. Uhe priigikasti saab dra visata
teise priigikasti, kui nende priigikastide mootmed saab seada vastavusse sel-
liselt, et esimese priigikasti mdotmed on teise priigikasti vastavatest moot-
metest vidiksemad. Vanaisa tahab ruumi sddstmiseks voimalikult palju prii-
gikaste dra visata. Tal on selleks jairgmine plaan: kuni leidub veel priigikaste,
mida saab monda teise priigikasti visata, valida véimalikult suur arv prii-
gikaste, mille saab jérjest iiksteise sisse dra visata (esimene teise, teine kol-
mandasse jne), seejdrel korrata sama tegevust iilejadnud priigikastide seas
jne. Kas voib kindel olla, et tulemusena on niipalju priigikaste dra visatud kui
voimalik, kui on teada, et igal sammul on vabade priigikastide seas voima-
likult suurearvulise iiksteise sisse dravisatava priigikastide hulga valimiseks
tdpselt iiks voimalus ning {ikski priigikast ei mahuta endasse mitut priigi-
kasti, kui need omakorda pole iiksteise sisse asetatud?



OTkpbITOE cCOpeBHOBaHME MO MaTeMaTuke

28 ceHTsibpst 2019 r. Mnapgwas rpynna

Bpems, omeodumoe 0151 peulerusi: 5 4acos.

Bephoe u docmamouro 060cHo8aHHoe pewlerue Kaxcootl 3adauu 0aém 7 6annos.
BcnomozamenvHble NUCLMeHHbLe MATepUaLbl UL INeKIMPOHHbLe NPUOOPbL He paspeuieHbl.
Toorcanyiicma, opopmasiiime peuieHus: pasHovlx 3a0aHuil Ha 0MoensbHbIX AUCmKEax!

1.

IOpa 3amuchiBaeT Ha JOCKe HEKOTOPbIE MOAPS] UAyIIue 1esible yucua. 13-
BECTHO, YTO UX 0OJIbIIIE OJJHOTO, 1 HaMeHbIIlee U3 HUX 0oJibIle yeM 2. Ma-
111a 3aIIMChIBAET Ha JOCKE CTOJIBKO SKe MOPA]] UYIINX [IeJIbIX YU eI, IPUYEM
HauMeHbIIIee N3 HUX paBHO 1. BO3M0OKHO Jiv1, YTOOBI YacCTHOE OT JIeJIEHUsI ITPO-
U3BeeHNsI BCeX 3anrcanHbIx KOpoit urces Ha TTIpOU3BeieHNE BCeX 3amCcaH-
HbBIX Mallei 4mces1 0Ka3asoCh KBaparoM KaKOT0-TO I[eJI0r0 YKuca?

Ha ksieruarom nosie 10 x 15 Iletsa sakpamuBaeT poBHO 30 KJI€TOK YEPHBIM.
3arem Mullla HaKpbIBaeT HeIIPO3payHoil OymMaroil poBHO 4 cTpOKHU U 4 CT0JIO-
na. Mosket jiu IleTst BBIOpaTh 3akpalluBaeMble KIETKU TaK, YTOOBI B KOHIlE
KOHIIOB IO KpatiiHelt Mepe 10 4€pHBIX KJIE€TOK TapaHTUPOBAHHO OCTAJINCH BH-
OUMBIMH?

-1 +1
HaiiTu Bce POCThIE YKCIA P, TIPU KOTOPBIX TAKIKE P ul SIBJISIIOTCSI
MIPOCTHIMH.
HaliTu 3HaYeHMe BhIPAsKEeHUS
! + ! + ! Fo+ ! + !
1 )2 2 2 3 )2 20182 201912 ’
(3om9) +1 (mm) +1 () +1 (52)7+1 (5) +1

OKpy>KHOCTB € C IEHTPOM B TOYKe A IPOXOAUT uyepes BeplIUHbl B u E mnpa-
BUJIbHOTO nATUYrosbHUKa ABCDE. Ilpsamaa BC nepecekaeT OKPYsKHOCTb C
BTOpOI1 pa3 B Touke F. Jlokasars, uro ipsiMmble DE u EF nieprieHAUKYJISAPHBI.

JlaHO KRJIeT4aToe 1moJie 1 X 11, B KOTOPOM 271 PAa3JINYHBIX KIE€TOK IIOMEYEeHbI
Kpy>KOUKaMu (21 < m?). Kouis xo4er COEJIMHUTB 3TU 271 KPYKOUKOB B ITIAPHI C
TIOMOIIBIO 71 IMHUH TaK, YTOOBI BHITOTHSIUCE CJIEAYIONINE YCIOBUS.
1) Kasknasa uHUA HauMHAETCAd B KaKOM-TO KPY’sKOYKe M 3aKaHYMBaeTcsd B
KaKOM-TO JIPYyTOM KPYsKOYKe.

2) Kaxaple ABe KJIETKH, Yepe3 KOTOPble HEIIOCPEICTBEHHO APYT 3a JPyrom
IIPOXOJUT OJHA U Ta Ke JIMHUS, UMeIOT 0OIIYI0 CTOPOHY.

3) Hukaxue 1Be JUHUHU (B TOM YMCJIE U UX KOHIIBI) He IIPOXOJAT Yepes OfHY
U Ty 5K€ KJIETKY.

4) Hu onHa IMHUA HE IIPOXOIUT Yepe3 OIHY U Ty sKe KJIETKY HECKOJIbKO pas.
Jlokasarb, YTO CyMMa KOJIMYECTB NPOHAeHHBIX INHUSIMH KJIETOK OymeT Ju00
BCerga Y6THOM MO0 Bcerma HeYETHOM, HE3aBUCUMO OT TOTO, Kak Ko 006-
€IMHUT KPYKOUYKH.



OTkpbITOE cCOpeBHOBaHME MO MaTeMaTuke

28 ceHTsibpst 2019 r. Crapwas rpynna

Bpemsi, omeodumoe 05 peuleHusi: 5 uacoe.

BepHnoe u docmamouno 0bocHo8aHHOe peulerue kadxcooil sadavu daém 7 6annos.
BcnomozamenvHule NUCbMeHHble MAMePUATbL UL INeKMPOHHbIe NPUOOPbL He Pa3peuieHbi.
Hoorcanyticma, opopmasitime peuileHus: pasHulx 3a0anuil Ha 0moesbHbLX AUCMEAxX!

1.

B kjeTyarom noJsie paamepamu 3 x 3 3aIMCHIBAIOT B KAKIYIO KJIETKY pas3jiny-
HOE TI0JIOKUTEJTbHOE 11eJI0€ YUCJIO TaK, YTO B KAKION CTPOKE U B KAKIOM
CTOJIOIE OTHO U3 YHCEJI SIBJISIETCSI CYMMOM IBYX OCTQ/IHHBIX. HaliTh HanMeHb-
1110 BO3MOJKHYIO CYMMY BCeX 4HCeJI, 3allCaHHbIX B KJIETYaTOM I10JIe.

(x+1*

x-1 o (x+D)?
(x-1)3

16 = 2(x-1)

HaiiTu Bce y/10BJI€TBOPSIOIIE YCIOBUIO + e ICTBUTE -
HbIE YUCJIa X.

HatiTu Bce 11€/104MCIeHHbIE PellleHUs YpaBHEHUA 2+ 3xy + y?’ =2019.
Ilyctb n — NOJOKUTEJbHOE Iejoe uucsiao. JledcTBUTeIbHBIE YHCIA
ay, az, ..., dz; YAOBJIETBOPSIOT CJIEAYIONIUM YCIOBUAM:

1) Tpukakaom i = 1,2,...,2n — 1 Bemmosnsiercsa 0 < a;; — a; < 1.

2) Tlpu OKpYIJIEHHU YUCEeJ aj, dp, ..., d2; 10 OJIMPKAMIIEro 1eJ/oro 4yucia
(4rcJ10, paBHOYJAJIEHHOE OT JBYX OJIMSKANIINX 11eJIbIX YHCeJI, OKPYIVIAIOT
BBEpX) II0JIYYaoT pa3InyHble II0JI0KUTEe/IbHbIE IlesIble YHCIa.

Yucna ay, ay, . .., Az, CTaBAT YUCIUTEISIMU ¥ 3SHAMEHATEJISIMU 11 OOBIKHOBEH-
HBIX Ipo6eii. Jlokasark, 4TO CyMMa MOJTy4eHHBIX IPoGeii GoIbIre, 4em 7 .
OKpYsKHOCTBh C C IIeHTpOM A IPOXOAUT uepe3 BeplIMHbI B 1 E npaBUIbHO-
ro nartuyronbHuka ABCDE. Ilpsamasa BC nepecekaeT OKPY>KHOCTb ¢ BTOPOM
pas B Touke F. Touky G Ha OKpPY’KHOCTH € BBIOMPAIOT Tak, uto |FB| = |FG|, a
B # G. lokasarts, uto npsimble AB, EF n DG niepecekanTcs B OJHON TOYKe.
Ha uepjake y 1eIyllIKA CTOUT KOHEYHOE YHCJIO IyCThIX KOP3WH. Kakaast kop-
3MHA 110 CBOEH (hopMe sIBJIsIeTCs MPSIMOYTOJIbHBIM ITapaJijiesenuIie oM, pas-
Mepbl KOTOPOro — IieJible yncia. OHy KOP3UHY MOSKHO CIIPATATh B IPYTYIO,
€CJIA UX pa3Mepbl MOYKHO IIOCTAaBUTh B COOTBETCTBHUE TAKUM 00pa3oM, UTO pas-
MepBbI ITepBO KOP3MHBI MEHbIIIe COOTBETCTBYIOIINX Pa3MepOB BTOPOI KOp-
3UHBIL. J[eAyIIKa X04eT I/ 9KOHOMUU MeCTa CIPSATaTh KaK MOKHO OoJiblile
KOpP3uH. JIJIs1 9TOTO Yy HETO TaKOU IJIaH: IIOKA eIlé HaWJETCA KOP3UHaA, KOTO-
PYIO MOKHO CIIPATaTh B KAKyIO-TO APYTYI0 KOP3WHY, BIOpaTh HauboJbIIee
BO3MO’KHOE YHCJI0O KOP3UH, KOTOPble MOKHO O[PS CIPATATh IPYyr B JIpy-
ra (IlepByI0 BO BTOPYIO, BTOPYIO B TPEThIO U T.JI.), 3aTeM IIOBTOPUTH 3TO Jieii-
CTBUE JIJIsI BCEX OCTABIINXCS KOP3UH U T.1I. MOKHO J11 OBITh YBEPEHHBIM, YTO,
IefICTBYS TAaKUM 00pa3oM, yAacTCs CIPATATh MaKCUMaJIbHO BO3MOKHOE YHC-
JIO KOP3WH, ECJIM U3BECTHO, YTO HAa KaKJOM IIIare eCTb POBHO OJTHA BO3MO3K-
HOCTB BBIOpATh N3 CBOOOAHBIX KOP3WH HAaNOOJIbIIIee KOJTUIECTBO TAKUX, KO-
TOpBIE MOKHO CIIPATATh IPYT B APYTa, @ HA OJJHAa KOP3MHA He BMelllaeT B ce0s
HECKOJIbKO KOP3WH, €CJIM OHU B CBOIO O4Yepeib He CIIPATaHbI IPYT B Jpyra?



Open Contest in Mathematics

September 28, 2019 Juniors

Working time: 5 hours.

A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

Please write the solution of only one problem on each sheet of paper!

1.

George writes on blackboard some consecutive integers. It is known that
the total number of these integers is greater than one and the least of them
is greater than 2. Mary writes on blackboard consecutive integers, too, with
the same total number of them as George, but the least of them equals 1.
Is it possible that the product of the integers written by George divided by
the product of the integers written by Mary is equal to the square of some
integer?

. Johnny paints exactly 30 unit squares of a 10 x 15 table black. After that,

Mickey covers up exactly 4 rows and 4 columns. Can Johnny ensure by the
choice of the squares to be coloured that at least 10 black unit squares are
left uncovered?

-1 +1
P2 andp

Find all prime numbers p such that are prime numbers,

too.
Find the value of the expression

1 1 1 1 1
—+ —+ —— .+ —+ —
(mm) +1 (@w) +1 (zm) +1 (3287 +1 (%) +1

A circle ¢ with centre A passes through the vertices B and E of a regular
pentagon ABCDE. The line BC intersects the circle ¢ the second time at
point F. Prove that lines DE and EF are perpendicular.

Given is an m x m table with 2n distinct unit squares marked with a ring
(2n < m?). Johnny wishes to connect these 2n rings into pairs using n (pos-
sibly curved) lines in such a way that the following conditions hold:

1) Each line begins from some ring and ends in some other ring;

2) Every two unit squares visited by the same line one after another have a
common side;

3) No two lines (including their endpoints) visit a common unit square;
4) No line visits the same unit square more than once.

Prove that the sum of the numbers of unit squares visited by the lines is ei-
ther always even or always odd, no matter of how Johnny draws the lines.



Open Contest in Mathematics

September 28, 2019 Seniors

Working time: 5 hours.

A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

Please write the solution of only one problem on each sheet of paper!

1.

One writes distinct positive integers into the cells of a 3 x 3 table in such a
way that, in each row and in each column, one number equals the sum of
the other two numbers. Find the least possible total sum of the numbers
written into the table.
(x+D* x-1_ (x+1)?

+ = .
(x-=1)3 16 2(x-1)
Find all integral solutions of the equation x> + 3xy + y* = 2019.
Let n be a positive integer. Real numbers ay, ay, .. ., az, satisfy the following
conditions:

1) Foreveryi=1,2,...,2n—1,onehas0< a;;; —a; < 1;

2) When rounding the numbers ay, ay, ..., az, to the closest integer (num-
bers equidistant from two closest integers are rounded up), one obtains
distinct positive integers.

Numbers ay, ay, ..., az, are placed as the numerators and denominators of

Find all real numbers x such that

n
n fractions. Prove that the sum of the obtained fractions is greater than 1

A circle ¢ with centre A passes through the vertices B and E of a regular
pentagon ABCDE. The line BC intersects the circle ¢ the second time at
point F. Point G on the circle c is chosen in such a way that FB = FG and
B # G. Prove that the lines AB, EF and DG meet in a common point.
Grandpa has a finite number of empty dustbins in his attic. Each dustbin
is a rectangular parallelepiped with integral side lengths. A dustbin can be
thrown away into another dustbin iff the side lengths of these dustbins can
be set into one-to-one correspondence in such a way that the side lengths
of the first dustbin are less than the corresponding side lengths of the other
dustbin. For saving space, grandpa wants to throw away as many dustbins as
possible. He has the following plan: while there exist yet some dustbins that
can be thrown into each other, find the longest chain of such dustbins (i.e.,
the first throwable into the second, the second throwable into the third etc.)
and throw all of them except the largest one sequentially into the next one,
then do the same with remaining dustbins, etc. Is it necessarily true that as
many dustbins as possible will be thrown away as the result of this process,
if it is known that at each step there is a unique way of choosing the longest
chain of dustbins throwable into each other among the free dustbins and no
dustbin is large enough to contain two other dustbins unless they have been
placed into one another?



Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Noorem riihm

Lahendused

1. Vastus:jah.

Niiteks 2 jdrjestikuse tdisarvu korrutise 8 - 9 ja 2 esimese positiivse tdisarvu
korrutise 1 - 2 jagatis 36 on tdisarvu 6 ruut.

Midrkus. Sama tdisarvu ruudu saab, jagades 7 jarjestikuse tdisarvu korrutise
3-4.-5-6-7-8-9korrutisegal-2-3-4-5-6-7.
2. Vastus:jah.

Juku saab vérvida 30 iithikruutu nii, et igas reas on varvitud 3 ja igas veerus
2 {ithikruutu (joonis 1). Kuidas niitid Miku ka ei valiks 4 rida ja 4 veergu, on
neis kokku iilimalt 4 - 3 + 4 - 2 ehk 20 védrvitud tthikruutu. Jarelikult vihemalt
30 — 20 ehk 10 vérvitud tihikruutu jagb katmata.

3. Vastus: 7ja1l.

+1
Lahendus 1. Olgu q = P2 jar = p4 ; siis saame p = 4r — 1 ja

4r -2
q= r2 = 2r — 1. Vaatame l4bi koik jadgid, mis r saab anda jagamisel

3-ga.

e Kui arvu r jadk 3-ga jagamisel on 1, siis arvu 4r — 1 jadk 3-ga jagades
on 0 ehk 4r — 1 jagub 3-ga. Seega p = 3. Siis aga r = 1, mis pole algarv.
Jérelikult see juht pole voimalik.

e Kui arvu r jadk 3-ga jagamisel on 2, siis arvu 2r — 1 jadk 3-ga jagades
on 0 ehk 2r — 1 jagub 3-ga. Seega g = 3, kust r = 2 ja p = 7. Koik kolm
on toesti algarvud.

[ 1]

L]

Joonis 1



e Kui arvu r jadk 3-ga jagamisel on 0, siis r = 3. Siis g = 5ja p = 11, mis
samuti on algarvud.
Kokkuvottes saab p olla kas 7 voi 11.
Lahendus 2. Kolmest jarjestikusest tdisarvust p — 1, p ja p + 1 iiks jagub
3-ga. Jagamine 2-ga voi 4-ga ei muuda jaguvust 3-ga, sest 2 ja 4 on 3-ga
p-1 p+1
4

iihistegurita. Seega ka arvudest p, ,ja iiks jagub 3-ga. Kui tegu
on algarvudega, peab see iiks olema vordne 3-ga. Vaatame juhte vastavalt

sellele, milline neist kolmest algarvust vordub 3-ga.

e Kui p = 3, siis P =1, kuid 1 ei ole algarv.

p- p+1

1
e Kui =3,siisp="7ja = 2. Need koik on tdesti algarvud.

+1 -1
P :3,siisp:11jap

e Kui = 5. Need koik on tdesti algarvud.

Kokkuvottes saab p olla kas 7 voi 11.

2019
. Vastus: T

Koostame liidetavatest paarid: esimene on paaris viimasega, teine eelviima-
sega jne, kuni viimane liidetav on paaris esimesega. Iga paari murdude liit-
misel saame

[N)

2
J
+ = + = = :1.
.\ 2 -\ 2 i2 j2 2 j2 i2

(f) +1 (%) +1 ;'_2+1 5—24‘1 (;—24-1)(5—24-1) ;.—2+

|N

N,\.,l&‘.
+
\S}

2 i
1 1 1 1 j_2+1+i_2+1 +

|

N'\'-’l <
+
\S}

Etliidetavaid on 2019 ja paare on samapalju kui liidetavaid, on koigi paaride

arvude summa 2019. Kuna aga iga liidetav esineb kahes paaris, on otsitav
2019

sumina

o

ehk 108°.

Seega ZEAB = 108° (joonis 2), mistottu piirdenurga omadust kasutades
saame

. Lahendus 1. Korrapérase viisnurga sisenurga suurus on

/EAB _

ZEFC=/ZEFB = 54°,

Et ka Z/CDE = 108° ja /FCD = /BCD = 108°, siis nelinurgast CDEF
saame /DEF = 360° — /FCD — ZCDE — ZEFC = 90°.

o

Lahendus 2. Korrapédrase viisnurga sisenurga suurus on ehk 108°.

Seega ZABC = 108°, kust ZABF = 180° — ZABC = 72°. Et |AB| = | AF|, siis
kolmnurgast ABF saame /BAF = 180°—-2-72° = 36°. Olgu G sirge DE teine

9



A

Joonis 2 Joonis 3

16ikepunkt ringjoonega ¢ (joonis 3); siimmeetriast /EAG = /BAF = 36°.
Et /EAB = 108°, siis /FAG = /BAF + /EAB + Z/EAG = 180° ehk FG on
ringjoone ¢ diameeter. Thalese teoreemi pohjal /FEG = 90°, mis tdestabki
vajaliku viite.

Lahendus 3. Nagu lahenduses 2 veendume, et /DEA = /ZEAB = 108°
ja /BAF = 36°. Sellest tulenevalt /EAF = /EAB + /BAF = 144°. Et
180° — 144°

|AE| = |AF], siis kolmnurgast AEF saame ZAEF = — = 18°.

Jarelikult /DEF = /DEA - ZAEF = 90° ehk sirged DE ja EF on risti.

. Lahendus 1. Varvime ruudud malekorras mustaks ja valgeks. Iga joon ldheb
alati mustalt ruudult valgele ning valgelt ruudult mustale; seega kui joone
otspunktid on sama varvi ruutudel, siis see joon ldbib paaritu arvu tihi-
kruute, vastasel korral aga paarisarvu ithikruute. Olgu mérgitud ruutudest
k tiikki mustad. Olgu Juku valitud joonte hulgas a sellist, mille molemad
otspunktid asuvad mustadel ruutudel, b sellist, mille mélemad otspunktid
asuvad valgetel ruutudel, ja c sellist, mille otspunktid asuvad eri varvi ruu-
tudel. Siis 2a + ¢ = kja a+ b+ ¢ = n, millest tulenevalt a + b = n — k + 2a.
Seega arvud a + b ja n — k on vordse paarsusega.

Olgu s joonte poolt ldbitavate ruutude arvude summa. Siis arv s avaldub
a + b paaritu arvu ja ¢ paarisarvu summana, mistottu s ja a + b on vordse
paarsusega. Kokkuvottes ndeme, et s ja n — k on vordse paarsusega. Et suu-
rus n — k ei soltu sellest, kuidas Juku jooned tombab, ongi s kas alati paaris
(kui n — k on paaris) voi alati paaritu (kui n — k on paaritu).

Medirkus. Oeldakse, et arvud x ja y on vordse paarsusega, kui x ja y on kas
molemad paaris voi moélemad paaritud. Teisi sonu, arvu paarsus mérgib sel-
le arvu jadki jagamisel 2-ga.

Lahendus 2. Paneme tdhele, et iga joont voib vaadelda iiles, paremale, alla
voi vasakule iihikliikumiste jadana. Seega joone poolt ldbitud tihikruutude
arv koos alguspunktiga on k + 1, kus k on tihikliikumiste arv. Kui l6pppunkt
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on alguspunktist i {thikruudu vorra paremal (i < 0, kui 16pp-punkt on va-
sakul) ning j tthikruudu vorra tleval (j < 0, kui 16pppunkt on allpool), siis
a-b=ijac—d = j,kus a, b, cjad onvastavalt paremale, vasakule, iiles ja
alla tihikliikumiste arv. Kuna a — b ja a + b on vdrdse paarsusega ning ¢ — d
ja ¢+ d onvordse paarsusega, siis k = a+b+c+djai+j=(a-b)+(c—d)
on vordse paarsusega. Seega k + 1 ja i + j on erineva paarsusega, kuid kuna
i ja j sdltuvad ainult algus- ja 16pppunktist, on ka joone poolt ldbitud tihik-
ruutude arvu paarsus fikseeritud algus- ja lopp-punkti korral alati sama.

Niitid vaatame kahte iihendatud ringikest A ja B. Olgu nende ringikes-
te tthikruutude veerunumbrid vastavalt x4 ja xp ning reanumbrid vasta-
valt y4 ja yp. Seega i = Xg — x4 ja j = yp — ya ning seega eelneva
pohjal on joone poolt ldbitud tihikruutude arvu paarsus sama mis arvul
i+j+1=xp—xa+yp— ya+ 1. Kuid selle arvu paarsus on sama, mis
arvu xg + x4 + yp + ya + 1 paarsus. Liites need arvud koigi n joone jaoks
kokku, saame, et ldbitud tihikruutude arvude summa paarsus on sama, mis
arvu sy + sy + n paarsus, kus sy ja s, on vastavalt koigi ringikeste veeru-
numbrite summa ja reanumbrite summa. Need aga ei soltu sellest, kuidas
Juku ringikesi tthendab, mis tdestab iilesande viite.
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Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Vanem rithm

Lahendused

1. Vastus: 46.

IImselt on koigi arvude kogusumma vdhemalt 1+2+3+4+5+6+7+8+9
ehk 45. Etigas reas on iiks arv tilejadnud kahe summa, on iga rea kolme arvu
summa paarisarv ja ka kodigi arvude kogusumma peab olema paarisarv. See-
ga tabeli arvude summa ei saa olla 45. Summa 46 on vdimalik, nagu néitab
joonis 4.

Joonis 4

1
2. Vastus: -3, — 3 ja koik 1-st suuremad reaalarvud.

Viies koik murrud vasakule poole ja iihisele nimetajale, saame samavédérse
vorratuse
160 + D'+ (x - 1)* - 8(x + DP(x - D?

0.
16(x — 1)3

Lugejas kaksliikme ruudu valemi jargi tegurdades saame

(4(x+ 12 - (x - D?)?
16(x — 1)3

Seega lugeja on alati mittenegatiivne. Jarelikult on murd mittenegatiivne
alati, kui nimetaja on positiivne ehk 16(x—1)* > 0. Et 16 > 0 ning arvja tema
kuup on samamargilised, on nimetaja positiivne parajasti siis, kui x — 1 > 0
ehk x > 1. Lisaks on murd mittenegatiivne, kui lugeja vordub nulliga. Viima-
ne tingimus kehtib parajast siis, kui 4(x+ 1)? = (x—1)? ehk 2(x+1) = +(x—1).
Siit saame voimalused 2(x + 1) = x — 1 ja 2(x + 1) = —(x — 1), mis annavad
vastavalt x = -3 ja x = —%. Et molemal juhul x # 1, siis rahuldavad nad ka

algset vorratust.

3. Vastus:lahendeid pole.
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Lahendus 1. Vorrandi parem pool 2019 jagub 3-ga, kuid mitte 9-ga. Ole-
tame, et arv x jagub 3-ga. Siis vorrandi vasaku poole iikslikmed x* ja 3xy
jaguvad 9-ga. Kui niitid arv y jagub 3-ga, siis jagub 9-ga ka jarelejaéanud tiks-
liige ys, mis pole voimalik, sest siis jaguks kogu summa 9-ga. Kui aga arv y
ei jagu 3-ga, siis ei jagu 3-ga ka jirelejidzinud iiksliige y®, mis samuti pole
voimalik, sest siis ei jaguks ka summa 3-ga. Vastuolu néitab, et arv x ei jagu
3-ga. Simmeetriast tulenevalt ka arv y ei jagu 3-ga.

Et 3xy jagub igal juhul 3-ga, siis peab vorrandi rahuldamiseks ka arv x° +
jaguma 3-ga. Seega ka arv x> + 3x%y + 3xy + y° ehk (x + y)° peab jaguma
3-ga, millest tulenevalt peab x + y jaguma 3-ga. Jarelikult annavad x ja y
3-ga jagades jadgid 1 ja 2 mingis jérjestuses. Siis x* = y* = 1 (mod 3) ning
xy = 2 (mod 3), mistottu x*> — xy + y> = 0 (mod 3). Seega x° + y* ehk
(x + y)(x* = xy + y*) jagub 9-ga, kuid 3xy = 6 (mod 9). Kokkuvdttes annab
vorrandi vasak pool 9-ga jagades jddgi 6, parem pool aga jadgi 3. Vastuolu
nditab, et vorrandil lahendid puuduvad.

Medirkus. Uldlevinud kirjaviisiga a = b (mod m) mérgitakse, et a ja b anna-
vad m-ga jagades iihe ja sama jadgi.

Lahendus 2. Téhistame a = x + y. Siis vorrandi saab timber kirjutada kujul
a® +3xy(1 — a) = 2019. Et 2019 ja 3xy(1 — a) jaguvad 3-ga, siis a® peab
jaguma 3-ga, millest tulenevalt ka a peab jaguma 3-ga. Lahutades vorrandi
molemast poolest arvu 1, saame -1+ 3xy(1l — a) = 2018, millest vasaku
poole tegurdamisel saame

(a—1)(a® + a+1-3xy) = 2018. )

Seega arv a — 1 on arvu 2018 tegur. Et 2018 = 2 - 1009 ja 1009 on algarv, siis
a — 1 peab olema {iiks arvudest 2018, 1009, 2, 1, -1, -2, —1009 ja —2018.
Vbttes arvesse ka seda, et a peab jaguma 3-ga, saame neli voimalust.

e Kui a = 2019, siis y = 2019 — x ning vorrandisse (1) asendades saame
2019% + 2019 + 1 — 3x(2019 — x) = 1 ehk x*> — 2019x + 673 - 2020 = 0,
millel pole reaalarvulisi lahendeid.

e Kui a = 3, siis y = 3 — x ning vorrandist (1) saame 13 —3x(3 — x) = 1009
ehk x? — 3x — 332 = 0, millel pole tiisarvulisi lahendeid.

e Kui a = 0, siis y = —x ning esialgse vorrandi vasak pool on mitteposi-
tiivne.
e Kui a = —1008, siis y = —1008—x ning vorrandisse (1) asendades saame

1008% — 1008 + 1 +3x(1008 + x) = —2 ehk x* + 1008x +336-1007+1 = 0,
millel pole reaalarvulisi lahendeid.

. Lahendus 1. Oletame algul, et moni lugeja on suurem kui moni nimetaja. Siis
vahetades need kaks arvu, muutuvad mélemad murrud vdiksemaks. Seega
voib tildisust kitsendamata eeldada, et koik lugejad on vdiksemad koigist ni-
metajatest.

13



. . o1
Igai=1,2,...,2n korral defineerime x; = a; — i + E'Et M <ay<...<day
ning arvud g; annavad {imardamisel tulemuseks erinevad positiivsed téis-
. .1 .
arvud, siis a; = i — > ehk x; = 0. Tingimusest a;;+; — a; < 1 tulenevalt aga

Xit1 —Xj = ajx1 —a; — 1 <0ehkx; = x = ... = xp,. Seegakuii < j,
ai—x]'>ai—xi 2i -1

Lo i
siis — = > = —
aj aj—x; aj—x; 2j-
xj = 0 ning teine x; > x; tOttu). Seega piisab vajalik vorratus téestada ju-
hul, kus murdude lugejateks on arvud 1,3, ...,2n — 1 ja nimetajateks arvud
2n+1,2n+3,...,4n — 1 mingis jirjestuses.

(esimene vorratus kehtib a; < a; ja

Olgu koigi murdude summa s. Rakendades murdudele aritmeetilise ja geo-
meetrilise keskmise vahelist vorratust, saame

5>n 1-3-...-2n-1)
n_ \@n+1)-@2n+3)-...-(4n-1)’
Ulesande lahendamiseks piisab seega toestada, et iga n jaoks kehtib vor-
1-3-...-2n-1)

ratus > — . Néitame seda induktsiooniga
@2n+1)-2n+3)-...-4n-1) 4n

1 1
n jargi. Vdide kehtib juhul n = 1, sest 3 > 1 Induktsiooni sammu jaoks

2n +1)? 1
piisab veenduda, et L > - ehk @n+2)% > @n+1)4n +3),
4n+1)4n+3) 4

mis aga tuleneb aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelisest vorratu-
sest arvudel 4n + 1 ja 4n + 3.

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 veendume algul, et on piisav vajalik vorratus
toestada juhul, kui murdude lugejateks on arvud 1, 3,...,2n— 1 ja nimetaja-
teks arvud 2n+1,2n+3,...,4n— 1 mingis jirjestuses. Umberpaigutusvorra-

> >, >
2n+1 2n+3 in -1

tuleneb, et murdude summa on vidhim, kui nii lugejad kui nimetajad on kas-
vavas jdrjestuses. Seega piisab ndidata vorratus

tusest arvujdrjenditel 1 <3 <... <2n-1ja

1 3 2n—-1 n
+ +...+ > —, 2
2n+1 2n+3 an-1 4

Koostame liidetavatest paarid: esimene on paaris viimasega, teine eelviima-
sega jne, kuni viimane liidetav on paaris esimesega. Iga paari murrud on
n-k . n+k

kujul —_—
WU 3n—kja3n+k
saame

, kus —n < k < n. Arvutades paari liikkmete summa,

n-k . n+k _ 6n® -2k
3n—-k 3n+k 9n?-k?’
Et —n < k < n, siis k> < n?; iihtlasi ndeme, et vorduse (3) parema poole
lugeja ja nimetaja on positiivsed. Seega vorratus 9n* — k% < 12n* — 4k*, mis

3)
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Joonis 5

2

ithelt poolt on samaviirne kehtiva vorratusega k> < n?, on teisalt sama-

6n% — 2k>
9n2 — k2

o1 o S
on suurem kui > Kuna paare on n, on koigi paaride lilkkmete kogusumma

1
vddrne ka vorratusega > > Jérelikult iga paari lilkmete summa

. n . . . . ~
suurem kui E; et neis paarides esineb iga murd vorratuse (2) vasakust poo-
lest kaks korda, on nende murdude summa jarelikult suurem kui 1

Lahendus 3. Nagu lahenduses 1 veendume algul, et on piisav vajalik vorratus
toestada juhul, kui murdude lugejateks on arvud 1,3,...,2n — 1 ja nimeta-
jateks arvud 2n + 1,2n + 3,...,4n — 1 mingis jarjestuses. Asendades kdik
nimetajad suurema arvuga 4n, ldhevad murrud ja seega ka nende summa
vaiksemaks; lugejate summa 1+3+...+ (2n—1) aga vordub arvuga nz, mil-
les on voimalik veenduda matemaatilise induktsiooni voi aritmeetilise jada

) . n? n
summa valemiga. Seega murdude summa on suurem kui " ehk 1
n

180°
ehk 108°.

Seega /ABC = 108°, mistottu ZABF = 180° — ZABC = 72° (joonis 5). Et
|AB| = |AF]|, siis ka ZAFB = 72° ning /BAF = 36°. Kuna |FG| = |FB|
ja |AG| = |ABJ, on kolmnurgad AFB ja AFG vordsed tunnuse KKK pohjal,
mistottu ka ZFAG = 36°.Et ZEAB = 108°, siis /GAE = 2-36° +108° = 180°
ehk punktid E, A ja G on tihel sirgel.

Olgu K sirgete AB ja EF ldikepunkt (joonis 6). Et ZAFC = 180° — ZFCD,
siis AF | CD, viisnurga siimmeetria pohjal aga BE || CD. Kokkuvot-

tes BE | AF, mistottu saame sarnastest kolmnurkadest BKE ja AKF, et
|IBK| _ |BE]|

|AK| — |AF|

N " . 3
. Lahendus 1. Korrapdrase viisnurga sisenurga suurus on

15



Joonis 6 Joonis 7

Olgu K’ sirgete AB ja DG loikepunkt (joonis 7). Et E, A ja G on iihel sirgel,
siis sirged AG ja AE {iihtivad, viisnurga siimmeetria pohjal aga BD | AE.
Kokkuvdttes BD | AG, mistdttu saame sarnastest kolmnurkadest BK'D ja

, IBK'|  |BD|
AK'G, et =—.
[AK'|  |AG]|
o . . |IBK| _|BK'| . /
Kuivord |BD| = |BE| ja |AF| = |AG], siis —— = ——— , millest K = K".
[AK]  |AK'|
N " . 3-180° o
Lahendus 2. Korrapdrase viisnurga sisenurga suurus on ehk 108°.

Seega ZABC = 108° (joonis 8), mistdttu ZABF = 180° — ZABC = 72°.
Et |AB| = |AF]|, siis ka ZAFB = 72°. Kuna |FG| = |FB| ja |AG| = |AB],
on kolmnurgad AFB ja AFG vordsed tunnuse KKK pohjal, mistottu ka
L AFG = 72°. Sellest tulenevalt /CFG = /BFG = 2 -72° = 144°, samas kui
180° — ZABC X oo
/FCA=/BCA = — = 36° = 180° — 144°. Jarelikult GF || CA.

Et viisnurga stimmeetria pohjal CA || DE, siis kokkuvottes GF || DE.

Olgu K sirgete AB ja EF 16ikepunkt (joonis 9). Viisnurga siimmeetria poh-

BF BC| ..
jal CE | BA, mistottu kiirteteoreemist IBE| = u Ulesande tingimus-
|KF| |KE|
te pohjal aga |BF| = |GF| ja |[BC| = |DE|, mis vdimaldab siit jareldada
GF DE
ﬁ = ﬁ Et GF | DE péhjal kehtib /KFG = ZKED, on kolmnur-
gad KFG ja KED sarnased tunnuse KNK pdohjal. Seega /FKG = ZEKD.
Jarelikult on punktid G, K ja D {iihel sirgel ehk sirge DG labib sirgete AB ja

EF l6ikepunkti K.
Miirkus 1. Kolmnurkade KFG ja KED sarnasuseni saab jouda ka trigono-
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Joonis 8 Joonis 9

meetria abil. Markame koigepealt, et

/BKF = ZAKE =

180° - ZEAK - ZKEA =

. 180° — ZEAF
180° - /ZEAB— ———* -

2
180° — (108° + 36°) o
- 2 =54".

180° — 108°

Olgu viisnurga kiiljepikkus a ning téhistame |FB| = |FG| = b, |[KF| = c ja
c sin 72°
|IKE| = d. Siinusteoreemist kolmnurgas BKF saame — = , siinus-

b  sin54°
) d sin108° . o 00 s
teoreemist kolmnurgas AKE aga — = —; . Et sin108° = sin 72°, siis
a sin 54°

c d tarvi
— = — nagu tarvis.
b a g

Medirkus 2. Ulesande viide jareldub otseselt korgema matemaatika abil jirg-
misel viisil. Paneme tdhele, et kolmnurkade AFG ja BED vastavad kiiljed on
paralleelsed. Seega Desargues’i teoreemi pohjal 16ikuvad nende kolmnurka-
de vastavaid tippe tthendavad sirged AB, EF ja DG tihes punktis.

. Vastus: ei.

Olgu vanaisal 6 priigikasti mootmetega 20 x 20 x 20, 19x19x 19, 16 x16x 16,
21 x 18 x 15, 18 x 15 x 12 ja 17 x 14 x 11. Esimese priigikasti sisse mahub
teine, teise sisse omakorda kolmas ja viies, viienda sisse mahub kuues. Nel-
janda priigikasti sisse mahub samuti viies. Uksteise sisse ei mahu esimene
janeljas, teine ja neljas, kolmas ja neljas, kolmas ja viies ega kolmas ja kuues
priigikast. Plaani jargides saaks vanaisa esimesel sammul dra visata 3 priigi-
kasti: kuuenda priigikasti viiendasse, viienda teise ja teise esimesse. Et {ile-
jaanud kaks priigikasti teineteise sisse ei mahu, siis rohkem priigikaste dra
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visata ei saa. Kuid visates kolmanda priigikasti teise ja teise esimesse ning
kuuenda viiendasse ja viienda neljandasse, saaks 4 priigikasti dra visatud.
Seega vanaisa plaan ei anna optimaalset tulemust.
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Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Noorem riihm

Hindamisskeemid

1. (Urmas Luhadidir)
Tttipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt:

o Téislahendus: 7p
o Lahendus, milles oli antud korrektse niite konstruktsioon ilma
ndidet vilja kirjutamata ja milles esines vdiksemaid puudujdike: 6p
o Lahendus, mis andis mottekdigu niite leidmiseks, kuid mingi
vdiksema vea tottu osutus ndide vadraks: 1p
o Oige vastus ilma selgitusteta voi vale vastus: Op

Ulesanne osutus ootamatult raskeks. Paljud dpilased olid tekstist valesti aru
saanud. Pakuti nditeks nditeid, kus arvud polnud jarjest voi esines Jiiri kirju-
tatute hulgas arv 2. Paljud proovisid ka toestada, et olukord ei ole voimalik.
2. (Raul Kangro)
Lahenduse skeemi kirjapanekul eeldame, et ruudustiku ridades on 15 ruutu
ja veergudes on 10 ruutu.
Ttitipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt:
o Téislahendus: 7p
o Lahendus, milles oli antud korrektse ndite konstruktsioon ning
rohutatud, et konstruktsiooni p6hiomaduseks on see, et igas
reas on 3 varvitud ruutu ja igas veerus on 2 varvitud ruutu, ilma
korrektse tdestuseta, et sel juhul jadb alati parast Miku valikut

alles vdhemalt 10 varvitud ruutu: 5p
o Oige niide sobiva vdrvimise kohta ilma korrektse toestuseta, et

see variant alati to6tab: 4p
o Vale ndide, kuid selgelt rohutatud osaliselt dige idee (konstrukt-

siooni alus, et igas reas on tépselt 3 voi igas veerus on tédpselt 2): 1p
o Vale vastus v0i dige vastus ebasobiva varvimise niditega voi dige

vastus ilma vérvimise néiteta : Op

Ulesanne oli kiillalt kerge. Samas oli kiillalt palju selliseid lahendusi, mis
andsid kiill 6ige konstruktsiooni, kuid siis hakkasid lihtsa p6hjenduse (mak-
simaalne kaetavate varvitud ruutude arvon 4-2+4-3 = 20, seega ...) asemel
esitama valeviiteid Miku optimaalse tegevuse (vdrvitud ruutude katmise
maksimiseerimise seisukohalt) tulemuste kohta. Sageli ei ole tegevused, mis
tunduvad parimad, tegelikult {ildse optimaalsed. Seepidrast ongi védga oluli-
ne osata téestada, et arvatav parim tegevus tegelikult ka parim on voi siis
piirduda argumentidega, mis ei tugine nn ,halvima juhu* ldbivaatamisele.
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3. (Toomas Tennisberg)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Edukalt vaadatud ldbi juhud 3-ga jaguvuse alusel: 5p
o Eelnevast tuletatud 6ige lahendihulk: 1p
o Naiidatud, et p = 3 ei sobi: 1p

Skeemi kahe viimase rea eest vois punkte saada ainult juhul, kui tehtud oli
ka esimesele reale vastav osa.

Poolikud lahendused, mis ei rakendanud 3-ga jaguvust, said punkte lahen-
duse allpool mérgitud osade eest.

o Saadud q =2r - 1: 1p
o Mairgitud, et 11-st suuremad lahendid ei sobi, sest iiks arvudest
p, q, r jagub 3-ga, ilma tdestuseta: 2p

Uks lahendus {iritas vaadata p jd#ki jagamisel 120-ga. Lahendus iseenesest
viib sihile, kuid selles oli palju ndpuvigu. Seetottu sai see lahendus 4 punkti.
Ulesanne osutus vordlemisi keerukaks. Viga palju oli neid, kes lihtsalt leid-
sid lahendid 7 ja 11 ning ei teinud midagi muud. Ullatavalt palju oli neid, kes
p-1

pakkusid lahendiks 3, kuigi sellisel juhul = 1ja 1 ei ole algarv. Moni

lahendaja pakkus ka p vaartuseks 27, kuid see pole algarv, sest 27 = 9 - 3.
Véga palju oli véiteid, mis tiritasid midagi 6elda algarvude kohta. Néiteks ar-

+1
vati, et kui p > 11, siis P on paaris, mis ei kehti, kui p = 19, voi

on alati kordarv, mis ei kehti, kui p = 23. Lahendustest, mis vaatasid 3-ga
jaguvust, oli palju neid, mis unustasid kontrollida, kas p = 3 voib olla la-
hend (nad vilistasid selle pohimottel, et algarv ei saa jaguda 3-ga, kuid 3
ise on siiski algarv). Uks lahendus vilistas sellel pohjusel kaik lahendid (iiks
arvudest jagub 3-ga, seega see ei saa olla algarv). Lahendustest, mis said 7
punkti, oli vaid moni, mis kasutas Ziirii ametlikku lahendust. Enamus kasu-
tasid dra asjaolu, et tiks arvudest p — 1, p ja p + 1 jagub 3-ga ning jagamine
kahe astmega seda jaguvust ei muuda (vt uus ametlik lahendus 2).

4. (Jaan Toots)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Idee koostada liidetavatest simmeetrilised paarid: 3p
o Naidatud tildjuhu jaoks, et paaride summa on 1: 3p
o Leitud paaride arv ning arvutatud l6ppvastus: 1p

Ulesanne pohines iihel ideel ning oli vastavalt tisna histi lahendatud.
Tutipiliseks veaks oli parast paaride moodustamise ideele tulemist vélja ar-
vutada ainult mone esimese paari summa jéttes viite tdestamata iildju-
hu jaoks. Sealjuures on huvitav asjaolu, et veenvat pohjendust on moeldav
konstrueerida esialgset avaldist teisendades sarnase vahepealsete liikmete
vahelejdtuga, kui on analoogselt selgelt mustrit voimalik ndha. Stimboolse
seose kirjutamine on siiski lihtsam ning tunduvalt selgem.
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Summas paaride kokkulugemine voi kahekordse summa kahega jagamine
on triviaalne samm, mis ei tohiks keerukusi valmistada.
. (Kaur Aare Saar)

Kuna tilesannet sai lahendada mitmel erineval viisil, hinnati igat t66d skee-
mi jargi, mis maksimeerib selle t66 punktide arvu.

Skeem ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude jaoks. Lahenduse allpool
margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud korrapérase viisnurga nurga suurus: 1p

/EAB
o Leitud, et ZEFC = : 3p

o Leitud, ZDEF nelinurga CDEF nurkade kaudu: 3p

Skeem ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude jaoks. Lahenduse allpool
margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud korrapérase viisnurga nurga suurus: 1p
o Leitud kolmnurga BAF nurgad: 2p
o Konstrueeritud punkt G jaleitud, et ZGAF = 180°: 2p
o Leitud, et DEF on diameetrile toetuv piirdenurk: 2p

Skeem ziirii lahendusega 3 sarnaste mottekdikude jaoks. Lahenduse allpool
margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud korrapérase viisnurga nurga suurus: 1p
o Leitud kolmnurga BAF nurgad: 2p
o Leitud kolmnurga EAF nurgad: 3p
o Leitud nurga DEF suurus: 1p

Ulesanne oli vordlemisi hésti lahendatud, esines hulgaliselt tdislahendusi,
peamiselt sarnased ziirii lahendustega 3 ja 1. Nagu toestusiilesannetele ta-
vapdrane, esines kahjuks opilasi, kes tilesandes ndutu toestamise asemel
votsid toestatava viite eelduseks ning joudsid ringiga tagasi enda tehtud
eelduseni. Teiseks tiilipveaks osutus jooniselt mingi seose tdhelepanemine,
kuid jéeti see vdide tdestamata (nditeks, et G, A, F asuvad iihel sirgel). Palju-
dele opilastele, kellel jdi iilesanne lahendamata, oleks kindlasti kasuks olnud
piirdenurga ja kesknurga omaduse tundmine ning oskus seda tilesandes ra-
kendada.

. (Richard Luhtaru)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tdestatud, et kaht fikseeritud ringikest iihendava joone poolt 14-
bitud tihikruutude arvu paarsus on alati sama: 3p
Sealhulgas:
e Selgelt vdidetud, et kaht fikseeritud ringikest {thendava joo-
ne poolt ldbitud tihikruutude arvu paarsus on alati sama,
kuid see on pdhjendamata: 1p
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o Tdestatud, et ldbitud tihikruutude arvude summa paarsus ei sol-
tu sellest, kuidas Juku paarid valib: 4p

Ulesanne osutus oodatult pigem raskeks ning tdislahendusi oli ainult kaks,
kuid seeeest oli palju osalisi ja peaaegu tdislahendusi. Kuna iilesande la-
hendus koosnes kahest osast, siis oli mitmeid dpilasi, kes olid ammendavalt
dralahendanud ainult esimese osa (algpunkti ja 1opppunkti fikseerimisel on
joone poolt ldbitud tihikruutude paarsus alati sama), kui ka opilasi, kes olid
ammendavalt dra lahendanud ainult teise osa (kogupaarsus ei séltu ithen-
datavate ringikeste valikust).

Paljud 6pilased olid esimese osa téestuses kasutanud intuitiivset argumen-
ti, et kui lilkkuda joonega x ruudu vorra lithimast teest eemale, siis peab ka x
ruudu vorra tagasi liikuma, seega joone poolt ldbitud tihikruutude arv saab
kasvada/kahaneda ainult paarisarvu vorra. Kuigi see aitab selgitada paarsu-
se sdilivust lihtsamate teekondade puhul, ei aita see selgitada paarsuse sdili-
vust keeruliste teekondade puhul (nt spiraal), mistottu sellised lahendused
said hindamisskeemi esimese rea jargi 1 punkti. Mitmed 6pilased kasutasid
sarnast argumenti, kuid uurisid sihtpunktist eemaldumist konkreetses sihis
(vasakule-paremale, iiles-alla) nagu lahenduses 2. Ukski selline lahendus ei
olnud kiill piisavalt pohjendatud ning koik sellised t66d said hindamisskee-
mi esimese rea jargi 2 punkti.

Teist osa lahendati mitmetel erinevatel viisidel, kas uurides ringikeste arvu
teatud varvi ruutudel nagu lahenduses 1, liites kokku ringikeste koordinaate
nagu lahenduses 2 v6i tdestades, et kahe ringipaari ithenduste vahetamisel
paarsus sdilib. Levinud pisiviga oli vdide, et ringikeste A ja B ithendamiseks
kuluvate tihikruutude arvu ning ringikeste B ja C ithendamiseks kuluvate
tihikruutude arvu summa paarsus on alati vordne ringikeste A ja C {thenda-
miseks kuluvate tihikruutude arvu paarsusega. Tegelikult on need alati eri-
neva paarsusega, sest A ja B ithendamisel ning B ja C (thendamisel loetakse
tthikruutu B kahekordselt. Sellised t66d kaotasid 1 punkti.
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Matemaatika lahtine voistlus

28. september 2019 Vanem rithm

Hindamisskeemid

1. (Jaan Kristjan Kaasik)
Skeemi jargnevalt mérgitud osade eest saadud punktid summeeriti.

o Ndidatud, et vdhim 9 erineva positiivse tdisarvu summa on 45: 1p
o Tdestatud, et lilesande tingimustel ei saa ruudustikku paiguta-

tud arvude summa olla 45: 2p
o Toodud niide iilesande tingimustele vastavast ruudustikust, kus

arvude summa on 46: 4p

Ametlikust lahendusest erinevad tdislahendused said tdispunktid. Punkte
sai ka kasulike ideede eest néite konstrueerimisel.

Uhe kergeima tilesandena komplektis oli iillatav, et keskmisele lahendajale
osutus see ikkagi raskeks. Valele lahendusteele mindi peamiselt seetottu, et
ei oldud ,leia suurim/vdhim voimalik“ iilesandetiiiibiga tuttavad. Keskmine
lahendus viitis, et vastus on minimaalne, sest proovides ei suudetud mida-
gi paremat. Teise levinud minimaalsuse pohjendusena 6eldi, et minimaalse
summaga ruudu koostamiseks peavad seal olema teatud arvud mingis kind-
las paigutuses. Hoolimata sellest oli ka tdislahendusi omajagu.

Kuna probleeme oli paljudel, siis ehk aitab viike spikker sellele tulevikus
kaasa. Olgu meil vaja leida vdhim element, mis vastab tilesandes antud tin-
gimustele. Selleks voib kasutada jargnevat skeemi:

1) Vaatame iilesandes antud tingimust ning proovime leida lisatingimusi,
mis teeksid jirgmise sammu lihtsamaks. (Antud juhul: tuvastame, et va-
him moeldav summa on 45.)

2) Proovime iilesande tingimuste ja leitud lisatingimuste pohjal leida kai-
ge vdiksemat elementi a. (Antud juhul: proovime konstrueerida ruutu
summaga 45; kui see ei dnnestu, proovime 46.)

3) Proovime nididata, et kui suvaline element b rahuldab {iilesande tingi-
musi, siis @ < b. (Antud juhul: nditame, et 45 ei saa olla sellise ruudu
summa, mis vastab {ilesande tingimustele; jarelikult on 46 vihim voi-
malik.)

Kui suudame sammus 2 leida elemendi, mille minimaalsuse suudame sam-
mus 3 tdestada, siis oleme tilesande lahendanud ning vastus on a. Kui aga
leiame sammus 3 kontrandite, saame minna tagasi sammu 2 juurde, osates
juba elementi kavalamalt otsida!

Ulesannet, kus on vaja leida maksimaalne element, voib lahendada ana-
loogse skeemi jargi.
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2. (Aleksandr Sved)

Skeemi jargnevalt mérgitud osade eest saadud punktid summeeriti.

o Viidud molemad pooled tihisele nimetajale: 1p

o Vaadatud l4bi juht, kus lugeja on nullist suurem: 1p

o Tdestatud, et kui x > 1, siis vorratus kehtib: 2p

o Leitud, et tiheks vastuseks on —3: 1p
1

o Leitud, et iiheks vastuseks on -3 1p

o Tiéielik dige vastus: 1p

Ametlikust lahendusest erinevad tdislahendused said tdispunktid.

Paljudel jdi vaatlemata juht, kus vasak ja parem pool on vordsed. Samuti pal-
jud korrutasid 1dbi suurusega x—1 ning unustasid, et see voib olla negatiivne
ja sellisel juhul muutub vorratuse mérk.

3. (Urve Kangro)

Toome dra kaks hindamisskeemi, mis vastavad erinevatele lahendusideede-
le.

Skeem lahendusele 3 astmetega jaguvuse analiiiisi kaudu. Ametliku lahen-
duse 1 allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tihele pandud, et x* + y® (v6i x + y) peab jaguma 3-ga: 1p
o Jareldatud, et on kaks voimalust: kas x ja y molemad jaguvad

3-ga voi peavad nad andma 3-ga jagades jadgid 1 ja 2: 1p
o Ammendavalt analiiiisitud juht, kus mélemad jaguvad 3-ga: 2p

(o]

Ammendavalt analiitisitud juht, kus x ja y annavad 3-ga jagades

jaagid 1 ja 2: 3p
Skeem lahendusele tegurdamise kaudu. Ametliku lahenduse 2 allpool mér-
gitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Vorrandi molemast poolest lahutatud 1 ning tegurdatud: 2p
o Jédreldatud, et x + y — 1 on arvu 2018 tegur: 1p
o Kirjutatud vélja avaldise x + y — 1 koik voimalikud vairtused: 1p
o Ammendavalt analiitisitud koik voimalused: 3p

Kui polnud tdhele pandud, et x + y peab jaguma 3-ga, siis tuli skeemi vii-
mases reas ldbi vaadata 8 voimalust.

Esines ka ideed vorrandi vasakut poolt hinnates vihendada voimalike ldbi-
vaadatavate juhtude arvu. Positiivsete lahendite korral saab lihtsalt jarelda-
da, et suurem arvudest x ja y on 10 ja 12 vahel, ning siis ndidata, et teine arv
ei saa olla tdisarv. Aga kui tiks arvudest on negatiivne, siis see idee ei toota.
Kui tdisarvulisust mitte nduda, siis on iga x korral olemas vdhemalt iiks y
nii, et vorrand on rahuldatud; kui x on véga suur, siis y = 1 — x.
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4. (Hdirmel Nestra)
Lahenduse jargnevalt mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Vaadeldud juhtu, kus koik lugejad on védiksemad koigist nimeta-
jatest, koos pohjendusega, miks see ei kitsenda tildisust: 1p
o Ulesanne taandatud sarnasele vorratusele, kus murdude lugeja-
teks on tdisarvud 1, 3,...,2n—1 jamurdude nimetajateks tdisar-
vud 2n +1,2n +3,...,4n — 1 mingis jarjestuses: 3p
Sealhulgas:
e Tehtud see eeldusel, et arvud ay, a, ..., az, paiknevad arv-
teljel vahedega 1: 1p
o Tdestatud tilesande vorratus selliste murdudega: 3p
Sealhulgas ametliku lahenduse 2 jirgmiste sammaude eest antud
punktid summeeriti:

e Umberpaigutusvorratuse abil taandatud vajalik vdide vorra-

3 2n-1 n
+ +...0t+ > —: 1p
2n+1 2n+3 4dn-1 4
e Vaadeldud liidetavate murdude paare, kus esimene murd

paaris viimasega jne, eesmargiga tdestada, et iga paari liik-

tusele

1
mete summa on suurem kui 3 1p

Punkte ei antud triviaalsete tdhelepanekute eest nagu jarjendi kasvavus ja
see, et imardamisel tekivad jarjestikused tdisarvud. Samuti ei antud punk-
te skeemi esimese rea alusel, kui puudus igasugune usutav pohjendus, miks
on optimaalne asetada vdiksemad arvud lugejatesse ja suuremad nimeta-
jatesse. Lihtsalt vdide ei veena; oli ka mitu t66d, kus viideti, et optimaalne
. . om | ag z2n-1
paigutus on hoopis — + — +... + ——.
az  dy a2n

On véga kahju, et paljud kasulike ideedega t66d said vdga vdahe punkte poh-
jenduste puudumise voi ebakorrektsete pohjenduste tottu. Naiteks jdi iihel
opilasel punkt saamata skeemi viimase rea jirgi, sest see, et paari lilkkmete

1
summa on suurem kui > oli péhjendatud vaid astimptootiliselt protsessis

n — oo, aga lilesandes on vaja iga n jaoks (st ka véikestel). Mitmed voistle-
jad vaatlesid ainult juhtu, kus antud reaalarvud paiknevad arvteljel vahede-
ga 1, ilma péhjendamata, miks see ei kitsenda tildisust. Samuti piiiiti mones
t66s pohjendada vorratusi ligikaudsete arvutustega, mis pohimotteliselt ei
ole korrektne.

Paar voistlejat oli jatnud kahe silma vahele olulise tingimuse, et imarda-
misel saadud tdisarvud on positiivsed (millest ndhtub ka algsete reaalarvude
positiivsus), ja esitasid ,kontranditeid“ nulli v6i negatiivsete arvudega.

5. (Oleg Kosik)
Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude allpool mérgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.
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o

Toestatud, et punktid E, A, G asuvad tiihel sirgel: 1p
o Defineeritud punktid K ja K’ ning ilmutatud ideed uurida suh-

. |AK| _ |AK'|
teid — ja ——: 1p
IBK|~ |BK|
AK
o Avaldatud suhe u: 2p
|BK]
AK'
o Avaldatud suhe | | : 2p
|BK'|
o Niidatud, et need suhted on vordsed: 1p

Kahjuks esines mitu libatdestust, kus lahendaja oma tdestuse kdigus sisuli-
selt eeldas iilesande viite kehtivust.

Seda iilesannet polnud voimalik dra lahendada iiksnes nurkade arvutusega,
mistottu ainult nurkade arvutamise eest polnud voimalik teenida {iile iihe
punkti. Siin ei pddsenud ideedest, mis seotud sarnaste kolmnurkade vdi su-
hete arvutamisega, neile kahjuks motlesid védga vihesed.

Paar opilast lahendas tilesannet Ceva teoreemi abil, kas selle klassikalist voi
trigonomeetrilist kuju kasutades. Molemad need viivad ka sihile. Uks sellis-
test lahendustest oli viidud ka lépule, teine jii kahjuks poolikuks.

. (Tdhvend Uustalu)
Tutpiliste mottekdikude eest anti punkte jargnevalt.
o Toodud toimiv kontrandide: 7p
o Ainult dige vastus: Op
Kui kontranéide ei vastanud tilesande tingimusele ,,on teada, et igal sammul
on vabade priigikastide seas voimalikult suurearvulise iiksteise sisse dravi-
satava priigikastide hulga valimiseks tédpselt iiks voimalus,” voeti selle eest
maha 2 punkti.

Ulesanne osutus voistlejate jaoks viga keeruliseks. Viga paljudes toddes oli
tilesandest valesti aru saadud: néiteks, et {iks priigikast mahub teise sisse,
kui esimese ruumala on teisest vdikesem.

Tutpiliselt oli tulemusena tdhelepanuta jaetud see, et voib leiduda kaks prii-
gikasti, kus kumbki ei mahu teise sisse (mis seejuures ei ole samade moot-
metega), nditeks kastid mootmetega 1 x 4 x 5 ja 3 x 2 x 6. Selliste kastide
potentsiaalne olemasolu tdhendab, et ei saa argumenteerida stiilis , vanaisa
votab koige suurema, paneb selle sisse suuruselt jirgmise jne...“.

Vanaisa algoritm kastide dra viskamiseks on nn ahne algoritm, kus vanaisa
viskab korraga voimalikult suure osa &ra ilma sellele tdhelepanu pddrama-
ta, mis pdrast seda juhtuda voiks. Uks kuldreeglitest on, et ahned algoritmid
peaaegu kunagi ei anna garanteeritult optimaalset tulemust. Kui moni ah-
ne algoritm annab alati parima tulemuse, siis on sellel tavaliselt mingi viga
hea pohjus. Niiteks on mingi invariant, mis jadb pérast algoritmi iga sammu
kehtima.
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Samas enamus toddes (kus oli tilesande tekstist digesti aru saadud) véide-
ti, et vanaisa algoritm td6tab, tihti toodi pohjenduseks ainult véga lihtsaid
ja konkreetseid olukordi, kus vanaisa meetod tGepoolest viskab dra maksi-
maalse arvu priigikaste.

Tavaliselt ahnete algoritmide probleem on see, et varakult tehtud otsused
voivad hilisemad valikud &ra rikkuda. See voiks olla strateegia kontrandite
otsimiseks. Nditeks antud iilesandes voiks moelda ,,Mis siis saab, kui tuleks
votta moned modduka suurusega jadad, aga vanaisa votab pika jada, mis
16hub need 6iged jadad tiikkideks, mida enam ei saa kuidagi kokku panna?“
Ziirii lahendus ja mélemad punkte saanud lahendused kasutavad just seda
ideed.
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