Lahtine voistlus 2021 talv

Ulesanded 2  Lahendused
Nooremrihm . ... ...... 2 Nooremrihm . .........
Vanemrithm .......... 3 Vanemrihm ..........
Ulesanded vene keeles 4  Hindamisskeemid
Muagmasg rpynma . . ... . . . 4 Nooremrihm . .........
Crapmasirpynma . . . . ... . 5 Vanemrihm ..........

Voistluskomplekti valmimisse panustasid:

Artur Avameri Aleksei Lissitsin
Jaan Kristjan Kaasik Harmel Nestra
Urve Kangro Sandra Schumann
Joonas Jiirgen Kisel Triinu Veeorg

Oleg Kosik Hendrik Vija



Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Noorem rithm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Leia koik kahekohalised positiivsed tdisarvud, mille numbrite summa ja
numbrite korrutise kokkuliitmisel saame tulemuseks selle arvu enda.

Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC|. Tipust B tommatud kdrguse aluspunkt
on E.On teada, et BEA voi BEC on vordhaarne kolmnurk. Leia koik voima-
lused, kui suur voib olla nurk kolmnurga ABC tipu A juures.

Kas leiduvad tédisarvud x ja y, mille korral

a) 22+ (x+ 1)+ (x+2)? = y*?

b) 22+ (x+1)%+ (x+2)2+ (x+3)? = y*2

Mari valib viis erinevat positiivset tdisarvu, mis pole suuremad kui 2021.
Neist viiest arvust peab saama kahel erineval viisil valida kaks sellist, mille
summa on 1919. Samuti peab neist viiest arvust saama kahel erineval viisil
valida kaks sellist, mille summa on 2929. Leia koik voimalused, millised viis
arvu voib Mari valida.

Méirkus. Kahe arvu valikuvoimalusi, mis erinevad vaid arvude jdrjestuse
poolest, ei loeta erinevaks.

Kolmnurga ABC suurim nurk on tipu C juures. Olgu p ringjoon keskpunk-
tiga A ja raadiusega AC ning o ringjoon keskpunktiga B ja raadiusega BC.
Ringjoon o 16ikab kolmnurga ABC timberringjoont punktis D ning ring-
joont p punktis F (D # C, F # C). Toesta, et punktid A, D ja F asuvad iihel
sirgel.

Loomaaias on 25 rohelist, 20 pruuni ja 15 oranZi kameeleoni. Iga kord, kui
tdpselt kaks eri virvi kameeleoni kohtuvad, muudavad molemad oma varvi
kolmandaks. Muudel juhtudel kameeleonid vérvi ei muuda. Kas voib juhtu-
da, et:

a) mingil ajal on igat vdrvi kameeleone iihepalju?

b) mingil ajal on kéik kameeleonid iihte varvi?



Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Vanem rihm

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Ema jagab kolmnurkset koogitiikki kolme lapse vahel. Selleks teeb ta koi-
gepealt {ihe sirge 16ike tihest tipust vastaskiilje keskpunkti ja siis teise sirge
ldike teisest tipust vastaskiilje keskpunkti. Tekkinud tiikid jagab ta jargmi-
selt: Anna saab nelinurkse tiiki, Berta selle vastas oleva kolmnurkse tiiki ja
Clara kaks iilejianud kolmnurka. Kes lastest saab koige rohkem kooki?

Kas leidub
a) 3 jdrjestikust naturaalarvu;
b) 4 jarjestikust naturaalarvu,

mis kdik esituvad mingi kahe (mitte tingimata erineva) positiivse tdisarvu
ruutude summana?

Leia koik tdisarvupaarid (x, y), mis rahuldavad vorrandit
y4 = x(2x* + y)g.

Leia vdhim voimalik 2021 lilkme summa tdisarvude jadas ay, ap, as, ..., kus
ay=0,a, =az=1jaigai,j=2korral a;+; > a; + a;.

Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC|. Mediaanid AD ja BE ldikuvad punktis G.
Olgu P ldigu GE keskpunkt.

a) Toesta, et kui |GP| = |GD|, siis CEPD on kdolnelinurk.
b) Kas kehtib ka péérdvéide: kui CEPD on kddlnelinurk, siis |GP| = |GD|?

Viike Juku kirjutab tahvlile kdik naturaalarvud 1 kuni 7, aga kuna ta number
nelja veel ei tunne, siis jdtab ta koik nelja sisaldavad arvud vahele. Juku 6de
Mari kustutab kaks tahvlil olevat arvu ja kirjutab tahvlile nende arvude vahe
absoluutvairtuse. Seejdrel kustutab Mari uuesti kaks tahvlil olevat arvu ja
kirjutab tahvlile nende vahe absoluutvéartuse, jne. Kas parast 1oplikku arvu
selliseid samme on voimalik saavutada olukord, kus tahvlil esinevad koik
nelja sisaldavad naturaalarvud 1 kuni z ja ainult need, igaiiks tihe korra,
kui

a) n=2021;
b) n =10000?



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

11 pekabpsi 2021 r. Mnapwas rpynna

Bpewmsi, omeodumoe 0151 peuieHus: 5 4acos.
BepHroe u docmamouHo 060cHo8aHHOe peuierue kaxcdoti 3adauu daém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHble MAMePUaLbl UL IAEKIMPOHHbIE NPUBOPbL He Pa3peuleHbi.

1. HaiiTu Bce qBy3HAYHBIE [TOJIOKUTEbHBIE I€JIbIe YNCJIa, IPU CII0KEHUH CyM-
MBI IU(P U Ipon3BeieHUs HU(P KOTOPOro MOJIYIaeTCsl 9TO YKe CaMOoe YHCIIO.

2. Brpeyronbwuuke ABC Bemnosusiercsi |AB| = |AC|. V13 BepinHbl B ipoBejieHa
BBICOTA C OCHOBaHUeM E. VI3BeCTHO, 4TO I10 KpaifHell Mepe OUH U3 TPeyroJib-
HUKOB BEA nnu BEC paBHOOegpeHHBIN. HailTu Bce BO3MOKHbIE BEJIMYUHBI
yria rnpu BepmuHe A tpeyronbauka ABC.

3. CyIHCCTByIOT JIN 1IeJIbI€ Y1 CJIa, ITPU KOTOPBIX
a) X2+ @x+Di+(x+2?%=y%2
6) X*+(x+1?+(x+2°%+(x+3)?%=y*2

4. Mama BeIOUpAET MATH PAa3INYHBIX [TOJIOKUTETHHBIX [IEJIBIX YHCeJI, He 00JIb-
mwmx yem 2021. VI3 9TUX IATH YUCeJT TOIPKHO OBITh BO3MOKHO JIBYMsI pa3JjIny-
HBIMU cITocO0aMu BBIOPATh 1B, CyMMa KOTOPBIX paBHA 1919. A TaksKe U3 9TUX
MIAITU YKCeJl AOJIKHO ObITh BO3MOKHO ABYMSI PA3/IMYHBIMU CIIOCOOAMU BbI-
OpaTh ABa, CyMMa KOTOPBIX paBHa 2929. HaliTi Bce BO3MOKHOCTH, KaKue IATh
4qrcesT MOKeT BbIOpaTh Mara.

Hpumetml-tue. Crioco0OsnI BbIﬁpaTb ABa 4YucJia, KOTOPbI€ OTVINYAaI0TCs TOJIBKO I10-
PAOKOM YHCeJI, HE CYUTAIOTCA Pa3/JIMYHBIMU.

5. Haubousbiuii yroa rpeyrosibHuka ABC Haxonutcs npu BepiuHe C. 3agagum
OKPY’KHOCTb Q yepe3 11eHTp A u paguyc AC, a OKpy>KHOCTb 0 4epe3 IIeHTp B u
pamuyc BC. OKpysKHOCTb O TIepeceKaeTcsi C OKPY>KHOCTBIO, OIIMCAHHOU OKOJIO
TpeyrosibauKa ABC, BTOuKe D 1 € OKpY>KHOCTBIO 0 BTOuKe F (D # C, F # C).
Tokasarb, uto Touku A, D u F jekar Ha OJHON IPSIMOM.

6. B 300mapke ;KUBYT XaMeJIEOHbI, CPeIX KOTOPBIX 25 3€JIEHBIX, 20 KOpPUYHEBBIX
u 15 opamkeBbIx. Kaykaplil pas, Korga BCTpedaroTcss pOBHO [Ba XaMeJleoHa
JIBYX pa3JIMYHbIX I[BETOB, OHM 002 MEHAIOT CBOU IIBET HA TpeTuil. B gpyrux ciry-
Yyasgx XxaMeJIeOHbI CBOU IIBET He MeHSAI0T. MOsKeT JIU CJIyUYUThCS, YTO:

a) B KaKOM-TO MOMEHT BPEMEHH XaMeJIEOHOB Ka’KJI0T0 I[BeTa OyJeT oJuHa-
KOBOE KOJITYECTBO?

0) B KaKO-TO MOMEHT BpeMeHH BCe XaMeJIeOHBI OYIyT OTHOTO I[BeTa?



OTkpbITOE COpeBHOBaHME NO MaTeMaTuke

11 pekabpsi 2021 r. Crapwas rpynna

Bpewmsi, omeodumoe 0151 peuierust: 5 4acoe.
BepHoe u docmamouHo 000CHO8aHHOe peuietue kKaxcdoll 3adauu 0aém 7 6ainos.
BcnomozamenvHble NUCbMeHHbLe MAMepUaibl UL IAeKMPOHHble NPUBOPLL He pa3pelleHbi.

1.

Mama X04eT IOJIe/TUTh TPEYTOJIbHBIA KYCOK IMPOra MEsKIY TPeMs 1eTbMU. [l
9TOTO OHA IEPBBIM JIeJIOM JIeJIaeT OIUH MPSIMOM pa3pes M3 OTHOU BEPIIMHBI
10 cepeqyHBI TPOTUBOIIOJIOKHON CTOPOHBI, @ 3aTeM U BTOPOU IIPSIMOi paspes
U3 IPYroii BEPIIMHBI 10 CEPeINHBI IPOTUBONOIOKHON CTOPOHBL. IToTy4nB-
LIKecst KYCOYKY OHA Pas3iaéT cieqyIouM o0pa3oM: AHe OCTAETCsI YeThIPEX-
YTOJIbHBIN KYCOK, Bepe — Tpeyro/bHbII KyCOK HalIPpOTUB, a I'ajie — 1Ba ocTas-
INXCSA TpeyroJibHUKA. KTo 13 nerei mo/y4uT O0oJIblie BCEro mupora?

CymiecTByIoT 11
a) 3 nocJjiefoBaTe/IbHBIX HATypPaJIbHbIX YUCIIa;
0) 4 mocsenoBaTeIbHBIX HATYPAJbHBIX YHCJIA,

KayKI0€ M3 KOTOPBIX MIPEACTaBUMO KaK CyMMa KBaJparoB KaKUX-TO ABYX (He
06513aTe/TbHO Pa3JTUYHbBIX) TIOJIOKUTETbHBIX IEIbIX YU CTa?

HaiiTu Bce Takue napsl 11eJIbIX yuced (X, y), 4To
y4 = x(2x2 + y)3.

HaiiT HauMeHbIIIyI0 BO3MOKHYI0 cyMMy 2021 4jIeHOB OC/Ie/10BaTeIbHOCTH
LeJIbIX YUCeJT dy, A2, a3, ..., THe a1 = 0, ap = az = 1 v a;j > a; + a;j yisi Bcex
i,j=2.
B tpeyronbanke ABC Beinonusiercs |AB| = |AC|. Menuaubt AD u BE niepe-
cekarorcs B Touke G. Touka P — cepenuna orpe3ka GE.
a) [Jlokasars, uro ecsit |GP| = |GD|, to CEPD — BUWCAaHHBIN YETHIPEX-
YTOJIbHUK.

6) Bepno s obparHoe: eciiu CEPD — BIUCAaHHBIN Y4eThIPEXYTOJIBHUK, TO
|GP| = |GD|?

BaHIOIIIKa 3aMMChIBAET HA JOCKE BCE HATypaJIbHbBIE YKCJIA OT 1 0 71, HO Tak
KaK OH eIlI€ He 3HAeT, KaK UIIETCs II(pa YeThIPe, TO IPOIYCKAET BCE YKCJIA,
cozeperarue aty 1udpy. Ero cecrpa TaHs cTupaer [Ba 4rc/ia Ha JOCKE U 3aIu-
CBIBaeT Ha JOCKe MOIYJIb UX Pa3HOCTH. 3aTeM TaHs CHOBa CTHpAET JiBa YKCJIa
Ha JIOCKE ¥ 3aIIMChIBAET Ha JIOCKE MOJIYJIb UX PAa3HOCTH, U TaK Aasiee. MoKeT Jin
IT0CJIe KOHEYHOTO YHCJIA TAKHX XOI0B ITOJTYYNUTHCA TAK, YTO HA JOCKE OKaKYT-
Cs1 BCe HaTypaJIbHbBIE YKCJIA OT 1 10 71, CoflepKaIue Py 4eThIpe, ¥ TOTbKO
OHM, IPUYEM KaK/I0€ 110 OHOMY Pasy, eciiu

a) n=2021;

6) n=10000?



Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Noorem rithm

Lahendused

1. (Hendrik Vija)

Leia koik kahekohalised positiivsed tdisarvud, mille numbrite summa ja
numbrite korrutise kokkuliitmisel saame tulemuseks selle arvu enda.

Vastus: 19,29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Lahendus 1. Olgu otsitav arv AB ehk 10A + B. Ulesande tingimustest saame
vorduse A+ B+ AB = 10A+ B, millest sarnaste liikkmete koondamisel saame
AB = 9A.Kuna A on arvu esimene number, siis A # 0, mistdottu saame A-ga
lébi jagades B = 9. Seega sobivad koik arvud 19, 29, 39, 49, 59, 69, 79, 89, 99.

Lahendus 2. Olgu otsitav arv n. Meenutame, et arv n ja tema numbrite sum-
ma annavad arvuga 9 jagamisel sama jddgi. Seega ainus voimalus, kuidas
soovitud vordus saaks kehtida, on siis, kui arvu » numbrite korrutis jagub
arvuga 9.

Kui iiks numbritest on 0, siis on numbrite korrutis 0 ja numbrite summa
iithekohaline, mistottu soovitud vordus ei saa kehtida.

Kui iiks numbritest on 9, siis on kaks voimalust, kus ta saab arvus paikne-
da. Koik arvud, milles 9 on iiheliste kohal, sobivad, sest iga nullist erineva
kiimneliste numbri A korral A+ 9+ A-9 = 104 + 9 = A9. Arvud, kus 9 on
kiimneliste kohal ja tiheliste kohal on midagi muud, ei sobi, sest numbrite
summa ja numbrite korrutise summa on maksimaalselt 9 + 8 + 9 - 8 ehk 89.

Kui kumbki number ei jagu arvuga 9, siis peavad mélemad numbrid jaguma
arvuga 3. Jdédvad kontrollida arvud 33, 36, 63, 66, millest {ikski ei sobi.

2. (Hdrmel Nestra)
Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC|. Tipust B tdommatud kérguse aluspunkt
on E.Onteada, et BEA vdi BEC on vordhaarne kolmnurk. Leia koik voima-
lused, kui suur v6ib olla nurk kolmnurga ABC tipu A juures.
Vastus: 45°, 90°, 135°.
Lahendus 1. Téhistame @ = ZBAC. Kolmnurkade BEA ja BEC {iiks nurk on
tipu E juures ja see on tdisnurk. Seega need kolmnurgad voivad olla vord-
haarsed ainult siis, kui iilejidnud nurkade suurused on 45°.

Oletame, et BEC on vordhaarne kolmnurk (joonis 1). Siis eelneva pohjal

180° —
/BCE = 45°. Kuna /BCE = /BCA = Ta siis @ = 180°—2-45° = 90°.



A=E
E
& . &
B C B C B c

Joonis 1 Joonis 2 Joonis 3

Oletame niilid, et BEA on vordhaarne kolmnurk. Eelneva pohjal saame
/BAE = 45°. Kui E asub 16igul AC (joonis 2), siis /ZBAE = /BAC = a,
millest tulenevalt a = 45°. Kui E asub 16igu AC pikendusel (joonis 3), siis
/BAE =180° — /BAC = 180° — a, kust & = 180° — 45° = 135°.

180° -
Lahendus 2. Tdhistame o« = ZBAC. Siis ZABC = ZACB = Ta ja
180° -
ZEBC = 90° — Ta = g. Kolmnurkade BEA ja BEC iiks nurk on ti-

pu E juures ja see on tdisnurk, mistottu need kolmnurgad on vérdhaarsed
parajasti siis, kui nende iilejaidnud kaks nurka on vordsed.

0°-a «a
Oletame, et BEC on vordhaarne kolmnurk. Eelneva pohjal — =
kust a = 90°.

Oletame niilid, et BEA on vordhaarne kolmnurk. Kui kolmnurk ABC on

180°-a «
teravnurkne, siis /BAE = a ja ZABE = — 5 T 90° — «. See-
gaa = 90° — a, kust @« = 45°. Kui kolmnurk ABC on niirinurkne, siis
o . a 180° -« o o o
/BAE =180° -« ja ZABE = P a——— a—90". Siit 180" —a = a«—90",

mis annab a = 135°. Kolmnurk ABC ei saa olla tdisnurkne, sest siis oleks
kolmnurgal BE A kaks tdisnurka.
. (Urve Kangro)
Kas leiduvad tdisarvud x ja y, mille korral

a) X+ (x+ 1+ (x+2)% = y*?

b) %+ (x+ 1%+ (x+2)% + (x +3)? = y*2

Vastus: a) ei; b) ei.

Lahendus.

a) Arvud x, x + 1 ja x + 2 annavad 3-ga jagamisel jd4gid 0, 1 ja 2 mingis
jarjestuses. Nende arvude ruudud annavad 3-ga jagamisel jadgiks vasta-
valt 0, 1 ja 1. Seega vorrandi vasak pool annab 3-ga jagamisel jadgiks 2.
Parem pool aga annab 3-ga jagamisel jadgiks 0 voi 1. Jarelikult vorrand
ei saa kehtida.



b) Arvude x, x + 1, x + 2 ja x + 3 seas on kaks paarisarvu ja kaks paari-
tut arvu. Paarisarvude ruudud jaguvad 4-ga, paaritute arvude ruudud
annavad 4-ga jagamisel jadgi 1. Seega vasak pool annab 4-ga jagamisel
jadgi 2. Parem pool aga annab 4-ga jagamisel jadgiks 0 voi 1. Jarelikult
vorrand ei saa kehtida.

. (Joonas Jiirgen Kisel)

Mari valib viis erinevat positiivset tdisarvu, mis pole suuremad kui 2021.
Neist viiest arvust peab saama kahel erineval viisil valida kaks sellist, mille
summa on 1919. Samuti peab neist viiest arvust saama kahel erineval viisil
valida kaks sellist, mille summa on 2929. Leia koik voimalused, millised viis
arvu voib Mari valida.

Méirkus. Kahe arvu valikuvoimalusi, mis erinevad vaid arvude jdrjestuse
poolest, ei loeta erinevaks.

Vastus: 1,908,1011,1918, 2021 on ainus voimalus.

Lahendus 1. Olgu a ja 1919 — a ning b ja 1919 — b kaks paari Mari valitud
arve, mis annavad summaks 1919. Kui neil kahel esitusel oleks iiks tihine lii-
detay, siis peaks ka teine liidetav olema sama ning tegu poleks kahe erineva
esitusega. Seega arvud a, b, 1919 —a ja 1919 — b on koik erinevad. Olgu viies
Mari valitud arv x; siis Mari valitud arvude summa esitub kujul 3838 + x.

Sarnaselt ndeme, et Mari valitud arvud peavad vdljenduma kujul ¢, 2929 —-c,
d, 2929 — d, y; nende summa on 5858 + y. Vordusest 3838 + x = 5858 + y
jareldub aga x = y + 2020 ehk x — y = 2020. Ainus vdimalus selleks on
Xx =2021, y = 1.Seegaarvude a, b, 1919—a, 1919 - b seas leidub arv 1 ning
arvude ¢, d, 2929 — ¢, 2929 — d seas arv 2021; uildisust kitsendamata a = 1
ja ¢ = 2021. Siis Mari valitud arvude hulka kuuluvad veel arvud 1919 -1
ehk 1918 ja 2929 — 2021 ehk 908. Jarelikult iildisust kitsendamata b = 908 ja
viimane Mari valitud arv on 1919 — 908 ehk 1011.

Lahendus 2. Olgu Mari valitud arvud a, b, ¢, d, e. Uldisust kitsendamata
a + b = 1919. Kui teisel viisil, kuidas summaks saada 1919, oleks iiheks lii-
detavaks kas a voi b, siis peaks teine liidetav olema vordne vastavalt arvuga
b vbi arvuga a; kuna aga valitud arvud on teineteisest erinevad, on see vGi-
matu. Jarelikult tildisust kitsendamata ¢ + d = 1919.

Sarnaselt tuleb 2929 saamiseks kahel eri viisil kasutada nelja erinevat ar-
vu. Kui need arvud oleks a, b, ¢, d, siis a+b = ¢+ d = 1919 annab
a+ b+ c+d = 3838, aga teisest kiiljest a + b + ¢ + d = 2929 + 2929 = 5858,
vastuolu. Seega peab iiks summadest sisaldama arvu e. Uldisust kitsenda-
mata d + e = 2929. Teine viis arvu 2929 moodustamiseks peab kasutama
tdpselt kaht arvudest a, b, c, aga me teame, et a + b = 1919. Seega iildisust
kitsendamata b + ¢ = 2929.

Kasutades neid vordusi, saame b = 1919 — a, ¢ = 2929 — b = 1010 + a,
d=1919-c¢c =909 —ajae = 2929 — d = 2020 + a. Kuna koik arvud on

8



Joonis 4 Joonis 5

positiivsed ja ei iileta arvu 2021, siis viimasest vordusest jareldub a = 1 ja
e = 2021.Asendades a = 1 iilejidnud vordustesse saame b = 1918, ¢ = 1011
ja d = 908.

. (Sandra Schumann)

Kolmnurga ABC suurim nurk on tipu C juures. Olgu p ringjoon keskpunk-
tiga A jaraadiusega AC ning o ringjoon keskpunktiga B ja raadiusega BC.
Ringjoon o 16ikab kolmnurga ABC timberringjoont punktis D ning ring-
joont p punktis F (D # C, F # C). Toesta, et punktid A, D ja F asuvad iihel
sirgel.

Lahendus 1. Téhistame Z/BAC = « (joonised 4 ja 5 esitavad kaks voimalikku
pilti). Paneme téhele, et | AC| = |AF| ja |BC| = |BF|, kuna tegemist on ring-
joonte p ja o raadiustega. Seega on kolmnurgad ABF ja ABC tunnuse KKK
pohjal vordsed. Jarelikult /BAF = «. Ringjoone o raadiuste vordsusest aga
saame ka |BD| = |BC|. Kolmnurga ABC timberringjoone vordsetele kdoolu-
dele BC ja BD toetuvate piirdenurkade vordsuse pohjal seega Z/BAD = a.
Jarelikult A, D ja F on iihel sirgel.

Lahendus 2. Piirdenurkadest kolmnurga ABC {imberringjoonel saame vor-
duse ZADC = ZABC. Sarnaselt lahendusega 1 nditame, et kolmnurgad

ZCBF
ABF ja ABC on vordsed; seega ZABC = ZABF =

vad samal pool sirget CF (joonis 6), siis piirde- ja kesknurga vahelisest seo-
CBF

.Kui D ja A asu-

sest ringjoonel o tuleneb = 180° — ZCDF. Kui aga D ja A asuvad

erineval pool sirget CF (joonis 7), siis analoogselt = ZCDF. Kok-

kuvottes oleme nididanud, et ZADC = 180° — ZCDF vdi ZADC = /CDF
vastavalt sellele, kas D ja A asuvad samal voi erineval pool sirget CF. Mdle-
mal juhul ndhtub saadud vordusest, et A, D ja F on iihel sirgel.



Joonis 6 Joonis 7

6. (Urve Kangro)

Loomaaias on 25 rohelist, 20 pruuni ja 15 oranzi kameeleoni. Iga kord, kui
tapselt kaks eri varvi kameeleoni kohtuvad, muudavad moélemad oma varvi
kolmandaks. Muudel juhtudel kameeleonid vérvi ei muuda. Kas voib juhtu-
da, et:

a) mingil ajal on igat vdrvi kameeleone iihepalju?
b) mingil ajal on koik kameeleonid iihte varvi?
Vastus: a) ei; b) ei.

Lahendus 1.1gal kohtumisel kaht vdrvi kameeleonide arv viheneb 1 vorra ja
iiht virvi kameeleonide arv suureneb 2 vorra. Seega iga kaht vérvi kamee-
leonide arvude vahe jadk 3-ga jagamisel ei muutu. Et algul annavad eri vérvi
kameeleonide arvud 3-ga jagamisel erinevad jdégid, siis ei saa tihtki kaht
varvi kameeleonide arvud {ihelgi hetkel muutuda vordseks. Viimasest tule-
neb ka, et kdik kameeleonid ei saa olla iihte virvi, sest siis oleks iilejadanud
kaht virvi kameeleone vordselt 0.

Lahendus 2.

a) Kui igat varvi kameeleone on iihepalju, siis neid koiki peab olema 20.
Selleks, et pruunide kameeleonide arv jadks samaks, peab igale kahe
vorra suurenemisele vastama 2 tihe vorra vihenemist, mistottu kokku
peaks kdikude arv olema 3x. Selleks, et 25 rohelisest kameeleonist saaks
20, onvaja 5 iihe vorra vihenemist; lisaks igale kahe vorra suurenemise-
le peab vastama 2 iihe vorra vihenemist, seega kdikude arv peaks olema
5+ 3y. Kokkuvottes 3x = 5+ 3y, aga sellel vorrandil tdisarvulised lahen-
did puuduvad.

b) Analoogiliselt, kui pruune kameeleone oleks 16pus 60, siis oleks vaja
20 + 3x kéiku; sel juhul oranze peaks olema 0, milleks on vaja 15 + 3y
kaiku, aga vorrandil 20 + 3x = 15 + 3y tdisarvulised lahendid puuduvad.
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Kui pruune oleks 16pus 0, siis oleks vaja samuti 20 + 3x kdiku; kui ka
oranze oleks 0, siis oleks vaja 15 + 3y kdiku ning saame sama vorrandi,
kui aga rohelisi oleks 0, siis saaksime vorrandiks 20+ 3x = 25+ 3y, millel
samuti lahendid puuduvad.

Lahendus 3. Alguses on kameeleonide arvude jadgid 3-ga jagamisel 0, 1 ja
2. Pérast iikskoik millist kdiku on need jaagid endiselt 0, 1 ja 2 mingis jérje-
korras. Seega pole voimalik saada jadkideks 2, 2 ja 2, mis vastab juhule, kus
igat virvi kameeleone on iithepalju, ega ka 0, 0 ja 0, mis vastab juhule, kus
koik kameeleonid on iihte varvi.
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Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Vanem rihm

Lahendused

1. (Urve Kangro)

Ema jagab kolmnurkset koogitiikki kolme lapse vahel. Selleks teeb ta koi-
gepealt iihe sirge 16ike tihest tipust vastaskiilje keskpunkti ja siis teise sirge
loike teisest tipust vastaskiilje keskpunkti. Tekkinud tiikid jagab ta jargmi-
selt: Anna saab nelinurkse tiiki, Berta selle vastas oleva kolmnurkse tiiki ja
Clara kaks iilejadnud kolmnurka. Kes lastest saab koige rohkem kooki?

Vastus: koik saavad vordselt.

Lahendus 1. Olgu kogu koogi pindala S, nelinurkse tiiki pindala S,, Ber-
ta tiikki pindala Sp ja iilejadnud vdiksemad tiikid S; ja S» (joonis 8). Siis

1 1
S1+Sg=8+Sg = ES (samad korgused, aluste suhe 5). Kuna mediaani-
de ldikepunkt jaotab mediaani suhtes 1 : 2, siis Sp = 2S; (samad korgused,

1 1 1
aluste suhe 2). Siit §; = S, = =S, Sg = §Sja seegaka Sy = 55.

6
F B
A
E D
FE
C
Joonis 8 Joonis 9

Lahendus 2. Oletame, et ema teeb ka kolmanda 16ike kolmandast tipust vas-
taskiilje keskpunkti. Kuna kolmnurga mediaanid 16ikuvad tihes punktis, jao-
tab see 16ige Anna ja Berta tiikid kaheks osaks ning Clara tiikid jddvad puu-
tumata. Nii saab iga laps tdpselt kaks tiikki.

Néitame, et kolmnurga mediaanid jaotavad kolmnurga kuueks vordpind-
seks osaks; sellest jareldub, et koik lapsed saavad vordselt kooki. Olgu kolm-
nurk ABC, tema mediaanid AD, BE ja CF ning mediaanide 16ikepunkt G
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1
(joonis 9). Kolmnurga BGD kiilje BD pikkus on 3 kolmnurga ABC kiilje BC

1
pikkusest, kiiljele BD joonistatud kolmnurga BGD korgus on aga 3 kiilje-

le BC joonistatud kolmnurga ABC korgusest (kuna mediaanide 16ikepunkt
jaotab mediaani suhtes 2 : 1, siis |AD| = 3|GD|, mistdttu kiirteteoreemi
pohjal on tipust A sirgele BC tdmmatud ristldik 3 korda pikem tipust G
samale sirgele tommatud ristldigust). Seega kolmnurga BGD pindala moo-

1 1 1
dustab 33 ehk 5 kolmnurga ABC pindalast. Samasugune arutlus kehtib

kolmnurga teiste tiikkide kohta. Jarelikult kdik osad on vordse pindalaga.

. (Urve Kangro)
Kas leidub

a) 3 jdrjestikust naturaalarvu;
b) 4 jarjestikust naturaalarvu,

mis koik esituvad mingi kahe (mitte tingimata erineva) positiivse tdisarvu
ruutude summana?

Vastus: a) jah; b) ei.

Lahendus.

a) Sobivad naiteks 72 = 6% + 62, 73 = 3% + 8%, 74 = 5% + 7°.

b) Kuna tdisarvu ruut annab 4-ga jagades jadgi 0 voi 1, siis kahe tdisarvu
ruudu summa annab 4-ga jagades jaagi 0, 1 voi 2. Iga 4 jarjestikuse téis-
arvu seas leidub selline, mis annab 4-ga jagades jadgi 3. Seega 4 jérjes-
tikust tdisarvu ei saa olla koik esitatavad kahe tdisarvu ruudu summana.

Mdrkus. Osas a) leidub sobivaid jérjestikuste tdisarvude kolmikuid l6pma-
ta palju. Seda véidet saab tdestada jargnevalt. Olgu n — 1, n, n + 1 su-
valised {ilesande tingimusi rahuldavad tdisarvud. See tdhendab, et leidu-
vad tédisarvud a, b, ¢, d, e, f,niiet n -1 = a’ + b n =+ d? ja
n+l=e*+ f 2 Siiska arvud 1% —1, n?, n® + 1 rahuldavad iilesande tingimu-
si,sest n? — 1= (n—1)(n+1) = (a® + b*)(€* + ) = (af + be)* + (ae - bf)?,
n? = (?+dH? = (?-dH? + 2cd)? jan®> +1=n?+1%. (Siin ae — bf =0
pole voimalik, sest muidu oleks n? — 1 tdisruut, ja ¢ — d* = 0 on vilistatud,
sest n on paaritu). Samamoodi jdtkates ndeme, et arvud nt =1, 0t nt+1
rahuldavad {ilesande tingimusi, jne.

. (Triinu Veeorg)
Leia koik tdisarvupaarid (x, y), mis rahuldavad vorrandit

y4 = x(2x% + y)3.

2z-1) 2fz-1 -
Vastus: 5 , 5 , kus z on suvaline tdisarv.
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Lahendus 1. Kui x = 0, siis ka y = 0. Eeldame jargnevas, et x # 0.

Olgu d = SUT(x,y) > 0 ning x = da, y = db. Taandades antud vorrandi
arvuga d4, saame
b* = a@2ad + b)>.

Et a ja b on iithistegurita, kuid a on viimasest vorrandist tulenevalt b* tegur,
siis |a| = 1 ja vOorrand taandub kujule

bt = +2d + b).

Et sama arv esitub nii tdisarvu neljanda astme kui ka kuubina, on tegu mingi
tdisarvu kaheteistkiimnenda astmega ning b = z* mingi tiisarvu z korral.
Vorrandisse asendades ja juurides saame z* = +(2d +z°) ehk Tz* = 2d +2°.
Et —z* < —|2% < 2% < 2d + 7%, ei ole miinusmérk voimalik, mistottu

4_ 3 3
AR 4 z°(z—1
d= = ( ).
2 2
2-1 2z-1) : . .
Seega x = — jay = — kus z on suvaline 0-st ja 1-st erinev

tdisarv. Sel juhul d > 0, mistottu leitud lahend rahuldab algset vorrandit.
Kui z = 0 vdi z = 1, saame algul leitud lahendi (0, 0).

Lahendus 2. Kui x = 0, siiska y = 0 ning kui y = 0, siis ka x = 0. Eeldame
jargnevas, et x # 0 ja y # 0.

Jagades antud vorrandi mélemad pooled arvuga y ning vottes kolmanda

juure, saame
X
y=0x*+y)- 3=
y

Jagades vorrandi molemad pooled arvuga 2x2 + y (mis erineb nullist, muidu
vorrandisse asendades y = 0), saame

5/ X y

y:2x2+y'

X /
Saadud vorrandi parem pool on ratsionaalarv. Seega on ka i/j ja{ z rat-
y X

sionaalarvud, mistottu R4 on ratsionaalarvu kuup.
X

Olgu i/y = z, siis L z% ja y = xz°. Enne saadud vorrand liheb siis kujule
X X

1 xz®

z  2x2+xz8°
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Korrutades selle vorrandi molemaid pooli arvuga z(2x + z3) , saame

2x + 25 = 2%

t-2
, mis peab olema tdisarv.

.o .. Z
Siit ndeme, et x =

4 Sb

Olgu z = %, kus SUT(a, b) = 1. Siis a on tdisarv, millest tulenevalt

—a
2b*
bla*-a’b ja siit omakorda b | a*. Bt SUT(a, b) = 1, siis b = +1, mistottu

z on tdisarv.
3 6
z2(z—-1 Z2(z—-1
Saame lahendid x = % jay = %, kus z on suvaline tdisarv.

Néeme, et x ja y on tdisarvud iga tdisarvu z korral, kuna z — 1 on erineva

paarsusega arvudest z° ja z°.

. (Artur Avameri)

Leia vdhim véimalik 2021 lilkkme summa tdisarvude jadas a;j, a2, as, . . ., kus
a1 =0,ay,=as=1jaigai,j=2korral ai+j > ai + aj.

Vastus: 2 - 1010° ehk 2040200.

Lahendus. Néitame, et vihima summa annab jada 0,1,1,3,3,5,5,... (iga
i = 1 korral ap; = azi+1 = 2i — 1). Veendume koigepealt, et see jada
rahuldab tiilesande tingimusi. Téepoolest, kui j ja k on sama paarsusega,
siis ajyp = j+k-1> G-+ (k-1 = aj + a,. Kui aga j ja k
on erineva paarsusega, siis tildisust kitsendamata olgu j paaris ja saame
aj+k:j+k—2>(j—1)+(k—2):aj+ak.

Toestame niitid, et mistahes positiivse tdisarvu n korral a;, = 2n -1 ja
azps1 = 2n — 1, kui ay, ap, as, ... on suvaline iilesande tingimusi rahuldav
tdisarvujada. Viime l4bi induktsiooni # jargi. Baasjuhud a; = 1 ning a3 = 1
kehtivad. Kui ay,, = 2n — 1, siis saame iilesande tingimustest

Mpt2 = Aop+ax+122n-1+1+1=2n+1)-1,

mis toestab induktsiooni sammu paaris indeksite jaoks. Sama kehtib paari-
tute indeksite korral: kui az;,4+1 = 2n — 1, siis

Mop+3 = Aopy1 +a2+122n-1+1+1=2(n+1) - 1.

Seega vdhim 2021 lilkme summa on 2(1 + 3 +--- +2019) ehk 2 - 10102.

. (Sandra Schumann)

Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC|. Mediaanid AD ja BE ldikuvad punktis G.
Olgu P 16igu GE keskpunkt.

a) Toesta, et kui |GP| = |GD|, siis CEPD on kdolnelinurk.
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Joonis 10

b) Kas kehtib ka péoérdvédide: kui CEPD on kdolnelinurk, siis |GP| = |GD|?
Vastus: b) jah.
Lahendus 1.

a) Et mediaanide 16ikepunkt jaotab mediaanid suhtes 2 : 1 ja P vastavalt

b)

iilesande tingimusele poolitab 16igu GE (joonis 10), siis
|AG| = 2|GD| = 2|GP| = |GE|.

Seega kolmnurk GAE on vordhaarne tipunurgaga tipu G juures.
Olgu ZBAC = a. Et vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud me-

a
diaan poolitab tipunurga, siis ZDAC = 7 Vordhaarsest kolmnurgast

a
GAE saame ZAGE = 180° — 2 - 5 = 180° — a, millest tulenevalt

/DGP = 180° - ZAGE = a. Seega vordhaarsed kolmnurgad ABC ja
GDP on sarnased vordsete tipunurkade tunnusel. Jarelikult on vordsed
ka nende kolmnurkade alusnurgad ehk Z/GPD = ZACB. See tdhendab-
ki, et CEPD on koolnelinurk.

Olgu /BCA = ZCBA = y ja ZCDP = ¢. Et CEPD on kdolnelinurk,
siis ZDPG =y ja ZGEA = ¢ (joonis 11). Kuna mediaanide 16ikepunkt
jaotab mediaanid suhtes 2 : 1 ja P on iilesande tingimuse pohjal 16igu

GD GA
GE keskpunkt, siis 16D = u Siinusteoreemist kolmnurgas GDP
|GP] |GE|
saame
IGD| _ sin /GPD B siny siny

IGP|  sinZGDP ~ sin(90° - ¢)  cosé’
sest vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud mediaan ja kdrgus
ithtivad. Siinusteoreemist kolmnurgas GAE aga

IGAl sin /GEA _ siné siné

IGE| ~ sinZGAE ~ sin(90° —y) cosy’
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Joonis 11

siny  sin¢
cosé  cosy
sin2y = sin2¢. Et y ja ¢ asuvad esimeses veerandis, siis annab see voi-
malused ¢ = y ja & = 90° — y. Etaga DE on kolmnurga ABC kesklgik,
siis ZCDE = y, mistottu ¢ > y. Seega ainus véimalus on ¢ = 90° — .
Kolmnurgast GDP saame niitid

ZGDP =90° — & =90° — (90° — y) =y = ZGPD,

kust |GD| = |GP].

Lahendus 2. Olgu |BD| = |DC| = x ja |GP| = |PE| = y. Kuna mediaa-
nide 16ikepunkt jaotab mediaani suhtes 2 : 1, siis |[BG| = 2 -2y = 4y,
|[BP| = 4y +y = 5y ja |BE| = 4y + 2y = 6y. Vordhaarse kolmnurga ti-
punurgast tommatud mediaan iihtib kérgusega. Seega vordus |GP| = |GD|
ehk |GP|*> = |GDJ? kehtib Pythagorase teoreemi pohjal parajasti siis, kui
y2 = IBGI2 - IBDI2 = 16y2 - x* ehk x* = 15y2. Tingimus, et CEPD
on koolnelinurk, on aga potentsivorduse pohjal samavddrne tingimusega
|BP| - |BE| = |BD| - |BC| ehk 5y - 6y = x - 2x, mille lihtsustamisel saame
samuti x° = 15y2. Jarelikult |GP| = |GD| parajasti siis, kui CEPD on kool-
nelinurk, mis lahendab tilesande molemad osad.

Medirkus. Kirjeldatud olukord tekib alusnurga y puhul, mis rahuldab vordust

Kokkuvottes ehk siny cosy = sin¢ cos ¢, millest jareldub

3
sin®y = 3 timardatult y = 37,76°.

. (Sandra Schumann, Oleg Kosik, Hdrmel Nestra)

Viike Juku kirjutab tahvlile kéik naturaalarvud 1 kuni 7, aga kuna ta number
nelja veel ei tunne, siis jdtab ta koik nelja sisaldavad arvud vahele. Juku 6de
Mari kustutab kaks tahvlil olevat arvu ja kirjutab tahvlile nende arvude vahe
absoluutvairtuse. Seejdrel kustutab Mari uuesti kaks tahvlil olevat arvu ja
kirjutab tahvlile nende vahe absoluutvéartuse, jne. Kas pérast 1oplikku arvu
selliseid samme on vdimalik saavutada olukord, kus tahvlil esinevad koik
nelja sisaldavad naturaalarvud 1 kuni » ja ainult need, igaiiks {ihe korra,
kui
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a)
b)

n =2021;
n = 10000?

Vastus: a) ei; b) ei.
Lahendus.

a)

b)

Kahe tdisarvu vahe ja summa on sama paarsusega, samuti on tdisarv
ja tema absoluutvddrtus sama paarsusega. Seega iga Mari samm jdtab

koigi tahvlil olevate arvude summa paarsuse samaks. Kuna koigi arvude
022

2
1,2,...,2021 seas on paarituid arve ehk 1011 tiikki, mis on paaritu

arv, siis koigi arvude 1,2,...,2021 summa on paaritu. Sellest tulenevalt
on nende seas olevate nelja sisaldavate arvude ja nelja mitte sisaldava-
te arvude summad erineva paarsusega. Jarelikult ei saa Mari koigi nelja
mitte sisaldavate arvude kooslusega alustades jouda koigi nelja sisalda-
vate arvude koosluseni.

Olgu esimese 10000 positiivse tdisarvu seas a sellist, mis ei sisalda nel-
ja, ja 10000 — a sellist, mis sisaldavad nelja. Et igal Mari sammuga jdab
tahvlil {iks arv vdhemaks, peaks Mari eesmérgi saavutamiseks tegema
tdpselt a — (10000 — a) ehk 2a — 10000 sammu. Et iga sammuga tekib
vaid {iks uus arv, peaks koigi nelja sisaldavate arvude tekkimiseks kehti-

ma vorratus 2a — 10000 = 10000 — a, mis on samavdirne tingimusega

20000 _ . . L . 4
az —3 Kuid esimese 10000 positiivse tdisarvu seas on ainult 9* ehk

0
6561 arvu, mis nelja ei sisalda. Kuna 6561 < , siis noutud tingi-

muste tditmine pole voimalik.
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Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Noorem rithm

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Hendrik Vija)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Tahistatud kahekohalise arvu numbrid muutujatega: 1p
o Kirjutatud kahekohaline arv ab iimber kui 10a + b: 1p
o Koostatud vorrand a ja b suhtes: 1p
o Korrektselt jareldatud, et b = 9: 2p

o Sealhulgas:
e Leitud, et b = 9, veendumata vorrandi pooli a-ga ldbi jaga-

des, et a # 0: 1p
o Joutud dige vastuseni: 1p
o Veendutud, et vastus tdepoolest sobib: 1p

Enamik 6pilasi, kes suutsid dra teha hindamisskeemi kaks esimest punkti,
joudsid ka dige vastuseni. Samas védga levinud viga oli vorrandi poolte a-ga
jagamisel mitte veendumine, kas a = 0 on voimalik voi ei. Samuti unusta-
ti kontrollida, et koik leitud arvud tdepoolest sobivad. Ziirii lahenduses 1
ei olegi tegelikult lahendite kontrolli vaja, sest kdik sammud lahendite leid-
mise teel on pooratavad (mistottu ametlikus materjalis kontrolli pole), aga
voistleja peaks ikkagi lahenduses nditama, et ta saab aru, mida teeb, kui ji-
tab kontrolli 4ra. Piisas mainimisest, et lahendid sobivad, sest koik sammud
on pooratavad, voi et labivaatus néitab koigi leitud lahendite sobivust. Vi-
gade viltimiseks tasub lahendeid kontrollida ka siis, kui lahenduse loogika
seda ei noua.

Moned opilased hakkasid jarjest kahekohalisi arve 1dbi proovima, leidsid
mone huvitava mustri ning vditsid, et see muster alati jatkub. Aga selliseid
mustreid tuleb ka tdestada. Kahjuks selles iilesandes ei ole taolise mustri
toestamine lihtsam kui algse tilesande enda lahendamine.

2. (Hdrmel Nestra)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pohjendatud, et kui BEA vdi BEC on vordhaarne kolmnurk, siis
alusnurk on suurusega 45°: 2p
Sealhulgas:
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e Alusnurga suurus leitud vaid tihe kolmnurga jaoks: 1p

o Ammendavalt késitletud juht, kus BEC on vordhaarne: 2p

o Lahendatud juht, kus BEA on vordhaarne ja E asub loigul AC: 1p

o Lahendatud juht, kus BEA on vordhaarne ja E asub 16igu AC
pikendusel: 2p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Eelt66 (nurkade arvutamine jms): 2p
o Ammendavalt késitletud teravnurkse kolmnurga juht: 2p
o Ammendavalt kdsitletud niirinurkse kolmnurga juht: 2p
o Ammendavalt kisitletud tdisnurkse kolmnurga juht: 1p

Ulesanne osutus ootamatult raskeks. Esialgsetes tulemustes on vaid iiks
tdisskoor. Alla 10 lahendaja arvestas asjaoluga, et kolmnurga korguse alus-
punkt voib asuda kiilje pikendusel. Eriti ootamatu oli aga see, kui paljud la-
hendajad jatsid sihilikult vaatluse alt vélja juhu, kus BEC on vordhaarne,
saades vastuseks vaid 45° voi monel juhul ka 135°. Pohjenduseks kirjuta-
ti niiteks, et kuna nurga EBA suurus oleks 0°, siis see juht pole voimalik
(suurus 0° on voimalik, kui tegu ei ole kolmnurga nurgaga). Sellised voist-
lejad said lahendusele 1 vastava skeemi jdrgi hinnates skeemi teise rea jargi
0-1 punkti séltuvalt sellest, kui palju kasulikke arvutusi selle juhu lahenda-
miseks oli tehtud.

. (Aleksandr Sved)
Ulesande allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Lahendatud osa a): 4p
Sealhulgas:
e Eraldatud arvu 3 kordsed, viies vasaku poole néiteks kujule
3(x% + 2x) + 5: Ip
o Lahendatud osa b): 3p
Sealhulgas:
e Eraldatud arvu 4 kordsed, viies vasaku poole néiteks kujule
4(x? + 3x) + 14, voi teisendatud vrrandi vasak pool kujule
(2x +3)? +5: Ip

. (Joonas Jiirgen Kisel)

Ziirii lahendusega 1 analoogsete mottekiikude allpool mérgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Tdestatud, et kummaski summapaaris peab kasutama nelja eri-

nevat arvu: 1p
o Toestatud, et 3838+ x = 5858 + y, kus x, y kuuluvad Mari valitud
arvude hulka: 4p
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o Jareldatud, et kaks valitud arvu peavad teineteisest erinema 2020
vorra: 1p
o Esitatud 6ige vastus: 1p

Ziirii lahendusega 2 analoogsete mottekiikude allpool mirgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Tdestatud, et kummaski summapaaris peab kasutama nelja eri-

nevat arvu: Ip
o Todestatud, et iga valitud arv peab esinema vdhemalt tihes sum-

mas: 2p
o Ndidatud, et ildisust kitsendamata a + b = ¢+ d = 1919 ja

b+c=d+e=2929: 2p
o Jareldatud, et kaks valitud arvu peavad teineteisest erinema 2020

vorra: 1p
o Esitatud 6ige vastus: 1p

Ulesanne liks oluliselt kehvemini kui oodatud: ligemale 80 esitatud t66 hul-
gas oli koigest 8 tdislahendust. Koige sagedasem viga oli unustamine, et
tegemist on positiivsete arvudega, ning seega voodrlahendi leidmine. Va-
he oli selgeid ja korrektseid argumente, enamasti hiipati detailidest iile ja
esitati naiivseid mottekdike. Nditeks esines paljudes toodes viiteid, et kui
vidhimat v6i suurimat liiget vorreldes ainsa lahendiga, mis sisaldab nii ar-
ve 1 kui ka 2021, iihele v0i teisele poolele nihutada, siis me rikume tingi-
must, et koik arvud on vahemikus [1,2021]. Selleks, et see argument péa-
deks, on tarvis ndidata vihemalt seda, et tildisust kitsendamata kehtivad
vordused a + b = c+d = 1919ja b+ c = d + e = 2929 (nt kui luba-
tud oleks valida kuus arvu, siis oleks vorrandite a + b = ¢ + d = 1919 ja
b+ c = e+ f = 2929 lahendid pohimatteliselt erinevad lahenditest ku-
jul 1,908,1011, 1918, 2021, f, mistdttu argumendid tihest lahendist koikide
teiste saamiseks ei tootaks) ning et arvu 1 asendamisel arvuga 2 peab arv
2021 asenduma arvuga 2022, mitte arvuga 2020 (nt kui arvud oleks 1919 ja
2929 asemel olnud 1517 ja 2022, oleks Maril olnud enam kui 500 vdima-
lust viie arvu valimiseks, ehkki tiks lahenditest on {1,506,1011, 1516, 2021},
mis sisaldab nii 1 kui ka 2021); koigis sellistes toddes oli viahemalt iiks neist
vdidetest tdestamata, sageli molemad. Mones t66s eeldati meelevaldselt, et
Maril on ainult iiks voimalus arvude valimiseks, ning sellest johtuvalt oletati
ka, et kas 1 voi 2021 peab nende hulka kuuluma.

. (Sandra Schumann)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste mdottekidikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pohjendatud, et kolmnurgad ABC ja ABF on vordsed: 2p
o Viljatoodud, et /BAC = /BAF: 1p
o Vilja toodud, et |BC| = |BD|: 1p
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o Pohjendatud, et /BAC = ZBAD: 2p
o Koiki eelnevaid osasid kokku pannes joutud 16ppjédrelduseni: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekidikude allpool mérgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pdhjendatud, et kolmnurgad ABC ja ABF on vordsed: 2p
o Véljatoodud, et ZABC = ZABF: 1p
o Viljatoodud, et ZADC = ZABC: 1p
o Leitud ringjoone o punktide abil ZCDF suurus mélemal lahen-

duses kirjeldatud juhul: 2p
o Koiki eelnevaid osasid kokku pannes joutud 16ppjarelduseni: 1p

Muude punkte vddrt sammude puudumisel vois tihe punkti saada tdhele-
panekute eest, mille alusel saaks lihtsasti jareldada, et kolmnurgdad ABC ja
ABF on vordsed.

Ulesanne osutus ootuspéraselt keeruliseks. Sellegipoolest saadi palju osalisi
punkte, eriti just vordsete kolmnurkade leidmise eest.
. (Urve Kangro)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pandud tédhele, et kameeleonide arvude jadgid 3-ga jagamisel on

algul erinevad (voi et vahed ei jagu 3-ga): 1p
o Naidatud, et kaht varvi kameeleonide arvu vahe jadk 3-ga jaga-

misel ei muutu: 4p
o Jéreldatud sellest osa a) dige vastus: 1p
o Jareldatud osa b) dige vastus: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pdhjendatud, mitu kdiku on vaja mingi konkreetse varvi puhul

vajaliku tulemuse saamiseks: 3p
o Vaadeldud sama ka mingi teise varvi jaoks: 1p
o Jédreldatud sellest osa a) dige vastus: 1p
o Jédreldatud osa b) dige vastus: 2p

Ziirii lahendusega 3 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Pandud tdhele, et kameeleonide arvude jddgid 3-ga jagamisel on

algul 0, 1 ja2: 1p
o Ndidatud, et need jadgid kdikude tegemisel jadvad samaks (kuigi

teises jarjekorras): 4p
o Jdreldatud sellest osa a) dige vastus: 1p
o Jareldatud osa b) dige vastus: 1p
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Teise skeemi jirgi lahendades vois kaotada punkti, kui kdike tehti mingis
konkreetses jarjekorras, nt kui kdigepealt vihendati roheliste arvu 20-ni ja
siis Oeldi, et edasi on vaja 3-ga jaguv arv kdike. Tegelikult siin kiill kéiku-
de jarjekorrast tulemus ei soltu, aga sellest tuleks aru saada, mitte proovida
konkreetset jarjekorda.

Monede kasulike tdhelepanekute eest (ilma toestuseta) vois saada 1 punkti,
nt et pole voimalik saavutada olukorda, kus kahte varvi oleks sama palju voi
et pole voimalik saada 3-ga jaguvat vahet.

Punkte ei saanud lihtsalt dige vastuse eest. Paljudes to6des oli lihtsalt proo-
vitud erinevaid kohtumiste jadasid, piilides saada ldhedale soovitud tule-
musele ja selle alusel vdidetud, et see pole voimalik. Ka sellise lahenduse
eest punkte ei saanud, sest pohimotteliselt pole voimalik proovida ldbi koiki
voimalikke kohtumiste jadasid. Mitmetes toddes piiiiti {ilesannet lahedada
kameeleonide arvu paarsust vaadeldes, aga esialgsest seisust, kus iiks paaris
ja kaks paaritut arvu, voib saada nii samasuguse seisu kui ka kodik paarisar-
vuks. Kuna ka soovitud ld6ppseisudes on koik arvud paaris, siis siit vastuolu
ei saa.

Mones to6s oli tilesannet ,lihtsustatud“: kuna koik algsed kameeleonide ar-
vud jaguvad 5-ga, siis vaadeldi juhtu, kus arvud on samas suhtes ehk 5, 4
ja 3. Sellisel juhul on pohimatteliselt voimalik koikvoimalikud kohtumised
l4dbi vaadata. Aga see sisuliselt tdhendab, et esialgses iilesandes vaadeldak-
se ainult juhtu, kus alati toimub 5 tihesugust kohtumist jarjest, mis on vidga
kitsendav. Uldiselt ei tohi sarnases iilesandes lihtsalt {ihise teguriga l4bi ja-
gada: kui kameeleonide arvud oleksid algul olnud néiteks 3, 6 ja 9, siis oleks
nii a) kui ka b) saavutatavad, aga juhul 1, 2, 3 ei ole kumbki saavutatav.
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Matemaatika lahtine voistlus

11. detsember 2021 Vanem rihm

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Kaur Aare Saar)
Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude allpool mérgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Ndidatud, et S4 = Sp: 2p
o Ndidatud, et S; = S, 2p
o Niidatud, et Sg = 25;: 2p
o Viidud lahendus 16puni: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste méttekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.
o Toestatud, et kolme mediaani poolt tekitatud kuus kolmnurka

on vordpindsed: 4p
Sealhulgas:
e Toestatud, et mingile samale kiiljele toetuvad kaks kolm-
nurka on vordpindsed: 2p
e Toestatud, et mingid kaks erinevatele kiilgedele toetuvat
kolmnurka on vordpindsed: 2p
o Ndidatud, et iga laps saab tekkinud kuuest tiikist tdpselt kaks: 3p

Ulesanne oli histi lahendatud. Esines palju tidislahendusi, enamus neist
sarnased Ziirii lahendusega. Paljud o6pilased olid konstrueerinud kolman-
da mediaani ja jaotanud kolmnurga kuueks kolmnurgaks ning vditnud, et
tekkinud 6 kolmnurka on vordpindsed. See on kiill tdene viide, aga vajab
tdestamist, mistottu lahendusi, kus see véide oli tdestamata, hinnati maksi-
maalselt 3 punktiga. Mone iiksiku kasuliku tdhelepaneku eest, nt et mediaa-
nid jaotavad {iksteist suhtes 1 : 2 voi iga mediaan jaotab kolmnurga kaheks
vordpindseks kolmnurgaks, sai 1 punkti (juhul, kui skeemi ridadest punkte
ei saadud).
2. (Jaan Kristjan Kaasik)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Osa a) tdielik lahendus: 3p
o Osab) tdielik lahendus: 4p
Kui osas a) leiti ametlikus lahenduses esinevast kolmikust erinev korrektne
vastus, anti samuti tdispunktid. Osas b) tdid tdispunktid ka mone teise arvu
jargijadkide leidmine, kui tegu oli korrektse lahendusega (nt arv 8 sobib ka).

Lahenduse vastava osa eest sai 0 punkti, kui seal osas:
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¢ oli pohjenduseta esitatud pakkumine, mis voiks olla dige vastus;
* liigitati arv 0 positiivseks ning selle pohjal konstrueeriti ka ndide.

Arvu 0 ei loeta positiivseks. Kui teine kord tekib sarnaseid segadusi, siis tap-
selt sellel pohjusel on véimalik voistluse alguses kiisimusi esitada.

Ulesande tiiiibist tulenevalt oli tulemus oodatav: lahenduseks tuli midagi
kindlat tdhele panna, misjdrel oli lahenduse 16puni viimine lihtne; kes ta-
helepaneku tegi, sai vastava osa eest tdispunktid, kes mitte, jdi punktidest
ilma.

. (Martin Rahe)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Viidud vérrand kujule b* = +(2d + b)® (v6i midagi ilmselgelt

samavaarset): 3p
Sealhulgas:

e Viidud x ja y kujudele x = ad ja y = bd, kus d = SUT(x, y): 1p

* Jagatud vorrand suurusega d* ning jareldatud, et a = +1: 1p

o Pohjendatud, et b = z® mingi tiisarvu z korral: 2p
Sealhulgas:

e Ilma ammendava pohjenduseta viidetud, et b = z° mingi

tdisarvu z korral: 1p

o Avaldatud suurus d suuruse z kaudu (digete markidega): 1p

o Tuletatud 6ige kuju tildlahenditele: 1p
Sealhulgas:

¢ Leitud mdned tiksikud lahendid: Op

Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Viidud vorrand kujule i/g = Zy (voi midagi ilmselgelt
y 2xc+y
samavaarset): 1p
o Jéareldatud (koos pohjendusega), et {/Z on ratsionaalarv: 1p
X
-
o Saadud seos x = (voi midagi ilmselgelt samavéérset): 2p
o Ndidatud, et z peab olema tdisarv: 2p
Sealhulgas:
e Viidud z kujule z = %, kus SUT(a, b) = 1: ip
o Tuletatud 6ige kuju iildlahenditele: 1p
Sealhulgas:
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e Leitud moned iiksikud lahendid: Op

4. (Artur Avameri)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Nadidatud, etiga n korral az, = 2n —1ja azp+1 = 2n - 1: 3p
o Ndidatud, etiga n = 2 korral az,, = az,+1 = 2n — 1 sobib: 3p
o Loppvastus digesti arvutatud: 1p

Kui muud kasulikku t60s ei esinenud, siis dige jada leidmise eest (ilma
tdestuseta) anti 1 punkt ning seejdrel korrektse vastuse leidmise eest veel
1 punkt.

Ulesanne osutus oodatust raskemaks ning tdislahendusi esines vihe. Nende
hulgas, kes tilesannet valesti lahendasid, oli peamiseks komistuskiviks olu-
kord, kus leiti kiill iilesande tingimusi rahuldav jada, kuid see ei osutunud
minimaalseks voimalikuks. Samuti moistsid mitmed lahendajat tilesannet
valesti.

Siiski oli hea meel oli ndha, et paljud osalejad leidsid 6ige jada (ning tegid
seda 14bi vdikeste juhtude proovimise, mis on eduka lahendamise esimene
samm) ja said selle leidmise eest osalisi punkte.

5. (Karl Paul Parmakson)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Lahendatud osa a): 3p
Sealhulgas ziirii lahendusega 1 sarnase ldhenemise puhul:
* Tdestatud, et kolmnurk AGE on vordhaarne: 1p
e Toestatud, et kolmnurgad GDP ja ABC on sarnased, voi
midagi analoogset: 1p
e Toestatud eelnevast ldhtuvalt, et CEPD on koolnelinurk: 1p
Sealhulgas ziirii lahendusega 2 sarnase lidhenemise puhul:
e Avaldatud 16igu BD pikkus 16igu GP pikkuse kaudu: 1p
¢ Leitud punkti potentsist, et CEPD on kodlnelinurk: 2p
Lahendatud osa b): 4p
Sealhulgas:
e Avaldatud punkti potentsi abil 16igu BD pikkus ldigu GP
pikkuse kaudu: 2p
e Leitud 16igu GD pikkus Pythagorase teoreemist: 2p

Ulesande osa a) lahendati oluliselt rohkem kui osa b). Osa b) tulemuslikud
lahendused ldhtusid koik punkti potentsist ning pikkuste arvutustest, sar-
naselt lahendusele 2. Kohati pohjustas raskusi koolnelinurga definitsioon.

6. (Oleg Kosik)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid liideti.
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o Osaa):
Sealhulgas:

* Idee vaadelda tahvlil olevate arvude summa voi paaritute
arvude arvu paarsust:

o Osab):
Sealhulgas:
* Oigesti leitud nelja sisaldavate arvude arv:
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