
Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

VII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvu a absoluutväärtus on 2,5 võrra suurem arvust 7,3. Leia arvu
a kõik võimalikud väärtused.

. . . . . . . . . . . .

2. Kell on praegu 22.45. Kui palju on kell 2001 tunni pärast?

. . . . . . . . . . . .

3. Leia suurim algarv, millega jagub arv 364.

. . . . . . . . . . . .

4. Naturaalarvud alates arvust 1 paigu-
tatakse järjest kolmnurksesse tabelisse,
mille neli esimest rida on näidatud joo-
nisel. Millised on selle tabeli kümnenda
rea esimene ja viimane arv?

7 8 9 10

4 5 6
2 3

1

· · · · · · · · · · · · · ·

. . . . . . . . . . . .

5. Mari tassis on 60% võrra vähem piima kui Jüri kruusis. Mitu korda
on Jüri kruusis piima rohkem kui Mari tassis?

. . . . . . . . . . . .



6. Arvsirge lõik, mille otspunktid kujuta-
vad arve −2 ja 0, on jaotatud seitsmeks
võrdseks osaks. Milline arv vastab tähe-
le A?

−2 0A

. . . . . . . . . . . .

7. Kolmnurgas ABC on |AC| = |BC| . Leia
selle kolmnurga nurkade suurused.

110◦ 130◦

A B

C

. . . . . . . . . . . .

8. Ringi pindala on 9π cm2 . Leia selle ringi täpne ümbermõõt.

. . . . . . . . . . . .

9. Leia sellise risttahuka ruumala, millel kaks kolmandikku servadest
on pikkusega 5cm ja kaks kolmandikku tahkudest on pindalaga
40 cm2 .

. . . . . . . . . . . .

10. Jaota ruudulisele alusele joonestatud kujund kõrvaloleval joonisel
näidatud kujundiga T võrdseteks osadeks (kujundit T võib ka
pöörata).

T



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

VIII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia naturaalarvud m ja n , mis on 30-st väiksemad ning mille
korral m : n = 3,125.

m = . . . . . . . . . . . . n = . . . . . . . . . . . .

2. Arvu a vähendati 40% võrra, seejärel suurendati tulemust 20%
võrra ja saadi arv 18. Leia arv a .

. . . . . . . . . . . .

3. Kirjuta punktiiridele avaldised (23)4 , (32)4 ja (43)2 ning ruutu-
desse sobivad märgid < või =, nii et kirjapandud seosed kehtiksid.

. . . . . . . ¤ . . . . . . . ¤ . . . . . . .

4. Arvu a+ 1,3 absoluutväärtus on 9. Leia arvu a kõik võimalikud
väärtused.

. . . . . . . . . . . .

5. Naturaalarvud alates arvust 1 paigu-
tatakse järjest kolmnurksesse tabelis-
se, mille neli esimest rida on näidatud
joonisel. Mitme võrra on selle tabeli 17.
rea vasakpoolseim arv väiksem 19. rea
parempoolseimast arvust?

7 8 9 10

4 5 6
2 3

1

· · · · · · · · · · · · · ·

. . . . . . . . . . . .



6. Romb ABCD on jaotatud ühek-
saks võrdseks rombiks. Leia rombi
ABCD pindala, kui |AM | = 5 cm ja
|NM | = 3 cm.

A B

D C

N

M

. . . . . . . . . . . .

7. Lõigud DF ja CE on ristküliku
ABCD nurgapoolitajad. Leia lõigu
EF pikkus, kui ristküliku küljed on
pikkustega a ja b .

A E F B

CD a

b

. . . . . . . . . . . .

8. Ruudu BCOD tipp O on ringi kesk-
punkt ning AB on ringi diameeter.
Leia ringi ja ruudu pindalade suhe. O

C

D

BA

. . . . . . . . . . . .

9. Leia nurga α suurus, kui joo-
nisel ühtviisi tähistatud lõigud
on võrdse pikkusega.

α
·

30◦

. . . . . . . . . . . .

10. On antud 27 valget ühikkuupi. Nende mõned tahud värvitakse
kollaseks ja mõned roheliseks nii, et neist oleks võimalik kokku
laduda nii üleni kollane kuup mõõtmetega 3 × 3 × 3 kui ka üleni
roheline kuup mõõtmetega 3 × 3 × 3. Leia roheliseks värvitavate
tahkude suurim võimalik arv.

. . . . . . . . . . . .



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

IX klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia vähim algarv, millega jagub summa 34 + 53 + 72 + 11.

. . . . . . . . . . . .

2. Toimetaja ja korrektori töötasuks kokku arvestatakse 5% raamatu-
te müügi eest saadud rahast. Autor saab 10% kahest kolmandikust
müügi eest saadud rahast. Kui suur on autori tasu, kui toimetaja
ja korrektor said kumbki 3000 kr?

. . . . . . . . . . . .

3. Kahekohaline arv a on võrdne oma kümneliste numbri ja kahe-
kordse üheliste numbri summaga. Leia arv a .

. . . . . . . . . . . .

4. Turniiril mängis iga võistkond iga ülejäänud võistkonnaga ühe kor-
ra. Kokku mängiti 105 mängu. Mitu võistkonda osales turniiril?

. . . . . . . . . . . .

5. Naturaalarvud 1 kuni 2001 kirjuta-
takse seitsmeveerulisse tabelisse joo-
nisel näidatud viisil. Millise tähe-
ga märgitud veergu kirjutatakse arv
2001?

A B C D E F G

1

8

5

12

2

9

6

13

3

10

7

14

4

11

. . . . . . . . . . . .



6. Kolme erineva küljepikkusega ruudu moodustamiseks kasutati
kokku 49 ühikruutu. Leia neist kolmest ruudust vähima küljepik-
kus.

. . . . . . . . . . . .

7. Ristküliku ABCD nurgapoolitajad
DF ja CE lõikuvad punktis S . Leia
kolmnurga ESF pindala, kui ristküli-
ku küljed on pikkustega a ja b .

A E F B

CD a

bS

. . . . . . . . . . . .

8. Trapetsi ABCD alusteks on AB ja
CD . Leia nurga ADB suurus, kui
|AD| = |DB| , 6 BCD = 110◦ ja
6 CBD = 30◦ .

D C

BA

. . . . . . . . . . . .

9. Kolmnurgad ABC ja DEF on võrd-
haarsed, D ja E on kolmnurga ABC

haarade AC ja BC keskpunktid ning
K ja L on kolmnurga DEF haara-
de DF ja EF keskpunktid. Leia suhe
|AB| : |KL| .

A K

F

L B

E

C

D

. . . . . . . . . . . .

10. On antud 27 valget ühikkuupi. Nende mõned tahud värvitakse
kollaseks ja mõned roheliseks nii, et neist oleks võimalik kokku
laduda nii üleni kollane kuup mõõtmetega 3 × 3 × 3 kui ka üleni
roheline kuup mõõtmetega 3×3×3. Leia valgeks jäetavate tahkude
suurim võimalik arv.

. . . . . . . . . . . .



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

VII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Isa andis oma kolmele pojale hulga münte, nii et vanim poeg sai
noorimast 15 münti rohkem. Pärast seda, kui vanim poeg loovutas
oma osast 30 münti keskmisele pojale, oli noorimal ja keskmisel
pojal münte võrdselt ja vanimale pojale jäi veel 45 münti. Mitu
münti andis isa kõigile poegadele kokku?

2. Lõigud CE ja DF poolitavad vasta-
valt ristküliku ABCD nurgad BCD

ja CDA . Leia joonisel viirutatud ku-
jundi pindala, kui ristküliku külgede
pikkused on 10cm ja 7cm.

A E F B

CD

3. On teada, et a , b ja 10a + b on algarvud ning a 6 b < 10. Leia
korrutise ab · (10a+ b) kõik võimalikud väärtused.



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

VIII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kui Meelise arvutisse sisestada mingi naturaalarv n , siis arvuti
korrutab kõik naturaalarvud 1 kuni n ja näitab tulemuse ekraa-
nil. Näiteks sisestades arvu 6, leiab arvuti korrutise 1 ·2 ·3 ·4 ·5 ·6
ja näitab ekraanil arvu 720. Kui aga leitud korrutis jagub arvu-
ga 2001, mängib arvuti lisaks rõõmsat muusikat. Millise vähima
naturaalarvu võiks Meelis arvutisse sisestada, nii et see mängiks
talle muusikat?

2. Suvevaheajal töötas Taavi ajalehepoisina. Teenitud rahast kulu-
tas Taavi 25% diskettide ostmiseks, ülejäänud summast 25% tuli
maksta bussiekskursiooni eest. Jõulukinkide ostmiseks sõpradele
kulutas Taavi ühe kolmandiku võrra vähem kui oli maksnud eks-
kursiooni eest. Pärast seda oli Taavil teenitud rahast alles 80 kroo-
ni vähem kui oli juba kulutatud. Kui palju teenis Taavi vaheajal?

3. Võrdhaarse täisnurkse kolmnurga
ABC külgedel võetakse punktid
D, E, F, K, L, M, N nagu joonisel
näidatud, nii et CDEF ja KLMN

on ruudud. Kui suure osa moodustab
nende ruutude ühise osa (joonisel
viirutatud) pindala kolmnurga ABC

pindalast?

A B

C

D F

EK L

MN



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

IX klass

II osa: Lahendamiseks on aega 4 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arveametnik Julius pani tähele, et 2001. aastal saab tema vanus
võrdseks tema sünniaasta numbrite kahekordse summaga. Edasi
mõtiskledes tõdes ta üllatusega, et täpselt sama lugu on ka te-
ma mõned aastad noorema õe Juuliga. Kui vanaks saab sel aastal
Julius ja kui vanaks Juuli?

2. Joonisel kujutatud kolm ringjoont on
võrdse raadiusega r , nende keskpunk-
tid paiknevad ühel sirgel ja kaks äär-
mist ringjoont läbivad keskmise ringjoo-
ne keskpunkti. Leia neist ringjoontest
moodustuva kujundi ümbermõõt.

q qq

3. Olgu k täisarv. Tõesta, et kui arv k2 − k ei jagu 6-ga, siis arv
k2 − k − 2 jagub 18-ga.

4. Neli õpilast ostis poest raamatuid. On teada, et

a) igaüks neist ostis täpselt kolm erinevat raamatut;

b) iga õpilaste paar ostis täpselt ühe ühesuguse raamatu.

Mitu erinevat raamatut õpilased kokku ostsid? Leia kõik võimalu-
sed.



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

X klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Võrrandil
√
x+ a+ x+ b = 0 leidub reaalarvuline lahend x . Leia

vahe b− a suurim võimalik väärtus.

2. Ruudulisel paberil võetakse punktid A , B ,
C ja D nii, nagu joonisel näidatud. Tõesta,
et nurgad BAC ja CAD on võrdse suuru-
sega.

r

r

r

r

A D

B

C

3. Leia kõik sellised positiivsete täisarvude paarid (a, b) , mille korral

1

a
+

1

b
−

1

ab
=

2

5
.

4. Ristküliku ABCD küljel AB võetakse punktid E ja F nii, et
|AE| = |BF | ning lõigud CE ja DF lõikuvad punktis P . Tõesta,
et kolmnurga CDP pindala on võrdne kolmnurkade ADE , BCF
ja EFP pindalade summaga.

5. Aafrikas elav Abababi hõim kasutab tähestikku, milles on ainult
tähed A ja B. Ükski Abababi keele sõna pole ühegi teise sõna
alguseks. Kas Abababi keeles võib olla kolm 4-tähelist, kümme
5-tähelist, kolmkümmend 6-tähelist ja viis 7-tähelist sõna?



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

XI klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kisanea Vabariigi valitsus esitas parlamendile seaduseelnõu, mille
kohaselt iga valitsuse liikme palga ja kõigi töötavate Kisanea ko-
danike keskmise palga suhe peab võrduma seitsmekordse Kisanea
töötavate kodanike koguarvu ja valitsuse liikmete arvu suhtega.
On teada, et Kisanea Vabariigis on N töötavat kodanikku, kellest
M on valitsuse liikmed, ning valitsusse mittekuuluvate töötavate
kodanike keskmine palk on c > 0 sõltumata sellest, kas uus seadus
rakendub või mitte.

Parlamendi opositsioon on aga oma valijatele lubanud, et ei lase
tõsta valitsuse liikmete palka suuremaks ülejäänud Kisanea tööta-
vate kodanike keskmisest palgast. Kas opositsioon peaks püüdma
esitatud seaduseelnõu vastuvõtmist takistada?

2. Olgu a , b ja c sellised positiivsed täisarvud, et

abc+ ab+ bc+ ca+ a+ b+ c = 2000 .

Leia summa a+ b+ c kõik võimalikud väärtused.

3. Olgu D kolmnurga ABC külje AB keskpunkt ja E selline punkt
küljel BC , et |BE| = 2 · |EC| , kusjuures 6 ADC = 6 BAE . Tões-
ta, et kolmnurk ABC on täisnurkne.

4. Tõesta, et mistahes 10 järjestikuse positiivse täisarvu hulgas leidub
arv, mis on ülejäänutega ühistegurita.

5. Ringjoonel järjestikku paiknevad 2n+ 1 punkti A0, A1, . . . , A2n

jaotavad ringjoone võrdseteks kaarteks. Kuidas tuleb need punktid
sirglõikudega ühendada, et tekkiva 2n+1 lüliga kinnise murdjoone
pikkus oleks maksimaalne?



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

XII klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu a, b positiivsed täisarvud.

a) Tõesta, et kui arvud a ja b on ühistegurita, siis ka ab ja a+b

on ühistegurita.

b) Kas kehtib ka selle lause pöördlause?

2. Tähistagu an arvude 1, 2, 3, . . . , n ruutude vahelduvate märki-
dega summat: a1 = 12 , a2 = 12 − 22 , a3 = 12 − 22 + 32 ,
a4 = 12 − 22 + 32 − 42 , jne. Tõesta, et mistahes positiivse täis-
arvu n korral kehtib võrdus

|an| = 1 + 2 + 3 + . . .+ n .

3. Lõigule AB selle sisepunktist C tõmmatud ristsirgel punktist C

ühel ja samal pool valitakse punktid D ja E nii, et |AC| = |DC|
ja |BC| = |EC| . Olgu P , Q , R ja S vastavalt lõikude AB , BE ,
DE ja AD keskpunktid. Tõesta, et nelinurk PQRS on ruut.

4. Reaalarvude a , b ja c korrutis on 1 ning nende arvude summa
on võrdne nende pöördarvude summaga. Tõesta, et vähemalt üks
arvudest a , b ja c on 1.

5. Leia vähim n väärtus, mille korral on võimalik katta n × n ruut
1 × 2 doominokividega nii, et mistahes seda ruutu kaheks osaks
jaotav sirge jaotaks kaheks osaks ka vähemalt ühe doominokivi.



XLVIII Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

27 ÂnvarÂ 2001 g.

VII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Absol»tnaÂ veliqina qisla a na 2,5 bol~xe qisla 7,3 .
Na$iti vse vozmo¼nye znaqeniÂ qisla a .

. . . . . . . . . . . .

2. Se$iqas 22.45. Skol~ko vremeni budet qerez 2001 qas?

. . . . . . . . . . . .

3. Na$iti naibol~xee prostoe qislo, na kotoroe delitsÂ
qislo 364.

. . . . . . . . . . . .

4. Natural~nye qisla, naqinaÂ s 1,
raspolaga»t v treugol~nu» tab-
licu, pervye qetyre stroki koto-
ro$i pokazany na risunke. Kakovy
pervoe i poslednee qisla desÂto$i
stroki ®to$i tablicy?

7 8 9 10

4 5 6
2 3

1

· · · · · · · · · · · · · ·

. . . . . . . . . . . .

5. V kru¼ke Mariny moloka na 60% men~xe qem v kru¼ke u
³ry. Vo skol~ko raz moloka v ³rino$i kru¼ke bol~xe
qem v Marinino$i?

. . . . . . . . . . . .



6. Otrezok qislovo$i prÂmo$i, koncy
kotorogo sootvetstvu»t qislam
−2 i 0 , podelen na sem~ ravnyh
qaste$i. Kakoe qislo sootvetstvuet
bukve A?

−2 0A

. . . . . . . . . . . .

7. V treugol~nike ABC imeem |AC| = |BC| .
Na$iti veliqiny uglov ®togo treugol~ni-
ka.

110◦ 130◦

A B

C

. . . . . . . . . . . .

8. Plowad~ kruga 9π sm2 . Na$iti toqnu» dlinu okru¼nosti
®togo kruga.

. . . . . . . . . . . .

9. Na$iti obÄem takogo prÂmougol~nogo parallelepipeda, u
kotorogo dve tretih reber ime»t dlinu 5 sm i dve tretih
grane$i ime»t plowad~ 40 sm2 .

. . . . . . . . . . . .

10. Razdelit~ narisovannu» na kletqato$i bumage figuru na
qasti, ravnye izobra¼enno$i sboku figure T (figuru T

mo¼no povoraqivat~).

T



XLVIII Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

27 ÂnvarÂ 2001 g.

VIII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti natural~nye qisla m i n , kotorye men~xe 30 i
dlÂ kotoryh m : n = 3,125 .

m = . . . . . . . . . . . . n = . . . . . . . . . . . .

2. Qislo a umen~xili na 40%, zatem uveliqili rezul~tat
na 20% i poluqili qislo 18. Na$iti qislo a .

. . . . . . . . . . . .

3. Napisat~ v mestah, otmeqennyh punktirom, vyra¼eniÂ
(23)4 , (32)4 i (43)2 , a v kvadratah podhodÂwie znaki <

ili = tak, qtoby zapisannye sootnoxeniÂ vypolnÂlis~.

. . . . . . . ¤ . . . . . . . ¤ . . . . . . .

4. Absol»tnaÂ veliqina qisla a + 1,3 ravno 9 . Na$iti vse
vozmo¼nye znaqeniÂ qisla a .

. . . . . . . . . . . .

5. Natural~nye qisla, naqinaÂ s 1,
raspolaga»tsÂ v treugol~nu»
tablicu, pervye qetyre stroki
kotoro$i pokazany na risunke. Na
skol~ko samoe levoe qislo 17-o$i
stroki ®to$i tablicy men~xe samo-
go pravogo qisla 19-o$i stroki?

7 8 9 10

4 5 6
2 3

1

· · · · · · · · · · · · · ·

. . . . . . . . . . . .



6. Romb ABCD razdelen na devÂt~
ravnyh rombov. Na$iti plowad~
romba ABCD , esli |AM | = 5 sm i
|NM | = 3 sm.

A B

D C

N

M
. . . . . . . . . . . .

7. Otrezki DF i CE ÂvlÂ»tsÂ
bissektrisami prÂmougol~nika
ABCD . Na$iti dlinu otrezka EF,
esli dliny storon prÂmougol~-
nika ravny a i b .

A E F B

CD a

b

. . . . . . . . . . . .

8. Verxina O kvadrata BCOD

ÂvlÂetsÂ centrom, a AB dia-
metrom kruga. Na$iti otnoxenie
plowade$i kruga i kvadrata.

O

C

D

BA

. . . . . . . . . . . .

9. Na$iti veliqinu ugla α ,
esli dliny odinakovo
oboznaqennyh na risunke
otrezkov ravny.

α
·

30◦

. . . . . . . . . . . .

10. Dany 27 belyh kubikov ediniqnogo razmera. Nekotorye
ih grani krasÂt v ¼elty$i, a nekotorye v zeleny$i cvet tak,
qtoby iz nih mo¼no bylo by sobrat~ ¼elty$i kub razmera
3×3×3 i zeleny$i kub razmera 3×3×3 . Na$iti naibol~xee
vozmo¼noe qislo grane$i, okraxennyh v zeleny$i cvet.

. . . . . . . . . . . .
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IX klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti naimen~xee prostoe qislo, na kotoroe delitsÂ
summa 34 + 53 + 72 + 11 .

. . . . . . . . . . . .

2. Zarplata redaktora i korrektora vmeste sostavlÂet 5%
ot deneg, poluqennyh v rezul~tate proda¼i knig. Avtor
poluqaet 10% ot dvuh tretih deneg, poluqennyh s proda¼i
knig. Skol~ko poluqil avtor, esli redaktor i korrektor
poluqili po 3000 kron ka¼dy$i?

. . . . . . . . . . . .

3. Dvuznaqnoe qislo a ravno summe svoego qisla desÂtkov i
udvoennogo qisla edinic. Na$iti qislo a .

. . . . . . . . . . . .

4. V turnire ka¼daÂ komanda sygrala s ka¼do$i iz ostal~nyh
komand odin raz. Vsego sygrali 105 igr. Skol~ko komand
uqastvovalo v turnire?

. . . . . . . . . . . .

5. Natural~nye qisla ot 1 do 2001
pixut v tablicu, sostoÂwu» iz
semi stolbcov, pokazannym na ri-
sunke sposobom. V stolbec obo-
znaqenny$i kako$i bukvo$i napixut
qislo 2001?

A B C D E F G

1

8

5

12

2

9

6

13

3

10

7

14

4

11

. . . . . . . . . . . .



6. DlÂ sostavleniÂ treh kvadratov s razliqnymi dlinami
storon ispol~zovalos~ vsego 49 ediniqnyh kvadratov.
Na$iti dlinu storony naimen~xego iz treh kvadratov.

. . . . . . . . . . . .

7. Bissektrisy DF i CE prÂmo-
ugol~nika ABCD pereseka»tsÂ v
toqke S . Na$iti plowad~ treugol~-
nika ESF , esli dliny storon prÂ-
mougol~nika ravny a i b .

A E F B

CD a

bS

. . . . . . . . . . . .

8. AB i CD osnovaniÂ trapecii
ABCD . Na$iti veliqinu ugla ADB,
esli |AD| = |DB| , 6 BCD = 110◦ i
6 CBD = 30◦ .

D C

BA

. . . . . . . . . . . .

9. Treugol~niki ABC i DEF rav-
nobedrennye, D i E serediny
ravnyh storon AC i BC tre-
ugol~nika ABC , a K i L sere-
diny ravnyh storon DF i EF

treugol~nika DEF . Na$iti otnoxe-
nie |AB| : |KL| .

A K

F

L B

E

C

D

. . . . . . . . . . . .

10. Dany 27 belyh kubikov ediniqnogo razmera. Nekotorye
ih grani krasÂt v ¼elty$i, a nekotorye v zeleny$i cvet tak,
qtoby iz nih mo¼no bylo by sobrat~ ¼elty$i kub razmera
3×3×3 i zeleny$i kub razmera 3×3×3 . Na$iti naibol~xee
vozmo¼noe qislo grane$i, ostavxihsÂ belymi.

. . . . . . . . . . . .
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VII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Otec dal svoim trem synov~Âm nekotoroe koliqestvo
monet tak, qto starxi$i syn poluqil na 15 monet bol~xe
mladxego. Posle togo, kak starxi$i syn otdal iz svoe$i
doli 30 monet srednemu synu, u srednego i mladxego sy-
nove$i stalo monet porovnu, a u starxego ostalos~ ewe 45
monet. Skol~ko vsego monet dal otec svoim synov~Âm?

2. Otrezki CE i DF delÂt popo-
lam sootvetstvenno ugly BCD

i CDA prÂmougol~nika ABCD .
Na$iti plowad~ zaxtrihovanno$i
na risunke figury, esli dliny
storon prÂmougol~nika ravny
10sm i 7sm. A E F B

CD

3. Izvestno, qto a , b i 10a + b prostye qisla i a 6 b < 10 .
Na$iti vse vozmo¼nye znaqeniÂ proizvedeniÂ ab · (10a+ b) .



XLVIII Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

27 ÂnvarÂ 2001 g.

VIII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Esli v komp~»ter Mixi vvesti natural~noe qislo n , to
komp~»ter umno¼it vse natural~nye qisla ot 1 do n i
poka¼et rezul~tat na ®krane. Naprimer, pri vvode qisla
6 , komp~»ter na$idet proizvedenie 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 i poka-
¼et na ®krane qislo 720 . No esli na$idennoe proizvedenie
delitsÂ na 2001 , to komp~»ter sygraet vdobavok veselu»
melodi». Kakoe naimen~xee natural~noe qislo dol¼en
vvesti Mixa, qtoby komp~»ter ispolnil emu muzyku?

2. Na letnih kanikulah Tolik rabotal prodavcom gazet.
Na pokupku disket Tolik potratil 25% iz zarabotannyh
deneg, 25% ostavxihsÂ deneg on zaplatil za avtobusnu»
®kskursi». Na pokupku ro¼destvenskih podarkov druz~Âm
Tolik potratil na tret~ men~xe qem zaplatil za ®kskur-
si». Posle ®togo iz zarabotannyh Tolikom deneg u nego
ostalos~ na 80 kron men~xe, qem bylo u¼e potraqeno.
Skol~ko zarabotal Tolik za kanikuly?

3. Na storonah ravnobedrennogo
prÂmougol~nogo treugol~nika
ABC vzÂty toqki D, E, F, K, L ,
M, N , kak pokazano na risunke,
tak qto CDEF i KLMN kvad-
raty. Kaku» qast~ plowadi
treugol~nika ABC sostavlÂet
plowad~ obwe$i qasti ®tih kvadratov (kotoraÂ na risunke
zaxtrihovana)?

A B

C

D F

EK L

MN
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IX klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 4 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Sqetovod ³ri$i zametil, qto v 2001 godu ego vozrast
stanet raven udvoenno$i summe cifr ego goda ro¼deniÂ.
RazmyxlÂÂ dal~xe, on s udivleniem obnaru¼il, qto
toqno takaÂ ¼e istoriÂ s ego sestro$i ³lie$i, kotoraÂ
mladxe ego na neskol~ko let. Skol~ko let ispolnitsÂ v
®tom godu ³ri» i ³lii?

2. Tri okru¼nosti, izobra¼ennye na
risunke, ime»t odinakovy$i ra-
dius r , ih centry raspolo¼eny
na odno$i prÂmo$i i dve kra$inie
okru¼nosti prohodÂt qerez centr
tret~e$i. Na$iti perimetr figury,
obrazovanno$i ®timi tremÂ okru¼-
nostÂmi.

q qq

3. Pust~ k celoe qislo. Dokazat~, qto esli qislo k2 − k ne
delitsÂ na 6 , to qislo k2 − k − 2 delitsÂ na 18 .

4. Qetyre uqenika kupili v magazine knigi. Izvestno, qto

a) ka¼dy$i iz nih kupil rovno tri raznye knigi;

b) ka¼daÂ para uqenikov kupila rovno odnu odinakovu»
knigu.

Skol~ko vsego raznyh knig kupili uqeniki? Na$iti vse
vozmo¼nye varianty.
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X klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Uravnenie
√
x+ a+ x+ b = 0 imeet de$istvitel~noe rexenie x .

Na$iti naibol~xee vozmo¼noe znaqenie raznosti b− a .

2. Na kletqato$i bumage vzÂty toqki A , B ,
C i D tak, kak pokazano na risunke.
Dokazat~, qto ugly BAC i CAD ravny.

r

r

r

r

A D

B

C

3. Na$iti vse takie pary polo¼itel~nyh celyh qisel (a, b) , dlÂ
kotoryh

1

a
+

1

b
−

1

ab
=

2

5
.

4. Na storone AB prÂmougol~nika ABCD vzÂty toqki E i F

tak, qto |AE| = |BF | i otrezki CE i DF pereseka»tsÂ v
toqke P . Dokazat~, qto plowad~ treugol~nika CDP ravna
summe plowade$i treugol~nikov ADE , BCF i EFP .

5. ´ivuwee v Afrike plemÂ Abababov ispol~zuet alfavit v ko-
torom est~ tol~ko bukvy A i B. Ni odno slovo abababskogo
Âzyka ne ÂvlÂetsÂ naqalom drugogo slova. Mo¼et li v ababab-
skom Âzyke byt~ tri qetyrehbukvennyh, desÂt~ pÂtibukvennyh,
tridcat~ xestibukvennyh i pÂt~ semibukvennyh slov?
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XI klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Pravitel~stvo Respubliki Kizanei predstavilo v parlament
proekt zakona, soglasno kotoromu otnoxenie zarplaty ka¼-
dogo qlena pravitel~stva k sredne$i zarplate vseh rabota»wih
gra¼dan Kizanei dol¼no ravnÂt~sÂ semikratnomu otnoxeni»
qisla rabota»wih gra¼dan Kizanei k qislu qlenov pravi-
tel~stva. Izvestno, qto v Respublike Kizanei N rabota»wih
gra¼dan, iz kotoryh M ÂvlÂ»tsÂ qlenami pravitel~stva, i
srednÂÂ zarplata rabota»wih gra¼dan, ne vhodÂwih v pravi-
tel~stvo, ravna c > 0 nezavisimo ot togo, primut li novy$i
zakon ili net.

ParlamentskaÂ oppoziciÂ obewala svoim izbiratelÂm, qto ne
dast podnÂt~ zarplatu qlenov pravitel~stva vyxe sredne$i
zarplaty ostal~nyh rabota»wih gra¼dan Kizanei. Dol¼na
li oppoziciÂ prepÂtstvovat~ prinÂti» predstavlennogo
proekta zakona?

2. Pust~ a , b i c takie polo¼itel~nye celye qisla, qto

abc+ ab+ bc+ ca+ a+ b+ c = 2000 .

Na$iti vse vozmo¼nye znaqeniÂ summy a+ b+ c .

3. Pust~ D seredina storony AB treugol~nika ABC , a E

takaÂ toqka na storone BC , qto |BE| = 2 · |EC| , priqem
6 ADC = 6 BAE . Dokazat~, qto treugol~nik ABC prÂmougol~-
ny$i.

4. Dokazat~, qto sredi l»byh 10 posledovatel~nyh polo¼i-
tel~nyh celyh qisel na$idetsÂ qislo, ÂvlÂ»weesÂ vzaimno
prostym s ostal~nymi.

5. Posledovatel~no razmewennye na okru¼nosti 2n + 1 toqek
A0, A1, . . . , A2n delÂt okru¼nost~ na ravnye dugi. Kak nado
soedinit~ ®ti toqki otrezkami, qtoby dlina poluqenno$i
zamknuto$i lomano$i, sostoÂwe$i iz 2n + 1 zven~ev, byla mak-
simal~no$i?
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XII klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Pust~ a, b polo¼itel~nye celye qisla.

a) Dokazat~, qto esli qisla a i b vzaimno prosty, to qisla
ab i a+ b tak¼e vzaimno prosty.

b) VypolnÂetsÂ li obratnoe utver¼denie?

2. Oboznaqim qerez an znakoperemennu» summu kvadratov qisel
1, 2, 3, . . . , n : a1 = 12 , a2 = 12 − 22 , a3 = 12 − 22 + 32 ,
a4 = 12 − 22 + 32 − 42 , i t.d. Dokazat~, qto dlÂ l»bogo celogo
polo¼itel~nogo n vypolnÂetsÂ ravenstvo

|an| = 1 + 2 + 3 + . . .+ n .

3. Na prÂmo$i, provedenno$i perpendikulÂrno otrezku AB qerez
ego vnutrenn»» toqku C , vzÂty le¼awie po odnu storonu
ot otrezka AB toqki D i E tak, qto |AC| = |DC| i
|BC| = |EC| . Pust~ P , Q , R i S serediny otrezkov AB ,
BE , DE i AD sootvetstvenno. Dokazat~, qto qetyrehugol~-
nik PQRS kvadrat.

4. Proizvedenie de$istvitel~nyh qisel a , b i c ravno 1 i summa
®tih qisel ravna summe ih obratnyh qisel. Dokazat~, qto po
kra$ine$i mere odno iz qisel a , b i c ravno 1 .

5. Na$iti naimen~xee znaqenie n , pri kotorom vozmo¼no pokryt~
kvadrat n×n dominoxkami razmera 1× 2 tak, qto l»baÂ prÂ-
maÂ, delÂwaÂ ®tot kvadrat na dve qasti, delit na dve qasti
hotÂ by odnu dominoxku.



Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

Lahendused ja vastused

VII klass, I osa

1. 9,8 ja −9,8. 2. 7.45. 3. 13. 4. 46 ja 55. 5. 2,5 korda. 6. −1
1

7
.

7. 60◦ , 60◦ , 60◦ . 8. 6π cm. 9. 200 cm3 . 10. vt. joonist 1.

Joonis 1

VII klass, II osa

1. Vastus: 165.

Olgu müntide arvud, mis isa andis noorimale, keskmisele ja vani-
male pojale, vastavalt N , K ja V . Ülesande tingimustest saame
võrdused V = N +15, K+30 = N ja V −30 = 45, kust V = 75,
N = 60 ja K = 30 ning müntide koguarv N +K + V = 165.

2. Vastus: 20 cm2 .

Olgu P ristküliku nurgapoolitajate CE ja DF lõikepunkt ning
S punktist P ristküliku küljele AB tõmmatud ristlõigu alus-
punkt (vt. joonist 2). Viirutatud kujund koosneb kolmnurkadest

1



DEP ja CFP , mis sümmeetria tõttu on ilmselt võrdsed. Ku-
na 6 ADF = 6 BCE = 45◦ , siis täisnurksed kolmnurgad DAF ,
CBE , ESP ja FSP on võrdhaarsed ning |AF | = |AD| = 7 cm
ja |BF | = |AB| − |AF | = 3 cm. Samuti |AE| = 3 cm ning see-
ga |EF | = 4 cm ja |ES| = |FS| = |PS| = 2 cm. Viirutatud osa
pindalaks saame niisiis

2 · (SEDF − SEPF ) = 2 ·
(4 · 7

2
−

4 · 2

2

)

= 20 cm2 .

A E F B

CD

P

S

·

Joonis 2

3. Vastus: 138 ja 777.

Ainsad 10-st väiksemad algarvud on 2, 3, 5 ja 7. Et ka 10a+ b

oleks algarv, ei tohi b olla 2 ega 5. Kui b = 3, siis sobib ainsana
a = 2; kui b = 7, siis sobib ainult a = 3. Korrutise ab · (10a + b)
võimalikud väärtused on niisiis 2 · 3 · 23 = 138 ja 3 · 7 · 37 = 777.

VIII klass, I osa

1. m = 25, n = 8. 2. 25. 3. (23)4 = (43)2 < (32)4 ; võib kirjutada

ka (43)2 = (23)4 < (32)4 . 4. 7,7 ja −10,3. 5. 53 võrra. 6. 67,5 cm2 .
7. 2b− a . 8. 2π . 9. 60◦ . 10. 108.

VIII klass, II osa

1. Vastus: 29.

Paneme tähele, et 2001 = 3 · 23 · 29, kus 3, 23 ja 29 on kõik
algarvud. Et Meelise arvuti mängiks arvu n sisestamisel muusikat,
peab korrutis 1 · 2 · 3 · . . . ·n sisaldama teguritena kõiki neid kolme
algarvu: vähim sobiv n on seega 29.

2



2. Vastus: 640 krooni.

Olgu Taavi teenitud rahasumma x krooni, siis diskettide ostuks

kulus tal
1

4
x krooni, bussiekskursioonile

1

4
·
3

4
x =

3

16
x krooni ning

jõulukinkide ostmiseks
2

3
·
3

16
x =

1

8
x krooni. Kõige selle peale

kokku kulus Taavil seega
1

4
x +

3

16
x +

1

8
x =

9

16
x krooni ja alles

jäi veel x−
9

16
x =

7

16
x krooni. Võrrandist

9

16
x−

7

16
x = 80

leiame x = 8 · 80 = 640 krooni.

A B

C

D F

EK L

MN

Joonis 3

a2a a 2a

aa

3. Vastus:
1

3
.

Olgu ruudu KLMN küljepikkus 2a . Et täisnurksed kolmnur-
gad AKN ja BLM on võrdhaarsed ning KLMN on ruut, siis
|AK| = |KN | = |KL| = 2a ning samuti |BL| = 2a (vt. joo-
nist 3). Seega |AB| = 6a ning |AE| = |EB| = 3a . Et CDEF

on ruut, siis 6 KED = 6 LEF = 45◦ ning ruudu KLMN viiru-
tamata osa koosneb kahest võrdhaarsest täisnurksest kolmnurgast
kaatetite pikkusega |KE| = |EL| = a . Viirutatud osa pindala on

seega (2a)2−2 ·
a2

2
= 3a2 . Võrdhaarse täisnurkse kolmnurga ABC

kogupindala on
|AB| · |EC|

2
=

6a · 3a

2
= 9a2 ning viirutatud osa

moodustab sellest ühe kolmandiku.

3



IX klass, I osa

1. 2. 2. 8000 kr. 3. 19. 4. 15. 5. D . 6. 2. 7.
(2b− a)2

4
. 8. 100◦ .

9. 4 : 1. 10. 54.

IX klass, II osa

1. Vastus: Julius saab 44 ja Juuli 38 aastat vanaks.

Olgu otsitav sünniaasta number abcd = 1000a + 100b + 10c + d ,
siis ülesande tingimustest saame

2001− (1000a+ 100b+ 10c+ d) = 2 · (a+ b+ c+ d)

ehk 1002a+102b+12c+3d = 2001. Arvestades, et 0 6 a, b, c, d 6 9
leiame kergesti, et a = 1 ja b = 9 ning 12c + 3d = 81 ehk
4c + d = 27. Et 0 6 d 6 9, siis 18 6 4c 6 27, kust c = 5
või c = 6 ning vastavalt d = 7 või d = 3. Seega peab Juliuse sün-
niaasta olema 1957 ja Juulil 1963 ning 2001. aastal saavad nad
vastavalt 2001− 1957 = 44 ja 2001− 1963 = 38 aastat vanaks.

q qq

A

B C

D

Joonis 4

O1

O2 O3

2. Vastus:
10πr

3
.

Olgu vaadeldavate ringjoonte keskpunktid O1 , O2 ja O3 ja lõi-
kepunktid A , B , C ja D , nagu joonisel 4 näidatud. Moodustuva

kujundi rajajoon koosneb neljast ringjoone kaarest
_

AB ,
_

BC ,
_

CD

ja
_

DA . Et kolmnurgad O1AO2 , O1BO2 , O2CO3 ja O2DO3 on

võrdkülgsed (nende kõik küljed on pikkusega r ), siis on kaarte
_

BC

4



ja
_

DA pikkus
1

6
ringjoone ümbermõõdust ning kaarte

_

AB ja
_

BC

pikkus
2

3
ringjoone ümbermõõdust. Kujundi ümbermõõt on seega

(

2 ·
1

6
+ 2 ·

2

3

)

· 2πr =
10πr

3
.

3. Arv k2−k = k(k−1) kui kahe erineva paarsusega täisarvu korrutis
on alati paarisarv. Kui k või k−1 jagub 3-ga, siis k(k−1) jagub
3-ga ning järelikult ka 6-ga. Seega sobivad ülesande tingimustega
ainult sellised täisarvud k , mis annavad 3-ga jagamisel jäägi 2.
Olgu nüüd k = 3a+ 2, siis

k2 − k − 2 = (9a2 + 12a+ 4)− (3a+ 2)− 2 = 9(a2 + a)

jagub 18-ga, sest a2 + a = a(a+ 1) on paarisarv.

4. Vastus: 6, 7 või 9 raamatut.

Tähistame õpilased tähtedega A , B , C ja D ning vaatleme kolme
võimalikku juhtu.

a) Ühegi õpilaste paari ostetud ühesugune raamat ei lange kokku
ühegi teise paari ostetud ühesuguse raamatuga. Sel juhul on iga
õpilase ostetud kolmest raamatust igaüks tema ühiseks raamatuks
ühega ülejäänud kolmest õpilasest, s.t. rohkem raamatuid peale
nende keegi õpilastest ei ostnud. Kuna neljast õpilasest moodus-
tub kokku 6 erinevat paari, ostsid õpilased sel juhul kokku 6 erine-
vat raamatut. (nt. A ostis raamatud u, v, w , B ostis raamatud
u, x, y , C ostis raamatud v, x, z ning D ostis raamatud w, y, z :
vt. joonist 5).

r r

r r

A B

CD

u

v
w xy

z

Joonis 5

b) Kolm õpilast (näiteks A , B ja C ) ostsid ühesuguse raama-

tu, mida neljas õpilane (sel juhul D ) ei ostnud. Õpilaste A ja D ,
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B ja D ning C ja D ostetud ühised raamatud erinevad siis sel-
lest raamatust ning on erinevad ka omavahel (sest vastasel korral
ostnuks mõni paar õpilastest A , B ja C rohkem kui ühe ühise
raamatu). Et igaüks õpilastest A , B ja C pidi ostma veel ühe
raamatu ning need peavad olema erinevad nii omavahel kui ka ees-
pool mainitutest, D aga rohkem raamatuid ei ostnud, siis osteti
sel juhul 7 erinevat raamatut.

c) Kõik neli õpilast ostsid ühe ja sama raamatu. Siis on lihtne
veenduda, et ülejäänud 4 · 2 ostetud raamatut on kõik erinevad
ning järelikult osteti sel juhul kokku 9 erinevat raamatut.

X klass

1. Vastus: 0.

Lahendus 1. Teisendame võrrandi kujule

√
x+ a+ (x+ a) + (b− a) = 0

ning paneme tähele, et kui see võrdus kehtib mingi reaalarvu x

jaoks, siis x + a > 0 ja
√
x+ a > 0. Seega b − a 6 0. Teisalt

on b− a = 0 korral võrrandil ilmselt olemas reaalarvuline lahend
x = −a .

Lahendus 2. Teisendame võrrandi kujule

√
x+ a+ (x+ a) + (b− a) = 0

ning tähistame y =
√
x+ a ja c = b − a . Saadud ruutvõrrandi

y2 + y + c = 0 suurem lahend on y =
−1 +

√
1− 4c

2
, mis on

mittenegatiivne, kui c 6 0. Mistahes mittenegatiivse y väärtuse
korral saame seosest y =

√
x+ a leida ka sobiva x väärtuse, mis

on esialgse võrrandi lahendiks.

Lahendus 3. Viies antud võrrandis x + b teisele poole ning tõstes
saadud võrduse mõlemad pooled ruutu, saame

x+ a = (x+ b)2 .

Teisendamisel saame siit ruutvõrrandi x2+(2b−1)x+(b2−a) = 0,
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mille diskriminant on D = (2b − 1)2 − 4(b2 − a) = 1 − 4(b − a) .
Saadud ruutvõrrandil on olemas reaalarvulised lahendid

x =
(1− 2b)±

√
D

2
,

kui D > 0 ehk b − a 6
1

4
. Selleks aga, et x oleks

ka esialgse võrrandi lahend, peavad täiendavalt olema täide-
tud tingimused x + a > 0 ja x + b 6 0. Asendades siin

x =
(1− 2b)−

√

1− 4(b− a)

2
näeme, et esimene neist tingimus-

test on täidetud alati ning teine parajasti siis, kui b− a 6 0.

2. Lahendus 1. Näitame, et punkt C on võrdsel kaugusel sirgetest
AB ja AD . Selleks lisame lõigud BC ja CD (vt. joonist 6) ning
näitame, et kolmnurga ABC tipust C tõmmatud kõrgus on 1.
Tõepoolest, kolmnurga ABC pindala on

SABC = SABD − SACD − SBCD =
4 · 3

2
−

4 · 1

2
−

3 · 1

2
=

5

2

ning Pythagorase teoreemist saame |AB| = 5, mistõttu tipust C

tõmmatud kõrgus on 1.

r

r

r

r

A D

B

C

r

r

r

r

A D

B

C

r

r

F

E

Joonis 6 Joonis 7

Lahendus 2. Lisame punktid E ja F nii, nagu näidatud jooni-
sel 7. Siis Pythagorase teoreemist saame |AB| = 5 = |AE| . Et ka
|BF | = |FE| , siis kolmnurgad ABF ja AEF on võrdsed, mistõttu
6 BAC = 6 BAF = 6 EAF = 6 CAD .
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Lahendus 3. Leiame tan 6 CAD =
1

3
ja tan 6 BAD =

3

4
. Et

tan 2 6 CAD =
2 tan 6 CAD

1− tan2 6 CAD
=

3

4
= tan 6 BAD

ning 6 BAD ja 2 6 CAD on mõlemad teravnurgad, siis peab olema
6 BAD = 2 6 CAD ehk 6 BAC = 6 CAD .

Lahendus 4. Näitame jällegi, et punkt C on võrdsel kaugusel sir-
getest AB ja AD . Võtame kasutusele ristkoordinaatide süsteemi,
mille koordinaatide alguspunkt on punkt A ning koordinaattelge-
deks on seda läbivad ruudustiku jooned — siis C(3, 1), sirge AB

võrrand on 3x−4y = 0 ning sellele punktist C tõmmatud ristsirge
võrrand on 4x + 3y = 15. Nende sirgete lõikepunkti koordinaati-
deks saame (2,4; 1,8) ning punkti C kaugus sirgest AB on seega
√

0,62 + 0,82 = 1.

3. Vastus: (4, 5), (5, 4), (3, 10) ja (10, 3).

Lahendus 1. Üldisust kitsendamata eeldame, et a > b . Siis

2

5
=

1

a
+

1

b
−

1

ab
6

2

b
−

1

ab
<

2

b
,

mistõttu b < 5. Avaldades ülesandes antud võrdusest a , saame

a =
5b− 5

2b− 5
, kust a positiivsuse tõttu b > 2. Järelejäänud võima-

lused b = 3 ja b = 4 annavad vastavalt a = 10 ja a = 5; ülejäänud
kaks sobivat arvupaari saame a ja b väärtuste vahetamisel.

Lahendus 2. Kirjutame võrduse
1

a
+

1

b
−

1

ab
=

2

5
ümber kujul

a− 1

a
·
b− 1

b
=

3

5
ning paneme tähele, et avaldise

x− 1

x
= 1−

1

x
väärtus kasvab x kasvades. Seetõttu a > 5 ja b > 5 korral on
a− 1

a
·
b− 1

b
>

4

5
·
4

5
=

16

25
>

3

5
. Kui aga a 6 2 või b 6 2,

siis
a− 1

a
·
b− 1

b
< 1 ·

1

2
<

3

5
. Seega üks arvudest a ja b peab

olema 3 või 4. Neid võimalusi läbi vaadates leiamegi sobivad neli
arvupaari.
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4. Kolmnurga CDE pindala moodustab poole ristküliku ABCD

pindalast, sest selle alus CD ja sellele tõmmatud kõrgus on ühtlasi
ristküliku aluseks ja kõrguseks (vt. joonist 8). Seega

SCDP + SDPE = SADE + SBCF + SEFP + SCPF ,

millest järeldub nõutav võrdus SCDP = SADE + SBCF + SEFP ,
kuna sümmeetria tõttu SDPE = SCPF .

A E F B

CD

P

Joonis 8

5. Vastus: Ei või.

Näitame, et kui Abababi keeles on kolm 4-tähelist, kümme
5-tähelist ja kolmkümmend 6-tähelist sõna, siis ei saa selles keeles
olla rohkem kui neli 7-tähelist sõna.

Kuna Abababi keeles on ainult kaks tähte A ja B, siis erinevaid
4-tähelisi sõnu saab selles keeles olla ülimalt 24 = 16. Kui selles
keeles on kolm 4-tähelist sõna, siis need ei saa enam olla pikema-
te sõnade alguseks, s.t. 4-tähelisi järjendeid, millega saavad alata
5-tähelised sõnad, on ülimalt 16− 3 = 13. Kuna igale sellisele jär-
jendile saab lõppu lisada kas A või B, siis 5-tähelisi sõnu ei saa olla
rohkem kui 2 · 13 = 26. Kui tegelikult on kümme 5-tähelist sõna,
siis üle jääb ülimalt 26− 10 = 16 sellist 5-tähelist järjendit, mille-
ga saavad alata 6-tähelised sõnad, ning 6-tähelisi sõnu ei saa seega
olla rohkem kui 2 · 16 = 32. Kui nüüd kuuetähelisi sõnu on tege-
likult kolmkümmend, siis 7-täheliste sõnade võimalikeks algusteks
jääb 6-tähelisi järjendeid järele ülimalt 32− 30 = 2 ning 7-tähelisi
sõnu võib seega olla ülimalt 2 · 2 = 4.

XI klass

1. Vastus: ei, sest valitsuse liikmete palk saab seaduse rakendumisel
olema negatiivne ja seega väiksem lihtkodanike keskmisest palgast.
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Olgu Kisanea valitsuse liikme palk uue seaduse rakendumisel b

ning valitsusse mittekuuluvate palgasaajate arv K = N−M (kuna
ülesande tingimuste kohaselt on valitsusse mittekuuluvate palga-
saajate keskmine palk c > 0, siis ilmselt kõik Kisanea palgasaajad
ei kuulu valitsusse, s.t. K > 0). Siis kehtib võrdus

b :
Mb+Kc

N
= 7 · (N : M) ,

ehk 7 · (Mb + Kc) = Mb , kust 7Kc = −6Mb . Siit b < 0 ning
seega b < c .

2. Vastus: ainus võimalik väärtus on a+ b+ c = 52.

Ülesandes antud võrdusest saame

(a+1)(b+1)(c+1) = abc+ ab+ bc+ ca+ a+ b+ c+ 1 = 2001 .

Et 2001 = 3 · 23 · 29, kus kõik tegurid on algarvud, ning arvude
a, b, c positiivsuse tõttu on tegurid a+1, b+1 ja c+1 kõik ühest
suuremad, siis peab olema { a+1, b+1, c+1 } = { 3, 23, 29 } , kust
a+ b+ c = 52.

3. Lahendus 1. Olgu F selline punkt kolmnurga külje AB pikendusel
üle tipu A , et |FA| = |AD| (vt. joonist 9). Et

|BA| : |AF | = 2 : 1 = |BE| : |EC| ,

siis lõigud AE ja FC on paralleelsed ning

6 DFC = 6 BFC = 6 BAE = 6 ADC = 6 FDC .

Seega on kolmnurk DCF võrdhaarne ning selle alusele DF tõm-
matud mediaan CA on ühtlasi kõrguseks, s.t. 6 CAB = 90◦ .

B

C

E

A

D

F

Joonis 9

q

B

C

E

A

D

Joonis 10

q H

G
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Lahendus 2. Olgu G selline punkt kolmnurga külje AC pikendusel
üle tipu C , et |AC| = |GC| , ning olgu H lõigu AE pikenduse
lõikepunkt sirgega BG (vt. joonist 10). Et lõik BC on kolmnurga
ABG mediaan, mille punkt E jaotab suhtes 2 : 1, siis ka lõik
AH on kolmnurga ABG mediaan ehk |BH| = |GH| . Kuna CD

on kolmnurga ABG kesklõik, siis 6 HBA = 6 CDA = 6 BAH ,
s.t. kolmnurk AHB on võrdhaarne ning |AH| = |BH| = |GH| .
Seega H on kolmnurga ABG ümberringjoone keskpunkt ja BG

selle diameeter ning nurk BAG on diameetrile toetuv piirdenurk,
mistõttu 6 BAC = 6 BAG = 90◦ .

4. Vaadeldavate arvude võimalikud ühised algtegurid on ainult 2,
3, 5 ja 7, sest suuremate algarvudega saab jaguda ülimalt üks
mistahes 10-st järjestikusest naturaalarvust. Nende 10 järjestiku-
se arvu viimased numbrid on kõik erinevad, s.t. igaüks numbritest
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 on viimaseks numbriks täpselt ühele neist
arvudest. Arvud, mille viimane number on 1, 3, 7 ja 9, ei jagu
2-ga ega 5-ga ning ülimalt kaks neist võivad jaguda 3-ga ja üli-
malt üks võib jaguda 7-ga (sest nende hulgas ei ole kolme arvu,
mille vahed jaguksid 3-ga, ega kaht arvu, mille vahe jaguks 7-ga).
Seega leidub vaadeldava 10 arvu hulgas vähemalt üks selline, mille
algtegurite hulgas pole 2, 3, 5 ega 7 ning mis vastavalt lahenduse
algul tehtud tähelepanekule on seega ülejäänutega ühistegurita.

5. Vastus: A0, An+1, A1, An+2, A2, . . . , An−1, A2n, An, A0 või sel-
lele vastupidises järjekorras.

Tõlgendame vaadeldava (2n+1)-nurga tippude indekseid “modu-

lo 2n+1” (s.t. loeme A2n+1 = A0 , A2n+2 = A1 jne.) ning maksi-
maalse pikkusega murdjoone saamiseks püüame selle lülidena kasu-
tada ainult (2n+1)-nurga maksimaalse pikkusega diagonaale, s.t.
selliseid, mille otstippude indeksite vahe on n või n+1. Et vaadel-
dava hulknurga igal tipul on selliseid naabertippe täpselt kaks, siis
olles valinud algustipu ja sellele järgneva tipu, on edasine tippude
valik üheselt määratud. Näiteks, alustades tipust A0 ja tõmmates
sealt esimese lõigu tippu An+1 , on järgmistena läbitavad tipud A1 ,
An+2 , A2 , An+3 , A3 , . . . . Jääb veel tõestada, et saadav murd-
joon on tõepoolest 2n+1 lüliga, s.t. tippu A0 jõuame tagasi alles
pärast kõigi ülejäänud tippude läbimist. Selleks paneme tähele, et
saadava murdjoone tippudeks “üle ühe” on A0, A1, A2, . . . ning
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nende vahel läbitavateks tippudeks An+1, An+2, An+3, . . . . Näe-
me, et tippu A0 = A2n+1 jõuame tagasi tõepoolest alles pärast
tippude A0, A1, A2, . . . , An ja An+1, An+2, . . . , A2n−1 läbimist
ning vahepeal läbime kõik ülejäänud tipud täpselt üks kord.

XII klass

1. Vastus: b) ka pöördlause (kui ab ja a + b on ühistegurita, siis a

ja b on samuti ühistegurita) kehtib.

Oletame vastuväiteliselt, et arvudel ab ja a+b leidub ühine algte-
gur p . Et algarv p on korrutise ab jagaja, peab ta olema a või b
jagaja — oletame üldisust kitsendamata, et p on a jagaja. Kuna
aga p on ka a + b jagaja, siis on ta samuti arvu b = (a + b) − a

jagaja, mis on vastuolus eeldusega, et arvud a ja b on ühisteguri-
ta. Saadud vastuolu näitab, et ükski algarv ei saa olla ab ja a+ b

ühiseks teguriks, s.t. need arvud on samuti ühistegurita.

Näitame nüüd, et kehtib ka tõestatud lause pöördlause. Tõepoo-
lest, arvude a ja b mistahes ühine tegur d on ühiseks teguriks ka
arvudele ab ja a+b — seega juhul, kui ab ja a+b on ühistegurita,
on ka a ja b ühistegurita.

2. Lahendus 1. Paarisarvulise n korral

an = (12 − 22) + (32 − 42) + . . .+
(

(n−1)2 − n2
)

=

= (1− 2) · (1 + 2) + (3− 4) · (3 + 4) + . . .+

+
(

(n−1)− n
)

·
(

(n−1) + n
)

=

= −
(

1 + 2 + 3 + 4 + . . .+ (n−1) + n
)

.

Paarituarvulise n korral

an = 12 − (22 − 32)− (42 − 52)− . . .−
(

(n−1)2 − n2
)

=

= 12 − (2− 3) · (2 + 3)− (4− 5) · (4 + 5)− . . .−

−
(

(n−1)− n
)

·
(

(n−1) + n
)

=

= 1 +
(

2 + 3 + 4 + 5 + . . .+ (n−1) + n
)

.

Lahendus 2. Tõestame induktsiooniga n järgi, et

an = (−1)n−1 · (1 + 2 + . . .+ n) .
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Ilmselt kehtib see n = 1 korral, kus a1 = 1 = (−1)0 · 1. Eeldame
nüüd, et

an = (−1)n−1 · (1 + 2 + . . .+ n) = (−1)n−1 ·
n(n+1)

2
,

ning leiame

an+1 = an + (−1)n · (n+1)2 = (−1)n ·
(

(n+1)2 −
n(n+1)

2

)

=

= (−1)n ·
(n+1)(n+2)

2
= (−1)n ·

(

1 + 2 + . . .+ (n+1)
)

.

Seega kehtib võrdus an = (−1)n−1 · (1+ 2+ . . .+ n) iga n korral,
ning |an| = 1 + 2 + . . .+ n .

3. Lahendus 1. Kui C ei ole lõigu AB keskpunkt, siis punktid D

ja E on erinevad ning PQ , QR , RS ja SP on vastavalt kolm-
nurkade ABE , DEB , ADE ja DAB kesklõigud (vt. joonist 11),
mistõttu lõigud PQ ja RS on paralleelsed lõiguga AE , lõigud QR

ja SP on paralleelsed lõiguga DB ning |PQ|= |RS|=
1

2
|AE| ja

|QR|= |SP |=
1

2
|DB| . Seega on PQRS rööpkülik. Et täisnurksed

kolmnurgad ACE ja DCB on teineteisest saadavad pöördega 90◦

võrra, siis on nende hüpotenuusid AE ja DB võrdse pikkusega ja
risti, mistõttu PQRS on ruut.

q

q

q

q

D

A C B

E

P

Q

R

S

Joonis 11

Kui C on lõigu AB keskpunkt, siis R = D = E on võrdhaarse
täisnurkse kolmnurga ADB täisnurga tipp ning P = C , Q ja S
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on selle kolmnurga külgede keskpunktid — edasine arutlus jääb
samaks.

Lahendus 2. Kasutame ristkoordinaatide süsteemi, kus koordinaa-
tide alguspunkt on C ning koordinaattelgedeks on sirged AB

ja CD . Olgu |AC| = |DC| = 2a ja |BC| = |EC| = 2b , siis
A(−2a, 0), B(2b, 0), D(0, 2a) ja E(0, 2b) ning P (b−a, 0), Q(b, b) ,
R(0, a+ b) ja S(−a, a) . Nüüd on lihtne kontrollida, et

|PQ| = |QR| = |RS| = |SP | =
√

a2 + b2

ning

|PR| = |QS| =
√

2a2 + 2b2 ,

mistõttu PQRS on ruut.

4. Ülesande tingimustest saame

a+ b+ c =
1

a
+

1

b
+

1

c
=

bc+ ca+ ab

abc
= bc+ ca+ ab .

Seega

(a−1)(b−1)(c−1) = abc− (ab+ bc+ ca) + (a+ b+ c)− 1 = 0,

s.t. vähemalt üks arvudest a , b ja c on 1.

5. Vastus: n = 8.

Ilmselt saab n×n ruutu katta 1× 2 doominokividega ainult paa-
risarvulise n korral. Kui mistahes seda ruutu kaheks osaks jaotav
sirge jaotab kaheks osaks ka vähemalt ühe kivi, siis peab ruudus-
tiku iga horisontaaljoon ja iga vertikaaljoon lõikama vähemalt üht
kivi. Kui selline joon lõikaks aga ainult üht kivi, siis jääks kum-
malgi pool seda joont üle paaritu arv ruute, mida ei saaks katta
ülejäänud kividega. Seega peab ruudustiku iga horisontaaljoon ja

iga vertikaaljoon lõikama vähemalt kaht kivi. Kivide koguarv
n2

2

ei saa seetõttu olla väiksem kui 4·(n−1). Võrratuse
n2

2
> 4·(n−1)
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saame teisendada kujule (n−4)2 > 8, mida vähima positiivse paa-
risarvuna rahuldab n = 8.

Sobiv kivide paigutus n = 8 korral, mille korral mistahes ruutu
kaheks osaks jaotav sirge lõikab vähemalt ühte kivi, on näidatud
joonisel 12.

Joonis 12
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Eesti koolinoorte XLVIII täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

27. jaanuaril 2001. a.

Juhised lahenduste hindamiseks

Lp. hindaja!

1. Juhime Teie tähelepanu sellele, et alljärgnevas on 7.–9. klasside olüm-
piaadi I osa (testi) ning kõikide ülejäänud ülesannete hindamisjuhised
esitatud erinevalt. Testide iga küsimuse jaoks on eraldi loetletud või kir-
jeldatud vastused, mille eest tuleks anda vastavalt kaks punkti või üks
punkt (s.t. vastavaid punkte ühe küsimuse piires ei tule liita). Seevastu
kõigi teiste ülesannete lahendused on jaotatud võimalust mööda osadeks
(etappideks) ning näidatud lahenduse iga osa eest antav punktide arv
(s.t. ühe ülesande eest antava punktisumma saamiseks tuleb lahenduse
erinevate osade eest antud punktid liita).

2. Enamiku ülesannete korral (v.a. testid ja tõestusülesanded) on hin-
damisjuhiste lõpus näidatud, mitu punkti anda ainult õige vastuse eest.
See hinne on mõeldud juhuks, kui puhtandis on antud ainult ülesande
vastus ning mustand (üldse või selle ülesande kohta) puudub. Mustandi
olemasolul tuleks hindamisel arvestada ka seal kirjapandut.

3. Kahtlemata esineb õpilaste töödes ka mõttekäike, mis ei mahu meie
poolt pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb lähtu-
da eeskätt sellest, kui suur osa antud ülesandest on õpilasel lahendatud
(arvestades seejuures lahenduse üksikute elementide erinevat raskusas-
tet).

4. Mistahes täieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb
igal juhul anda maksimumpunktid, sõltumata selle lahenduse pikkusest
või otstarbekusest võrreldes teiste lahendusviisidega.

VII klass, I osa.

1. Antud vastuseks õiged arvud 9,8 ja −9,8 ükskõik kummas
järjekorras (või samad arvud harilike murdude või segaarvu-
dena): 2 p.

Antud vastuseks ainult 9,8 või ainult −9,8: 1 p.
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2. Antud õige vastus 7.45: 2 p.

3. Antud õige vastus 13: 2 p.

Antud vastuseks 7: 1 p.

4. Antud vastuseks õiged arvud 46 ja 55 ükskõik kummas jär-
jekorras: 2 p.

Antud vastuseks arvud, mille vahe on 9 ning mis erinevad
õigetest kuni 2 võrra (44 ja 53, 45 ja 54, 47 ja 56 või 48
ja 57): 1 p.

5. Antud õige vastus 2,5 (või 2
1

2
või

5

2
): 2 p.

6. Antud õige vastus −1
1

7
(või −

8

7
): 2 p.

Antud vastuseks 1
1

7
või

8

7
: 1 p.

7. Antud õige vastus 60◦, 60◦, 60◦ (või
π

3
,
π

3
,
π

3
): 2 p.

Antud vastuseks ainult üks väärtus 60◦ või
π

3
koos sobiva

selgitusega (nt.
”
kõik 60◦“): 2 p.

Antud vastuseks ainult üks väärtus 60◦ või
π

3
ilma selgituse-

ta: 1 p.

Antud vastuseks arvud 60, 60, 60 või ainult arv 60 ilma kraa-
dimärgita: 1 p.

8. Antud õige vastus 6π cm: 2 p.

Antud vastuseks 6π ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

Antud vastuseks ümardatud väärtus koos õige ühikuga

(18,84 cm või täpsem): 1 p.

9. Antud õige vastus 200 cm3: 2 p.

Antud vastuseks arv 200 ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

10. Näidatud joonisel õige jaotus: 2 p.
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VII klass, II osa.

1. Ülesande tingimuste kirjapaneku eest sobivate võrranditena: 3 p.

Kolmele pojale antud müntide arvude leidmise eest: 3 p.

Õige lõppvastuse (müntide koguarvu) leidmise eest: 1 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Kui lahenduses on poegadele antud müntide arvud leitud korrektse
sõnalise arutluse abil ilma võrrandeid koostamata, anda selle osa
eest ikkagi kokku 6 punkti (ning lõppvastuse eest, kui see on olemas,
lisaks 1 punkt).

2. Viirutatud osa pindala avaldamise eest selliste kujundite
pindalade kaudu, mida saab kergesti arvutada: 2 p.

Lõigu EF (või poole sellest) pikkuse leidmise eest: 2 p.

Lõikude CE ja DF lõikepunkti kauguse leidmise eest ristkü-
liku küljest AB või CD: 1 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Tähelepaneku eest, et viirutatud osa koosneb kahest võrdsest kolm-
nurgast, anda 1 punkt, kui lahenduses ei ole muud ülaltoodud skeemi
järgi hinnatavat tehtud.

3. Arvust 10 väiksemate algarvude leidmise eest: 1 p.

Tähelepaneku eest, et 10a + b saab olla algarv ainult b = 3
ja b = 7 korral: 2 p.

Sobivate a väärtuste leidmise eest b = 3 ja b = 7 jaoks: 3 p.

Lõppvastuse (korrutise ab·(10a+b) võimalike väärtuste) leid-
mise eest: 1 p.

Kui on õigesti analüüsitud ainult üks juhtudest b = 3 ja b = 7, anda
kahe viimase osa eest kokku 2 punkti (s.t. lahenduse eest tervikuna
mitte üle 5 punkti).

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.
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VIII klass, I osa.

1. Antud õige vastus m = 25, n = 8: 2 p.

Antud vastuseks m = 8, n = 25: 1 p.

2. Antud õige vastus 25 (või
”
a = 25“): 2 p.

3. Antud õige vastus (23)4=(43)2<(32)4 või (43)2=(23)4<(32)4: 2 p.

Antud vastuseks 84 = 642 < 94 või 642 = 84 < 94: 2 p.

Antud vastuseks 4096 = 4096 < 6561: 1 p.

Vastuses on ühte ruutu kirjutatud märk õige (väljendab õi-
gesti suurussuhet temast kahele poole kirjutatud avaldiste
vahel): 1 p.

4. Antud vastuseks õiged arvud 7,7 ja −10,3 ükskõik kummas
järjekorras (või samad arvud harilike murdude või segaarvu-
dena): 2 p.

Antud vastuseks −7,7 ja 10,3: 1 p.

Antud vastuseks ainult üks õige arv (7,7 või −10,3) või üks
õige ja teine vale arv: 1 p.

5. Antud õige vastus 53 (või
”
53 võrra“): 2 p.

Antud vastuseks 52 või 54: 1 p.

Antud vastuseks arvud 137 ja 190 ükskõik kummas järjekor-
ras: 1 p.

6. Antud õige vastus 67,5 cm2 (või 67
1

2
cm2 või

135

2
cm2): 2 p.

Antud vastuseks arv 67,5, 67
1

2
või

135

2
ilma ühikuta või vale

ühikuga: 1 p.

7. Antud õige vastus 2b− a (või sellega võrdne avaldis): 2 p.

Antud vastuseks a− 2b või 2a− b: 1 p.

8. Antud õige vastus 2π: 2 p.

Antud vastuseks ümardatud väärtus (6,28 või täpsem): 1 p.

Antud vastuseks π või
1

2π
: 1 p.
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9. Antud õige vastus 60◦ (või
π

3
): 2 p.

Antud vastuseks arv 60 ilma kraadimärgita: 1 p.

10. Antud õige vastus 108: 2 p.

VIII klass, II osa.

1. Arvu 2001 algteguriteks lahutamise eest: 2 p.

Tähelepaneku eest, et korrutis 1 · 2 · . . . · n peab teguritena
sisaldama arvu 2001 kõiki algtegureid: 3 p.

Selle tähelepaneku ning arvu 2001 algteguriteks lahutuse
põhjal järelduse tegemise eest, et vähim sobiv arv on 29: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Kui on ilma selgitusteta antud vastuseks 2001 või mõni muu sobiv,
kuid mitte vähim võimalik arv, anda 0 punkti.

2. Üksikute kulutatud summade avaldamise eest teenitud raha-
summa kaudu: 3 p.

Kulutatud raha kogusumma ja allesjäänud summa avaldami-
se eest: 2 p.

Teenitud rahasumma leidmiseks sobiva võrrandi koostamise
ja lahendamise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Kui lahenduses on ainult avaldatud diskettide ostmiseks ja bussieks-
kursiooniks kulutatud summad teenitud rahasumma kaudu, anda
1 punkt.

3. Viirutatud kujundi või sellest ülejääva viirutamata osa pind-
ala avaldamise eest mingi ühe lõigu pikkuse või ühe kujundi
pindala kaudu: 4 p.

Terve kolmnurga ABC pindala avaldamise eest sama lõigu
pikkuse või sama kujundi pindala kaudu: 2 p.

Vastuse (pindalade suhte) leidmise eest: 1 p.

Õigeks vastuseks lugeda ka “33
1

3
protsenti”.
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Kui lahenduses on avaldatud ainult terve kolmnurga ABC pindala
mingi lõigu pikkuse või osakujundi pindala kaudu, kuid viirutatud
kujundi pindala avaldamiseks sama lõigu pikkuse või sama kujundi
pindala kaudu pole midagi olulist tehtud, anda mitte üle 1 punkti.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

IX klass, I osa.

1. Antud õige vastus 2: 2 p.

Antud vastuseks 7 või 19: 1 p.

2. Antud õige vastus 8000 kr (või 8000 EEK): 2 p.

Antud vastuseks arv 8000 ilma ühikuta: 1 p.

3. Antud õige vastus 19 (või a = 19): 2 p.

4. Antud õige vastus 15: 2 p.

Antud vastuseks 14 või 16: 1 p.

5. Antud õige vastus D: 2 p.

Antud vastuseks B või F : 1 p.

6. Antud õige vastus 2 (või arv 2 koos mingi pikkusühikuga): 2 p.

Antud vastuseks 3 või 6 (või üks neist arvudest koos mingi
pikkusühikuga): 1 p.

7. Antud õige vastus
(2b− a)2

4
või

(a− 2b)2

4
(või sellega võrdne

avaldis): 2 p.

Antud vastuseks
(2a−b)2

4
,
(b−2a)2

4
,
(2b−a)2

2
või

(a−2b)2

2
: 1 p.

8. Antud õige vastus 100◦: 2 p.

Antud vastuseks arv 100 ilma kraadimärgita: 1 p.

9. Antud õige vastus 4 : 1 või 4: 2 p.

Antud vastuseks 1 : 4 või
1

4
: 1 p.
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10. Antud õige vastus 54: 2 p.

IX klass, II osa.

1. Sobiva võrrandi koostamise eest: 2 p.

Sünniaasta tuhandeliste ja sajaliste numbri leidmise eest: 1 p.

Sünniaasta kümneliste ja üheliste numbri võimalike väärtuste
leidmise eest: 3 p.

Õige lõppvastuse leidmise eest: 1 p.

Tuhandeliste ja sajaliste numbri leidmise eest anda 1 punkt ka siis,
kui seda on põhjendatud sisuliste kaalutlustega (nt. “et Julius töötab
2001.a. arveametnikuna, peab tema sünniaasta olema 20. sajandil”).

Kui kümneliste ja üheliste numbri jaoks on leitud ainult üks võimalik
väärtuste paar, siis anda selle osa eest 1 punkt (ning kui sellest
on tuletatud ühe tegelase õige vanus, siis lisaks ka lõppvastuse eest
ettenähtud 1 punkt).

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti (ühe õige
vanuse eest 1 punkt).

2. Kujundi ümbermõõdu avaldamise eest ringjoonte kaarte pik-
kuste kaudu: 2 p.

Vajalike kaarte pikkuste arvutamise eest: 4 p.

Õige lõppvastuse leidmise eest: 1 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

3. Idee eest vaadelda erinevaid jääke 3 või 6 järgi: 1 p.

Näitamise eest, et k = 3m ja k = 3m+1 korral k2 − k jagub
6-ga: 3 p.

Näitamise eest, et k = 3m+ 2 korral k2 − k− 2 jagub 18-ga: 3 p.

4. Ühe lahendi (6, 7 või 9) leidmise eest: 1 p.

Teise lahendi leidmise eest: 1 p.

Kolmanda lahendi leidmise eest: 2 p.

Arutluse täielikkuse eest (s.t. näitamise eest, et rohkem la-
hendeid ei ole): 3 p.
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Tõestus, et peale 6, 7 ja 9 rohkem lahendeid ei ole, ei tarvitse olla
(ja enamikus lahendustes ilmselt ei ole) tehtud eraldi, vaid tuleneb
sellest, et lahendite otsimisel on kõik võimalikud juhud ammenda-
valt läbi vaadatud. Hindamisskeemis selle eest ette nähtud 3 punkti
andmisel tuleb seega hinnata esitatud loogilise arutluse täielikkust;
1 või 2 punkti tuleb anda selle osa eest ka siis, kui arutlusvea tõttu
on mõni lahend leidmata jäänud, kuid võimalikeks juhtudeks jaotus
on põhimõtteliselt õigesti tehtud.

Ainult õige vastuse eest (kõik kolm lahendit) ilma selgitusteta anda
2 punkti, kahe lahendi korral 1 punkt ja 1 lahendi korral 0 punkti.

X klass

1. Selle ülesande lahendamisel on oluline teisendada etteantud võrran-
dit nii, et oleks võimalik hinnata saadava võrduse osade märke. Vas-
tasel korral (viies kohe x+b teisele poole ning tõstes saadava võrduse
pooled ruutu) on vaja hiljem hinnata saadud ruutvõrrandi lahendite
sobivust esialgsesse võrrandisse, mis on üsna tülikas. Alljärgnevalt
anname eraldi hindamisskeemid juhu jaoks, kus selline teisendamine
on tehtud, ning juhu jaoks, kus seda tehtud ei ole.

Lahendus esialgse võrrandi teisendamisega kujule, mille osade märke

saab hinnata (žürii lahendused 1 ja 2):

Ülesandes antud võrrandi sobiva teisendamise eest: 2 p.

Saadud võrrandi osade märkide hindamise eest: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.

Žürii lahendusele 2 sarnases lahenduses jaotada lahenduse lõpulevii-
mise eest antavad 3 punkti järgmiselt:

• ruutvõrrandi koostamise eest sobiva muutuja (nt.
√
x+ a) suhtes

1 punkt;
• koostatud võrrandil vajalike omadustega lahendite olemasolu tin-
gimuse leidmise eest 2 punkti.

Lahendus esialgse võrrandi kohese teisendamisega ruutvõrrandiks

(žürii lahendus 3):

Ülesandes antud võrrandi õige teisendamise eest ruutvõrran-
diks: 1 p.
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Selle ruutvõrrandi lahendite leidmise eest: 3 p.

Lahendite esialgsesse võrrandisse sobivuseks vajaliku tingi-
muse b− a 6 0 leidmise eest: 3 p.

Ainult õige vastuse 0 eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

2. Sellele ülesandele anname eraldi hindamisskeemid žürii lahendustele
1 (ruudustiku laiendamiseta) ja 2 (ruudustiku laiendamisega) sarnas-

te lahenduste jaoks. Žürii lahendustele 3 ja 4 sarnaste mittetäielike
lahenduste esinemise tõenäosus on ilmselt väike ning kui neid siiski
esineb, siis tuleb õiglase punktisumma leidmisel lähtuda hindamis-
juhiste alguses antud üldistest näpunäidetest.

Lahendus punkti C kauguse kaudu sirgest AB (žürii lahendus 1):

Idee eest näidata, et punkti C kauguse sirgest AB on 1 (koos
mainimisega, et punkti C kaugus sirgest AD on 1): 2 p.

Kolmnurga ABC pindala leidmise eest: 3 p.

Kolmnurga külje AB pikkuse leidmise eest: 1 p.

Punkti C kauguse leidmise eest sirgest AB eespool leitu kau-
du: 1 p.

Lahendus võrdsete kolmnurkade kaudu (žürii lahendus 2):

Sobiva lisakonstruktsiooni tegemise eest: 4 p.

Saadud kolmnurkade võrdsuse põhjendamise eest: 3 p.

3. Selle ülesande lahendamisel on oluline leida a ja b võimalikele väär-
tustele sobiv ülemine tõke, et jääks läbivaatamiseks lõplik hulk või-
malusi. Alumise tõkke leidmine, nagu seda tehakse mõlemas žürii
lahenduses, vähendab läbivaatamist vajavate juhtude arvu, kuid ei
ole ilmtingimata vajalik, kuna ülesande tingimuste kohaselt a, b > 0.

Ülemise tõkke min(a, b) < 5 leidmise eest: 3 p.

Alumise tõkke min(a, b) > 2 leidmise (või juhtude a, b 6 2
läbivaatamise) eest: 1 p.

Juhtude min(a, b) = 3 ja min(a, b) = 4 läbivaatamise ja la-
hendite leidmise eest: 3 p.

Kui lahenduses on leitud mingi suurem ülemine tõke a ja b võima-
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likele väärtustele, siis anda selle eest 2 punkti ning täiendavalt 1
punkt anda vaid juhul, kui võimaluste läbivaatamise teel on veendu-
tud, et tegelikult peab olema min(a, b) < 5.

Kui lahenduses on jäänud leidmata lahend(id), mis on leitud lahen-
ditest saadavad a ja b väärtuste vahetamisel, anda viimase osa eest
1 punkt vähem; kui leidmata on jäänud ühe sümmeetrilise lahendite
paari mõlemad lahendid, siis 2 punkti vähem.

Ainult õige vastuse (kõik 4 lahendit) eest ilma selgitusteta anda
2 punkti; 2 või 3 lahendi eest anda 1 punkt, ühe lahendi eest 0
punkti.

4. Tähelepaneku eest, et kolmnurga CDE (või CDF ) pindala
on võrdne poolega ristküliku pindalast, koos põhjendusega: 2 p.

Selle alusel ristküliku osade pindalade jaoks sobiva seose kir-
japaneku eest: 2 p.

Tähelepaneku eest, et kolmnurkade DPE ja CPF pindalad
on võrdsed: 1 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 2 p.

5. Tähelepaneku eest, et k-täheliste sõnade maksimaalne võima-
lik arv on võrdne selliste (k−1)-täheliste järjendite, mis ise
ega mille ükski algusosa ei ole Abababi keele sõna, kahekordse
arvuga: 3 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 4 p.

Ainult õige vastuse (“ei ole võimalik”) eest anda 0 punkti.

XI klass

1. Õige võrduse kirjapaneku eest, mis seob antud suurusi M ,
N , c ning valitsuse liikme palka b: 2 p.

Selle võrduse teisendamise eest kujule, kust b negatiivsus on
ilmne: 3 p.

Lõppjärelduse tegemise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse “ei” eest anda 0 punkti.

2. Võrduse teisendamise eest kujule (a+1)(b+1)(c+1) = 2001: 3 p.

Arvu 2001 algteguriteks lahutamise eest: 1 p.
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Järelduse tegemise eest, et { a+1, b+1, c+1 } = { 3, 23, 29 }: 2 p.

Lõppvastuse leidmise eest: 1 p.

Ainult õige vastuse eest anda 1 punkt.

3. Sellele ülesandele anname eraldi hindamisskeemid kahe žüriile tea-
daoleva erinevate lisakonstruktsioonidega lahenduse jaoks. Kui õpi-
lastel esineb lõpuleviimata lahendusi, mis kasutavad teistsuguseid
lisakonstruktsioone, siis tuleb hinnata, kas need võimaldavad lahen-
duse lõpule viia ning kui suur osa selleks vajalikust arutlusest on
lahenduses olemas.

Lahendus külje BA pikendamise abil (žürii lahendus 1):

Lisakonstruktsiooni (külje BA pikendamine punktini F ja
lõik FC) eest: 2 p.

Lõikude AE ja FC paralleelsuse näitamise eest: 2 p.

Kolmnurga DCF võrdhaarsuse näitamise eest: 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 1 p.

Lahendus külje AC pikendamise abil (žürii lahendus 2):

Lisakonstruktsiooni (külje AC pikendamine punktini G, lõik
BG ning selle lõikepunkt H kiirega AE) eest: 2 p.

Lõikude AH, BH ja GH pikkuste võrdsuse näitamise eest: 3 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 2 p.

4. Tähelepaneku eest, et vaadeldavate arvude ühised algtegurid
võivad olla ainult 2, 3, 5 ja 7: 2 p.

Tähelepaneku eest, et vaadeldavatest arvudest neli ei jagu
2-ga ega 5-ga: 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 3 p.

5. Tippude ühendamiseks õige reegli leidmise eest: 3 p.

Põhjendamise eest, et kasutatav ühendusviis annab tõesti
kinnise murdjoone, mis läbib iga antud punkti üks kord: 2 p.

Põhjendamise eest, et saadav murdjoon on maksimaalse või-
maliku pikkusega: 2 p.
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Viimasena mainitud 2 punkti saamiseks piisab, kui lahenduses on
öeldud, et murdjoone iga lüli on hulknurga maksimaalse pikkusega
diagonaal.

Selgitusteta joonise eest anda 2 punkti juhul, kui sealt on selgesti
näha, et lahendaja on leidnud tippude ühendamiseks õige viisi.

XII klass

1. Osa a) lahenduse eest kokku: 5 p.

Idee eest vaadelda arvude ab ja a+ b algtegureid: 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 3 p.

Osa b) lahenduse eest: 2 p.

Ülesande b) osas anda ainult õige vastuse (“pöördlause kehtib”) eest
ilma selgitusteta 0 punkti.

2. Sellele ülesandele anname eraldi hindamisskeemid otsese (žürii la-
hendus 1) ning induktsiooniga lahenduse (žürii lahendus 2) jaoks.

Lahendus summa otsese teisendamise abil:

Ühe juhu (paaris või paaritu) läbivaatamise eest: 4 p.

Teise juhu läbivaatamise eest: 3 p.

Kummalgi juhul anda 2 punkti liidetavate sobiva rühmitamise eest
ning ülejäänud punktid (vastavalt 2 või 1) tõestuse lõpuleviimise
eest.

Lahendus induktsiooni abil:

Induktsiooniga tõestatava väite korrektse sõnastamise eest
(arvestades summa märgi sõltuvust n paarsusest): 3 p.

Induktsiooni baasi äramärkimise eest: 1 p.

Induktsiooni sammu tegemise eest: 3 p.

3. Sellele ülesandele anname eraldi hindamisskeemid geomeetrilise (žü-
rii lahendus 1) ning koordinaatides lahenduse (žürii lahendus 2)
jaoks.
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Geomeetriline lahendus (kolmnurkade kesklõikude abil):

Tähelepaneku eest, et nelinurga PQRS küljed on antud
punktidest moodustuvate kolmnurkade kesklõikudeks: 3 p.

Järeldamise eest, et nelinurga PQRS vastasküljed on paral-
leelsed (PQRS on rööpkülik): 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 2 p.

Lahendus koordinaatide abil:

Koordinaatide süsteemi valiku ning punktide P , Q, R ja S

koordinaatide leidmise eest valitud süsteemis: 3 p.

Näitamise eest, et nelinurga PQRS küljed on ühepikkused
(PQRS on romb): 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 2 p.

4. Idee eest tõestada, et (a− 1)(b− 1)(c− 1) = 0: 2 p.

Näitamise eest, et ab+ bc+ ca = a+ b+ c: 3 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 2 p.

5. Tähelepaneku eest, et ruudu katmiseks doominokividega
peab n olema paarisarv: 1 p.

Tõestuse eest, et n 6 6 korral ülesandes nõutud omadusega
kivide paigutust ei leidu: 3 p.

Näite eest, et n = 8 korral leidub ülesandes nõutud omadu-
sega kivide paigutus: 3 p.

Kui lahenduses on näidatud, et n 6 4 korral ülesandes nõutud oma-
dusega kivide paigutust ei leidu, anda selle osa eest 1 punkt.

Ainult õige vastuse eest ilma põhjenduse ja näiteta anda 0 punkti.
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