Eesti koolinoorte XLVIII tappisteaduste oliimpiaadi
1oppvoor MATEMAATTKAS
Tartus, 29. martsil 2001. a.

IX klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande dige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Juku pidi klassi ees lahendama matemaatikaiilesande. Eelmist iilesannet
tahvlilt piihkides kustutas ta aga kogemata ka osa enda iilesandest: tahv-
lile jésinud tekst on 37 - (72 + 3x) = 14xx45, kus * tihistab kustutatud
numbrit. Niita, et Juku saab sellegipoolest oma iilesande lahendada (teades,
et x peab olema téisarv).

. Kolmekohalise arvu jagamisel sellest sajaliste ja iiheliste numbri vahetamisel

saadud arvuga saame jagatiseks 3 ja ja#giks selle kolmekohalise arvu numb-
rite summa. Leia koik niisugused kolmekohalised arvud.

Ringjoon raadiusega 10 puutub ruudu kaht ldhiskiilge ning selle loikepunktid
ruudu kahe iilejadnud kiiljega on ringjoone mingi diameetri otspunktideks.
Leia ruudu kiiljepikkus.

On teada, et vorrandil

|z — 1|+ ]z —2|+...+ ]|z — 2001 =a

on tépselt iiks lahend. Leia a véartus.

. Tabel, mis koosneb 9 reast ja 2001 veerust, tdidetakse naturaalarvudega

1,2, ...,2001 nii, et iga arv esineb tabelis tapselt 9 korda ning iihes ja sa-
mas veerus paiknevad arvud ei erine iiksteisest rohkem kui 3 vorra. Leia vé-
hima veerusumma (iihes veerus paiknevate arvude summa) suurim voimalik
vaartus.



Eesti koolinoorte XLVIII tappisteaduste oliimpiaadi
1oppvoor MATEMAATTKAS
Tartus, 29. martsil 2001. a.

X klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Kumera n-nurga sisenurkade hulgas on tapselt kolm niirinurka. Leia n ko6ik
voimalikud vadrtused.

. Leia vdhim niisugune n, mille korral mistahes n téisarvu seas leidub kolm

sellist, mille summa jagub 3-ga.

Joonisel on kujutatud kolm ruutu. Leia nurkade ADC D
ja BDC' suuruste summa.

A B C

Nimetame positiivsete tédisarvude kolmikut (a, b, ¢) harmooniliseks, kui

1 1 1
-+ s Tdesta, et mistahes fikseeritud positiivse tédisarvu ¢ korral on
a c

harmoonilisi kolmikuid (a, b, ¢) samapalju kui arvu ¢? positiivseid jagajaid.

. Aafrikas elava Abababi hoimu naaberhoim kasutab tdhestikust samuti ainult

tdhti A ja B. Sonade moodustamisel kehtivad aga nende keeles jargmised
ranged reeglid:

(1) A on sdna;

(2) kui w on sona, siis ka ww ja ww on sonad, kus W saadakse sdnast w
koigi tahtede A asendamisel téhtedega B ja koigi tdhtede B asendamisel
tihtedega A (zy tihistab = ja y jérjest kirjutamist);

(3) koik sonad on konstrueeritavad reeglite (1) ja (2) pohjal.

Toesta, et mistahes kaks iithepikkust sona selles keeles erinevad teineteisest
tapselt poolte tahtede poolest.



Eesti koolinoorte XLVIII tippisteaduste oliimpiaadi
1oppvoor MATEMAATTKAS
Tartus, 29. martsil 2001. a.

XTI klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Kumera n-nurga sisenurkade suurused on «, 2q, ..., na. Leia n koik voi-
malikud vadrtused ja « vddrtus iga sellise n korral.

. Opilane kirjutas tahvlile dige liitmistehte

A n C FE
B D F’
kus molemad liidetavad on taandatud murrud ning summa nimetaja F' on lii-
detavate nimetajate B ja D vihim iihiskordne. Seejérel taandas ta summaks
E . A ~ .. . .
saadud murru I Oigesti tdisarvuga d. Toesta, et d on liidetavate nimetajate
B ja D iihine tegur.

Kolmnurga ABC kiilgedel BC', C'A ja AB vdetakse vastavalt punktid D,
E ja F nii, et 16ikudel AD, BE ja CF on iithine punkt O. Tdesta, et

|AO|  |AE|  |AF|
|OD|  |EC| ' |FB|"’

Olgu z ja y sellised mittenegatiivsed reaalarvud, et « +y = 2. Tdesta, et
x2y2(m2 +y2) < 9.

. Vaatleme koordinaattasandil koikvoimalikke trapetseid, mille sisenurkade

suurused on 90°, 90°, 45° ja 135° ning mille alused on paralleelsed iihe
koordinaatteljega ja koikide tippude koordinaadid on tédisarvud. Nimetame
sellise trapetsi suuruseks selle sisepiirkonnas ja rajajoonel paiknevate téisar-
vuliste koordinaatidega punktide koguarvu.

a) Kui palju leidub paarikaupa mittekongruentseid (s.t. selliseid, mida ei
saa nihutamise, pooramise ja peegeldamisega iiksteiseks teisendada) kir-
jeldatud omadustega trapetseid suurusega 20017

b) Leia koik 50-st viiksemad positiivsed tédisarvud, mis ei ole iihegi niisu-
guse trapetsi suuruseks.



Eesti koolinoorte XLVIII tappisteaduste oliimpiaadi
loppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 29. martsil 2001. a.
XII klass
Lahendamisaega on 5 tundi.

Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Lahenda vorrandisiisteem

sinz =y
siny =«
. Leia suurim niisugune k, mille korral saab naturaalarvude 1 kuni 2n hulgast

valida vélja k arvu nii, et iikski valitud arvudest ei jagu iihegi teise valitud
arvuga.

. Olgu I ja r vastavalt taisnurkse kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt
ja raadius. Teravnurkade tippudest tommatud kiired Al ja BI lsikavad vas-
taskaateteid BC ja AC vastavalt punktides D ja E. Toesta, et

1 N I
|AE| * |BD| r

. Toesta, et iga tdisarvu a > 1 jaoks leidub niisugune algarv p, et
l+a+a®>+...+aP!
on kordarv.

. Igasse 3 x 3 tabeli ruutu kirjutatakse iiks reaalarv nii, et igas ruudus olev
arv on vordne selle rea arvude summa ja selle veeru arvude summa vahe
absoluutvaartusega.

a) Toesta, et iga arv tabelis esitub mingi kahe tabelis oleva arvu summa
voi vahena.

b) Niita, et tabeli saab iilesande tingimuste kohaselt téita nii, et sellesse
kirjutatavad arvud ei ole k&ik nullid.



XLVIII Onumnuana mo TOYHBLIM HAYKAM YUYalIUXCA DCTOHUU
Sakmountenbunii Typ mo MATEMATUKE
Tapry, 29 mapra 2001 r.

IX kaacc

Bpewms, orBoguMoe miid pemeHus: 5 4acoB.
Bepuoe u nocrarouno o60CHOBaHHOE pelleHUe KakIOoW 3amauum gaer 7 OaaoB.
ITonn30BaTLCA KANLKYIATOPOM HE Pa3pemaeTcs.

Koust momken OLLI pemuTh y JOCKM MaTeMaTUJyeckyro 3amavy. Crupas
C HOCKU TIpEeILIIyInee 3aaHre, OH CIyYaiiHO CTep YacTh CBOEH 3amauu:
Ha qocke ocraics Texcr 37 - (72 4+ 3z) = 14xx45, rme * oGo3Havaer
crepryio nu¢ppy. [lorkazars, yro Kosst Bce paBHO CMOKET PEIIUTHL CBOIO
3amavy (3HaS, YTO YUCIO & AOJLZKHO OLITL IEJLIM).

IIpy mesmeHuM TPEX3HAUHOTO YMCJA HA YUCJIO, MOJYyUYEHHOE TIPU ImepeMe-
He MeCTaMy ero nu(pnl COTeH M HNUPLI €OUHUI], B IEJOH YacTu MOJIy-
9quM 3, a B OCTATKE CyMMy Hu(pp ®TOrO TPeX3HA4YHOro uucia. Halitu
BCE TAKWe TPEX3HAYHLIE YUCJIA.

Oxpy:kHOCTL pamuyca 10 kKacaercss OBYX COCETHUX CTOPOH KBaJpaTa,
& TOYKU NEePEeCeUYeHUs OKPY:KHOCTU C ABYMA OCTAJLHLIMU CTOPOHAMU
KBaIpaTa ABJSIOTCA KOHIIAMU HEKOTOPOTO ee muamerpa. Hadtm moumy
CTOPOHLI KBaApaTa.

N3BecTHO, UTO ypaBHEHUE
|z =1+ ]z —2|+...+ ]|z — 2001 =a
uMeeT POBHO onHO pemenve. HalitTu 3nauenue a.

Tabauiy, coctosamyo u3 9 crtpok u 2001 cToNOIOB, 3ATMOTHAIOT HAa-
TypadpHLIMU yucaamu 1, 2, ..., 2001 Tak, 4TO KaKIO€ YUCIO UMEETCs
B Tabaune poBHO 9 pas m YMcCiIa, PACHOJIOKEHHBIE B OMHOM U TOM K€
cToibIe, OTIMYAIOTCSA APYT OT Apyra He Oosee yem Ha 3. Halitm nawm-
Gouiblllee BO3MO:KHOE 3HAUEHWE HAUMEHbIIel cyMMbl cTosbua (CyMMbl
YKCeIT, PACIONOKEHHLIX B OJHOM CTOJOIE).



XLVIII Onumnuana mo TOYHBLIM HAYKAM YUYalIUXCA DCTOHUU
Sakmountenbunii Typ mo MATEMATUKE
Tapry, 29 mapra 2001 r.

X kmaacc

Bpewms, orBoguMoe miid permeHus: 5 4acosB.
Bepnoe u nmocrarouno o60CHOBaHHOE pelleHUe KakIoW 3amauum mgaer 7 OaaoB.
ITonb30BaTLCA KANLKYIATOPOM HE PA3pemaeTcs.

Cpeny BHYTPEHHUX YTJIOB BLIIYKJIOIO N-yTOJILHUKA UMEETCS POBHO TPU
TynoIx yrua. Hafitu Bce BO3MOMKHLIE 3HAUEHUA UUCIA 70.

Halitm Takoe HamMeHbIIee n, I KOTOPOIO CPEIOW JIIOOBIX 7 IEJBIX
grces HaliieTCsa TPU TAaKUX, CyMMa KOTOPLIX HEJUTCSA Ha 3.

Ha pucynke m3obpaskeHol Tpu kBamgparta. Haditu D
cymmy Beanuud yraoB ADC u BDC'.

A B C
HaszoseM TPOKY MONOKUTENLHLIX [ENBIX uncen (a, b, ¢) zapmoruseckod,
1 1
eciau —+ s ITokazaTh, 4TO AJs JI000r0 PUKCHPOBAHHOTO IOJIOMXKU-
a c

TEJILHOI'O »IeJIOTO0 4YMCJIa C CYyImeCTBYEeT CTOJIBKO Ke TapMOHNYECKUX

Tpoek (a, b, ¢), CKOILKO UMEETCS MONOKUTEILHBIX IeJIUTeIed uncaa 2.

Cocenckoe miems kuByimero B Adpuke miaemenu AGabab Takke wuc-

moaL3yer B andasure TOALKO OykBol A m B. Ilpu cocraBienun cios

B UX A3LIKE HEMCTBYIOT CIEAYIONME CTPOTUE TPABUIIA:

(1) A — canoBo;

(2) ecam w — CJIOBO, TO TOTJA U WW, U WW CJIOBA, TAE W MOILYyJatOT
3 CJIOBa w TPU 3aMeHe Bcex OykB A Ha OykBol b u Bcex Oyks B
Ha OykBol A (Zy O3HAYAET MOCIENOBATENLHOE HANUCAHUE T U Y );

(3) Bce cioBa kOHCTpyuUpytoTCA mo mpasumiaam (1) u (2).

ﬂOKaSaTb, uTo JIO0LIE Ba CJIOBa O,HI/IHaKOBOf/JI JJIMHBEL B 9TOM A3bBIKE
OTJIMYAKTCs APYT OT ApYyTr'a POBHO Ha IIOJOBUHY 6yHB



XLVIII Onumnuana mo TOYHBLIM HAYKAM YUYalIUXCA DCTOHUU
Sakmountenbunii Typ mo MATEMATUKE
Tapry, 29 mapra 2001 r.
XI riacc

=

Bpewms, orBogumoe st pemeHus: 5 4acos.
Bepuoe u mocrarouno o60CHOBAHHOE pelleHrne Ka)KAOW 3amadum gaeT 7 06aJioB.
ITonn30BaTLCA KAILKYIATOPOM HE Pa3pemaeTcs.

1.

Beanuumubl BHYTpEHHUX yIVIOB BBIIYKJIOTO N-yYLOJLHUKA  PaBHBI
a, 2a;, ..., na. HaliTu Bce BO3MOKHLIE 3HAUEHUS YWCJIa N U 3HAYECHUE
Q OIS KaKIOTO TaKOTo M.

YUeHUK HAIMCAJ HA NOCKE BEPHOE AefiCTBUE CIIOKEHU
A " Cc FE
B D F’
rae oba ciaraeMnpIXx HECOKpAaTUMbIe ApoOu, a 3HaMeHATedhL CYMMLI F

SIBJISIETCS HAUMEHLIIUM OOMEUM KPATHLIM 3HAMEHATEJEHd CllaraeMbIxX
B u D. 3arem OH NPaBUJIBHO COKPATHUJ MOJYUYEHHYIO B CyMMe€ APOOL

I Ha 1enoe yuciao d. Ilokazars, yTo d ABISETCA OOIMUM OEIUTEIEM

3HaMeHaTeJell ciaaraeMolx B u D.

Ha croponax BC, CA u AB tpeyromvauka ABC 6GepyT coorBeTCT-
BenHo Touku D, F u F Tak, uro y orpe3koB AD, BE u CF umeercs
obmas touka O. Iloka3aTh, 4TO

|AO| B |AE| |AF)|
|OD|  |EC| ' |FB|"’

IlycTh 2 W Yy Takue HEOTPUNATEILHBIC NEACTBUTELHLIC YHUCIA, UTO
x+y=2. Ilokaszars, uro z2y*(z? + y?) < 2.

PaccmorpuMm HA KOODPAMHATHON MIIOCKOCTH BCEBO3MOKHLIE TPAIEIUN,
BEJMYUHLI BHYTPEHHUX YTJIOB KOTOPLIX pasHbl 90°, 90°, 45° um 135°,
OCHOBAHUs TMapaJIJIeJLHLI OMHOW M3 KOOPAWHATHLIX OCedl u KoopIu-
HATBHI BCEX BEPIIVH Ieable umciia. HazoBeMm geauvunoll Takoid Tpamenuu
YUCJIO TOYEK C IEJOYUCIECHHLIMUA KOOPAMHATAMU, PACIOJIOKEHHLIX BO
BHYTpPEHHENW 00JacTy U Ha IPAHUIE TPAIEIIUN.

a) Croubko Halimercs monapHO HEKOHI'DY®HTHLIX (T.e. He nmpeobpasye-
MLIX OJJHA B APYIYIO CABUIAMU, IOBOPOTAMU U OTPAMKEHUSIMU) TPa-
nenuii ¢ ONMCAHHLIMU CBoMcTBaMu u Beauuuuaoir 20017

6) HaliTu BCe mONOKUTENLHBIE IENbe YUCaa MeHblne 50-TU, KOTOpLIe
He SABJAIOTCSA BEJIUYUHOW HU OMHOW TaKOl Tpamenuu.



XLVIII Onumnuana mo TOYHBLIM HAYKAM YUYalIUXCA DCTOHUU
Sakmountenbunii Typ mo MATEMATUKE
Tapry, 29 mapra 2001 r.

XII gnacc

Bpewms, orBoguMoe miid permeHus: 5 4acosB.
Bepnoe u nmocrarouso o60CHOBaHHOE pelleHUe KaKIOoW 3amauu mgaer 7 OalIoB.
ITonb30BaTLCA KANLKYIATOPOM HE PA3pemaeTcs.

1. Pemmrth cucremy ypaBHeHUH

sinz =y
siny = x.

Havitu saubonnimee Takoe k, mpu KOTOPOM U3 MHOKECTBA HATYPAJILHBIX
yucesn oT 1 mo 2n MOKHO BLIOpaTh k umces Tak, YTO HU ONHO U3 BLI-
OpaHHBIX YKCeJI HEe MEJUTCSA HU HA ONHO APYrO€ U3 BHIOPAHHBIX YKCEI.

Ilycte I m r COOTBETCTBEHHO IEHTP U PAIUYC BIUCAHHOW B MPSMO-
yroanunii Tpeyroinbauk ABC okpyskHOocTu. IIpOBeneHHLIE U3 BepPIIUH
ocTpuix yruoB jgyuu Al m Bl mepecekaoT IPOTUBOJEKAIE KATETLI
BC u AC coorserctBenno B toukax D u E. Jlokasarn, 4To

1 1

|AE| * |BD| r

Ioka3zaTn, 4TO I JIFOOOTO IEeJIOTO Jyucjaa a > 1 HalimeTcs Takoe Ipoc-
TO€ YUCJIO P, UTO

l+a+a®>+...+a” !
ABJISIETCHA COCTaBHLIM YUMCJIOM.

B raskmyro kiaeTky Tabaumnl 3 X 3 3amMCLIBAIOT OOHO AeACTBUTEILHOE
YUCJIO TaK, YTO HAXOMAMEECA B KaKIOW KIETKE UMCIO PABHO abCOJIOT-
HOW BeJMYMHE DPA3HOCTU CYMMBLI UUCEJ DTOW CTPOKU U CYMMBDI YUCET
9TOro CTOJOIA.

a) IlokasaTh, 4TO KaKIOE UYMCJIO B Tabuauie OPEeICTABUMO B BUIE
CYMMBI WJIM PA3HOCTU ABYX YUCEJ TADIIUILI.

6) ITorazaTb, 4YTO B COOTBETCTBUU C YCJIOBUEM 330aUN MOYKHO 3AI0JI-
HUTDL TAOJUIY TaK, YTO HE BCE 3aMMCAHHLIC B HEE YUCJIa HYJIU.



Eesti koolinoorte XLVIII tappisteaduste oliimpiaadi
loppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 29. martsil 2001. a.

Lahendused ja vastused

IX klass

1. Vastus: x = 1271.

Teisendame vorrandi kujule 111(24 4+ z) = 14*%45 ning leiame arvu
y = 24 + z. Kdigepealt paneme tihele, et

111 - 1000 = 111000 < 14xx45 < 222000 = 111 - 2000 .

Seega on arv y neljakohaline ning selle esimene number on 1. Ilmne
on ka, et arvu y viimane number peab olema 5. Olgu siis y = 1abb,
kus 0 < a, b < 9. Kirjutame vaadeldava korrutamistehte vélja arvude
kirjaliku korrutamise algoritmi jargi:

labb
x 111
 labb
labhb
labb
14 %45

Néeme, et summa b+ 5 16punumber on 4, millest b = 9. Vasakult
teise positsiooni pohjal a < 2, sest vasakult esimesse positsiooni {ile-
kannet ei tule ning vasakult kolmandast positsioonist saame b = 9
tottu iilekandeks vihemalt 1. Kui saaksime sealt iilekandeks rohkem
kui 1, peaks vasakult kolmanda positsiooni péhjal olema a > 8 —
vastuolu. Niisiis ¢ = 2 ja y = 1295 ning arvu x véidrtuseks saame
1295 — 24 = 1271.

2. Vastus: 441 ja 882.
Olgu otsitav arv abe, siis iilesande tingimuse kohaselt

abc = 3cba + (a+b+c),



millest jareldub, et 1 < ¢ < 3. Kirjutades vorrandi kujul
100a + 10b + ¢ = 3(100c + 10b+a) + (a + b+ ¢)
ja lihtsustades saame 32a = 100c + 7b.

Vaatame niitid 1abi koik voimalikud arvu ¢ vaédrtused.

1) Kui ¢ = 1, saame vorratused
100 < 32a = 100 + 7b < 163,

millest jéreldub, et 4 < a < 5. Kui a =4, siis 128 = 100 + 70, millest
b=4.Kui a =5, siis 160 = 100 + 7b ning b ei ole taisarv. Uheks
sobivaks arvuks saime niisiis 441.

2) Kui ¢ = 2, saame vorratused
200 < 32a =200+ 7b < 263 ,

millest jareldub, et 7 < a < 8. Kui a = 7, siis 224 = 200 + 7b ning
b pole taisarv. Kui a = 8, siis 256 = 200 + 7b, millest b = 8. Seega
teiseks sobivaks arvuks on 882.

3) Kui ¢ = 3, saame
300 < 32a = 200 + 7b < 363,
kust a > 10, mis arvu numbriks ei sobi.

3. Vastus: 10 + 5v/2.

‘B C

Joonis 1

Kasutame sellist ristkoordinaatide siisteemi, kus ruudu need kaks kiil-
ge, mis ringjoont puutuvad, paiknevad koordinaattelgedel: siis ring-



joone keskpunkt on O(10,10) (vt. joonist 1). Olgu ruudu kiiljepikkus
a (ilmselt peab olema a > 10) ning olgu ringjoone 16ikepunktid ruu-
du kahe iilejadnud killjega A ja B. Kuna AB on ringjoone diamee-
ter, siis nende kiilgede iithine otspunkt C(a,a) paikneb ringjoonel. Et
CO on ringjoone raadius, saame +/(a — 10)2 + (a — 10)2 = 10, kust
a—10=5v2 ja a =10+ 5V2.

Vastus: 1001000.

Paneme téhele, et kui = on selle vorrandi lahend, siis ka 2002 — xz on
lahend. Et lahend oleks iiksainus, peab seega olema x = 2002 — = ehk
x = 1001. Siis

a=1000+999+ ... +24+14+0+1+2+...+999 4+ 1000 =
= (1000 + 1) + (999 + 2) + ... + (2 + 999) + (1 + 1000) =
= 1000 - 1001 = 1001000 .

Markus. Veendume (kuigi tilesanne on sdnastatud nii, et seda ei nouta),
et sellise a korral on x = 1001 tdepoolest vorrandi ainus lahend. Olgu
y = 1001 + b selle vorrandi suvaline lahend, siis

ly—1+|y—2|+...4+ |y — 2001] =
= 1000 + b| + ... + |1 +b] + [B] + |1 — b + ... +[1000 — b] =
=a=1000+...+14+0+14...1000.

Niiiid piisab tihele panna, et |[b] > 0 (kusjuures vordus kehtib ainult
b = 0 korral) ning mistahes &k = 1,...,1000 korral

k+0b+ k=02 k+b+k—-b=k+E.
Vastus: 24.

Uurime, kuidas saavad selles tabelis paikneda arvud 1. Ilmselt saavad
arvud 1 olla samas veerus ainult arvudega 2, 3 ja 4. Kuna arve 1, 2,
3 ja 4 on tabelis kokku 4 -9, siis saavad arvud 1 paikneda {ilimalt
neljas veerus. Kui koik arvud 1 on samas veerus, siis on tabeli mini-
maalne veerusumma 9. Kui arvud 1 on kahes veerus, siis peab iihes
neist olema véhemalt 5 arvu 1 ja selle veeru arvude summa on iilimalt
5-144-4=21. Kui arvud 1 on neljas veerus, siis on neis veergudes
olevate arvude summa 9 - (14 2+ 3 +4) = 90 ja minimaalne veeru-



90
summa on seega iilimalt [Z} = 22. Kui arvud 1 on kolmes veerus, on

voimalikult suure veerusumma saamiseks otstarbekas paigutada nen-
dega samadesse veergudesse arvud 3 ja 4. Sel juhul kolme veeru arvude
summa on 9-(14+3+44) = 72 ja minimaalne veerusumma saab olla iili-
malt 24. Niitame niiiid, et leidub tabel, kus minimaalne veerusumma
on 24:

2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001
2001

SR s W W W~
R R W W W =
=R R W W W =
U O O UL N NN NN
QU O Ot O O N N NN
S O Oy O O Oy O O &
N0

Seega vihima veerusumma suurim voimalik védrtus on 24.

X klass

1. Vastus: n véimalikud véartused on 4, 5 ja 6.

Kumera n-nurga sisenurkade summa on (n —2) - w. Selle hulknurga 3

. LT ~
sisenurga suurused on suuremad kui 5 Ja kumeruse tottu viiksemad

kui 7; iilejadnud n— 3 sisenurga suurused on suuremad kui 0 ja mitte

suuremad kui % Siit saame vorratused
T T
(n—3)-0—|—3-§ <(n—2)-7r<(n—3)-§+3-7r,

7
millest arvuga 7 14bi jagades ja teisendades saame 3 <n <7 ehk

n taisarvulisust arvestades 4 < n < 6. Jdab iile veenduda, et tdesti
leiduvad nelinurk, viisnurk ja kuusnurk, mille sisenurkade hulgas on
tépselt kolm niirinurka (vt. joonist 2).



n=4 n=>5 n==6

Joonis 2
2. Vastus: n=25.

Kolme sellise tdisarvu summa, mis annavad kolmega jagamisel erine-
vad jiidgid (0, 1 ja 2), jagub kolmega. Samuti jagub kolmega mistahes
kolme sellise arvu summa, mis annavad kolmega jagamisel koik iihe ja
sama jadgi. Seega juhul, kui n téisarvu seas ei leidu kolme sellist, mille
summa jagub kolmega, saab nende arvude kolmega jagamisel esineda
iilimalt kaks erinevat jadki ning kumbki neist iilimalt kahel korral,
mistdttu neid arve on iilimalt neli. Seega n > 5 arvu seast saab kolm
arvu, mille summa jagub kolmega, alati leida.

Teisalt on lihtne veenduda, et néiteks arvudest 1, 3, 4, 6 iikski kolmik
ei anna kolmega jaguvat summat.

3T
3. Vastus: —.
astus 1

Lahendus 1. Tahistame o = /ADC ja 8 = /BDC (vt. joonist 3).
Olgu ruudu kiiljepikkus a, siis kolmnurkadest ADC' ja BDC saame

tana = o =3 ja tan( = “a_ 2. Seega
a a
tan a + tan G 342

t = = :—]_
an(a + ) 1—tana-tan3 1-—3-2 ’

millest ZADC + /BDC = %T



A B C

Joonis 3
Lahendus 2. Olgu E punktiga B sirge C'D suhtes siimmeetriline
punkt (vt. joonist 4), siis
/ADC+ /BDC =/ADC+ /CDE = /ADE .

Olgu ruudu kiiljepikkus a. Avaldades |AD| = \/a? + (3a)? = aV'10,
|ED| = \/a? + (2a)2 = aV/5 ning kasutades koosinusteoreemi kolm-
nurgas ADFE, saame
25a® = |AE|* = |AD|? + |ED|?> — 2|AD| - |ED| - cos /ADE =
= 10a? + 5a% — 10a*V/2 - cos LADE ,

2
millest cos LZADE = —\/7_ ning LADE = %Tﬂ-

D
/
A B C )
Joonis 4

Lahendus 3. Téaiendame joonist ja valime punktid F' ja G nii nagu
néidatud joonisel 5. Kuna kolmnurgad BC'D ja DGF on kongruentsed
ja téisnurksed, siis

/ADF = /ADC — /FDG = /ADC — (g - zDFG) -

/ADC — (g - ZBDC> ,



kust LZADC + /BDC = g + /ADF'. Et loigud AF ja DF saadak-

se teineteisest poordel tdisnurga vorra iimber punkti F', siis kolm-
nurk AF'D on vordhaarne ja tdisnurkne ning /ADF = g, kust

LADC + /BDC = ??TW
D
A B C
F G
Joonis 5

. Paneme téhele, et mistahes nullist erinevate téisarvude a,b korral

1 1 1 b 1
—+—:—<:>a+ :—<‘:,>(],b:(a‘i_b)0§>
a b ¢ ab c
= ab—ac—bc=0 < ab—ac—bc+c? =c* =
— (a—c)(b—c) =%
11 1 1 1 1 1
Kui arvud a ja b on positiivsed ja — 4+ - = —,siis — < — ja - < —,
a b ¢ a ¢ b ¢

mistdttu @ > ¢ ja b > ¢ ehk a — ¢ > 0 ja b —c > 0. Teisest kiiljest,
kui a —c > 0 ja b—c > 0, siis on ka arvud a ja b positiivsed.
Seega (a,b,c) on harmooniline kolmik parajasti siis, kui arvud a — ¢
ja b—c on positiivsed ning (a —c¢)(b—c) = ¢*. Niisiis saame iiksiihese
vastavuse harmooniliste kolmikute (a,b,¢) ja positiivsete tiisarvude
paaride (r,s) vahel, kus rs = c?. Arvu ¢ iga positiivne jagaja esineb
tépselt ithes niisuguses paaris esimesel kohal. Seega neid paare ning
iihtlasi ka harmoonilisi kolmikuid, mille kolmas komponent on ¢, on
niisama palju kui arvu ¢? positiivseid jagajaid.

. Lahendus 1. Teeme induktsiooni sdnade pikkuse jirgi. Olgu u; ja wug
mistahes erinevad iihepikkused sonad ja eeldame, et koigi lithemate
sonade paaride korral iilesande véide kehtib. Kuna iihetdhelisi sonu



on ainult iiks, siis u; ja us ei ole iithetdhelised ning on seega konst-
rueeritud reegli (2) pohjal. Niisiis leiduvad mingid sdnad v; ja vg, nii
et uy = vivy VO up = v1V] ning us = VoV VOI us = voUz. Et igal
juhul on vy kaks korda lithem wuj-st ja ve kaks korda lithem wus-st,
siis v1 ja wg on iihepikkused. Kui v; = vo = v, siis sonadest u; ja
us peab iiks olema vv ja teine vv. S6nade vv ja vU esimesed poo-
led langevad kokku, teistes pooltes on aga koik tdhed erinevad, seega
need sonad erinevad teineteisest tépselt poolte tdhtede poolest. Edasi
vaatleme juhtu, kui v; # vy. Et induktsiooni eelduse kohaselt vy ja
v9 erinevad teineteisest tédpselt poolte tdhtede poolest, siis piisab néi-
data, et sonade u; ja wuo teised pooled erinevad teineteisest tépselt
poolte tdhtede poolest. Kui need teised pooled on v1 ja wvs, siis see
véiide ilmselt kehtib. Samuti on selge, et 77 ja 3 erinevad teineteisest
poolte tihtede poolest (erinevused on tépselt samades kohtades kus
sonadel v; ja vy). Sdnad vy ja Tz aga erinevad teineteisest parajas-
ti nende tédhtede poolest, mille poolest v; ja vy kokku langevad —
seega ka v1 ja T3 erinevad teineteisest poolte tdhtede poolest; samuti
on ka sonadega U1 ja wve. Seega erinevad sonad wp ja ue igal juhul
teineteisest tédpselt poolte tidhtede poolest.

Lahendus 2. Seame igale sdnale w vastavusse poliinoomi P,, muutu-
jatest x1,xs,... jirgmiste reeglitega:

Py =1 (el sisalda iihtki muutujat);
kui P, sisaldab muutujaid z1,...,z,, siis

wa :Pw’(1+xn+l)
ja

PwE:Pw'(l_anrl) .
Kui P, avaldises sulud avada, tekib tépselt niipalju liikmeid, kuipal-
ju on sonas w tdhti, sest poliinoomis Pa on 1 liige ning iga korru-
tamine kaksliikmega suurendab liikmete arvu kaks korda. Seejuures
ithepikkustele sonadele vastavate (samu muutujaid sisaldavate) polii-
noomide lahtikirjutused erinevad {iksteisest ainult liikmete ees olevate
maérkide poolest. Induktsiooniga w pikkuse jérgi on lihtne veenduda,

et need liikmed on véimalik panna niisugusesse jarjekorda, et ¢-nda
liikme ees olev mérk on + voi — vastavalt sellele, kas i-s tdht sonas



w on A voi B. Téepoolest, kui w = A, siis see viide on ilmne. Olgu
niitid w jaoks P, niisugune esitus olemas. Korrutamisel kakslitkmega
(14 xp41) voi (1 —2,41) korjame jirjekorda siilitades ette need liik-
med, mis on saadud P, korrutamisel 1-ga, ja nende jérele kirjutame
samuti jarjekorda siilitades need liikmed, mis on saadud P, korruta-
misel z,41-ga (vOi —z,41-ga). Saadud litkkmete jadas on i-nda liikme
ees mirk + parajasti siis, kui sdnas ww (voi vastavalt sdnas ww) on
i-ndaks tiaheks A.

Votame niitid kaks erinevat ithepikkust séna u ja v. Eelnenud konst-
ruktsioonist tuleneb muuhulgas, et P, # P,. Olgu

P, = (1+(=D)"x) .- (14 (=1)z,),
P, = (14 (=D%a)-...- (14 (=1)"z,) .

Siis leidub indeks [, nii et i; # j;. Votame

a=((=)" (=1)",....(-1)"),

siis Py(a)=2-...-2=2" aga P,(«) =0, sest [-nda teguri véiiirtus
on 0. Vaadates neid poliinoome lahtikorrutatuna ndeme, et poliinoomi
P, iga liikme (koos mérgiga) viirtus vidrtustusel « on 1, poliinoomi
P, liikmetest on aga tédpselt poolte vadrtus 1 ja poolte vdartus —1.
Et P, ja P, erinevad teineteisest ainult liilkmete mérkide poolest,
siis tépselt pooltel liikmetel on poliinoomis P, teistsugune mérk kui
poliinoomis P, , mis tdhendab eelneva pohjal, et sonad u ja v erinevad
teineteisest tédpselt poolte tihtede poolest.

XTI klass

1. Vastus: Arvu n vdimalikud vadrtused on n = 3 ja n = 4. Esimesel

juhul a = %7 teisel juhul o = %

Ilmselt peab olema n > 3, sest muidu ei teki iildse hulknurka. Et nur-
kade suurused moodustavad aritmeetilise jada, siis vaadeldava hulk-
nurga sisenurkade summa on

- (o + na)

5 =n(n—2).



Avaldades saadud vordusest «, saame

2mw(n —2)

 n(n+1)
Hulknurga kumeruse tottu

_ 2w(n —2)

<
n+1 T

no

(teised nurgad on koik viiksemad) ehk 2n —4 < n+ 1, millest n < 5.
Seega on arvu n voimalikeks vidrtusteks n =3 ja n =4.
2m s 227

Juhul n = 3 saame a:m:g,juhulnzél aga a = 15 :g.

. Olgu D' ja B’ vastavalt vasaku ja parema murru laiendajad liitmisel.
Siis E = AD' + B'C ja F = BD' = DB’ ning kuna F on iilesande
tingimuste pohjal nimetajate vithim iihiskordne, siis arvud B’ ja D" on
ithistegurita. Ulesande lahendamiseks piisab niidata, et d on arvude
B ja D iihine jagaja. Selleks votame arvu d suvalise algteguri p ja
néditame, et arvud B ja D jaguvad arvu p koigi nende astmetega,
millega jagub arv d.

Jagugu arv d arvuga p®, k > 0. Siis nii arv E kui ka arv F jagu-
vad arvuga p®. Oletame vastuviiteliselt, et arv B ei jagu arvuga p".
Vordusest F' = BD' saame siis, et arv D’ jagub arvuga p. Siis jagub
ka arv AD' arvuga p, mistéttu arv B'C = E — AD’ jagub arvuga p.
Jarelikult kas arv B’ véi arv C jagub arvuga p. Kuna aga arvud B’
ja D’ on iihistegurita, siis arv B’ ei jagu arvuga p. See annab iihelt
poolt, et arv C jagub arvuga p, vorduse F' = DB’ abil aga teiselt
poolt, et arv D jagub arvuga p®. Nii on arv p arvude C ja D iihine
algtegur, mis on vastuolus murru taandatusega. Vastuolu tekkis ole-
tusest, et arv B ei jagu arvuga p*. Analoogiliselt saame vastuolu ka
oletusest, et arv D ei jagu arvuga p*. Niisiis jaguvad arvud B ja D
arvuga d.

. Tombame kiiljega BC' paralleelse sirge libi tipu A ja olgu L ja M sel-
le 16ikepunktid vastavalt kiirtega BE ja C'F' (vt. joonist 6). Siis kolm-
nurgad AEL ja CEB on sarnased ning kolmnurgad AFM ja BFC
|AE|  |AL| . |AF| |AM|

|EC| ~ |BC| ™ 1FB| ~ BC|”

on sarnased, millest saame vastavalt

10



Samuti on sarnased kolmnurgad AOL ja DOB ning AOM ja DOC,
|AO|  |AL| o |AO|  |AM]|
loD| ~ |BD| ™ |0D| T |DC|

mis annab vastavalt . Vorde omaduse

pohjal
|AO|  |AL|+|AM|  |AL|+|AM|
|OD| |BD| + |DC| |BC|

|AL|  |AM| |AE| |AF]

|BC| * |BC| |EC| |FB|"

Joonis 6

4. Téhistame o =1 —x, siis =1 — «a ja tingimus x 4+ y = 2 annab, et
y=1+4«. Siis

(@ +y°) = (1-a)’(1+a)® (1 -a)? +(1+a)’) =
= (1-a)(1+a)? (2+2a2) =
=2(1-a*?(1+a?) =2(1-a*)(1-a?).

Et arvude z ja y mittenegatiivsuse tottu |a| < 1, siis 0 < a? <1
ja 0 <ot <1, mistottu 0 < 1—a? <1ja0<1—a*<1 ning
2(1 —a*)(1 - a?) < 2.

5. Vastus: a) 7; b) 1, 2, 3,4, 6, 8, 10, 16, 28 ja 32.
Olgu vaadeldava trapetsi kdrgus h ning lithema aluse pikkus a (vt.

joonist 7). Et trapets koosneb ristkiilikust kiiljepikkustega a ja h ning

11



vordhaarsest tdisnurksest kolmnurgast kaatetite pikkusega h, siis selle
pikem alus on pikkusega a+ h ning aritmeetilise jada summa valemist
saame, et selle kiilgedel ja sisepiirkonnas on kokku

(2a-+h+2)(h+1)

N(a,h) = (a+1)+ (a+2)+ ...+ (a+h+1) = 5

téisarvuliste koordinaatidega punkti.

Joonis 7

a) On ilmne, et kaks vaadeldavat trapetsit on kongruentsed siis ja
ainult siis, kui neil on voérdne korgus h ja vordne lithema aluse
pikkus a. Seega on vaja leida erinevate paaride (a,h) arv, mille
korral N(a,h) = 2001. Leiame arvu 2001 lahutuse algteguriteks:
2001 = 3 - 23 - 29 ning vaatleme eraldi kahte juhtu.

1) Kui h = 2k on paarisarv, siis
N(a,h)=(a+k+1)-(2k+1),

2k +1
kus 2k+1>23 ninga+k+1>k+1> +

. Tegur 2k + 1 véib

seega olla 3, 23 voi 29, milles leiame vastavalt a = 665 ja h = 2,
a =175 ja h =22 ning a =54 ja h = 28.
2) Kui h = 2k — 1 on paaritu arv, siis

N(a,h) = (2a+2k+1) -k,
kus k > 1 ning 2a+2k+1 > 2k + 3. Tegur k voib seega olla 1, 3, 23

voi 29, milles leiame vastavalt a =999 ja h =1, a =330 ja h = 5,
a =20 ja h =45 ning a =5 ja h =57.

12



Vastavalt eespool tehtud tdhelepanekule leidub niisiis 7 paarikaupa
mittekongruentset iilesande tingimustele vastavat trapetsit suuruse-
ga 2001.

b) Vottes jirjest h = 1, 2, 3, ... lelame trapetsi suuruse sdltuvuse a
védrtusest vastava h korral (kui A > 7, siis N(a,h) > 50 mistahes
a > 1 korral):

h|N(a,h)
1] 2a+3
2| 3a+6
3|4a + 10
415a + 15
5|6a + 21
6|7a + 28
7|8a + 36

Niiiid on lihtne kontrollida, et tdisarvudest 1 kuni 49 ei esitu iihegi
leitud valemiga arvud 1, 2, 3, 4, 6, 8, 10, 16, 28 ja 32.

XII klass

1. Vastus: x =y = 0 on ainus lahend.

Lahendus 1: Uheks lahendiks on ilmselt z = y = 0. Toestamaks,
et rohkem lahendeid ei ole, paneme téhele, et |sinz| < |z|, kusjuu-
res vordus kehtib ainult z = 0 korral. See on ilmne siinusfunktsiooni
graafikust (vt. joonist 8), kui arvestada, et |sinz| < 1 ning sinz tu-
letis kohal x = 0 on cos0 = 1, s.t. sirge y = x on siinusfunktsiooni
graafiku puutujaks kohal x = 0.

Niisiis
|z > |sinz| = |y| > |siny| = |«] ,

kusjuures vidhemalt iiks vorratustest on range, kui x ja y ei ole
molemad vordsed nulliga. Seega on x = y = 0 siisteemi ainsaks la-
hendiks.

13



y=sinx
0
}

Joonis 8
Lahendus 2: Paneme tédhele lahendi x = y = 0 olemasolu ning seda,
et |z| = |siny| < 1. Asendades y = sinx teise vorrandisse saame
r =sinsinz.
L Y /
y=z /y:m—sinsinx
/
1t o
-5 y = sinsinx
N 1V
s T 7T\ z
+ -1 2
Joonis 9

Olgu f(z) =

x — sinsinz, siis f'(z) = 1 — cossinz - cosx. Kuna

—1 <2z <1 ning ka —1 < sinx < 1, siis vastavad koosinuse vaértused

14



sisalduvad 16igul [0, 1], kusjuures need koosinuse véértused on vordsed
arvuga 1 ainult juhul z = 0. Niisiis f/(z) > 0 l6igul z € [-1,1], kus-
juures on vaid iiks punkt, kus f/(z) = 0. Seetdttu on funktsioon f(x)
loigul [—1,1] rangelt kasvav, millest jireldub, et © = 0 on funktsioo-
ni f(z) ainus nullkoht sellel 1digul (vt. joonist 9). Seega = = 0 ja
y =sin(0 = 0 on siisteemi ainsaks lahendiks.

Vastus: n.

Olgu valitud arvud ag, ..., ax ning olgu iga i = 1,...,k korral n,
algarvu 2 astendaja arvu a; algteguriteks lahutuses, s.t. a; = 2™ - b;,
kus b; on paaritu arv. Et 1 < b; < 2n — 1, siis on arvude b; jaoks n
erinevat voimalust ning £ > n + 1 korral leiduvad sellised indeksid ¢
ja j, et by =b; =b ja n; > n;. Siis arv a; = 2™ - b jagub arvuga
aj =2" . b.

Kui &k < n, siis valides suvalised k arvu alamhulgast {n+1, ..., 2n},
ei jagu iikski neist arvudest iihegi teisega, kuna 2n <2 - (n+1).

. Olgu o = /TAE = /BAI ja = /DBI = /IBA (vt. joonist 10).
Siis /ETA=/BID = a+ (8 (kolmnurga ABI vilisnurk). Kasutades
siinusteoreemi kolmnurgas AFEI ja vordust r = |AI|sin «, saame

|AE| |AIl T
sin(a + )  sin/AEI  sinasin ZAET

B

S/

Joonis 10
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Kolmnurgast BDI saame analoogiliselt

|\BD|  |BI| r

sin(a+ () sin/IDB  sinf@sin/IDB "’

Arvestades vordusi sin ZAEI = cos 8 ja sin ZIDB = cos « saame

1 1 sin a cos 3 sin 3 cos sin(a + ) 1

|AE| * |BD|  rsin(a+ )  rsin(a+p)  rsin(a+8) 7
. Kui a = 2, sobib niiteks p = 11, sest
14+24+4+... 420 =2"_-1=2047=23-89.

Kui a > 2, siis a — 1 > 1 ning seega leidub algarv p, millega arv
a — 1 jagub. Siis arv e annab arvuga p jagades jadgi 1, mistottu
arv M, = 1+a+ a? + ...+ aP"t jagub arvuga p (summas on p
liidetavat, mis koik annavad arvuga p jagades jédgi 1). Et p > 1, siis
M, > 1+ a > p ning M, on seega kordarv.

. a) Olgu tabeli esimese, teise ja kolmanda rea arvude summad vastavalt
r1, T9 ja r3 ning esimese, teise ja kolmanda veeru arvude summad vas-
tavalt vi, v2 ja v3. Olgu a;; tabeli i-nda rea ja j-nda veeru element.
Paneme ka téhele, et vastavalt iilesande tingimustele on koik arvud
tabelis mittenegatiivsed.

Ilmselt 7y + ro + 73 = v1 + v + v3. Siit
a1y = |r1 —vi| = |(r2 +73) = (v2 + v3)| = |(r2 —v2) + (r3 —v3)| =
= :|:|T2 — ’U2| + ‘7’3 — ”U3| = :l:agg + ass .
Kuna koik tabeli arvud on mittenegatiivsed, ei saa siin molema arvu
ees olla miinusmérk ning seega on arv aj; toepoolest vordne kahe

tabelis oleva arvu summa voi vahega. Toestus koigi iilejadnud arvude
jaoks on analoogiline.

b) Sobivad niiteks koik tabelid (ning neist ridade ja veergude iimber-
paigutamisel saadavad tabelid) kujul

0lx1|0 T|x|x
z|0 |z ja z|lxz|x|,
Olx|0 2x|2x |2z

kus x on positiivne reaalarv.
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9. klass

Ulesanne 1 (Toomas Hinnosaar)

Vahemiku leidmine, kus asub (24+x) vBi mingi samavaarse vaaldise vaartus

Arvu (24+x) esimese ja viimase numbri leidmine
Kahe keskmise numbri leidmine

Arvu 14**45 |leidmine

Arvu x vaartuse leidmine

Ulesanne 2 (Tiit Lepmann)

Ulesandes antud arvude ja jagamistehte tldkujul kirjapanek
Teisendustega joudmine Gige seoseni esialgse arvu numbrite vahel

Tingimuste leidmine esialgse arvu sajaliste ja Uiheliste numbri kohta ja koigi voimaluste

l&bivaatamine
Eelneva p6hjal mdlema sobiva arvu leidmine

Ulesanne 3 (Elts Abel)

Pd&hjendus, miks ks ruudu tippudest on ringjoonel

Oige joonis

Pd&hjendus, miks vajalikud taisnurksed kolmnurgad on vérdhaarsed
Ruudu diagonaali véi kiilje sobivalt osal6ikudeks jaotamine

Ruudu kulje pikkuse arvutamine

Ulesanne 4 (Urmo Kaber)

Tdestus, et x peab olema 1001
Lahendus korrektne 18puleviimine

Arvati &ra, et x on 1001 ja saadi dige vastus

Ulesanne 5 (Mart Abel)

Naitamine, et arvuga 1 vbivad samas veerus olla vaid 2, 3 ja 4
Jareldus, et 1 vdib esineda maksimaalselt 4 veerus

Naitamine, et kui 1 on vaid 1 veerus, ei saa minimaalne veerusumma olla suurem kui 9
Naitamine, et kui 1 on 2 veerus, ei saa minimaalne veerusumma olla suurem kui 21
Naitamine, et kui 1 on 3 veerus, ei saa minimaalne veerusumma olla suurem kui 24

Naitamine, et kui 1 on 4 veerus, ei saa minimaalne veerusumma olla suurem kui 22

Naide tabelist, kus minimaalne veerusumma on 24

Leiti véhima veerusumma suurim v8imalik vaartus tihel juhtudest, kus 1 oli kas 1, 2, 3 vdi

4 veerus ja toodi &ra naide tabelist, kus see vaartus realiseerus

1p.
2p.
2p.
1p.
1p.
7p.

1p.
2p.

7p.

1p.
1p.
1p.
2p.
2p.
7p.

1p.
1p.

1p.
1p.
1p.
1p.
1p.
7p.

1p.



10. klass

Ulesanne 1 (Toomas Paaver)

Pdhimabtteliselt dige vorratus voi arutlus
Tdestus,et n>3

Tdestus, et n<7

Naitamine, et sellised 4-, 5- ja 6-nurgad on olemas

Ulesanne 2 (Nikita Salnikov)

Naitamine, et n=4 ja n=3 ei sobi
Tahelepanek, et kolme erinevate v6i kolme vordsete jadkidega arvu summa jagub
kolmega

Toestus, et 5 arvu seas leidub alati 3 arvu, mis annavad kas kdik samad vdi kdik erinevad

jaéagid 3-ga jagamisel

Ainult dige vastuse eest

Ulesanne 3 (Vladimir Kutdmei)

Oige lahendus, aga vale vastus

Lahenduse idee on dige ning saadud dige vastus, aga mdned sammud ei ole piisavalt
pdhjendatud

Vastus 6ige, aga lahenduses olulised sammud (mis ei ole ilmsed) ei ole pdhjendatud
Leitud nurkade ADC ja BDC siinused (vdi koosinused, tangensid).

Leitud I6ikude AD ja BD pikkused

Ulesanne 4 (Kati Metsalu)

Taielik lahendus
Tdestatud, et igale tegurile vastab harmooniline kolmik, vastupidine t6estamata

Saadud katte kasulik v8rdus, naiteks b=c+c”2/(a-c), sellest ilma pdhjendamata tehtud
ndutud jareldus

Pole tehtud midagi Ulesande lahenduse jaoks kasulikku

Ulesanne 5 (Meelis Kull)

Idee kasutada induktsiooni

Tdestus, et iga s6na w korral ww ja ww erinevad poolte téhtede poolest

Tdestus, et iga kaks sama pikka s6na v1v1l ja v2v2 erinevad poolte taéhtede poolest
Tdestus, et iga kaks sama pikka s6na v1v1 ja v2v2 erinevad poolte tahtede poolest
Tdestus, et iga kaks sama pikka s6na v1v1l ja v2v2 erinevad poolte tahtede poolest
Tdestus, et iga kaks sama pikka s6na v1v1l ja v2v2 erinevad poolte tahtede poolest

2p.
1p.
2p.
2p.
1p.

6 p.

5p.
3p.
2p.
1p.

7p.
5p.

3p.
0p.

2p.
1p.
1p.
1p.
1p.
1p.
7p.




11. klass

Ulesanne 1 (Mati Abel)

Mingi lahendi leidmine

Arusaamine, et hulknurga sisenurkade summa on vdrdne aritmeetilise progressiooni
summaga

Arusaamine, et suurim nurk on vaiksem kui pi ja n on suurem kui 3

Nurga arvutuseeskirja leidmine

n vaartuste vBimalike piiride leidmine

n=3 ja n=4 korral sobivate nurga véartuste leidmine

Ulesanne 2 (Valdis Laan)

Lahendaja kasutab seda, et liidetavad on taandumatud murrud
Lahendaja teab, mis on vahim dhiskordne

Lahendaja oskab kasutada jaguvusseose omadusi

K&ik muu on ka digesti

Ulesanne 3 (Harmel Nestra)

Tehtud ainult mediaanide jaoks
Hinnatud vorratustega Uihes suunas
Nihutatud kuidagiviisi tippudest tommatud 16ike

Osas toodes oli hakatud mingil viisil arutlema ja polnud kuhugi jdutud. Ma panin ka sel
juhul 0 p., kuid v8ib olla, et tegemist on maistliku algusega, mille eest vbiks ka punkte
saada. Kui oskate naidata, et teie poolt kirjapandu tdepoolest on mingi korrektse
lahenduse oluline osa, siis tulge apelleerima. Métet vdib minu arvates olla té6del XI-04, XI-
13 ja XI-17. Ulejaanutel ei nde ma mingit vdimalust punkte juurde saada.

Ulesanne 4 (Ahti Peder)

Saadud tulemus,et xy pole suurem kui 1

Idee teha asendus x=1-a, y=1+a

Joutud mingi 6.astme 1-muutujaga poliinoomiga vorratuseni

Joutud vorratuseni (xy)(xy)(2-xy) vaiksem vérdne kui 1,vdi sellega samavéaarseni

Ulesanne 5 (Uve Nummert)

a) osa eest kokku

trapetsi suuruse jaoks dige lahendi leidmine
nende 3 lahendi leidmine, mis tulenevad otse 2001 teguriteks lahutusest
Ulejdénud 4 lahendi leidmine

b) osa eest kokku

1,2,3,4 mittesobivus ja paaritute arvude sobivus alates 5-st
Ulejddnud mittesobivate arvude leidmine

1p.

2p.
1p.
1p.
1p.
1p.
7p.

1p.
1p.
1p.
4p.
7p.

0p.
0p.
0p.

2p.
2p.
1p.
1p.

4 p.
1p.
1p.
2p.
3p.
1p.
2p.
7p.




12. klass

Ulesanne 1 (Eno Tdnisson)

Tahelepanek, et x=0, y=0 on lahend
Sirge y=x olulise rolli (v8i simmeetrilisuse) aramarkimine
Ammendavad p&hjendused lahendi ainsuse kohta

Ulesanne 2 (Kalle Kaarli)

Naitamine, et saab sobivalt valida n arvu.
Naitamine, et rohkem arve ndutud viisil valida ei saa.

Punkte on maha voéetud, kui seletustes on ltnki, ebakorrektsusi.
Lahendusi, mis ei mahtunud Ulaltoodud skaala alla, on hinnatud individuaalselt.

Ulesanne 3 (Jan Villemson)

Nurgapoolitaja omaduse kasutamine
L&ikude AE ja BD pikkuste avaldamine kolmnurga kilgede, siseringjoone raadiuse ja/voi
nurkade kaudu

Avaldise 1/|AE|+1/|BD| teisendamine kujule 1/r

Ulesanne 4 (Indrek Zolk)

Juhul a=2 sobiva algarvu p vaartuse leidmine
Tdestus, et ka muude a vaartuste korral leidub sobiv algarvu p vaartus

Sealhulgas:
Tdestus, et paaritute arvude a korral leidub sobiv algarvu p vaartus
Tdestus, et arvude a=2 (mod 3) korral leidub sobiv algarvu p vaartus
Tdestus, et arvude a=1 (mod 3) korral leidub sobiv algarvu p vaartus

Ulesanne 5 (Emilia Kasper)

Idee kasutada vordust s_1+s 2+s 3=v_1+v_2+v_3 (kus s_i ja v_i on vastavalt i-nda rea
ja veeru arvude summa)

Tabeli mingi arvu avaldamine kahe teise arvu kaudu (nt. a_11 = +/- a_22 +/- a_33)
Tahelepanek, et tabeli arvude mittenegatiivsuse téttu on saadud vdrduse paremal pool
kahe arvu summa v&i vahe

Sobiva tabeli leidmine

T T

1p.

7p.

1p.
6 p.

1p.
1p.
1p.
7p.

1p.
3p.

7p.
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