
Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

VII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia arvude a = 5− (−2)2 ja b = (−1)3 − 32 summa.

. . . . . . . . . . . .

2. Tähistagu x ∗ y arvu
y

x
−

x

y
. Arvuta 2 ∗ 1.

. . . . . . . . . . . .

3. Kõik positiivsed täisarvud kirjutatakse neljaveerulisse tabelisse all-
pool näidatud viisil. Mitmendasse ritta kirjutatakse arv 2002?

. . . . . . . . . . . .1 3 5 7
2 4 6 8
9 11 13 15

10 12 14 16
. . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Kaupluses on kolme värvi palle, mis pakendatakse viiekaupa karpi-
desse nii, et igas karbis on täpselt kahte värvi palle. Mitu erisugust
pallide komplekti on niimoodi võimalik saada?

. . . . . . . . . . . .

5. Mari sooritas õigesti jagamistehte 111333555777999 : 111. Mitme-
kohalise arvu sai ta vastuseks?

. . . . . . . . . . . .



6. Koordinaatteljel on kumbki lõikudest [0; 1] ja [2; 3] jaotatud
võrdseteks osadeks. Leia lõigu AB pikkus.

. . . . . . . . . . . .
-

0 1 2 3

A B

7. Ruudu ABCD külgedele AD ja DC konst-
rueeritakse võrdkülgsed kolmnurgad AED ja
DFC , nagu joonisel näidatud. Leia nurga
DEF suurus.

A
D

CB

E

F

. . . . . . . . . . . .

8. Kahe joonisel näidatud ringi ühine keskpunkt
on O . Suure ringi raadiused OB ja OC moo-
dustavad täisnurga ning |OA| = |AB| = 1.
Leia viirutatud kujundi pindala. ÁÀ

Â¿
·

O BA

C

. . . . . . . . . . . .

9. Võrdhaarse kolmnurga alus on haarast 3 cm pikem. Leia selle
kolmnurga ümbermõõt, kui haara pikkus on 4 cm.

. . . . . . . . . . . .

10. Kuubi kolm tippu on A , B ja C . Kuubi tahkudele on joonestatud
murdjoon. Joonesta see murdjoon kuubi pinnalaotusele.

q

q

q
q
q A

B

C A

B

C



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

VIII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia arv n , mille korral 57 : 54 · 5n = 55 .

. . . . . . . . . . . .

2. Tähistagu a ∗ b arvu 3 · (a − 2)− 5 · (2− 3b) . Arvuta 0 ∗ 1.

. . . . . . . . . . . .

3. Kõik positiivsed täisarvud kirjutatakse kuueveerulisse tabelisse all-
pool näidatud viisil. Mitmendasse ritta kirjutatakse arv 2002?

. . . . . . . . . . . .8 9 10 11 12 1
7 6 5 4 3 2

20 21 22 23 24 13
19 18 17 16 15 14
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Leia avaldise ab+ bc+ cd+ da suurim võimalik väärtus, kui a , b ,
c ja d on arvud 1, 2, 3 ja 4 mingis järjekorras võetuna.

. . . . . . . . . . . .

5. Leia kõik kahekohalised arvud, mille kümneliste number on ühelis-
te numbrist 5 võrra suurem ja numbrite summa on mingi täisarvu
ruut.

. . . . . . . . . . . .



6. Märgi koordinaatteljel punktid B , C ja D nii, et |AB| = 2,
|CD| = 1 ja |BC| = 4 ning punktid B ja D paiknevad lõigul AC .

-
0 1

A

7. Nurk x on 20◦ võrra suurem nurgast y .
Mitme kraadi võrra on nurk z suurem nur-
gast w?

x

y

z

w

. . . . . . . . . . . .

8. Suurima ringi diameeter on jaotatud kolmeks
osaks, mis omakorda on väiksemate ringide
diameetriteks nagu joonisel näidatud. Leia kol-
me väiksema ringi ümbermõõtude summa, kui
suurima ringi ümbermõõt on 17 cm. ÁÀ

Â¿µ´
¶³mpp
p

. . . . . . . . . . . .

9. Ruudu ABCD küljepikkus on a . Punktid E

ja F poolitavad vastavalt lõigud AO ja BO .
Leia nelinurga ABFE pindala.

A B

CD

O

E F
a

a. . . . . . . . . . . .

10. Kuubi kolm tippu on A , B ja C . Kuubi tahkudele on joonestatud
murdjoon. Joonesta see murdjoon kuubi pinnalaotusele.
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Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

IX klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia arv n , mille korral 72n−2 : 7n+4 · 73 = 49.

. . . . . . . . . . . .

2. Leia arvude −8 ja 0,5 vastandarvude korrutise ja pöördarvude
summa jagatis.

. . . . . . . . . . . .

3. Kõik positiivsed täisarvud kirjutatakse kaheksaveerulisse tabelisse
allpool näidatud viisil. Mitmendasse ritta kirjutatakse arv 2002?

. . . . . . . . . . . .1 4 5 8 9 12 13 16
3 2 7 6 11 10 15 14

17 20 21 24 25 28 29 32
19 18 23 22 27 26 31 30
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Leia naturaalarv a , mis on 56 võrra väiksem oma ruudust.

. . . . . . . . . . . .

5. Jüri sooritas õigesti korrutamistehte 99999 · 77777. Milline oli tu-
lemuseks saadud arvu numbrite summa?

. . . . . . . . . . . .



6. Punktid K , L ja M paiknevad koordinaatteljel nii, et |KL| = 2,
|LM | = 1 ning punkt L asetseb lõigul KM . Tähista ristikesega
sirge kõik sellised punktid X , mille korral |KX|+ |LX| = |MX| .

-
0 1

K

7. Viisnurk ABDEC koosneb võrdkülgsest
kolmnurgast ABC ja ristkülikust BDEC .
Lõik BE poolitab nurga ABD ning lõik
FE on paralleelne lõiguga AC . Leia jooni-
sel märgitud nurga x suurus.

x

A

B

D

C

E

F

. . . . . . . . . . . .

8. Korrapärase hulknurga igast tipust saab tõmmata 7 diagonaali.
Leia selle hulknurga sisenurkade summa.

. . . . . . . . . . . .

9. Lõik AG on paralleelne lõiguga CE ning
lõigud EF ja GH on paralleelsed ristkü-
liku küljega AB . Leia viirutatud rööpkü-
liku pindala, kui |CD| = |DE| = a ja
|EA| = b .

a b A

BC

D E

F

G

H

a

. . . . . . . . . . . .

10. Risttahuka kaks tippu on A ja B . Risttahuka tahkudele on joones-
tatud murdjoon. Joonesta see murdjoon risttahuka pinnalaotusele.

A

p
p

p
p
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B



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

VII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kolm sõpra Rein, Madis ja Ahto külastavad raamatukogu inter-
netipunkti alati kell 14, kuid Rein igal neljandal päeval, Madis
igal viiendal päeval ja Ahto igal kuuendal päeval. Viimati koh-
tusid nad internetipunktis esmaspäeval, 7. jaanuaril 2002. Mitme
päeva pärast, mis kuupäeval ning millisel nädalapäeval kohtuvad
nad internetipunktis järgmine kord?

2. Ristküliku ABCD külge DA pikendatakse üle tipu A ning vali-
takse sellel punkt E nii, et |ED| = |DC| . Leia kolmnurga ABE

pindala, kui kolmnurga EDC pindala on 8 cm2 ja kolmnurga
BCD pindala on 3 cm2 .

3. Kollases pakis on 1 kg küpsiseid ja see maksab 50 krooni. Puna-
ses pakis on 10% võrra rohkem küpsiseid kui kollases pakis ning
rohelises pakis on 20% võrra vähem küpsiseid kui punases pakis.
Roheline pakk maksab 12% vähem kui kollane pakk ning punane
pakk maksab 10% rohkem kui roheline pakk. Millises pakis olevate
küpsiste 1 kg hind on kõige madalam?



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

VIII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvu 15 saab esitada nii kolme kui ka viie järjestikuse naturaal-
arvu summana: 15 = 4+5+6 ja 15 = 1+2+3+4+5. Leia kõik
sellised arvust 100 väiksemad naturaalarvud, mida saab esitada nii
kolme kui ka viie järjestikuse naturaalarvu summana. Põhjenda,
miks neid ei ole rohkem.

2. Rööpküliku ABCD pindala on 240 cm2 ning K ja L on vastavalt
külgede AD ja CD keskpunktid. Leia kolmnurga BKL pindala.

3. Lennuk tõusis õhku linnast A kell 7.00 kohaliku aja järgi ja maan-
dus linnas B. Pärast 3-tunnist peatust linnas B alustas lennuk
tagasilendu kell 12.00 sealse aja järgi ning maandus linnas A kell
16.30 kohaliku aja järgi. Milline oli kohalik aeg linnas B hetkel,
mil lennuk tõusis õhku linnast A, kui lend linnast A linna B kestis
30 minutit vähem kui lend linnast B linna A?



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

IX klass

II osa: Lahendamiseks on aega 4 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu x , y ja z mistahes kolm erinevat reaalarvu. Näita, et

x(y + z)

(x − y)(x − z)
+

y(z + x)

(y − z)(y − x)
+

z(x + y)

(z − x)(z − y)
= −1 .

2. Kolmnurgas ABC on 6 BCA = 90◦ . Küljel AB märgitakse punk-
tid K ja L nii, et |AC| = |AK| ja |BC| = |BL| . Leia nurga KCL

suurus.

3. a) Kui palju leidub arvust 100 väiksemate naturaalarvude hulgas
selliseid, mille ruut avaldub kolme järjestikuse naturaalarvu sum-
mana?

b) Kas leidub naturaalarve, mille ruut avaldub nelja järjestikuse
naturaalarvu summana?

4. Risttahukas mõõtmetega 3 × 4 × 5 koosneb 60 ühikkuubist. Kui
mitut neist kuupidest läbib risttahuka kaht vastastippu ühendav
diagonaal?



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

X klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia jagatis
6,8888 . . .

2,4444 . . .
, kus jagatav ja jagaja on lõpmatud perioodilised

kümnendmurrud. Tulemus esita samuti lõpmatu perioodilise kümnend-
murruna.

2. Leia võrrandisüsteemi kõik lahendid (kirjutis
∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣
tähistab kaherealist

determinanti):















∣

∣

∣

x 1
2 x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

1 y

y 1

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

1 −2
2 x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

1 −1
y 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x 1
2 x

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣

1 y

y 1

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

1 −2
2 x

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣

1 −1
y 1

∣

∣

∣

.

3. Kas leidub täisnurkne kolmnurk, mille külgede pikkusteks on:

a) üks täisarv ja kaks ratsionaalarvu, mis ei ole täisarvud;

b) kaks täisarvu ja üks ratsionaalarv, mis ei ole täisarv;

c) üks ratsionaalarv ja kaks irratsionaalarvu;

d) kaks ratsionaalarvu ja üks irratsionaalarv?

Iga alapunkti kohta too näide või põhjenda, miks niisugust kolmnurka ei
leidu.

4. Teravnurkses kolmnurgas ABC ümberringjoone keskpunktiga O on
6 ACB = 60◦ . Lõigaku sirge AO ümberringjoont teistkordselt punktis R

ning olgu M ümberringjoone selle kaare AB keskpunkt, mis ei sisalda
punkti C . Tõesta, et nelinurk ROMB on romb.

5. Kolmnurga külgede pikkused on täisarvud a , b ja c , kusjuures a < b < c

ning a + b + c = 2002. Leia arvu b vähim ja suurim võimalik väärtus.

6. Ruudustikule mõõtmetega 100×100 paigutatakse 99 ruudukujulist tahv-
lit küljepikkustega 1, 2, 3, . . . , 99 nii, et tahvlite küljed paiknevad ruu-
dustiku joontel ja ükski tahvel ei ulatu ruudustikust väljapoole. Tõesta,
et leidub ruudustiku ruut, mis on kaetud vähemalt 50 tahvliga.



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

XI klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Lahenda võrrand
x2 + x + 1

x2 − x − 1
=

x2 − x − 2

x2 + x + 2
.

2. Funktsiooni y =
√

x graafikut nihutati kõigepealt 3 ühiku võrra x -telje
negatiivses suunas ning seejärel peegeldati y -telje suhtes. Millise funkt-
siooni y = f(x) graafik niiviisi saadi? Leia selle funktsiooni määramis-
ja muutumispiirkond.

3. Ristkülik tükeldatakse 9 ruuduks, nagu jooni-
sel näidatud. Teades, et väikseima ruudu kül-
jepikkus on 1, leia ülejäänud ruutude küljepik-
kused.

4. Võrdhaarse kolmnurga haarale tõmmatud kõrgus jaotab haara suhtes
1 : 2. Milline võib olla selle kolmnurga haara ja aluse pikkuste suhe?

5. Tõesta, et iga positiivse täisarvu n korral jagub arv (n + 1)n − 1 arvu-

ga n2 .

6. Mereröövlite laeval on 10 piraati. Röövinud kirstu kuldmüntidega, ja-
gasid nad mündid 10 kuhja, kuid ülelugemisel leidsid, et kuhjades pole
münte ühepalju; muuhulgas oli kapteni kuhjas 2002 münti, aga poots-
mani kuhjas ainult 100 münti. Piraadid otsustasid mündid ümber jagada
nii: see, kelle kuhjas on kõige vähem münte, võtab endale ühe mündi iga
ülejäänud piraadi kuhjast; seejärel võtab see, kelle kuhjas on nüüd kõige
vähem münte, jällegi endale ühe mündi iga ülejäänud piraadi kuhjast,
jne. (kui mingil sammul on vähima müntide arvuga piraate rohkem kui
üks, võtab järgmisena münte juurde vanim neist). Kas võib juhtuda, et
mingi arvu selliste sammude järel on kõigi piraatide kuhjades ühepalju
münte?



Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

XII klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Täisnurkse võrdhaarse kolmnurga hüpotenuusi otspunktid on A(0; 1; 2)
ja B(1; 0;−2). Leia kolmnurga kolmanda tipu C koordinaadid, kui on
teada, et see paikneb xy -tasandil.

2. Millise positiivse reaalarvu a korral võrranditega y = 1 − (x − a)2 ja

y = x2−1 antud paraboolid puutuvad teineteist? Leia nende paraboolide
puutepunkti koordinaadid ja nende ühise puutuja tõus.

3. Olgu X kuubi ABCDA′B′C ′D′ tahu ABCD keskpunkt. Leia lõikude
A′X ja B′X vahelise nurga koosinus.

4. Kas leiduvad sellised naturaalarvud a , b , c ja d , et SÜT(a, b) ,

SÜT(a, c) , SÜT(a, d) , SÜT(b, c) , SÜT(b, d) ja SÜT(c, d) mingis järje-
korras võetuna on järjestikused naturaalarvud?

5. Vaatleme jada a1, a2, . . . , an . . . .

a) Tõesta, et kui iga i > 1 korral kehtib võrdus
ai−1 + ai + ai+1

3
= ai ,

siis see jada on aritmeetiline.

b) Kas sellest, et iga i > 2 korral
ai−2 + ai−1 + ai + ai+1 + ai+2

5
= ai ,

järeldub, et see jada on aritmeetiline?

6. Juku tahab kirjutada 3 × 3 ruudustiku igasse ruutu ühe reaalarvu nii,
et arvude summa igas reas, igas veerus ja kummalgi diagonaalil oleks 0.
Juku väike õde Mari aga tahab täita kaks ruutu oma tahtmist mööda.
Kas Juku saab Mari kirjutatud mistahes arvude korral ülejäänud ruute
sobivalt täites siiski jõuda soovitud tulemuseni, kui:

a) Mari kirjutab arvud ülemisse vasakusse ja ülemisse paremasse nur-
garuutu;

b) Mari kirjutab arvud ülemisse vasakusse ja alumisse paremasse nur-
garuutu?



XLIX Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

26 ÂnvarÂ 2002 g.

VII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti summu qisel a = 5− (−2)2 i b = (−1)3 − 32 .

. . . . . . . . . . . .

2. Oboznaqim qerez x ∗ y qislo
y

x
−

x

y
. Vyqislit~ 2 ∗ 1 .

. . . . . . . . . . . .

3. Vse polo¼itel~nye celye qisla zapisyva»t v sostoÂwu» iz qe-
tyreh stolbcov tablicu kak pokazano ni¼e. V kotory$i rÂd zapixut
qislo 2002?

. . . . . . . . . . . .
1 3 5 7
2 4 6 8
9 11 13 15

10 12 14 16
. . . . . . . . . . . . . . . .

4. V magazine est~ mÂqi treh cvetov, kotorye upakovyva»t v korobki
po pÂt~ xtuk tak, qtoby v ka¼do$i korobke le¼ali mÂqi rovno dvuh
cvetov. Skol~ko raznyh komplektov mÂqe$i mo¼no poluqit~ takim
obrazom?

. . . . . . . . . . . .

5. Maxa pravil~no vypolnila delenie 111333555777999 : 111 . Qislo
iz skol~ki cifr ona poluqila v rezul~tate?

. . . . . . . . . . . .



6. Na koordinatno$i osi ka¼dy$i iz otrezkov [0; 1] i [2; 3] podelen na
ravnye qasti. Na$iti dlinu otrezka AB .

. . . . . . . . . . . .
-

0 1 2 3

A B

7. Na storonah AD i DC kvadrata ABCD stroÂt
ravnostoronnie treugol~niki AED i DFC , kak
pokazano na risunke. Na$iti veliqinu ugla
DEF . A

D

CB

E

F
. . . . . . . . . . . .

8. Dva pokazannyh na risunke kruga ime»t ob-
wi$i centr O . Radiusy bol~xego kruga OB i
OC obrazu»t prÂmo$i ugol i |OA| = |AB| = 1 .
Na$iti plowad~ zaxtrihovanno$i figury.

ÁÀ
Â¿

·
O BA

C

. . . . . . . . . . . .

9. Osnovanie ravnobedrennogo treugol~nika na 3 sm dlinnee bedra.
Na$iti perimetr ®togo treugol~nika, esli dlina bedra 4 sm.

. . . . . . . . . . . .

10. A , B i C — tri verxiny kuba. Na granÂh kuba narisovana lo-
manaÂ. Narisovat~ ®tu lomanu» na razvertke kuba.

q

q

q
q
q A

B

C A

B

C



XLIX Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

26 ÂnvarÂ 2002 g.

VIII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti qislo n , dlÂ kotorogo 57 : 54 · 5n = 55 .

. . . . . . . . . . . .

2. Oboznaqim qerez a∗ b qislo 3 · (a−2)−5 · (2−3b) . Vyqislit~ 0∗1 .

. . . . . . . . . . . .

3. Vse polo¼itel~nye celye qisla zapisyva»t v sostoÂwu» iz xesti
stolbcov tablicu kak pokazano ni¼e. V kotory$i rÂd zapixut qislo
2002?

. . . . . . . . . . . .
8 9 10 11 12 1
7 6 5 4 3 2

20 21 22 23 24 13
19 18 17 16 15 14
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Na$iti naibol~xee vozmo¼noe znaqenie vyra¼eniÂ ab+ bc+ cd+da ,
esli a , b , c i d — qisla 1, 2, 3 i 4, vzÂtye v nekotorom porÂdke.

. . . . . . . . . . . .

5. Na$iti vse dvuznaqnye qisla, qislo desÂtkov kotoryh na 5 bol~xe
qisla edinic, a summa cifr ravna kvadratu nekotorogo celogo
qisla.

. . . . . . . . . . . .



6. Otmetit~ na koordinatno$i osi toqki B , C i D tak, qtoby
|AB| = 2 , |CD| = 1 i |BC| = 4 , a toqki B i D le¼ali by na
otrezke AC .

-
0 1

A

7. Ugol x na 20◦ bol~xe ugla y . Na skol~ko
gradusov ugol z bol~xe ugla w?

x

y

z

w

. . . . . . . . . . . .

8. Diametr bol~xogo kruga podelen na tri qasti,
kotorye, v svo» oqered~, ÂvlÂ»tsÂ diametrami
men~xih krugov, kak pokazano na risunke. Na$iti
summu dlin okru¼noste$i treh men~xih krugov,
esli dlina okru¼nosti bol~xogo kruga ravna
17 sm. ÁÀ

Â¿µ´
¶³mpp
p

. . . . . . . . . . . .

9. Dlina storony kvadrata ABCD ravna a . Toqki
E i F delÂt popolam sootvetstvenno otrezki AO
i BO . Na$iti plowad~ qetyrehugol~nika ABFE .

A B

CD

O

E F
a

a

. . . . . . . . . . . .

10. A , B i C — tri verxiny kuba. Na granÂh kuba narisovana lo-
manaÂ. Narisovat~ ®tu lomanu» na razvertke kuba.

q
A

B

C

C

A

B

qq
q
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IX klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.
Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ
mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.
Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti qislo n , dlÂ kotorogo 72n−2 : 7n+4 · 73 = 49 .

. . . . . . . . . . . .

2. Na$iti qastnoe proizvedeniÂ protivopolo¼nyh i summy obratnyh
qisel k qislam −8 i 0,5 .

. . . . . . . . . . . .

3. Vse polo¼itel~nye celye qisla zapisyva»t v sostoÂwu» iz vos~-
mi stolbcov tablicu kak pokazano ni¼e. V kotory$i rÂd zapixut
qislo 2002?

. . . . . . . . . . . .
1 4 5 8 9 12 13 16
3 2 7 6 11 10 15 14

17 20 21 24 25 28 29 32
19 18 23 22 27 26 31 30
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4. Na$iti natural~noe qislo a , kotoroe na 56 men~xe svoego kvadrata.

. . . . . . . . . . . .

5. ³ra pravil~no vypolnil umno¼enie 99999 · 77777 . Kakova summa
cifr poluqennogo v rezul~tate qisla?

. . . . . . . . . . . .



6. Toqki K , L i M raspolo¼eny na koordinatno$i osi tak, qto
|KL| = 2 , |LM | = 1 , a toqka L raspolo¼ena na otrezke KM . Oboz-
naqit~ krestikami vse le¼awie na prÂmo$i toqki X , dlÂ kotoryh
|KX|+ |LX| = |MX| .

-
0 1

K

7. PÂtiugol~nik ABDEC sostoit iz ravnosto-
ronnego treugol~nika ABC i prÂmougol~ni-
ka BDEC . Otrezok BE delit ugol ABD
popolam, a otrezok FE parallelen otrezku
AC . Na$iti veliqinu ugla, oboznaqennogo na
risunke qerez x .

x

A

B

D

C

E

F

. . . . . . . . . . . .

8. Iz ka¼do$i verxiny pravil~nogo mnogougol~nika mo¼no provesti 7
diagonale$i. Na$iti summu vnutrennih uglov ®togo mnogougol~nika.

. . . . . . . . . . . .

9. Otrezok AG parallelen otrezku CE , a
otrezki EF i GH parallel~ny storo-
ne AB prÂmougol~nika. Na$iti plowad~
zaxtrihovannogo parallelogramma, esli
|CD| = |DE| = a i |EA| = b .

a b A

BC

D E

F

G

H

a

. . . . . . . . . . . .

10. A i B — dve verxiny prÂmougol~nogo parallelepipeda. Na gra-
nÂh parallelepipeda narisovana lomanaÂ. Narisovat~ ®tu loma-
nu» na razvertke parallelepipeda.

A

p
p

p
p
pA

B

B
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VII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Tri druga Roma, Mixa i Andre$i posewa»t internet-kafe bib-
lioteki vsegda v 14 qasov, no Roma ka¼dy$i qetverty$i, Mixa
ka¼dy$i pÂty$i, a Andre$i ka¼dy$i xesto$i den~. Posledni$i raz
oni vstretilis~ v internet-kafe v ponedel~nik, 7-go ÂnvarÂ 2002.
Qerez skol~ko dne$i, kakogo qisla i v kako$i den~ nedeli oni
vstretÂtsÂ v internet-kafe v sledu»wi$i raz?

2. Storona DA prÂmougol~nika ABCD prodol¼aetsÂ za verxinu A
i na ne$i vybiraetsÂ toqka E tak, qto |ED| = |DC| . Na$iti plowad~
treugol~nika ABE , esli plowad~ treugol~nika EDC ravna 8 cm2

i plowad~ treugol~nika BCD ravna 3 cm2 .

3. V ¼elto$i paqke 1 kg peqen~Â i ona stoit 50 kron. V krasno$i paqke
na 10% bol~xe peqen~Â, qem v ¼elto$i, a v zeleno$i na 20% men~xe
peqen~Â, qem v krasno$i. ZelenaÂ paqka stoit na 12% men~xe, qem
¼eltaÂ paqka, a krasnaÂ paqka stoit na 10% bol~xe, qem zelenaÂ.
V kako$i paqke stoimost~ 1 kg peqen~Â ni¼e vsego?
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VIII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Qislo 15 mo¼no predstavit~ summo$i kak treh, tak i pÂti posle-
dovatel~nyh natural~nyh qisel: 15 = 4+5+6 i 15 = 1+2+3+4+5 .
Na$iti vse takie natural~nye qisla men~xe 100 , kotorye mo¼no
predstavit~ v vide summy kak treh, tak i pÂti posledovatel~nyh
natural~nyh qisel. Obosnovat~, poqemu ih ne bol~xe.

2. Plowad~ parallelogramma ABCD ravna 240 cm2 , a toqki K i L
sootvetstvenno serediny storon AD i CD . Na$iti plowad~ tre-
ugol~nika BKL .

3. Samolet vzletel iz goroda A v 7.00 po mestnomu vremeni i
prizemlilsÂ v gorode V. Posle trehqasovo$i ostanovki v gorode
V samolet naqal obratny$i polet v 12.00 po vremeni goroda V i
prizemlilsÂ v gorode A v 16.30 po mestnomu vremeni. Kakoe bylo
mestnoe vremÂ v gorode V v moment vzleta samoleta iz goroda A,
esli polet iz goroda A v gorod V prodol¼alsÂ na 30 minut men~xe,
qem polet iz goroda V v gorod A?
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IX klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 4 qasa.
RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi
daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Pust~ x , y i z tri l»byh razliqnyh de$istvitel~nyh qisla.
Pokazat~, qto

x(y + z)

(x − y)(x − z)
+

y(z + x)

(y − z)(y − x)
+

z(x + y)

(z − x)(z − y)
= −1 .

2. V treugol~nike ABC ugol 6 BCA = 90◦ . Na storone AB obozna-
qa»tsÂ toqki K i L tak, qto |AC| = |AK| i |BC| = |BL| . Na$iti
veliqinu ugla KCL .

3. a) Skol~ko sredi natural~nyh qisel men~xe 100 na$idetsÂ takih,
kvadrat kotoryh vyra¼aetsÂ v vide summy treh posledovatel~nyh
natural~nyh qisel?
b) Na$idetsÂ li natural~noe qislo, kvadrat kotorogo vyra¼aetsÂ
v vide summy qetyreh posledovatel~nyh natural~nyh qisel?

4. PrÂmougol~ny$i parallelepiped razmera 3 × 4 × 5 sostoit iz 60
ediniqnyh kubikov. Qerez skol~ko ®tih kubikov prohodit dia-
gonal~, soedinÂ»waÂ dve protivopolo¼nye verxiny parallelepi-
peda?
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X klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti qastnoe
6,8888 . . .

2,4444 . . .
, gde delimoe i delitel~ beskoneqnye periodiqes-

kie desÂtiqnye drobi. Rezul~tat tak¼e predstavit~ v vide beskoneqno$i
periodiqesko$i desÂtiqno$i drobi.

2. Na$iti vse rexeniÂ sistemy uravneni$i (zapis~
∣

∣

∣

a b
c d

∣

∣

∣
oboznaqaet oprede-

litel~ vtorogo porÂdka):











∣

∣

∣

x 1
2 x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

1 y
y 1

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

1 −2
2 x

∣

∣

∣
+

∣

∣

∣

1 −1
y 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x 1
2 x

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣

1 y
y 1

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

1 −2
2 x

∣

∣

∣
−

∣

∣

∣

1 −1
y 1

∣

∣

∣

.

3. Na$idetsÂ li prÂmougol~ny$i treugol~nik, dliny storon kotorogo:

a) odno celoe i dva racional~nyh qisla, ne ÂvlÂ»wiesÂ celymi;
b) dva celyh i odno racional~noe qislo, ne ÂvlÂ»weesÂ celym;
v) odno racional~noe i dva irracional~nyh qisla;
g) dva racional~nyh i odno irracional~noe qislo?

DlÂ ka¼dogo podpunkta privesti primer ili obosnovat~, poqemu takogo
treugol~nika ne suwestvuet.

4. V ostrougol~nom treugol~nike ABC s centrom opisanno$i okru¼nosti O
imeetsÂ 6 ACB = 60◦ . Pust~ prÂmaÂ AO peresekaet vtoro$i raz opisannu»
okru¼nost~ v toqke R i pust~ M seredina ®to$i dugi AB opisanno$i okru¼-
nosti, kotoraÂ ne soder¼it toqku C . Dokazat~, qto qetyrehugol~nik
ROMB est~ romb.

5. Dliny storon treugol~nika celye qisla a , b i c , priqem a < b < c i
a + b + c = 2002 . Na$iti naimen~xee i naibol~xee vozmo¼nye znaqeniÂ
qisla b .

6. Na kletqatu» dosku razmerom 100 × 100 kladut 99 kvadratnyh plitok,
so storonami 1, 2, 3, . . . , 99 tak, qto storony plitok raspolo¼eny na
storonah kletok i ni odna plitka ne vyhodit za granicy doski. Dokazat~,
qto na$idetsÂ kletka doski, kotoraÂ pokryta ne menee qem 50 plitkami.
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XI klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Rexit~ uravnenie
x2 + x + 1

x2 − x − 1
=

x2 − x − 2

x2 + x + 2
.

2. Grafik funkcii y =
√

x sdvinuli snaqala na 3 edinicy v otricatel~nom
napravlenii osi x , a posle ®togo zerkal~no otrazili otnositel~no osi y .
Grafik kako$i funkcii y = f(x) poluqili takim obrazom? Na$iti oblast~
opredeleniÂ i oblast~ znaqeni$i ®to$i funkcii.

3. PrÂmougol~nik razbiva»t na 9 kvadratov, kak po-
kazano na risunke. ZnaÂ, qto dlina storony nai-
men~xego kvadrata ravna 1 , na$iti dliny storon
ostal~nyh kvadratov.

4. Vysota, opuwennaÂ na bedro ravnobedrennogo treugol~nika, delit bedro
v otnoxenii 1 : 2 . Kakovo mo¼et byt~ otnoxenie dlin bedra i osnovaniÂ
v ®tom treugol~nike?

5. Dokazat~, qto pri l»bom polo¼itel~nom celom n qislo (n + 1)n − 1 de-

litsÂ na qislo n2 .

6. Na piratskom korable nahodÂtsÂ 10 piratov. Pohitiv Âwik s zolotymi
monetami, oni razdelili ih na 10 kuqek, no pri peresqete obnaru¼ili,
qto koliqestvo monet v kuqkah neravnoe; pri ®tom v kuqke kapitana bylo
2002 monety, a v kuqke bocmana — tol~ko 100 monet. Piraty rexili
pereraspredelit~ den~gi tak: tot, u kogo v kuqke men~xe vsego monet,
beret sebe po odno$i monete iz kuqek vseh ostal~nyh piratov; zatem tot, u
kogo teper~ v kuqke men~xe vsego monet, beret po odno$i monete iz kuqek
vseh ostal~nyh piratov i t.d. (esli na kakom-libo xage budet bolee qem
odin pirat s naimen~xim koliqestvom monet, to sledu»wim monety beret
starxi$i iz nih). Mo¼et li sluqit~sÂ, qto posle nekotorogo qisla takih
xagov v kuqkah u vseh piratov budet ravnoe koliqestvo monet?
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XII klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.
Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.
Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Toqki A(0; 1; 2) i B(1; 0;−2) ÂvlÂ»tsÂ koncami gipotenuzy prÂmougol~no-
go ravnobedrennogo treugol~nika. Na$iti koordinaty tret~e$i verxiny C
®togo treugol~nika, esli izvestno, qto ona le¼it na ploskosti xy .

2. DlÂ kakogo polo¼itel~nogo de$istvitel~nogo qisla a paraboly, zadannye
uravneniÂmi y = 1 − (x − a)2 i y = x2 − 1 kasa»tsÂ drug druga? Na$iti
koordinaty toqki kasaniÂ parabol i uglovo$i ko®fficient ih obwe$i kasa-
tel~no$i.

3. Pust~ X centr grani ABCD kuba ABCDA′B′C ′D′ . Na$iti kosinus ugla
me¼du otrezkami A′X i B′X .

4. Na$idutsÂ li takie natural~nye qisla a , b , c i d , qto NOD(a, b) ,
NOD(a, c) , NOD(a, d) , NOD(b, c) , NOD(b, d) i NOD(c, d) vzÂtye v neko-
torom porÂdke ÂvlÂ»tsÂ posledovatel~nymi natural~nymi qislami?

5. Rassmotrim posledovatel~nost~ a1, a2, . . . , an . . . .

a) Dokazat~, qto esli dlÂ ka¼dogo i > 1 vypolnÂetsÂ ravenstvo

ai−1 + ai + ai+1

3
= ai , to ®ta posledovatel~nost~ arifmetiqeskaÂ.

b) Sleduet li iz togo, qto dlÂ ka¼dogo i > 2 vypolnÂetsÂ ravenst-

vo
ai−2 + ai−1 + ai + ai+1 + ai+2

5
= ai to, qto ®ta posledovatel~nost~

arifmetiqeskaÂ?

6. ³ra hoqet napisat~ v ka¼du» kletku tablicy 3× 3 odno de$istvitel~noe
qislo tak, qtoby summa qisel v ka¼do$i stroke, ka¼dom stolbce i na obeih
diagonalÂh byla ravna 0 . No ego mladxaÂ sestra Maxa hoqet zapol-
nit~ dve kletki po svoemu ¼elani». Mo¼et li ³ra pri l»byh qislah,
napisannyh Maxe$i, vse ¼e dostiq~ ¼elaemogo rezul~tata, zapolnÂÂ os-
tavxiesÂ kletki podhodÂwim obrazom, esli:

a) Maxa pixet qisla v verhn»» levu» i verhn»» pravu» uglovye
kletki;

b) Maxa pixet qisla v verhn»» levu» i ni¼n»» pravu» uglovye
kletki?
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Lahendused ja vastused

VII klass, I osa

1. −9. 2. −1
1

2
. 3. 502. ritta. 4. 12. 5. 13-kohalise. 6. 2

4

15
. 7. 15◦ .

8.
3

4
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A

B

C p
p
pp p
Joonis 1

VII klass, II osa

1. Vastus: 60 päeva pärast: reedel, 8. märtsil 2002.

Päevade arv Reinu, Madise ja Ahto ühest kohtumisest raamatu-
kogu internetipunktis järgmiseni on vähim positiivne täisarv, mis
jagub arvudega 4, 5 ja 6, s.t. nende arvude vähim ühiskordne
VÜK (4, 5, 6) = 60. Et nädalas on 7 päeva, 60 = 8·7+4 ning pois-
te eelmine kohtumine toimus esmaspäeval, siis järgmise kohtumise
nädalapäev on reede. Et jaanuaris on 31 päeva ning veebruaris 28
päeva (aasta 2002 ei ole liigaasta), siis 7. jaanuarist 7. märtsini
on kokku 31 + 28 = 59 päeva ja 60. päev pärast poiste eelmist
kohtumist on seega 8. märts.

2. Vastus: 5 cm2 .

1



Lahendus 1. Valime punkti F nii, et nelinurk CDEF oleks rist-
külik (tegelikult isegi ruut, sest |ED| = |DC| — vt. joonist 2).

Et kolmnurk EDC pindalaga 8 cm2 moodustab poole ruudust
CDEF , siis selle ruudu pindala on 16 cm2 . Et kolmnurk BCD

pindalaga 3 cm2 moodustab poole ristkülikust ABCD , siis selle
ristküliku pindala on 6 cm2 . Ristküliku AEFB pindala on see-
ga 16 − 6 = 10 cm2 ning sellest ristkülikust poole moodustava
kolmnurga ABE pindala on 5 cm2 .

A

D C

B

E F

a

b

a−b

Joonis 2

Lahendus 2. Nelinurk BCDE koosneb kolmnurgast EDC , mille
pindala on 8 cm2 , ja kolmnurgast EBC , mille pindala on võrd-
ne kolmnurga BCD pindalaga (sest neil on sama alus ja ühine

kõrgus), s.t. 3 cm2 . Kokku on nelinurga BCDE pindala seega

8 + 3 = 11 cm2 . Et kolmnurga ABE pindala saamiseks tuleb
nelinurga BCDE pindalast lahutada ristküliku ABCD pindala
ehk kahekordne kolmnurga BCD pindala, siis kolmnurga ABE

pindala on

SABE = SBCDE − 2SBCD = 11− 2 · 3 = 5 cm2 .

Lahendus 3. Kolmnurkade EDB ja EDC pindalad on võrdsed
(sest neil on sama alus ja ühine kõrgus), samuti on võrdsed kolm-
nurkade ADB ja BCD pindalad. Seega

SABE = SEDB − SADB = SEDC − SBCD = 8− 3 = 5 cm2 .

Lahendus 4. Et |ED| = |DC| ja kolmnurga EDC pindala on

SEDC =
|ED| · |DC|

2
= 8 cm2 ,

2



siis |AB| = |ED| = |DC| = 4cm. Et kolmnurga BCD pindala on

SBCD =
|BC| · |DC|

2
= 3 cm2 ,

siis |AD| = |BC| = 1,5 cm ning |AE| = |ED| − |AD| = 2,5 cm.
Kolmnurga ABE pindala on seega

SABE =
|AB| · |AE|

2
=

4 · 2,5

2
= 5 cm2 .

Lahendus 5. Olgu ristküliku külgede pikkused |AB| = |DC| = a

ja |AD| = |BC| = b . Et |ED| = |DC| = a , siis |AE| = a − b .

Kuna kolmnurga EDC pindala on
a2

2
, kolmnurga BCD pindala

on
ab

2
ja kolmnurga ABE pindala on

a(a − b)

2
=

a2

2
−

ab

2
, siis

kolmnurga ABE pindala on

SABE = SEDC − SBCD = 8− 3 = 5 cm2 .

3. Vastus: punases pakis.

Lahendus 1. Et punases pakis on 10% võrra rohkem küpsiseid kui
kollases pakis ja rohelises pakis 20% võrra vähem küpsiseid kui
punases pakis ning kollases pakis on 1 kg küpsiseid, siis punases

pakis on 1 ·
100 + 10

100
= 1,1 kg küpsiseid ja rohelises pakis on

1,1 ·
100− 20

100
= 0,88 kg küpsiseid. Et roheline pakk maksab 12%

võrra vähem kollasest pakist ja punane pakk 10% võrra rohkem
punasest pakist ning kollane pakk maksab 50 krooni, siis roheline

pakk maksab 50 ·
100− 12

100
= 44 krooni ja punane pakk maksab

44 ·
100 + 10

100
= 48,4 krooni. Ühe kilogrammi küpsiste hind on

seega kollases pakis 50 krooni, rohelises pakis
44

0,88
= 50 krooni

ja punases pakis
48,4

1,1
= 44 krooni.

Lahendus 2. Punases pakis on 10% võrra rohkem küpsiseid kui

3



kollases, s.t. punases pakis on
100 + 10

100
= 1,1 korda niipalju küp-

siseid kui kollases. Rohelises pakis on 20% võrra vähem küpsiseid

kui punases, s.t. rohelises pakis on
100− 20

100
= 0,8 korda niipalju

küpsiseid kui punases, ehk kokku 1,1 · 0,8 = 0,88 korda niipalju
küpsiseid kui kollases. Roheline pakk maksab 12% võrra vähem

kui kollane, s.t. rohelise paki hind on
100− 12

100
= 0,88 korda kol-

lase paki hind. Järelikult rohelise ja kollase paki küpsised on ühe-
suguse 1 kg hinnaga.

Punase paki hind on 10% võrra kõrgem kui rohelisel pakil, kuid
küpsiseid on seal 10% võrra rohkem kui kollases pakis, kus on roh-
kem küpsiseid kui rohelises pakis. Seega punase paki küpsised on
rohelise ja kollase paki küpsistest odavamad.

VIII klass, I osa

1. 2. 2. −1. 3. 333. ritta. 4. 25. 5. 72 on ainus selline arv.

6. vt. joonist 3; sobib ka selle peegelpilt. 7. 20. 8. 17 cm. 9.
3

16
a2 .

10. vt. joonist 4.

C

A

Bp p
p
p
p

A B D C
-

Joonis 3 Joonis 4

VIII klass, II osa

1. Vastus: 15, 30, 45, 60, 75 ja 90.

Kolme järjestikuse naturaalarvu summa on

(a − 1) + a + (a + 1) = 3a ,

4



kus a on keskmine neist arvudest. Seega naturaalarv avaldub kol-
me järjestikuse naturaalarvu summana siis ja ainult siis, kui ta
jagub 3-ga (välja arvatud arv 0, kui see lugeda naturaalarvuks,
või arv 3, kui 0 naturaalarvuks mitte lugeda, sest selle korral po-
le vähim liidetavatest naturaalarv). Viie järjestikuse naturaalarvu
summa on

(b − 2) + (b − 1) + b + (b + 1) + (b + 2) = 5b ,

kus b on keskmine neist arvudest. Seega naturaalarv avaldub viie
järjestikuse naturaalarvu summana siis ja ainult siis, kui ta jagub
5-ga (välja arvatud jällegi arv 0 või 5 olenevalt sellest, kas 0
lugeda naturaalarvuks või mitte).

Järelikult avalduvad nii kolme kui ka viie järjestikuse naturaalarvu
summana need ja ainult need naturaalarvud, mis jaguvad nii 3-ga
kui ka 5-ga, välja arvatud arv 0. Et arvud 3 ja 5 on ühistegurita,
siis jaguvad nii 3-ga kui ka 5-ga parajasti need arvud, mis jaguvad
15-ga. Seega otsitavad arvud on 15, 30, 45, 60, 75 ja 90.

A B

CD

K

L

M

N

P

Joonis 5

2. Vastus: 90 cm2 .

Olgu M ja N vastavalt rööpküliku külgede BC ja AB kesk-
punktid ning P lõikude KM ja LN lõikepunkt ehk rööpküliku
keskpunkt (vt. joonist 5). Siis kolmnurga ABK pindala on pool

rööpküliku ABMK pindalast ehk
1

4
rööpküliku ABCD pinda-

last, kolmnurga BCL pindala on pool rööpküliku BCLN pinda-

last ehk samuti
1

4
rööpküliku ABCD pindalast ning kolmnurga

LDK pindala on pool rööpküliku LDKP pindalast ehk
1

8
rööpkü-

5



liku ABCD pindalast. Otsitav kolmnurga BLK pindala on seega

SBKL = SABCD − SABK − SBCL − SLDK =

= SABCD ·
(

1−
1

4
−

1

4
−

1

8

)

=
3

8
· SABCD = 90 cm2 .

3. Vastus: 6.00.

Et lennuk tõusis linnast A õhku kell 7.00 ja maandus taas linnas A
kell 16.30, siis lend linnast A linna B, 3-tunnine peatus linnas B ja
tagasilend linnast B linna A kestsid kokku 9 tundi ja 30 minutit,
millest mõlema lennu koguaeg moodustas 6 tundi ja 30 minutit.
Et lend linnast A linna B kestis 30 minutit vähem kui lend linnast
B linna A, siis lend linnast B linna A kestis 3 tundi ja 30 minutit
ning lennuk tõusis linnast B õhku kell 13.00 linna A aja järgi. Seega
on linna B kohalik aeg 1 tund järel linna A kohalikust ajast ning
lennuk tõusis linnast A õhku kell 6.00 linna B aja järgi.

IX klass, I osa

1. 5. 2. −2
2

15
. 3. 252. ritta. 4. 8. 5. 45. 6. vt. joonist 6. 7. 45◦ .

8. 1440◦ . 9. ab − b2 . 10. vt. joonist 7.

Ap

p
p
p

p

p
K -

Joonis 6 Joonis 7

B

IX klass, II osa

1. Olgu võrduse vasak pool A . Viies murrud ühisele nimetajale, saa-
me

A =
x(y + z)

(x − y)(x − z)
+

y(z + x)

(y − z)(y − x)
+

z(x + y)

(z − x)(z − y)
=

6



=
x(y + z)(y − z) + y(z + x)(z − x) + z(x + y)(x − y)

(x − y)(x − z)(y − z)
=

=
x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)

(x − y)(x − z)(y − z)
.

Avades nimetajas sulud, saame

(x − y)(x − z)(y − z) = (x2 − xz − yx + yz)(y − z) =

= x2y − xzy − y2x + y2z − x2z + xz2 + yxz − yz2 =

= y(x2 − z2) + x(z2 − y2) + z(y2 − x2) =

= −
(

x(y2 − z2) + y(z2 − x2) + z(x2 − y2)
)

,

kust A = −1.

2. Vastus: 45◦ .

Lahendus 1. Olgu kolmnurga ABC teravnurkade suurused
6 A = α ja 6 B = β (vt. joonist 8), siis α+β = 90◦ . Võrdhaarsest
kolmnurgast CAK saame

6 AKC =
180◦ − α

2
= 90◦ −

α

2

ning võrdhaarsest kolmnurgast LBC saame

6 BLC =
180◦ − β

2
= 90◦ −

β

2
.

Kolmnurgast CLK leiame nüüd

6 KCL = 180◦ − 6 AKC − 6 BLC =
α + β

2
= 45◦ .

β

α·

C A

B
K

L

Joonis 8

7



Lahendus 2. Tähistame x = 6 KCL , y = 6 CKL = 6 ACK ja
z = 6 KLC = 6 LCB . Siis nurga ACB suurus on y + z − x = 90◦

ning kolmnurga CKL sisenurkade summa on y+z+x = 180◦ . La-
hutades teisest võrdusest esimese, saame 2x = 90◦ , kust x = 45◦ .

3. Vastus: a) 33; b) ei leidu.

a) Et kolme järjestikuse naturaalarvu summa on

(a − 1) + a + (a + 1) = 3a ,

kus a on keskmine neist arvudest, siis naturaalarv avaldub kolme
järjestikuse naturaalarvu summana siis ja ainult siis, kui ta jagub
3-ga (välja arvatud arv 0, kui see lugeda naturaalarvuks, või arv
3, kui 0 naturaalarvuks mitte lugeda, sest selle korral pole vähim
liidetavatest naturaalarv). Naturaalarvu ruut aga jagub 3-ga siis
ja ainult siis, kui see arv ise jagub 3-ga. Seega vastavad ülesande
tingimustele parajasti kõik 3-ga jaguvad 100-st väiksemad natu-
raalarvud, välja arvatud arv 0. Selliseid arve on 33.

b) Nelja järjestikuse naturaalarvu summa on

(a − 1) + a + (a + 1) + (a + 2) = 4a + 2 ,

kus a on teine neist arvudest, ning annab seega 4-ga jagades jää-
gi 2. Mistahes paaritu naturaalarvu ruut aga annab 4-ga jagades
jäägi 1 ning mistahes paarisarvu ruut jagub 4-ga — seega ei lei-
du naturaalarvu, mille ruut esituks nelja järjestikuse naturaalarvu
summana.

Joonis 9

4. Vastus: 10 kuupi.

Vaatleme risttahukat lõikavaid tasandeid, mis on paralleelsed rist-
tahuka mingi paari vastastahkudega ega lõika ühtki neist kuupi-
dest, millest risttahukas on kokku pandud (vt. joonist 9). Neist
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tasanditest 4 on risti risttahuka pikkusega 5 servadega (ehk pa-
ralleelsed mõõtmetega 3 × 4 tahkudega), 3 on risti pikkusega 4
servadega ning 2 on risti pikkusega 3 servadega: kokku on neid
tasandeid seega 4 + 3 + 2 = 9. Risttahuka kaht vastastippu ühen-
dav diagonaal läheb ühest kuubist üle teise siis ja ainult siis, kui
ta lõikab üht neist 9 tasandist, ning igaüht neist tasandeist lõikab
ta täpselt ühe korra. Jääb üle veenduda, et diagonaal ei lõika kor-
raga rohkem kui üht neist tasandeist: kui see oleks nii, siis peaks

kehtima üks võrdustest
a

b
=

3

4
,

b

c
=

4

5
ja

a

c
=

3

5
, kus a , b ja c

on positiivsed täisarvud ning a 6 2, b 6 3 ja c 6 4 (arve a , b ja
c võib vaadelda kui lõigatavate tasandite järjekorranumbreid vas-
tava tahkude paariga paralleelsete vaadeldavate tasandite hulgas).
See ei ole aga võimalik, sest arvud 3, 4 ja 5 on paarikaupa ühis-
tegurita. Niisiis läheb diagonaal ühest kuubist teise üle 9 korral
ning läbib seega 10 kuupi.

X klass

1. Vastus: 2,818181 . . . .

Olgu x = 0,4444 . . . , siis 10x = x + 4, kust 9x = 4 ehk x =
4

9
.

Seega 6,8888 . . . = 6 + 2 ·
4

9
=

62

9
, 2,4444 . . . = 2 +

4

9
=

22

9
ning

otsitav jagatis on
62

22
= 2

9

11
ehk lõpmatu perioodilise kümnend-

murruna 2,818181 . . . (perioodi leidmiseks jagame arvu 9 arvuga
11).

2. Vastus: x = 3, y = 0; x = 3, y = −1; x = −2, y = 0;
x = −2, y = −1.

Kirjutades determinandid lahti, saame

{

(x2 − 2) + (1− y2) = (x + 4) + (1 + y)

(x2 − 2)− (1− y2) = (x + 4)− (1 + y)
.

Liites võrrandite vastavad pooled, saame 2(x2 −2) = 2(x+4) ehk

x2 − x − 6 = 0, kust x = 3 või x = −2. Lahutades esimesest

9



võrrandist teise, saame 2(1 − y2) = 2(1 + y) ehk y2 + y = 0,
kust y = 0 või y = −1. Kõik neli saadavat kombinatsiooni x ja y

väärtustest rahuldavad ka antud võrrandisüsteemi.

3. Vastus: a) jah; b) ei; c) jah; d) jah.

a) Sobib näiteks kolmnurk küljepikkustega
3

5
,
4

5
ja 1 (või mis-

tahes muu kolmnurk, mis on saadud täisarvuliste küljepikkustega
täisnurkse kolmnurga homoteetsel vähendamisel nii, et mingi külje
pikkuseks saaks 1).

b) Oletame, et selline kolmnurk leidub: siis selle külgede pikkusteks

on mingid täisarvud m ja n ning taandumatu murd
p

q
. Vastavalt

Pythagorase teoreemile peab murd
p2

q2
olema võrdne ühega täis-

arvudest m2 + n2 , m2 − n2 ja n2 − m2 . See ei ole aga võimalik,

sest ka murd
p2

q2
on taandumatu (arvude p2 ja q2 mistahes ühine

algtegur oleks ka arvude p ja q ühine algtegur).

c) Sobib näiteks võrdhaarne täisnurkne kolmnurk, mille kaatetid

on pikkusega
√
2 ja hüpotenuus pikkusega 2 (või mistahes muu

võrdhaarne täisnurkne kolmnurk, mille hüpotenuus on ratsionaal-
arvulise pikkusega; on ka teistsuguseid sobivaid kolmnurki, nt. kül-

jepikkustega
√
2,

√
7 ja 3 või 1,

√
2 ja

√
3).

d) Sobib näiteks võrdhaarne täisnurkne kolmnurk, mille kaatetid

on pikkusega 1 ja hüpotenuus pikkusega
√
2 (või mistahes selli-

ne täisnurkne kolmnurk, mille kaatetite pikkused on täisarvud ja
nende ruutude summa pole täisruut; on ka teistsuguseid sobivaid

kolmnurki, nt. küljepikkustega 1,
√
3 ja 2).

4. Lahendus 1. Kuna 6 ACB = 60◦ ning piirdenurga suurus on pool
samale kaarele toetuva kesknurga suurusest, siis 6 AOB = 120◦

(siinjuures on oluline, et punktid O ja C oleksid sirgest AB sa-
mal pool — see on nii, kuna ümberringjoone keskpunkt O paikneb
kolmnurga ABC sees). Et M on kaare AB keskpunkt, siis lõik
OM on nurga AOB poolitaja ning 6 AOM = 6 MOB = 60◦

(vt. joonist 10). Samas 6 ROB = 180◦ − 6 AOB = 60◦ . Et
|RO| = |BO| = |MO| , siis kolmnurgad MOB ja ROB on

10



võrdkülgsed ja nelinurk ROMB on romb.

p
p

60◦

A

O

CB

R

M

Joonis 10

Lahendus 2. Et punktid C ja M on kõõlust AB erineval pool, siis
6 AMB = 180◦ − 6 ACB = 120◦ . Et M on kaare AB keskpunkt,
siis 6 AMO = 6 BMO = 60◦ , ning kuna |OM | = |OB| , siis kolm-
nurk BMO on võrdhaarne 60◦ alusnurgaga ja seega võrdkülgne.
Et teravnurkse kolmnurga ümberringjoone keskpunkt O paikneb
kolmnurga sees, siis punktid R ja C on kõõlust AB samal pool
ning 6 ORB = 6 ARB = 6 ACB = 60◦ , ning kuna |OR| = |OB| ,
siis kolmnurk BRO on samuti võrdkülgne. Seega nelinurk ROMB

on romb.

5. Vastus: 502 ja 999.

Et kolmnurgas on mistahes külje pikkus väiksem ülejäänud kahe
külje pikkuste summast ning vaadeldava kolmnurga külgede pik-
kused on täisarvud, siis c 6 a+ b− 1. Kuna a < b , siis a 6 b− 1,
mistõttu c 6 a + b − 1 6 2b − 2 ning

2002 = a + b + c 6 (b − 1) + b + (2b − 2) = 4b − 3 .

Siit b >
2005

4
ning täisarvulisuse tõttu b > 502. Väärtus b = 502

on tõepoolest võimalik, sest on olemas kolmnurgad küljepikkustega
501, 502 ja 999 ning 500, 502 ja 1000.

Leidmaks b maksimaalset võimalikku väärtust paneme tähele, et
c > b + 1 ning kuna c 6 a + b − 1, siis a > c − b + 1 > 2. Seega

2002 = a + b + c > 2 + b + (b + 1) = 2b + 2 ,

kust b 6
1999

2
ning täisarvulisuse tõttu b > 999. Väärtus b = 999

11



on võimalik, sest on olemas kolmnurk küljepikkustega 3, 999
ja 1000.

Joonis 11

6. Vaatleme ruudustiku nelja keskmist ruutu (vt. joonist 11). Iga-
üks 49 tahvlist, mille küljepikkus on vähemalt 51, katab mistahes
paigutuse korral kõik need ruudud; tahvel küljepikkusega 50 aga
katab mistahes paigutuse korral vähemalt ühe neist neljast ruu-
dust. See ruut ongi niisiis kaetud vähemalt 50 tahvliga.

XI klass

1. Vastus: x = 0 või x = −
3

2
.

Teisendades võrrandi kujule

(x2 + 1 + 1)(x2 + x + 2) = (x2 − x − 1)(x2 − x − 2)

ning avades sulud, saame

x4 + 2x3 + 4x2 + 3x + 2 = x4 − 2x3 − 2x2 + 3x + 2 ,

mis sarnaste liikmete koondamisel annab 4x3 + 6x2 = 0 ehk

4x2
(

x+
3

2

)

= 0. Selle võrrandi lahenditeks on x = 0 ja x = −
3

2
,

mis ka mõlemad rahuldavad esialgset võrrandit (on vaja kontrolli-
da, et kumbki nimetaja ei võrduks nulliga).

2. Vastus: y =
√
−x + 3; määramispiirkond on (−∞; 3] ja muutu-

mispiirkond [0;∞) .

Funktsiooni y = f(x) graafiku nihutamine a võrra x -telje nega-
tiivses suunas teisendab selle funktsiooni y = f(x+ a) graafikuks,

12



peegeldamine y -telje suhtes aga funktsiooni y = f(−x) graafi-
kuks. Seega saame funktsiooni y =

√
x graafikust nihutamise tu-

lemusena funktsiooni y =
√

x + 3 graafiku ning sellest peegeldami-

sel omakorda funktsiooni y =
√
−x + 3 graafiku. See funktsioon

on määratud, kui x 6 3, s.t. määramispiirkonnaks on (−∞; 3] ,
ning omandab samuti nagu funktsioon y =

√
x suvalisi mittene-

gatiivseid väärtusi, s.t. muutumispiirkonnaks on [0;∞) .

y =
√

x y =
√

x + 3

−3

y =
√
−x + 3

3

Joonis 12

---

6 6 6

3. Vastus: 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 ja 18.

Olgu ülejäänud 8 ruudu küljepikkused suuruse järjekorras a , b ,
c , d , e f , g ja h (vt. joonist 13), siis c = b + 1, d = c + 1 ja
e = d+1, s.t. e = b+3. Et e+1 = b+ a , siis a = (b+4)− b = 4.
Nüüd f = e + a = e + 4 ja h = f + a = e + 8 = b + 11 ning
g = b+ c = 2b+ 1. Teisalt aga g + b = h+ a ehk 3b+ 1 = b+ 15,
kust b = 7 ning c = b + 1 = 8, d = c + 1 = 9, e = d + 1 = 10,
f = e + 4 = 14, g = 2b + 1 = 15 ja h = f + 4 = 18.

a b c

def

g
h

Joonis 13

4. Vastus:

√
3

2
või

√

3

2
.

Olgu see võrdhaarne kolmnurk ABC tipunurgaga A ning olgu
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D tipust B tõmmatud kõrguse aluspunkt haaral AC . Olgu selle
kolmnurga aluse pikkus a ja haara pikkus x . Avaldades kõrguse
BD ruudu Pythagorase teoreemi põhjal nii kolmnurgas BDA kui
ka kolmnurgas BDC , saame

x2 − |AD|2 = |BD|2 = a2 − |DC|2 ,

kust

a2 = x2 − |AD|2 + |DC|2 = x2

(

1−

(

|AD|

x

)2

+

(

|DC|

x

)2
)

ning

a2

x2
= 1−

(

(

|AD|

x

)2

−

(

|DC|

x

)2
)

.

· D

A

B Ca

x

2

3
x

1

3
x

·

B C

A

D
x

a

2

3
x

1

3
x

Joonis 14

Ülesande tingimuste põhjal avaldiste
|AD|

x
ja

|DC|

x
väärtused

on
1

3
ja

2

3
mingis järjekorras (kaks erinevat võimalust selleks on

kujutatud joonisel 14). Nende ruudud on seega
1

9
ja

4

9
samas

järjekorras ning nende ruutude vahe on ±
3

9
= ±

1

3
. Seega esimese

võimalusena
a2

x2
= 1−

1

3
=

2

3
, millest

x2

a2
=

3

2
ja

x

a
=

√

3

2
, ning
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teise võimalusena
a2

x2
= 1 +

1

3
=

4

3
, millest

x2

a2
=

3

4
ja

x

a
=

√
3

2
.

5. Lahendus 1. Rakendades samasust

an − 1 = (a − 1)(an−1 + an−2 + . . . + a + 1)

a = n + 1 korral, saame

(n+1)n − 1 = (n + 1− 1)
(

(n+1)n−1 + (n+1)n−2 + . . . + 1
)

.

Teine tegur koosneb n liidetavast, mis kõik annavad n -ga jaga-
misel jäägi 1 (kui arv a annab k -ga jagamisel jäägi 1, siis ka
selle mistahes positiivse astendajaga aste am annab k -ga jagami-
sel jäägi 1). Seega teine tegur jagub arvuga n ning kogu korrutis

jagub arvuga n2 .

Lahendus 2. Rakendades Newtoni binoomvalemit

(a + b)n = an +

(

n

1

)

an−1b + . . . +

(

n

n−1

)

abn−1 + bn

a = 1 ja b = n korral ning arvestades, et

(

n

1

)

= n , saame

(n + 1)n−1 = 1 + n·n +

(

n

2

)

n2 + . . . +

(

n

n−1

)

nn−1 + nn − 1 ,

kus paremal pool pärast esimese ja viimase liikme koondamist kõik
ülejäänud jaguvad arvuga n2 .

6. Vastus: ei.

Igal sammul saab piraat, kelle kuhjas on kõige vähem münte, täp-
selt 9 münti oma kuhja juurde ning igaüks ülejäänud piraatidest
annab oma kuhjast 1 mündi ära. Seega müntide arvude vahe mis-
tahes kahes kuhjas kas muutub täpselt 10 võrra või jääb muutu-
matuks. Et aga algul oli kapteni kuhjas 2002 ja pootsmani kuhjas
100 münti ning vahe 2002 − 100 = 1992 ei jagu 10-ga, siis ei
saa müntide arvud neis kahes kuhjas kirjeldatud ümberjagamise
käigus ka kunagi võrdsustuda.
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XII klass

1. Vastus: C(2; 2; 0) või C(−1;−1; 0).

Lahendus 1. Et punkt C paikneb xy -tasandil, siis peab selle
z -koordinaat olema 0, s.t. C(x; y; 0) . Et A(0; 1; 2) ja B(1; 0;−2)
ning kaatetid AC ja BC on võrdse pikkusega, siis

(x−0)2 + (y−1)2 + (0−2)2 = (x−1)2 + (y−0)2 + (0−(−2))2 ,

kust sulge avades ja sarnaseid liikmeid koondades saame x = y .
Pythagorase teoreemist saame nüüd võrdhaarsust arvestades, et
2 · |AC|2 = |AB|2 ehk

2 ·
(

(x − 0)2 + (y − 1)2 + (0− 2)2
)

=

= (1− 0)2 + (0− 1)2 + (−2− 2)2 = 18 .

Asendades siin y = x saame ruutvõrrandi 4x2 − 4x+10 = 18 ehk
x2 − x − 2 = 0, mille lahenditeks on x = 2 ja x = −1.

Lahendus 2. Samuti nagu eelmises lahenduses paneme kõigepealt

tähele, et C(x; y; 0) . Kolmnurga küljevektorid
−→
AC = (x; y−1;−2)

ja
−−→
BC = (x−1; y; 2) on võrdse pikkusega ja omavahel risti. Seega

x2 + (y − 1)2 + (−2)2 = (x − 1)2 + y2 + 22 ,

kust x = y , ning

−→
AC ·

−−→
BC = x · (x − 1) + (y − 1) · y + (−2) · 2 = 0 .

Võrdust x = y arvestades saame siit ruutvõrrandi x2 −x− 2 = 0,
mille lahenditeks on x = 2 ja x = −1.

2. Vastus: a = 2, puutepunkt on (1; 0) ja paraboolide ühise puutuja
tõus selles punktis on 2.

Lahendus 1. Paraboolid puutuvad teineteist punktis (x; y) , kui

vastava x korral funktsioonide y = x2 − 1 ja y = 1 − (x − a)2

väärtused on võrdsed (s.t. (x; y) on paraboolide ühine punkt)
ning ka nende funktsioonide tuletiste väärtused ehk vastavate pa-
raboolide puutujate tõusud selle x korral on võrdsed (s.t. pa-
raboolidele selles punktis tõmmatud puutujad langevad kokku).
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Et funktsiooni y = x2 − 1 tuletis on y′ = 2x ja funktsiooni
y = 1− (x − a)2 = −x2 + 2ax + 1− a2 tuletis on y′ = −2x + 2a ,
siis saame x ja a määramiseks võrrandisüsteemi

{

x2 − 1 = 1− (x − a)2

2x = −2x + 2a
.

Teisest võrrandist leiame a = 2x ning esimesse võrrandisse asen-
dades saame x2 − 1 = 1− (−x)2 ehk 2(x2 − 1) = 0, kust x = ±1.
Et otsitav a väärtus peab olema positiivne, siis sobib ainult x = 1,
mis annab a = 2 ja y = x2−1 = 0. Seega paraboolide puutepunk-
ti koordinaadid a = 2 korral on (1; 0) ning nende ühise puutuja
tõus selles punktis on 2 (tuletiste y′ = 2x ja y′ = −2x+2a ühine
väärtus x = 1 korral).

-

6

x

y

2

1

y = 1− (x−2)2

y = x2 − 1

Joonis 15

Lahendus 2. Et parabool y = x2 − 1 avaneb ülespoole ja parabool
y = 1− (x−a)2 avaneb allapoole, siis nad puutuvad teineteist siis
ja ainult siis, kui neil on täpselt üks ühine punkt. Seega on vaja
leida a väärtused, mille korral ruutvõrrandil

x2 − 1 = 1− (x − a)2 (1)

on täpselt üks lahend, s.t. vastav diskriminant on võrdne nulliga.
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Teisendades selle võrrandi kujule 2x2 − 2ax + a2 − 2 = 0, leiame

D = 4a2 − 8(a2 − 2) = 16− 4a2

ning tingimusest D = 0 saame a = ±2. Et otsitav a väärtus peab
olema positiivne, siis sobib ainult a = 2.

Asendades nüüd a = 2 paraboolide ühist punkti määravasse
võrrandisse (1), saame 2x2 − 4x + 2 = 0, kust x = 1 ning

y = x2 − 1 = 0. Seega on paraboolide puutepunkti koordinaa-
did (1; 0). Paraboolide ühise puutuja tõus selles punktis on võrdne

funktsioonide y = x2 − 1 ja y = 1− (x− 2)2 tuletiste ühise väär-

tusega kohal x = 1. Et funktsiooni y = x2 − 1 tuletis on y′ = 2x ,
siis otsitav puutuja tõus on 2.

A B

CD

A′ B′

C ′

Z

X
Y

αα

Joonis 16

D′

3. Vastus:
2

3
.

Lahendus 1. Olgu Y ja Z vastavalt kuubi servade AB ja A′B′

keskpunktid (vt. joonist 16). Üldisust kitsendamata võime eeldada,
et kuubi serva pikkus on 2, siis |A′Z| = |B′Z| = 1, |ZY | = 2 ja
|Y X| = 1. Täisnurksest kolmnurgast XY Z saame

|ZX|2 = |ZY |2 + |Y X|2 = 4 + 1 = 5

ning täisnurksest kolmnurgast A′ZX saame

|A′X|2 = |A′Z|2 + |ZX|2 = 1 + 5 = 6 .
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Olgu 6 A′XZ = 6 B′XZ = α , siis 6 A′XB′ = 2α ning

cos 6 A′XB′ = cos 2α = 2 cos2 α − 1 = 2 ·
|ZX|2

|A′X|2
− 1 =

= 2 ·
5

6
− 1 =

2

3
.

Lahendus 2. Üldisust kitsendamata eeldame jälle, et kuubi ser-

va pikkus on 2 ja tahu diagonaali pikkus seega 2
√
2. Siis

|AX| =
1

2
|AC| =

√
2 ning täisnurksest kolmnurgast A′AX saame

|A′X|2 = |A′A|2 + |AX|2 = 4 + 2 = 6 .

Seega |A′X| = |B′X| =
√
6 ning koosinusteoreemist kolmnurgas

A′XB′ leiame

cos 6 A′XB′ =
|A′X|2 + |B′X|2 − |A′B′|2

2 · |A′X| · |B′X|
=

6 + 6− 4

12
=

2

3
.

4. Vastus: ei leidu.

Mistahes 6 järjestikuse naturaalarvu hulgas on täpselt kaks sellist,
mis jaguvad 3-ga. Kui aga arvude a , b , c ja d paarikaupa võetud
suurimatest ühisteguritest kaks jaguvad 3-ga, siis peavad arvudest
a , b , c ja d vähemalt kolm jaguma 3-ga — üldisust kitsenda-
mata olgu need a , b ja c . Siis aga jaguvad 3-ga ka SÜT (a, b) ,

SÜT (b, c) ja SÜT (a, c) , s.t. vähemalt kolm vaadeldavatest suu-
rimatest ühisteguritest — seega ei saa need suurimad ühistegurid
olla 6 järjestikust naturaalarvu.

5. Vastus: b) ei järeldu.

a) Ülesandes antud võrdus

ai−1 + ai + ai+1

3
= ai

on samaväärne võrdusega ai−1−2ai +ai+1 = 0, mis omakorda on
samaväärne võrdusega

ai − ai−1 = ai+1 − ai .
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Seega jada kahe järjestikuse liikme vahe on konstantne ning see
jada on aritmeetiline.

b) Fikseerime jada elemendid a1 , a2 , a3 ja a4 suvaliselt. Et võrdus

ai−2 + ai−1 + ai + ai+1 + ai+2

5
= ai

on samaväärne võrdusega

ai+2 = 4ai − ai+1 − ai−1 − ai−2 ,

siis saame jada liikmed a5, a6, a7, . . . üheselt leida, nii et ülesande
tingimus on iga i > 2 korral täidetud. Ilmselt võib aritmeetilise
jada omadus olla rikutud juba jada esimeste liikmetega (näiteks
valides a1 = a2 = a3 = 0 ja a4 = 1).

6. Vastus: a) jah; b) ei.

a) Olgu Mari kirjutatud arvud x ja y , siis ülemise rea keskmiseks
arvuks peab Juku kirjutama −x−y . Edasi võib Juku kirjutada
keskmisse ruutu 0, alumisse ritta vasakult paremale vastavalt −y ,
x + y ja −x ning keskmisse ritta vasakule y − x ja paremale
x− y (vt. joonist 17). On lihtne kontrollida, et niiviisi ruudustiku
ülejäänud ruudud täites on kõik soovitud tingimused tõepoolest
täidetud.

x y−x−y

y−x 0 x−y

−y −xx+y

Joonis 17

a cb

d e f

g ih

Joonis 18

b) Olgu ruudustik nõutaval viisil arvudega täidetud ning olgu üle-
mises reas vasakult paremale arvud a , b ja c , keskmises reas arvud
d , e ja f ning alumises reas arvud g , h ja i (vt. joonist 18). Siis
neli võrdust keskmise rea, keskmise veeru ja kummagi diagonaali
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kohta annavad liitmisel

(d + e + f) + (b + e + h) + (a + e + i) + (g + e + c) = 0

ehk a+ b+ c+ d+ 4e + f + g + h+ i = 0. Teiselt poolt aga kolm
võrdust kolme rea kohta annavad

(a + b + c) + (d + e + f) + (g + h + i) = 0 .

Neist võrdustest saame 3e = 0, s.t. keskmises ruudus peab olema
arv 0 ning vasakusse ülemisse ja paremasse alumisse nurgaruutu
peavad seega olema kirjutatud arvud, mille summa on 0. Seega
juhul, kui Mari kirjutatavate arvude summa ei ole 0, ei saa Ju-
ku ülejäänud ruutudesse arve niiviisi kirjutada, et kõik soovitud
tingimused oleksid täidetud.
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Eesti koolinoorte XLIX täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONDLIK VOOR

26. jaanuaril 2002. a.

Juhised lahenduste hindamiseks

Lp. hindaja!

1. Juhime Teie tähelepanu sellele, et alljärgnevas on 7.–9. klasside olüm-
piaadi I osa (testi) ning kõikide ülejäänud ülesannete hindamisjuhised
esitatud erinevalt. Testide iga küsimuse jaoks on eraldi loetletud või kir-
jeldatud vastused, mille eest tuleks anda vastavalt kaks punkti või üks
punkt (s.t. vastavaid punkte ühe küsimuse piires ei tule liita). Seevastu
kõigi teiste ülesannete lahendused on jaotatud võimalust mööda osadeks
(etappideks) ning näidatud lahenduse iga osa eest antav punktide arv
(s.t. ühe ülesande eest antava punktisumma saamiseks tuleb lahenduse
erinevate osade eest antud punktid liita).

2. Enamiku ülesannete korral (v.a. testid ja tõestusülesanded) on hin-
damisjuhiste lõpus näidatud, mitu punkti anda ainult õige vastuse eest.
See hinne on mõeldud juhuks, kui puhtandis on antud ainult ülesande
vastus ning mustand (üldse või selle ülesande kohta) puudub. Mustandi
olemasolul tuleks hindamisel arvestada ka seal kirjapandut.

3. Mõnede ülesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt eri-
neval viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside
jaoks. Rõhutame, et iga konkreetset mittetäielikku lahendust tuleb hin-
nata ainult ühe sellise skeemi järgi (selle, mille kohaselt ta saaks kõige
rohkem punkte).

4. Kahtlemata esineb õpilaste töödes ka mõttekäike, mis ei mahu meie
poolt pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb lähtuda
sellest, kui suur osa antud ülesandest on õpilasel lahendatud, kasutades
lahenduse üksikute osade kaalu määramisel võimaluse korral võrdluseks
punktide jaotust meie pakutud hindamisskeemides.

5. Mistahes täieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb
igal juhul anda maksimumpunktid, sõltumata selle lahenduse pikkusest
või otstarbekusest võrreldes teiste lahendusviisidega.
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VII klass, I osa.

1. Antud õige vastus −9: 2 p.

Antud vastuseks a = 1 ja b = −10, summa leidmata: 1 p.

2. Antud õige vastus −1
1

2
(või −

3

2
või −1,5): 2 p.

Antud vastuseks 1
1

2
või

3

2
või 1,5): 1 p.

3. Antud õige vastus 502: 2 p.

Antud vastuseks 501: 1 p.

4. Antud õige vastus 12: 2 p.

Antud vastuseks 15 (loetud ka üht värvi pallide komplektid): 1 p.

5. Antud õige vastus 13: 2 p.

Antud vastuseks õige jagatis 1003005007009: 1 p.

6. Antud õige vastus 2
4

15
(või

34

15
): 2 p.

Antud vastuseks 2,26 või 2,27 või täpsem lähisväärtus: 1 p.

7. Antud õige vastus 15◦ (või
π

12
): 2 p.

Antud vastuseks arv 15 ilma kraadimärgita: 1 p.

8. Antud õige vastus
3

4
π (või 0,75π): 2 p.

Antud vastuseks 2,35 või 2,36 või täpsem lähisväärtus: 1 p.

9. Antud õige vastus 15 cm: 2 p.

Antud vastuseks arv 15 ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

10. Näidatud pinnalaotusel õige murdjoon: 2 p.
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VII klass, II osa.

1. Kahe järjestikuse kohtumise vahelise päevade arvu leidmise
eest: 3 p.

Järgmise kohtumise nädalapäeva leidmise eest: 2 p.

Järgmise kohtumise kuupäeva leidmise eest: 2 p.

Kui mingi osa kohta on antud ainult õige vastus ilma selgitusteta,
anda selle osa eest 1 punkt. Täieliku õige vastuse eest (kõik kolm
osa) ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Kui järgmise kohtumise kuupäev on leitud valesti ainult sellepärast,
et on eksitud päevade arvuga jaanuaris ja/või veebruaris, anda selle
osa eest 1 punkt.

2. Selle ülesande kohta esitame neli hindamisskeemi vastavalt sellele,
kas lahenduses kasutatakse kujundi täiendamist ruuduks ja seda, et
iga vaadeldav kolmnurk moodustab poole vastavast ristkülikust või
ruudust, või kasutatakse erinevate kolmnurkade pindalade võrdsust,
või leitakse antud kolmnurkade pindalade kaudu kõigepealt ristkü-
liku ABCD küljepikkused, või avaldatakse kolmnurkade pindalad
antud ristküliku küljepikkuste vm. sobivate suuruste kaudu.

Lahendus ristkülikute abil (žürii lahendus 1):

Joonise täiendamise eest ruuduks, millest kolmnurk EDC

moodustab poole (ka siis, kui pole mainitud, et saadav rist-
külik on ruut): 2 p.

Tähelepaneku eest, et iga vaadeldav kolmnurk (EDC, BCD

ja ABE) moodustab poole vastava ristküliku pindalast: á 1 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 2 p.

Lahendus võrdpindsete kolmnurkade abil (žürii lahendused 2 ja 3):

Tähelepaneku eest, et kolmnurgad ABD ja BCD on võrdse
pindalaga: 1 p.

Tähelepaneku eest, et kolmnurgad EDB ja EDC (või kolm-
nurgad BCD ja BCE) on võrdse pindalaga: 3 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.
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Lahendus ristküliku ABCD küljepikkuste leidmise abil (žürii lahen-

dus 4):

Ristküliku pikema külje pikkuse leidmise eest kolmnurga
EDC pindalast: 2 p.

Ristküliku lühema külje pikkuse leidmise eest kolmnurga
BCD pindalast: 2 p.

Kolmnurga ABE lühema kaateti pikkuse ja pindala leidmise
eest: 3 p.

Lahendus kolmnurkade pindalade avaldamise abil (žürii lahendus 5):

Ühe kolmnurga (EDC, BCD või ABE) pindala avaldamise
eest sobivate lõikude pikkuste kaudu: 2 p.

Teise kolmnurga pindala avaldamise eest samade lõikude pik-
kuste kaudu: 2 p.

Kolmanda kolmnurga pindala avaldamise eest samade lõiku-
de pikkuste kaudu: 1 p.

Lõppvastuse leidmise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

3. Selle ülesande kohta esitame kaks hindamisskeemi vastavalt sellele,
kas lahenduses arvutatakse välja iga paki hind ja küpsiste kogus
või leitakse küpsiste 1 kg hinnad ilma pakkide hindu ja küpsiste
koguseid välja arvutamata (nagu žürii lahenduses 2).

Lahendus pakkide hindade ja koguste väljaarvutamise abil:

Küpsiste koguse leidmise eest punases ja rohelises pakis: 2 p.

Punase ja rohelise paki hinna leidmise eest: 2 p.

Erinevate pakkide küpsiste 1 kg hinna leidmise või sobiva
hindamise ning õige lõppjärelduse tegemise eest: 3 p.

Lahendus pakkide hindu ja koguseid välja arvutamata:

Rohelise paki küpsiste õige 1 kg hinna leidmise eest: 3 p.

Punase paki küpsiste õige 1 kg hinna leidmise või hindamise
(nagu on tehtud žürii lahenduses 2) eest: 3 p.

Õige lõppjärelduse tegemise eest: 1 p.
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Ainult õige vastuse eest (“punases pakis”) ilma selgitusteta anda 0
punkti.

VIII klass, I osa.

1. Antud õige vastus 2: 2 p.

2. Antud õige vastus −1: 2 p.

3. Antud õige vastus 333: 2 p.

Antud vastuseks 334: 1 p.

4. Antud õige vastus 25: 2 p.

Antud vastuseks 24: 1 p.

5. Antud õige vastus 72: 2 p.

Antud vastuseks arvud 72 ja 27 või ainult arv 27: 1 p.

6. Näidatud punktide B, C ja D õige paigutus: 2 p.

Näidatud punktide B, C ja D selline paigutus, mis rahuldab
tingimusi |AB| = 2, |CD| = 1 ja |BC| = 4, kuid üks või
mõlemad punktidest B, D ei paikne lõigul AC: 1 p.

7. Antud õige vastus 20 (või 20◦): 2 p.

8. Antud õige vastus 17 cm: 2 p.

Antud vastuseks arv 17 ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

9. Antud õige vastus
3

16
a2 (või 0,1875 a2): 2 p.

Antud vastuseks arv
3

16
või 0,1875: 1 p.

10. Näidatud pinnalaotusel õige murdjoon: 2 p.

VIII klass, II osa.

1. Näitamise eest, et kolme järjestikuse naturaalarvu summana
esituvad parajasti 3-ga jaguvad arvud: 2 p.
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Näitamise eest, et viie järjestikuse naturaalarvu summana
esituvad parajasti 5-ga jaguvad arvud: 2 p.

Nende tähelepanekute alusel otsitavate arvude leidmise eest: 3 p.

Kui esimeses kahes lõigus toodud väited on esitatud ilma põhjendu-
seta, anda nende eest á 1 punkt. Kui vastuses on antud ka arv 0,
anda 1 punkt vähem.

Ainult õige vastuse eest (kõik kuus õiget arvu) ilma selgitusteta anda
2 punkti. Kui on antud ka nende arvude esitused 3 ja 5 järjestikuse
naturaalarvu summana, ent pole selgitatud, kuidas need arvud leiti
või miks selliseid arve rohkem pole, siis anda 4 punkti. Kui vastu-
seks on antud neli või viis õiget arvu või lisaks õigetele arvudele ka
üksikuid mittesobivaid arve, anda 1 punkt (kui on antud ka nende
arvude esitused summadena, siis 2 punkti).

2. Idee eest avaldada kolmnurga pindala rööpküliku pindala ja
ülejäänud kolme kolmnurga pindalade vahena: 1 p.

Ülejäänud kolme kolmnurga pindalade avaldamise eest rööp-
küliku pindala kaudu: 4 p.

Lahenduse lõpuleviimise ja õige lõppvastuse saamise eest: 2 p.

Kui lahenduses on vaadeldud mingit erijuhtu (nt. ristkülikut, rombi
või ruutu) ning lahenduskäik kasutab oluliselt tehtud lisaeeldusi, siis
anda mitte üle 4 punkti. Kui lahenduskäik tehtud lisaeeldusi ei ka-
suta ja on mainitud, et sama arutlus sobib ka üldjuhul, siis erijuhu
vaatlemise eest punkte mitte maha võtta; kui seda mainitud ei ole,
anda 1 punkt vähem.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

3. Selle ülesande lahendamisel arutletakse tõenäoliselt väga erineva-
tel viisidel. Mittetäielike lahenduste hindamisel tuleks järgnevat
hindamisskeemi, mis põhineb ühel võimalikul arutlusel, kasutada
võrdluseks arutluse üksikute etappide osakaalu määramisel.

Edasi-tagasi lennule koos vahepeatusega linnas B kulunud
aja leidmise eest: 1 p.

Ainult edasi-tagasi lennule (arvestamata vahepeatust lin-
nas B) kulunud aja leidmise eest: 1 p.
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Ühes suunas lennule (linnast A linna B või linnast B linna A)
kulunud aja leidmise eest: 2 p.

Linnast B väljalennu kellaaja leidmise eest linna A kohaliku
aja järgi: 1 p.

Linnade A ja B ajavahe ning lõppvastuse leidmise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

IX klass, I osa.

1. Antud õige vastus 5: 2 p.

2. Antud õige vastus −2
2

15
(või −

32

15
): 2 p.

Antud vastuseks −2,13 või −2,14 või täpsem lähisväärtus: 1 p.

3. Antud õige vastus 252: 2 p.

Antud vastuseks 251: 1 p.

4. Antud õige vastus 8: 2 p.

Antud vastuseks arvud −7 ja 8 või ainult arv −7: 1 p.

5. Antud õige vastus 45: 2 p.

Antud vastuseks õige korrutis 7777622223: 1 p.

6. Märgitud sirgel mõlemad sobivad punktid: 2 p.

Märgitud sirgel üks sobiv punkt (teine punkt märkimata või
valesti märgitud): 1 p.

7. Antud õige vastus 45◦ (või
π

4
): 2 p.

Antud vastuseks arv 45 ilma kraadimärgita: 1 p.

8. Antud õige vastus 1440◦ (või 8π): 2 p.

Antud vastuseks arv 1440 ilma kraadimärgita: 1 p.

9. Antud õige vastus ab − b2 (või sellega võrdne avaldis): 2 p.
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10. Näidatud pinnalaotusel õige murdjoon: 2 p.

IX klass, II osa.

1. Murdude õige viimise eest ühisele nimetajale: 2 p.

Saadud murru lugeja ja/või nimetaja sobiva teisendamise
eest näitamaks, et need on teineteisest saadavad märkide
muutmisega: 5 p.

2. Kolmnurga CAK võrdhaarsuse ärakasutamise eest: 2 p.

Kolmnurga LBC võrdhaarsuse ärakasutamise eest: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

3. Osa a) lahenduse eest kokku: 4 p.

Näitamise eest, et kolme järjestikuse naturaalarvu summana

esituvad parajasti 3-ga jaguvad arvud: 2 p.

Tähelepaneku eest, et arvu ruut jagub 3-ga parajasti siis, kui

arv ise jagub 3-ga: 1 p.

Selle alusel a) osa õige vastuse leidmise eest: 1 p.

Osa b) lahenduse eest kokku: 3 p.

Tähelepaneku eest, et nelja järjestikuse naturaalarvu summa-

na annab 4-ga jagamisel jäägi 2: 1 p.

Selle alusel näitamise eest, et naturaalarvu ruut ei esitu nelja

järjestikuse naturaalarvu summana: 2 p.

Kui a) osas väide, et kolme järjestikuse naturaalarvu summana esi-
tuvad parajasti 3-ga jaguvad arvud, on esitatud ilma põhjenduseta,
anda selle eest 1 punkt. Kui sobivaks arvuks on loetud ka 0 ja
seetõttu saadud vale vastus, anda 1 punkt vähem.

Ainult a) osa õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt, b)
osa õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

4. Selle ülesande lahendamisel arutletakse tõenäoliselt väga erinevalt.
Alltoodud hindamisskeemi, mis põhineb küll ühel võimalikul arutlu-
sel, tuleks ka teistsuguste mittetäielike lahenduste hindamise juures
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kasutada võrdluseks arutluse üksikute etappide osakaalu määrami-
sel.

Idee eest loendada diagonaali üleminekuid ühest kuubist tei-
se: 1 p.

Sobiva loendamisstrateegia määratlemise eest (žürii lahen-
duses risttahuka tahkudega paralleelsed tasandid): 2 p.

Sellel strateegial põhineva arutluse eest, mis tõestab, et dia-
gonaali üleminekuid ühest kuubist teise on ülimalt 9: 2 p.

Põhjenduse eest, miks neid üleminekuid on täpselt 9 (žürii
lahenduses: diagonaal ei lõika mitut tasandit korraga): 2 p.

Kui selle, miks diagonaali üleminekuid ühest kuubist teise on täp-
selt 9, või ekvivalentse väite põhjendamisel on mainitud asjaolu, et
arvud 3, 4 ja 5 on ühistegurita, siis anda selle osa eest vähemalt 1
punkt.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

X klass

1. Jagatava teisendamise eest harilikuks murruks: 2 p.

Jagaja teisendamise eest harilikuks murruks: 2 p.

Õige jagatise leidmise eest hariliku murruna: 1 p.

Jagatise teisendamise eest lõpmatuks perioodiliseks küm-
nendmurruks: 2 p.

Ainult lõpmatu perioodilise kümnendmurruna antud õige vastuse
eest ilma selgitusteta anda 2 punkti, hariliku murruna antud vastuse
eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

2. Determinantide õige lahtikirjutamise eest: 2 p.

Ainult x ja ainult y sisaldavate ruutvõrrandite saamise eest: 3 p.

Nende ruutvõrrandite lahendamise ja õige lõppvastuse leid-
mise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti, kui on leitud
kõik 4 lahendit; 2 või 3 lahendi eest anda 1 punkt, 1 lahendi eest
0 punkti.
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3. Näite eest a) osa jaoks: 2 p.

Põhjenduse eest, miks b) osa jaoks sobivat kolmnurka ei leidu: 2 p.

Näidete eest c) ja d) osa jaoks: 3 p.

Kui on toodud näide ainult c) osa või ainult d) osa jaoks ja teine
näide puudub või on väidetud, et selliste küljepikkustega kolmnurka
ei leidu, siis anda viimase lõigu eest 1 punkt.

Ainult kõigi nelja osa õigete vastuste eest ilma selgitusteta anda
1 punkt. Kui mõne osa vastus puudub või on vale, siis selgituste
puudumisel anda 0 punkti.

4. Näitamise eest, et nurk AOB (või nurk AMB) on 120◦: 2 p.

Kolmnurga BMO võrdkülgsuse näitamise eest: 2 p.

Kolmnurga BRO võrdkülgsuse näitamise eest: 2 p.

Lõppjärelduse tegemise eest: 1 p.

5. Tähelepaneku eest, et c < a + b: 1 p.

Võrratuse b > 502 kehtivuse näitamise eest: 2 p.

Võrratuse b 6 999 kehtivuse näitamise eest: 2 p.

Näite eest, et b = 502 on võimalik: 1 p.

Näite eest, et b = 999 on võimalik: 1 p.

Kui on saadud võrratus b > 501 või b 6 1000 ja pole kontrollitud,
kas sellise b jaoks sobivaid kolmnurki leidub, anda vastava osa eest
1 punkt. Kui on saadud selline võrratus ja on põhjendatud, et sellise
b jaoks sobivat kolmnurka siiski ei leidu, siis lugeda see võrdväärseks
vastavalt võrratuse b > 502 või b 6 999 tõestamisega.

Ainult õige vastuse (mõlemad arvud 502 ja 999) eest ilma selgitus-
teta ja näideteta anda 1 punkt, ühe õige arvu eest anda 0 punkti.

6. Idee eest vaadelda ruudustiku 4 keskmist ruutu: 2 p.

Tähelepaneku eest, et tahvlid küljepikkustega üle 50 katavad
igal juhul kõik need ruudud: 2 p.

Tähelepaneku eest, et tahvel küljepikkusega 50 katab igal
juhul ühe neist ruutudest: 2 p.

Lõppjärelduse tegemise eest: 1 p.
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XI klass

1. Võrrandi teisendamise eest kujule P (x) = Q(x), kus P (x) ja
Q(x) on polünoomid: 2 p.

Võrrandi 4x3 + 6x2 = 0 (või sellega ekvivalentse) saamise
eest: 2 p.

Lahendite x = 0 ja x = −
3

2
leidmise eest: 2 p.

Kontrolli eest, et mõlemad lahendid sobivad: 1 p.

Kontrolli eest 1 punkti andmiseks lugeda piisavaks, kui on mainitud,
et mõlema lahendi korral on esialgse võrrandi murdude nimetajad
erinevad nullist (või on tehtud arvutused, kust see on näha).

Ainult õige vastuse (mõlemad lahendid) eest ilma selgitusteta ja so-
bivuse kontrollita anda 1 punkt, ainult ühe lahendi eest 0 punkti.
Kui lahendite sobivust on kontrollitud, aga nende leidmise kohta sel-
gitused puuduvad, anda mõlema lahendi eest 2 punkti ja ühe lahendi
eest 1 punkt.

2. Esimesel sammul (graafiku nihutamise järel) saadava funkt-
siooni õige leidmise eest: 2 p.

Teisel sammul (graafiku peegeldamise järel) saadava funkt-
siooni õige leidmise eest: 3 p.

Saadud funktsiooni määramispiirkonna leidmise eest: 1 p.

Saadud funktsiooni muutumispiirkonna leidmise eest: 1 p.

Kui esimese sammu tõlgendamisel on tehtud viga, aga teisel sammul
on seda funktsiooni edasi teisendatud õigesti, anda teise sammu eest
2 punkti. Kui leitud funktsioon ei ole küll õige, kuid õige funktsiooni-
ga sarnase kujuga ning selle määramis- ja/või muutumispiirkond on
leitud õigesti, siis anda neist kummagi leidmise eest ikkagi 1 punkt.

Ainult õige vastuse eest (funktsioon y =
√
−x + 3 koos õige mää-

ramis- ja muutumispiirkonnaga) ilma selgitusteta anda 2 punkti.
Ainult õige funktsiooni eest anda 1 punkt.

3. Sobivate võrrandite kirjapaneku eest, kust on võimalik leida
järgmise ruudu küljepikkus 4: 2 p.

Järgmise ruudu küljepikkuse 4 tegeliku leidmise eest koosta-
tud võrranditest: 1 p.
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Sobivate võrrandite kirjapaneku eest, kust on võimalik leida
ülejäänud ruutude küljepikkused: 2 p.

Ülejäänud ruutude küljepikkuste leidmise eest: 2 p.

Kui on kirja pandud keeruline paljude võrranditega süsteem, kuid
selle lahendamisega pole kuhugi jõutud, anda maksimaalselt 2 punk-
ti (seda ka ainult juhul, kui süsteem on õige ja põhimõtteliselt lahendi
leidmiseks piisav).

Ainult õige vastuse eest (kõikide ülejäänud ruutude küljepikkused)
ilma selgitusteta anda 2 punkti; 6 või 7 õige küljepikkuse eest anda
1 punkt, vähem kui 6 õige küljepikkuse eest 0 punkti.

4. Võrduse saamise eest, mis seob aluse pikkust, haara pik-
kust ning nende lõikude pikkusi, milleks haarale tõmmatud
kõrguse aluspunkt jaotab haara: 2 p.

Arusaamise eest, et on kaks võimalikku juhtu: 1 p.

Aluse ja haara (või haara ja aluse) suhte jaoks võrrandi saa-
mise eest kummalgi juhul: á 1 p.

Nendest võrranditest haara ja aluse suhte võimalike väärtus-
te leidmise eest: á 1 p.

Vastavalt ülaltoodud hindamisskeemile võib lahendus, kus on vaa-
deldud ainult ühte kahest võimalikust juhust, saada maksimaalselt
4 punkti.

Ainult õige vastuse eest (mõlemad võimalikud suhted) ilma selgitus-
teta anda 2 punkti; ainult ühe õige suhte eest anda 1 punkt.

5. Selle ülesande kohta esitame kaks hindamisskeemi vastavalt sellele,
kas lahenduses kasutatakse avaldise (n+1)n − 1 teguriteks lahutust
(žürii lahendus 1) või binoomvalemit (žürii lahendus 2).

Lahendus avaldise (n + 1)n − 1 teguriteks lahutuse abil:

Avaldise (n + 1)n − 1 teguriteks lahutamise eest: 2 p.

Tähelepaneku eest, et üks teguritest on n: 1 p.

Põhjendamise eest, miks teine tegur jagub n-ga: 4 p.

Lahendus binoomvalemi abil:

Binoomvalemi õige rakendamise eest: 3 p.
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Tähelepaneku eest, et

(

n

1

)

= n ning üks liidetav tuleb para-

jasti n2: 2 p.

Tähelepaneku eest, et pärast 1 ja −1 koondamist kõik üle-
jäänud liidetavad jaguvad n2-ga: 2 p.

6. Tähelepaneku eest, et igal sammul üks piraat saab täpselt 9
münti juurde ja igaüks ülejäänutest kaotab 1 mündi: 2 p.

Järelduse eest, et müntide arvude vahe mistahes kahes kuhjas
jääb alati samaks modulo 10 (või et see kas jääb samaks või
muutub täpselt 10 võrra): 2 p.

Järelduse eest, et kapteni ja pootsmani kuhjas olevate mün-
tide arvud ei saa kunagi võrdseks: 3 p.

Teises alalõigus mainitud 2 punkti saamiseks piisab ka sellest, kui
vastav järeldus on sõnastatud ainult kapteni ja pootsmani kuhjade
jaoks.

Ainult õige vastuse “ei” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

XII klass

1. Arusaamise eest, et punkti C z-koordinaat on 0: 1 p.

Kolmnurga võrdhaarsusest võrduse x = y saamise eest: 2 p.

Kolmnurga täisnurksusest ruutvõrrandi saamise eest x või y

jaoks: 2 p.

Võrrandi lahendamise ja õige lõppvastuse leidmise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse (mõlemad sobivad punktid) ilma selgitusteta an-
da 2 punkti, ainult ühe sobiva punkti eest anda 1 punkt.

2. Selle ülesande kohta esitame kaks hindamisskeemi vastavalt selle-
le, kas lahenduses kasutatakse paraboole määravate funktsioonide
tuletiste võrdsust puutepunktis (žürii lahendus 1) või seda, et para-
boolide ainus ühine punkt on nende puutepunkt (žürii lahendus 2).

Lahendus tuletiste võrdsustamise abil:

Arusaamise eest, et puutepunkt on punkt, kus langevad kok-
ku nii paraboole määravate funktsioonide kui ka nende tule-
tiste väärtused: 2 p.
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Nende tingimuste kirjapaneku eest võrranditena x ja a suh-
tes: 1 p.

Saadud võrrandisüsteemi lahendamise eest, arvestades a po-
sitiivsuse nõuet: 2 p.

Puutepunkti y-koordinaadi leidmise eest: 1 p.

Paraboolide ühise puutuja tõusu leidmise eest: 1 p.

Lahendus paraboolide ainsa ühise punkti leidmise abil:

Arusaamise eest, et paraboolide ainus ühine punkt on nende
puutepunkt: 1 p.

Selle tingimuse esitamise eest kujul D = 0, kus D on vastava
ruutvõrrandi diskriminant: 2 p.

Sellest tingimusest väärtuse a = 2 leidmise eest (arvestades
positiivsust): 1 p.

Puutepunkti x-koordinaadi leidmise eest: 1 p.

Puutepunkti y-koordinaadi leidmise eest: 1 p.

Paraboolide ühise puutuja tõusu leidmise eest: 1 p.

Ainult täieliku õige vastuse eest (a väärtus, puutepunkti koordinaa-
did ja puutuja tõus) ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui vastus
sisaldab kolmest komponendist õigesti kaks, anda 1 punkt, ainult
ühe õige komponendi eest 0 punkti.

3. Selle ülesande kohta esitame kaks hindamisskeemi vastavalt sellele,
kas lahenduses kasutatakse nurga A′XB′ poolitamist (žürii lahendus
1) või koosinusteoreemi (žürii lahendus 2).

Lahendus nurga A′XB′ poolitamise abil:

Lõigu A′X või B′X pikkuse leidmise eest: 2 p.

Nurga
6 A′XB′

2
siinuse või koosinuse leidmise eest: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.

Lahendus koosinusteoreemi abil:

Lõigu A′X või B′X pikkuse leidmise eest: 2 p.

Idee eest kasutada koosinusteoreemi kolmnurgas A′XB′: 2 p.
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Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.

Ainult õige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

4. Tähelepaneku eest, et mistahes 6-st järjestikusest naturaal-
arvust täpselt kaks jaguvad 3-ga: 2 p.

Järelduse eest, et siis peaksid arvudest a, b, c ja d vähemalt
kolm jaguma 3-ga: 2 p.

Järelduse eest, et siis peaksid nende suurimatest ühisteguri-
test vähemalt kolm jaguma 3-ga: 2 p.

Saadud vastuolu põhjal õige lõppjärelduse tegemise eest: 1 p.

Ainult õige vastuse “ei leidu” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

5. Osa a) lahenduse eest kokku: 4 p.

Näitamise eest, et antud võrdus on samaväärne võrdusega

ai−1 − 2ai + ai+1 = 0: 1 p.

Selle võrduse esitamise eest kujul ai − ai−1 = ai+1 − ai: 1 p.

Siit järeldamise eest, et jada on aritmeetiline: 2 p.

Osa b) lahenduse eest kokku: 3 p.

Tähelepaneku eest, et nelja esimese liikme väärtused võime

valida suvaliselt: 1 p.

Siit järelduse tegemise eest, et jada ei tarvitse olla aritmeeti-

line: 2 p.

6. Osa a) lahenduse eest: 3 p.

Osa b) lahenduse eest: 4 p.

Kui on tõestatud, et keskmises ruudus peab alati olema 0, kuid ei
ole sellest järeldatud, et juhul b) ei ole soovitud tulemuse saamine
alati võimalik, siis anda selle eest 3 punkti.

Osa b) lahenduseks piisab ka konkreetsest kontranäitest — peab
olema põhjendatud, miks selliste arvude korral ülejäänud ruute soo-
vitud viisil täita ei saa, kuid seejuures ei tarvitse olla jõutud tule-
museni, et keskmises ruudus peab kindlasti olema 0.

Ainult õige vastuse (“jah” ja“ei”) eest ilma selgitusteta anda 0 punk-
ti.
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