Eesti koolinoorte XLIX tappisteaduste oliimpiaadi
loppvoor MATEMAATITKAS
Tartus, 7. mértsil 2002. a.

IX klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Ruudu ABCD kiilgedel BC ja CD vdetakse vastavalt punktid K ja L nii,
et /AKB = /AKL. Leia nurga K AL suurus.

2. Tahistagu =y kahekohalist arvu numbritega = ja y. Kas leiduvad sellised
erinevad numbrid a, b ja ¢, millest iikski ei ole 0, et arv ab jagub c-ga, arv
bc jagub a-ga ning arv ca jagub b-ga?

3. Olgu aq, ao, ..., a, erinevad reaalarvud ning olgu nende koigi paarikaupa
voetud summade a; + a; (i # j) hulgas m erinevat arvu. Leia m v&him
voimalik vadrtus.

4. Mari kirjutab tahvlile 5 arvu. Seejarel voib Jiiri neid arve sammhaaval muu-
ta, kustutades igal sammul iihe arvu ja kirjutades selle asemele arvu x+y—z,
kus z, y ja z on mingid kolm iilejdénud neljast tahvlil olevast arvust. Kas
Jiiri saab Mari kirjutatud mistahes arvude korral toimida nii, et 16pliku arvu
kirjeldatud sammude jérel on tahvlil viis vordset arvu?

5. Saarel elas n > 1 parismaalast, kellest igaiiks raékis kas ainult tott v6i ainult

valet, kusjuures igal péarismaalasel oli iilejdédnute seas vahemalt iiks sober.
Saarele saabunud uus kuberner korraldas kiisitluse, kus iga parismaalane pi-
di vastama, kas tema soprade seas on rohkem valetajaid voi toerddkijaid, voi
on neid iithepalju. Kiisitlusel vastasid koik pérismaalased, et nende soprade
seas on valetajaid rohkem kui terdékijaid. Seejérel lasi kuberner iithe péris-
maalase valetamises kahtlustatuna hukata ja korraldas siis uue kiisitluse, kus
parismaalased pidid veelkord vastama samale kiisimusele. Seekord vastasid
koik pérismaalased, et nende soprade seas on toerdékijaid rohkem kui vale-
tajaid.
Kas hukatud pérismaalane oli valetaja voi toerddkija ja kas jarelejaanud pé-
rismaalaste seas on rohkem valetajaid voi toeriiikijaid (eeldame, et péris-
maalaste toe- voi valerddkimine ja soprussuhted nende vahel kahe kiisitluse
vahepeal ei muutunud)?
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X klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Positiivsete tdisarvude m ja n suurim {iihistegur d ja vahim iihiskordne v
rahuldavad tingimust 3m + n = 3v + d. Tdesta, et arv m jagub arvuga n.

2. Olgu ABC mittetédisnurkne kolmnurk ja H selle korguste 1oikepunkt. T'desta,
et kolmnurk ABH on teravnurkne siis ja ainult siis, kui ZACB on niirinurk.

3. Juku leiab positiivsete taisarvude aq, ao, ..., a7 kdikvoimalikud paarikaupa
korrutised a;a;, summad a; + a; ja vahede absoluutvédrtused |a; — a;, kus
i # j. Kui palju erinevaid paarituid arve voib maksimaalselt olla Juku leitud
arvude hulgas?

4. Leia sellise murdjoone maksimaalne pikkus, mille otspunktideks on {thikkuubi
kaks vastastippu, liilideks on selle kuubi servad ja tahkude diagonaalid ning
mis ei 16ika iseennast ega ldbi kuubi iihtegi tippu rohkem kui iiks kord.

5. Opetaja kirjutab tahvli kumbagi serva arvu 1. Esimene &pilane kirjutab
nende vahele lisaks arvu 2; iga jargmine opilane kirjutab iga kahe tahvlil
korvuti oleva arvu vahele lisaks nende summa (pérast teise opilase tahvli
juures kaimist on tahvlil arvud 1, 3, 2, 3, 1, pérast kolmandat opilast arvud
1,4, 3,5,2,5,3,4, 1, jne.) Leia koigi tahvlil olevate arvude summa pérast
seda, kui n &pilast on kédinud sinna arve juurde kirjutamas.
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XTI klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Milliste reaalarvude a korral on vorrandil 2% 4+ az* +1 = 0 neli reaalarvulist
lahendit, mis on mingi aritmeetilise jada jérjestikusteks liikmeteks?

2. Leia vordkiilgse kolmnurga pindala, kui selle sisepiirkonnas leidub punkt,
mille kaugused kolmnurga tippudest on 3, 4 ja 5.

3. Opetaja kirjutab tahvlile 2002-kohalise arvu 999...9. Esimene 6pilane la-
hutab selle arvu kahe 1-st suurema teguri a ja b korrutiseks ning kustutab
siis tahvlil oleva arvu ja kirjutab selle asemele kaks sellist arvu o’ ja b, et
la—a'| =2 ja |[b—1b'| = 2. Teine opilane valib iihe tahvlil olevatest arvudest,
lahutab selle arvu kahe 1-st suurema teguri ¢ ja d korrutiseks ning kustutab
siis valitud arvu tahvlilt ja kirjutab selle asemele kaks sellist arvu ¢’ ja d’,
et [c— | =2 ja |d—d| = 2. Kolmas dpilane valib omakorda iihe tahvlil
olevatest arvudest ning asendab selle sama reegli kohaselt kahe uue arvuga,
jne. Kas on voimalik, et péarast seda, kui mingi arv opilasi on kdinud tahvli
juures, on ko&ik tahvlil olevad arvud vordsed 9-ga?

4. Olgu a1, ag, as, a4, as sellised reaalarvud, et nende paarikaupa voetud sum-
madest a; + a;, kus ¢ < j, vihemalt N on téisarvud. Leia suurim arv IV,
mille korral on voimalik, et need summad a; + a; ei ole kdik téisarvud.

5. Juku ehitas roboti, mis liigub méoda korrapérase kaheksanurga kujulist rada,
ldbides kaheksanurga iihe kiilje tdpselt 1 minutiga. Robot alustab liikumist
kaheksanurga tipust A ning edaspidi voib ta mistahes tippu joudes kas samas
suunas liikumist jatkata voi iimber podrata ja jatkata liikumist vastassuunas.
Kui mitmel erineval viisil voib robot liikuda, nii et ta n minuti parast on tipu
A vastastipus B?
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XII klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Peeter, Jiiri, Kati ja Mari seisavad pimeda tunneli sissepéésu juures. Neil on
kasutada nelja peale iiks torvik, milleta keegi neist ei julge tunnelis viibida,
ning tunnel on nii kitsas, et iile kahe inimese seal koos liikuda ei saa. Peetril
kulub tunneli ldbimiseks 1 minut, Jiiril 2 minutit, Katil 5 minutit ja Maril
10 minutit. Leia vahim voimalik aeg, mille jooksul koik péadsevad l&bi tunneli.

2. Kas arv, mis koosneb ainult numbritest 2 ja 0, v&ib olla mingi positiivse
taisarvu k-s aste, kus k > 27

3. Toesta, et positiivsed reaalarvud a, b ja ¢ rahuldavad vorratust
2(a* +b* +¢*) < (a® + 02 + )2
siis ja ainult siis, kui leidub kolmnurk kiiljepikkustega a, b ja c.

4. Kumera nelinurga ABCD kéik tipud paiknevad ringjoonel w. Kiired AD
ja BC loikuvad punktis K ning kiired AB ja DC' ldikuvad punktis L.
Toesta, et kolmnurga AK L iimberringjoon puutub ringjoont w siis ja ainult
siis, kui kolmnurga CK L {imberringjoon puutub ringjoont w.

5. Juku siinnipéeval loositakse kiilaliste vahel vélja teatud arv ithesuguseid voite
selliselt, et iga kiilaline voib saada iilimalt ithe v6idu. On teada, et kui voite
oleks tegelikust iithe vorra vidhem, siis oleks voitude voimalikke jaotumisi
kiilaliste vahel tegelikust 50% vorra vihem; kui aga voite oleks tegelikust
ithe vorra rohkem, siis oleks voitude voimalikke jaotumisi tegelikust 50%
vorra rohkem. Leia voitude voimalike jaotumiste arv.



XLIX OnuMmnuana Mo TOUHBIM HAYKAM YUYallUXCsA DCTOHUU
Saknountensupii Typ mo MATEMATUKE
Tapry, 7 mapra 2002 r.

IX kaacc

Bpewms, orBOoguMOe mis pemeHus: 5 4acosB.
Bepuoe n mocratouno oGOCHOBAHHOE pENIEHUE KaKAOW 3amadnm gaetr 7 OAJIIOB.
ITonb30BATLCA KANBKYIATOPOM HE Pa3pemaeTcs.

1.

Ha croponax BC u CD kBampara ABCD 6epyT COOTBETCTBEHHO TOUKHU
K u L rak, yuro /AKB = /AKL. Halitu Beauuuny yraa KAL.

Ilycts Ty oOo3mHauvaer aBy3HAUHOE ymciao ¢ muppamu z u y. Hadnyrca
JU Takue pazingHnie muudpnl ¢, b u ¢, Bce oranunl oT 0, 4TO YmMCIO ab
IEJUTCA HA €, YMCJIO bC HNEJUTCA HA 4 W YMCIO ¢4 OEJAUTCA Ha b7

ITycto ay, ag, ..., Gy PA3JMYHBIE NEHCTBUTENLHLIE YUCIA U IIyCTh CPEIN
BCEX B3ATLIX MONApPHO CYyMM a; + a; (i # j) eCTh m pa3IUYHLIX YUCEI.
HaliTn HarMeHbImmee BO3MOKHOE 3HAUEHUE LA M.

Mama numer Ha gocke 5 umcen. 3areMm FOpa MoskeT XOI 3a XOIOM U3-
MEHATHL 9TU YKCJIA, CTUPAS 38 OAUH XOJ OJHO UKWCJO U 3AIMCLIBAS BMECTO
HEro Ymuciio £+y—2z, TOe T, Y U Z HEKOTOPBLIE TPU U3 YETHIPEX OCTABIIUXCS
uncesn Ha qocke. Cmosker au FOpa npu mo0bix Hanucanuoin Mamedt ync-
JlaxX HefCTBOBATDL TAK, UTO MOCJIE KOHEUHOI'O UKCJIa ONUCAHHDLIX BLIIIE XO0B
Ha IOCKe OyIer HATL OAUMHAKOBLIX YKCEJ?!

Ha ocrpoBe umu n > 1 abopureHoB, KaKObIA M3 KOTOPBIX TOBOPUII
b0 TOJBKO HpaBHy, JAMOO TOJBKO JIOKDL, HOPUYEM Yy KaKIOrOo abopu-
rega OBLI Cpeny OCTAJLHBIX aDOPWUIeHOB IO KpaliHe#l Mepe OAWH APYT.
IIpubniBIIUA Ha OCTPOB HOBLIA TyOEpHATOP OPTaHM30BAJ ONPOC, B KO-
TOPOM KaKILIA abOpUreH MOKEH ObLUI OTBETUTHL HA BOMPOC, KOO OOJIbIne
cpenu ero Opy3ei: JITYHOB WM NPAaBIUBLIX, UJIW T€X U APYTUX IOPOBHY.
Bce abopurensr Ha »TOT BOIPOC OTBETUIM, YTO CPEIU UX Apy3eir Oosbire
JryHOB, ueM mnpaBmuBbix. [locie sToro rybeprarop Hpuka3aj Ka3HUTH
omHOTO abopurena, 3am0m03PEHHOTO BO JLKW, W MPOBEJ HOBLIA OMpOC, B
KOTOPOM abOPUTEHLI MOJLKHLI OLIIM CHOBA OTBETUTL HA TOT K€ BOIPOC.
Ha sroT pas Bce abopureHnsl OTBETUIN, UTO CPEIU WX IPYy3€l MpaBIUBBIX
OoJILIre, YeM JITYHOB.

Bout nu KasHeHHDI abGOPUTeH JTYHOM WMJM NPABAWBLIM, W KOTO OOJLIIE
cpemu OCTABMINXCS abOPWIEHOB: JTYHOB WJIM NPABAWBLIX (IIPENIIOIarae,
UTO NMpaBAUBOCTL AO0OPUIE€HOB W APYKECKAE OTHOIICHUA MEKILY HUMU HE
M3MEHMINChL MEXKIY ABYMs ompocamu)?
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X Kmnacc

Bpewms, orBogumoe s pemenus: 5 4acos.
Bepuoe u nqocrarouno 060CHOBaHHOE PelIeHUe Ka:KIOW 3anaum maeT 7 OAaJIOB.
I[Monb30BaTLCA KAIBLKYJIATOPOM He Da3pemaercs.

1. HaubGoapmmii oOmuii meaurean d u HaMMeEHDLIIee o0Imee KpaTHOe U MOJIOKN-
TEJLHLIX [EJLIX YKMCEeJI ™ U N YIOOBJIETBODSIOT yCIOBUIO 3m +n = 3v +d.
Iloka3aTh, YTO YMCIO M OEJIUTCA HA YUUCIO N.

2. Ilycto ABC HempsaMOyTOJLHLIVE TPEyroNLbHUK U H TOYKa MepeceveHus ero
BoIcoT. JlokazaTn, uto Tpeyroabauk ABH SIBAgeTCS OCTPOYTOILHBIM TOT A
U TOJLKO Torza, korma /ACB Tymoi.

3. Kous HaxomuT i MOJIORUTEIbHBIX HEJbIX YUCEI 41, dg, . .., G7 BCEBO3MOK-
HLIE IIONapHLIC NPOU3BEINCHUS a;dj, CYMMDI G; + a; ¥ MOIYJIU pa3HOCTel
la; — a;|, tme i@ # j. CKONBKO DA3/INYHBLIX HEYETHBLIX UMCET MOMKET OBITH
MaKCUMAaJILHO Cpeau HalineHHbix Koield uucesn?

4. HaliTu MakCUMaJLHYIO IIUHY TAKOI JIOMaHOW, KOHIIAMU KOTOPOU SBIIAIOTCS
[B€ IPOTUBOIOJIOKHBIE BEPIIUHLI €AMHUYHOIO Kyba, a 3BeHbAMU — pebpa
U OuaroHaJu IpaHeil Toro Kyba, mpuyeM JOMaHAaja He IePECEKAeT CaMOro
ceba 1 He IPOXONUT HU Uepe3 OJHYy BepIIUHY KyOa Oosiee 0QHOTO pa3a.

5. Yuurennr mumer y KakIOro OOKOBOro pebpa mockm uywmciao 1. Ilepsoiid
YYEHUK MUIIEeT MEKIYy HUMU OOMOJHUTEIBHO UNCJIO 2; KAKILIA CJIemyIo-
Uil yYeHWK DIUIOIEeT AONOJHUTEJILHO MEKIYy KayKABIMU [OBYMs HAXOIs-
[MUMUCS PSAJOM Ha HOCKE YWCJIaMU UX CyMMy (IOCJEe BTODPOIO yUYEHUKA
Ha NOCKe OKaKyTcA uyuciaa 1,3, 2,3, 1, mocime Tperbero ydyeHWKa YMCIIa
1,4,3,5,2,5,3,4,1, u t.n.) Halitu cymMmy BCcex uumces Ha MOCKE MOCJIE
TOTO, KAK N YYEHUKOB IOIMCAJU HA HOCKY YUCIIA.
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XI rnacc

Bpewms, orBogumoe miis pemenus: 5 4acos.
Bepuoe 1 mocratouno o6oCHOBAHHOE pelIeHME KaKAOW 3amadn gaer 7 OAIOB.
ITonb30BATLCA KANBKYIATOPOM HE Pa3pemaeTrcs.

1. Jlns Kakux OeMCTBUTENLHLIX umcel a ypasHemme z°o + azx® 4+ 1 = 0
UMEET YeThIPEe NeCTBUTEJLHBLIX PEIIeHNs, KOTOPLIE ABJIAIOTCA IIOCJIEI0Ba-
TEJLHBLIMUI YIEHAMU HEKOTOPOW aprudMeTruyeckod mporpeccum?

2. HafiTu maomannh paBHOCTOPOHHETO TPEYTOJILHUKA, €CJIU B €ro BHYTpPEHHEH
00J1aCTU HAXOAUTCS TOYKA, PACCTOSHUS OT KOTOPOW [0 BEPIIUH TPEYTrOJh-
HUKa PaBHBI 3, 4 1 5.

3. Yuwmrens numer Ha nocke 2002-3maunoe ywmcao 999...9. IlepsBoii yueHuk
PACKJIAALIBAET HTO YUCIO HA IPOU3BEINEHUE IBYX, OOMLIUX 1, MHOMKUTENIEH
a 7 b, cTUpaeT 3aTeM YKCIO Ha JOCKE W MUIIET BMECTO HEro OBa TaKUX
uncaa @’ u b, uro |[a—a'| =2 u |b—b'| =2. Bropo#i yuenur BniGuUpaeT
OJTHO 13 YKCeJ Ha NOCKE, PACKJIAALIBAET 9TO UYNCJIO Ha IPOU3BENEHUE NBYX,
bompmmx 1, mMHOMNKUTENEH ¢ U d, CTUpPaAET C MOCKM BLIOpAHHOE YMCJIO U
MUTIeT BMECTO Hero mBa Takux uuciaa ¢ u d , uro [c—c| =2 u |d—d'| = 2.
Tperuii yyeHuK BLIOMpaAET B CBOIO OYepenb OJHO W3 YKCEJ Ha MOCKE U 3a-
MEHsIeT €ro Ha JBa HOBLIX YMCJA, MOJIYUYEHHLIX [0 TOMY K€ IPaBUIY, U T.I.
Bo3moskHO M, YTO mocie TOro, Kak HEKOTOPOE YKCJIO yUYEHUKOB MOOLIBAET
y HOCKU, BCE HAXOAAMMUECS HA MOCKe Yrcia OymyT paBHLI 97

4. Ilycto a1, ag, a3, a4, a5 TaKWe NEHCTBUTENLHLIE YKCIIA, YTO HE MeHee ueM N
13 HONMAapHO B3ATLIX CYMM a; + aj, TJe ¢ < j, ABJIAIOTCA HEJLIMU YUCIaMU.
Hatitu manbonnimee yuciao N, mjss KOTOPOro BO3MOKHO, UTO HE BCE TaKUe
CYMMBI @; + @ ABJIAIOTCA HEILIMU YUCIAMHA.

5. Koms mocrpoun pobora, KOTOPLIA ABUTAETCS BIOOIL TOPOKKU, UMEIOIIEH
$opMy UPABUILHOIO BOCLMUYLOJNLHUKA, U IPOXOAAT OJHY CTODPOHY
BOCHLMUYTOJLHUKA POBHO 3a 1 MuHyTy. POGOT HAUMHAET IBUKEHUE U3 BEP-
MUHELI A BOCLMUYTOJNLHUKA U JaJiee, TOCTUTHYB JI0OYIO U3 BEPIIUH, MOKET
aubO ABUTATLCA MAJbINE B TOM K€ HAIPABJICHUU, TUOO PA3BEPHYTLCA U
ABUTATLCA B 0OpaTHOM HanpasieHur. CKOJILKUMU PA3IUUHLIMU CIOCOGaMU
MOKET IBUTATLCA PODOT, Tak UTOOLI Uepe3 M MUHYT OH OKA3aJCSA B BEp-
muHe B, mIpoTuBONONOKHOA Bepmuae A7
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XII gnacc

Bpewms, orBonguMoe qiif pemreHus: 5 4acoB.
Beproe u mocrarouno 060CHOBAHHOE PEIICHUE KaKIOW 3amadu gaeT 7 OAIIOB.
I[Monb3oBaTbCAa KAIbKYJIATOPOM He pa3pemaercs.

1.

I[Mers, FOpa, Kars m Mama crosar mepen BXOAOM B TeMHLIA TyHHeJ L. Ha
YeTBEPHIX Y HUX KMMeeTcsa OauH (akesa, 6e3 KOTOPOro HU OIWH U3 HUX He
pemaercs HAXOMUTLCSA B TYHHEJEe, KpOMEe TOrO TYHHEJIL TAKOW y3KU#, dTo
BMeCTe TaM MOIYT IBUTATLCSA He Oojiee MByX 4YesioBek. lleTs moskeT mpo-
XomuTh TyHHEJIbL 3a 1 muuyTy, Opa 3a 2 Mmumyrte, Kats 3a 5 munyTr n
Mama 3a 10 mumayT. HalitTm HamMmeHblmee BO3MOKHOE BpEMs, 3a KOTOPOE
BCE IPOIIYT Uyepe3 TYHHEb.

Mosker au umcso, cocrosmee TOIbKO u3 mudp 2 m 0, ObITH k-Off CTEneHbIO
HEKOTOPOrO MOJIOKUTEJILHOTO IEJIOro yucia, riae k > 27

IlokazaTh, UTO TOJIOKUTEILHLIE NeCTBUTENLHLIE Yuciaa a, b m ¢ ymoB-
JIETBOPSAIOT HEPABEHCTBY

2(a* +0* + ) < (a® + % + )2

TOra U TOJLKO TOTJA, KOTJA HAWAETCS TPEYTOJLHUK C JIUHAMU CTOPOH .,
buc.

Bce BepmuHLI BLITyKI0TO YeThipexyroabanka ABC D HAXOOATCS HA OKPYiK-
vHoctu w. Jlyun AD u BC mnepeceratorcs B Touke K, a nmyun AB u DC
mepeceraroTcsi B Touke L. JlokaszaTn, UTO ONMCAHHAS OKOJO TPEYTroJb-
uuka AKL OKPY:KHOCTL KaCaeTCsl OKPY:KHOCTM w TOTJA M TOJLKO TOTHA,
KOTJIa OMUCAHHAA OKOJIO Tpeyroiapuuka CK L OKpY:KHOCTL KACAETCS OKPYK-
HOCTU W.

Ha nwae poxnenus Komu Mexmy rocTsiMu pasnllPLIBAIOT HEKOTOPOE UKCJIIO
OIVHAKOBBIX NMPU30B TAK, YTOOLI KAKIBLIA FOCTH MOKET MOJYyUYUThH HE Dosee
yeM omuH npm3. VI3BecTHO, UTO eciau ONpPuU30B OBLIO OBl HA OOWH MEHbIIE
4yeM B IOeWCTBUTEILHOCTH, TO BO3MOKHLIX paclpeleseHH#l IPU30B Cpenu
rocreit 610 661 Ha 50% MeHLITE YeM B HeACTBUTENLHOCTHU; €CJU Ke IPU-
30B ObwIO ObI Ha OOWH OOJbINE UeM B AeHCTBUTEILHOCTU, TO BO3MOMKHBIX
pacrpeneseHuid mpu30B cpemms rocre 6wputo 6n1 ma 50% Gosanme udem B
neicrBuTeabHOCTU. HaliTu UmMCa0 BO3MOKHDLIX pacCIpemesieHnud mTpu3oB.
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Lahendused ja vastused

IX klass

1. Vastus: 45°.
Olgu M tipust A 16igule KL tommatud ristldigu aluspunkt (vt. joo-
nist 1). Téaisnurksed kolmnurgad ABK ja AMK on kongruentsed,
sest neil on iithine hiipotenuus AK ja iiks paar vordse suurusega te-
ravnurki. Seega |[AM| = |AB| = |AD], s.t. tdisnurksed kolmnurgad
AML ja ADL on samuti kongruentsed ning

(KAL=/KAM + /LAM = /KAB + /LAD ,

kust

2/KAL =/KAM + /LAM + /KAB + /LAD = 90°

ning /KAL = 45°.

D L C
M
K
A B
Joonis 1

2. Vastus: ei.
Kui iiks iilesande tingimusi rahuldavatest numbritest a, b ja ¢ on
paaris, siis peavad need numbrid koik olema paaris (toepoolest, kui
néiteks ¢ on paaris, siis peab ab olema paaris, kust b on paaris; niiiid



a
peab ka ¢a olema paaris, kust a on samuti paaris). Siis aga on ka 3

g ja g iilesande tingimusi rahuldavad numbrid. Seega voime iildisust
kitsendamata eeldada, et need numbrid on koéik paaritud. Paneme ka
téahele, et iikski neist numbritest ei saa olla 5, sest siis peaksid ka kaks
iilejddnut olema 5. Niisiis piisab vaadelda numbreid 1, 3, 7 ja 9 ning
itks numbritest a, b ja ¢ peab olema 3 voi 9. Ulejésinud kahest numb-
rist moodustatud arv peab seega jaguma 3-ga, mis aga on vo&imalik
ainult juhul, kui need kaks numbrit on 3 ja 9. Saadud vastuolu néitab,
et iilesande tingimustele vastavaid numbreid a, b ja c ei leidu.

Vastus: 2n — 3.
Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a1 < as < ... < a,. Siis

aptax<ataz<...<art+a,<asta, <...<ap-1+an,

s.t. erinevaid summasid on igal juhul vihemalt 2n—3. Véttes arvudeks
a; arvud 1, 2, ..., n ndeme, et minimaalne summa on 1+ 2 = 3 ja
maksimaalne (n—1)4n = 2n—1, s.t. erinevaid summasid on sel juhul
tapselt 2n — 3.

Vastus: jah.

Olgu Mari kirjutatud arvud a, b, ¢, d ja e (need ei tarvitse olla
koik erinevad). Koigepealt saab Jiiri arvud a ja b asendada vordsete
arvudega © = ¢ + d — e. Seejérel saab ta arvud ¢ ja d asendada
arvudega e + x — x = e ning 1opuks arvud z asendada arvudega
e+e—e=ce:

(a7 b7 C’ d’ e) - (x7 x? C’ d’ 6) - (x’ x) e’ e? 6) - (67 67 e? e’ 6) *

Vastus: hukati toerdikija ja seejarel jdid saarele ainult valetajad, s.t.
valetajaid on pérast hukkamist rohkem kui toeréékijaid.

Kui alguses oleksid saarel olnud ainult valetajad, oleksid ka nende
sobrad olnud koik valetajad, s.t. nende titlused esimesel kiisitlusel olek-
sid olnud tdesed — vastuolu.

Kui aga pérast hukkamist oleks saarel moni toerédékija, siis pidanuks
tema ftitlused nii esimesel kui ka teisel kiisitlusel olema toesed — see
pole aga voimalik, sest {ihe parismaalase hukkamise tulemusena ei saa
kellegi valetajatest ja toerdikijatest soprade arvude vahe muuta méarki.



X klass

1. Olgu m = dm' ja n = dn’, kus SUT (m’,n') = 1. Siis v = m'n’d
ning {ilesande tingimusest saame 3m’d + n'd = 3m'n'd + d, kust
3m'+n' =3m'n’ +1 ehk (3m' —1)(n' —1) =0. Et 3m’ —1 # 0, siis
n’ —1 =0 ning seega n = d on arvu m jagaja.

2. Kui H on kolmnurga ABC korguste loikepunkt, siis AC L BH ja
BC 1 AH ,s.t. C on kolmnurga ABH korguste 16ikepunkt. Vaatleme
niitid kolme voimalikku juhtu.

(1) Kolmnurk ABC' on teravnurkne (vt. joonist 2). Siis punkt H asub
kolmnurga ABC' sees ning seega punkt C' asub kolmnurgast ABH
véljaspool, mistdttu kolmnurk ABH on niirinurkne.

(2) Kolmnurk ABC' on niirinurkne ja ZACB on teravnurk. Uldisust
kitsendamata eeldame, et niirinurk on tipu B juures (vt. joonist 3).
Et punkt H asub kolmnurga ABC' pikimale kiiljele AC' tdmmatud
korguse pikendusel iile tipu B, siis punktid C' ja H asuvad sirgest
AB erineval pool. Seega punkt C asub kolmnurgast ABH véljas-
pool, mistdttu kolmnurk ABH on niirinurkne.

(3) Kolmnurk ABC' on niirinurkne ja ZACB on niirinurk (vt. joo-
nist 4). Siis punkt H asub kolmnurga ABC kiiljele AB téommatud
korguse pikendusel iile tipu C'. Seega punkt C' asub kolmnurga ABH
sees, mistottu kolmnurk ABH on teravnurkne.

20,

A B A c A B

Joonis 2 Joonis 3 Joonis 4

3. Vastus: 30.

Kui arvude a; hulgas on m paaritut arvu, siis Juku leitud paarituid
arve on maksimaalselt

f(m) = W‘F?mw—m):%( 2 —m+28m —4m?) =



o =3 -))

ning f(m) maksimaalne viidrtus on f(4) = f(5) = 30.

Ja#b iile ndidata, et need paaritud arvud voivad olla koik erinevad. Sel-
leks vGime votta néiteks a1 = 2, as =4 ja ag = 6 ning a4 = 25 = 52,
as = 125 = 5%, ag = 15625 = 5% ja ar = 9765625 = 5'°. Siis nende
arvude paaritud vahed on

19, 21, 23, 119, 121, 123, 15619, 15621, 15623,
9765619, 9765621, 9765623;

nende arvude paaritud summad on

27, 29, 31, 127, 129, 131, 15627, 15629, 15631,
9765627, 9765629, 9765631

ning nende arvude paaritud korrutised on

55’ 587 59, 5127 513’ 516.

Joonis 5 Joonis 6

4. Vastus: 3+ 4v/2.
Vaadeldava murdjoone lillideks on kuubi servad pikkusega 1 ja kuubi
tahkude diagonaalid pikkusega v/2. Et kuubil on 8 tippu ning murd-
joon ei ldbi iithtegi tippu rohkem kui iiks kord, siis saab tal olla iilimalt
7 lili. Véarvides kuubi tipud kahe virviga nii, et naabertipud oleksid
erinevat vérvi (vt. joonist 5), ndeme, et kuubi vastastipud on erine-
vat virvi ning mistahes tahu vastastipud on sama vérvi — seega peab



murdjoon sisaldama paaritu arvu kuubi servi. Ulaltoodud viirvimisest
jéreldub ka, et murdjoon ei saa sisaldada jérjest iile kolme liili, mis on
kuubi tahkude diagonaalid (kuna nende otspunktid oleksid siis kaik
ithte vérvi ja kuubil on ainult 4 iiht varvi tippu). Kui niiiid murd-
joon sisaldaks iihe kuubi serva ja kuus tahkude diagonaali, siis peaks
selle kummaski otsas olema kolm liili, mis on kuubi tahkude diago-
naalid — on lihtne kontrollida, et nende liilide paigutamiseks on siim-
meetria tédpsusega iiksainus véimalus ning saadavad murdjoone osad
ei ole ithendatavad kuubi servaga. Seega ei saa vaadeldav murdjoon
olla pikem kui 3 +4v/2; sellise pikkusega sobiv murdjoon on niidatud
joonisel 6.

Vastus: 3" + 1.

Olgu S,, pérast n-ndat opilast tahvlil olevate arvude summa. Tdesta-
me induktsiooniga, et S, = 3"+1.Kui n = 0, siis Sg = 2 = 3°+1. Eel-
dame niiiid, et k opilase jirel on tahvlil olevate arvude summa 3% +1.
Siis k£ + 1 opilase jarel on tahvlil kéik & opilase jarel tahvlil olnud
arvud ning lisaks (k + 1). dpilase kirjutatud summad — seejuures iga
k opilase jirel tahvlil olnud arv kuulub tépselt kahe sellise summa
koosseisu, vélja arvatud kaks dérmist arvu 1, mis kuuluvad ainult iihe
sellise summa koosseisu. Seega

Spy1 =Sk +28, —2=33F+1)—2=31 41,

XTI klass

1.

2.

82
Vastus: a = ——.
astus: a 9

Paneme tihele, et muutuja vahetusega t = x* saame ruutvorrandi ¢
suhtes, ning vorrandil z* = ¢, on iilimalt kaks lahendit, mis on sel ju-
hul teineteise vastandarvud. Seega juhul, kui vorrandil 284+az*+1 =0
on neli lahendit, peavad need olema kujul +xy ja +x;. Eeldades iil-
disust kitsendamata, et 7 > g, ndeme, et need lahendid on aritmee-
tilise jada jarjestikusteks litkmeteks siis ja ainult siis, kui 1 = 3xg.
Vorrandi #2 4 at + 1 lahenditeks on siis xj ja 81zg ning Viete'i vale-

1 82
mitest saame, et 8lz5 = 1, kust zj = 9’ ning a = —82z3 = ~5

4

364 25V/3

Vast
astus 1



Olgu vaatluse all kolmnurk ABC' ja punkt P ning olgu |PA| = 3,
|PB| = 4 ja |PC| = 5. Porame kolmnurka 60° vorra iimber ti-
pu C, nii et tipp A asetub tipu B kohale ja tipp B kujutub punk-
tiks B’ (vt. joonist 7). Punkt P kujutub siis punktiks P’ kusjuures
|P'B| = |PA| = 3, |P'B'| = |PB| = 4 ja |P'C| = |PC| = 5. Et
lsikude C'P ja CP’ vaheline nurk on 60°, siis on kolmnurk CPP’
vordkiilgne, s.t. |PP’| = 5. Niiiid

|PB|* + |P'B> = 4>+ 3° = 5° = |PP'?,

mistéttu /PBP' = 90°. Et kolmnurgad APB ja BP'B’ on kong-
ruentsed, siis

LABP + /BAP = /ABP + /B'BP" = 120° — 90° = 30°

ning ZAPB = 180° — 30° = 150°. Koosinusteoreemist kolmnurgas
APB saame niiiid

|AB|* = |AP|*> + |BP|*> —2-|AP| - |BP|-cos LAPB =
3
- 9+16+24-§:25+12\/§
3 36 + 25v/3
ning otsitav pindala on S = % |AB? = %\/_

Joonis 7

3. Vastus: ei.

Alguses tahvlile kirjutatud 2002-kohaline arv 999...9 annab 4-ga
jagamisel jadgi 3, arv 9 aga jadgi 1. Kui N = ab ning N annab 4-ga



jagamisel jasigi 3, siis iks arvudest a ja b annab 4-ga jagamisel jasgi 1
ja teine jadgi 3 ning arvu N asemele tahvlile kirjutatavatest arvudest
a ja b (kus |a —ad'| =2 ja |[b— V| = 2) annab samuti iiks 4-ga
jagamisel jadgi 1 ja teine jadgi 3. Seega on iga sammu jarel tahvlil
vihemalt iiks arv, mis annab 4-ga jagamisel jadgi 3, mistottu ei ole
voimalik, et mingi arvu sammude jérel oleksid seal ainult arvud 9.

Vastus: 6.

Vottes arvudeks a; neli tdisarvu ja ithe mitte-tédisarvu, saame 6 téis-

arvulist ja 4 mitte-tdisarvulist summat. Tdhistagu edaspidi {c} arvu

¢ murdosa, s.t. ¢ =c—|[c], kus ¢ on arvu ¢ téisosa, ning 0 < {c} < 1.

Et toestada N = 6 maksimaalsust, paneme tahele, et:

(a) kui {a} # {b} ja ¢ on suvaline reaalarv, siis summadest ¢+ a ja
¢+ b ilimalt {iks voib olla taisarv;

(b) kui a =b, siis a+ b on téisarv siis ja ainult siis, kui {a} = 0 voi
{a} =0,5;

(c) kui {a} # {b} ja a+ b on tiisarv, siis {a} ja {b} ei ole 0 ega
0,5.

Vaatleme niitid 5-elemendilise hulga erinevaid voimalikke tiikeldusi
alamhulkadeks, kus iihte alamhulka kuuluvad sama murdosaga arvud.
(1) Kui {a1} = {as} = {as} = {aa} = {as} ning summade a; + a;
hulgas on téisarve, siis vastavalt punktile (b) on need summad koik
téisarvud.

(2) Kui {a1} = {az} = {as} = {a4} = = ning {as} # =, siis juhul, kui
x eiole 0 ega 0,5, on meil vastavalt punktile (b) iilimalt 4 téisarvulist

-3
summat, vastasel juhul aga vastavalt punktile (c) iilimalt — = 6

taisarvulist summat.

(3) Kui {a1} = {as} = {as} = « ning {as} = {a5} = y # x, siis juhul,
kui z ega y ei ole 0 ega 0,5, on meil vastavalt punktile (b) iilimalt
2-3 =6 téisarvulist summat, vastasel juhul aga vastavalt punktile (c)
ilimalt 2 + 3 = 5 téisarvulist summat.

(4) Kui {a1} = {az} = {as} = = ning {as} =y ja {as} = z (kus =,
y ja z on koik erinevad), siis juhul, kui x ei ole 0 ega 0,5, on meil
vastavalt punktidele (a) ja (b) iilimalt 3 tdisarvulist summat, vastasel
juhul aga vastavalt punktile (c) iilimalt 1+3 = 4 téisarvulist summat.
(5) Kui {a1} = {a2} = z ning {as} = {a4} =y ja {as} = z (kus
x, y ja z on koik erinevad), siis juhul, kui = ega y ei ole 0 ega 0,5,



on meil vastavalt punktidele (a) ja (b) iilimalt 2 -2 = 4 téisarvulist
summat, vastasel juhul aga vastavalt punktile (c) iilimalt 2 + 2 = 4
téisarvulist summat.

(6) Kui {a1} = {a2} =« ning {as} =y, {as} = z ja {as} =t (kus z,
y, z ja t on koik erinevad), siis juhul, kui « ei ole 0 ega 0,5, on meil
vastavalt punktidele (a) ja (b) iilimalt 2+ 1 = 3 téisarvulist summat,
vastasel juhul aga vastavalt punktidele (a) ja (c) iilimalt 1+ 1 = 2
téisarvulist summat.

(7) Kui arvud aq, as, as, aq, a5 on koik erineva murdosaga, siis on
meil vastavalt punktile (a) iilimalt 2 téisarvulist summat.
Kokkuvéttes négime, et rohkem kui 6 téisarvulist summat a;+a; saab
olla ainult juhul (1), ning sel juhul on kéik summad a; +a; tdisarvud.

Vastus: kui n = 2k, siis 28712871 — 1); kui n = 2k + 1, siis 0.
Lahendus 1. Virvime kaheksanurga tipud vaheldumisi mustaks ja val-
geks. Kuna tipud A ja B on iihte virvi ning iga minutiga liigub robot
iiht vérvi tipust teist vérvi tippu, siis peab roboti teekond tipust A
tippu B kestma paarisarvu minuteid.

Nummerdame tipud péripdeva 1-st 8-ni, alustades tipust A (tippu B
tihistab siis arv 5), ja mérgime jirjendina a®) = (agk), aék), cee aék))
voimaluste arvud, kuidas robot voib k& minutiga jouda tippudesse
1, 2, ..., 8. Téestame induktsiooniga m jargi, et iga m > 1 korral

a(Zm) — (221’!1—2 + 2m—1’ 0’ 22m—27 07 22m—2 _ 2m—1’ 0, 227?’1—27 O) .

Kui m = 1, siis on robot ldbinud 2 16iku. Ta voib ldbida need kaks
16iku iihes suunas voi alustada iikskoik kummas suunas ning poorata
vahepeal {imber ja jouda tippu 1 tagasi. Jarelikult

a® =(2,0,1,0,0,0,1,0) ,

mis on kooskolas toestatava viitega.

Eeldame niitid, et vdide kehtib juhul m = k. Téahistame liithiduse
mottes 2F 1 = s, siis

a®*) = (s 4+5,0,5% 0,52 —5,0,5%0) .

Jargmisele minutile vastava voimaluste jarjendi leidmiseks tuleb iga
tipu M puhul liita tema naabertippudele vastavad arvud eelmisel mi-



nutil, sest tippu M v6ib robot liikuda ainult kummmagi naabertipu
kaudu. Jérelikult

aZF+D) = (0, 25% 4 5, 0, 25% — 5, 0, 25% — 5, 0, 25% + 5)
ning analoogiliselt
a2k+2) = (45% 4 2s, 0, 45%, 0, 45% — 25, 0, 457, 0) .

Kuna 4s? = 22 ja 2s = 2| siis oleme toestanud, et viiide kehtib ka
juhul m = k 4+ 1. Voéimaluste arv, kuidas robot voib jouda n = 2k
minutiga tippu B = 5, on niisiis 22572 — 2F=1 = gk=1(ok=1 _ 1),

Lahendus 2. Nummerdame kaheksanurga tipud péripdeva 0-st 7-ni,
nii et tipu A juures on 0 ja tipu B juures 4 (edaspidi vaatleme tippu-
de numbreid igal pool modulo 8). Paneme tihele, et kui robot asub k.
minutil tipus Ty, siis (k+1). minutil asub ta tipus Ty + 1 voi T} — 1
modulo 8 — niisiis iga minutiga liitub tipu numbrile, kus robot para-
jastion, kas 1 véi —1 modulo 8. Seame roboti igale n minutit kestvale
litkkumisele vastavusse summa, .S, mis koosneb n liidetavast 1 voi —1.
Naiteks S = 14+ 1 — 14 1 tdhendab, et robot liikus kaks minutit
péripdeva, siis ithe minuti vastupéeva ja seejirel uuesti ithe minuti pé-
ripdeva. Seejuures m minuti jirel asub robot tipus S modulo 8 ning
roboti erinevate lilkumiste ja summade S vahel on iiksiihene vastavus.
Robot jéuab n minutiga tipust A = 0 tippu B = 4 parajasti siis, kui
vastav summa S koosneb n liidetavast ning S =4 (mod38).

Olgu S,, koigi n liidetavaga summade S hulk, siis |S,| = 2". Olgu
Sg) selliste n liidetavaga summade hulk, mis annavad 8-ga jagamisel
jadgl i (i =0,1,...,7). Uurime, kuidas soltub |S,(l4)| arvust n.
Tmselt [S(Y] =0, kui n on paaritu (iildisemalt |S%)| = 0, kui m ja k
on erineva paarsusega, sest koik summad hulgas S, on sama paarsu-
sega nagu arv m ). Ilmselt |SZ(14)\ =2=2-1ja |Sé4)| =6-2=12=4-3
(esimesel juhul on sobivas summas koik liidetavad samamiirgilised; tei-
sel juhul peame valima iithe, mis on teistest erineva mérgiga: selle lii-
detava valikuks on 6 vdimalust ja tema mérgi valikuks 2 véimalust).
Toestame induktsiooniga, et |S£i)| =2F=1(2k=1 1),

Paneme tédhele, et igast summast hulgas Sff) saame kahe liidetava
16ppu lisamisel tédpselt kaks erinevat summat hulgast 57(122 — jadk ei

muutu, kui lisame +1—1 véi —141. Igast summast hulgas Sr(f) saame



ka tépselt ithe summa hulgas S,(frf ), lisades +1 + 1, ja ithe summa
hulgas Sy(f_j ) lisades —1—1 (indekseid vaatleme modulo 8). Uhestki
summast hulgas S,(Li) ei saa kahe liidetava lisamisel summat hulgast
Sn+2, kus m =4+ 1 voi |m —i| > 2. Seega

15,1 = 2[SO| + 5P| + 59|,

[Sipal = 2P|+ 50 + 1851

5521 = 218 + 15D +15]

[Sial = 218 + 18] + 1S5 .

Niitid n = 2k korral

1580,1 = 2180 + 5P| + 50| =
= 2SO |+ (218, + 18] + 1S, 1) +
6 0 4
+ 2180, + 188, +1852,]) =
= 2|SW| 4+ 2|8, _,|
(sest 57(117)2 = Sr(ffz = S =5, (7) = 0) ning seega vastavalt indukt-

siooni eeldusele

|S7(l4—=z2| — 2.2]671(2]@‘71 _1)+2 22k 2 22k 1 2k+22k71 —
= 2%k _ gk —ok(2k _ 1),

Lahendus 3. Samuti nagu eelmises lahenduses nummerdame kahek-
sanurga tipud péripédeva 0-st 7-ni (kisitledes tippude numbreid mo-
dulo 8) ning vaatleme roboti litkumistele iiksiiheselt vastavaid sum-
masid S, kus liidetavateks on 1 ja —1. Robot jouab n minutiga ti-
pust A =0 tippu B = 4 parajasti siis, kui vastav summa S koosneb
n lildetavast ja S =4 (mod 8). See tingimus aga kehtib parajasti siis,
kui n = 2k > 4 ja summas S on parajasti k+2444 liidetavat +1, kus
1 on mingi tiisarv — seega voime vabalt valida ..., k—6, k—2, k+2,
k46, ...liidetavat, mille ette paneme plussi, ning iilejddnute ette pa-
neme miinuse. (Téepoolest, olgu s liidetavat plussmirgiga, siis 2k — s
liidetavat on miinusmirgiga ja S = s — (2k — s) = 2s — 2k = 4 (mod 8)
ehk samaviirselt s — k = 2 (mod4).)

Voimalusi roboti tee valimiseks nii, et ta n minutiga jéuaks punk-
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tist A punkti B, on niisiis ...—|—C’§k_6 +C§k_2 —|—C§,j'2 +C§,:'6 +...,
kus C} téhistab kombinatsioonide arvu ¢ elemendist s kaupa ning
C;=0,kui s <0 voi s>t.

Markus. Naitame induktsiooniga k jérgi, et
Sop =...+ O S+ O 2+ CEP2 + CEF6 4 =2r 12k 1)

Kui k = 2, siis C) + C} =2 = 2" (2! —1). Kehtigu niiiid viide k
korral, siis k + 1 jaoks saame (kasutades seost Cf, = C; ' + CF)

Soktz = ...+ Chly + Coly + Oy, + Ol + .. =
= o Oy + O + Oy + Oy +
+OR + O+ O O+ =
= +C5Treck v oE T on R+
+205 2+ CET+ O 4205 +
+CEF 4 OFFS 1 oCkre ok 4 =
=...+CET+CEPros A+ op HOE Ol
+CSP T2 22 o) =
=...+ 051;81 + 051;71 + 051;61 + 051;51 +
+ Ot + Oy + O + Oy +
+ Oy + O3 + O3 + C52 +
+ O+ O+ O+ O+
42212k ) =
= 92k=1 4 9. gh—l(gk=1 _ 1) _ gk(gk—1 | ok=1 1) _
=2F@2F —1).

XII klass
1. Vastus: 17 minutit.

Veendume koigepealt, et kogu seltskonnal on véimalik tunnel 1dbida
17 minutiga:

1) Peeter ja Jiiri ldbivad tunneli (2 minutit);
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2) Peeter toob torviku tagasi (1 minut);

3) Kati ja Mari ldbivad tunneli (10 minutit);
2

5) Peeter ja Jiiri ldbivad tunneli (2 minutit).

Jiiri toob torviku tagasi (2 minutit);

Niitame niiiid, et vihem kui 17 minutiga pole koigil voimalik tunnelit
lébida. Ilmselt tuleb tunnel kokku l&dbida paaritu arv kordi ning vé-
hemalt 5 korda: 3 korda périsuunas ja 2 korda vastassuunas torviku
tagasitoomiseks (ithest torviku tagasitoomisest ei piisa, kuna selle jérel
on tunneli alguses vihemalt 3 inimest, kes ei saa korraga tunnelit 14bi-
da). Kui tunnel ldbitakse 7 vdi rohkem korda, siis kulub selleks mitte
viahem kui 10 + 2 + 5 -1 = 17 minutit. Kui tunnel ldbitakse 5 korda,
siis parisuunaliselt minnakse iga kord kahekesi ja see votab aega vihe-
malt 2 minutit, kusjuures iiks kord (kui libiminejaks on Mari) kulub
aega 10 minutit. Kui torviku tagasitoojaks on mélemal korral Peeter,
siis peab Peeter osalema ka igas tunnelit parisuunaliselt ldbivas paaris,
mistdttu Kati ja Mari peavad tunneli labima eraldi ning kokku kulub
mitte vihem kui 10 +54 2+ 2 -1 = 19 minutit. Kui aga iihel korral
ei ole torviku tagasitoojaks Peeter, siis kulub kokku mitte vihem kui
104+2+ 242+ 1 = 17 minutit.

2. Vastus: ei.

Olgu N ainult numbritest 2 ja 0 koosnev arv, mis 1opeb ¢ nulliga
(t >0), siis

N=2..2-100=T1...1-2t%t.5",

kus arvus 2...2 punktiiriga ndidatud osa koosneb numbritest 2 ja 0
(arvus 1...1 vastavalt 1 ja 0). Kuna tegur 1...1 ei jagu 2-ga ega
5-ga, siis juhul, kui N = n*, peavad nii t + 1 kui ka ¢ olema arvu k
kordsed, mistottu k= 1.

3. Viies koik liitkmed iihele poole, avades sulud ja koondades sarnased
litkkmed saame, et iilesandes antud vorratus on samavéérne vorratusega

a* + bt + ¢ — 242 — 2% — 2¢%a% < 0.
Teisendame selle vorratuse vasakut poolt:

at + v + ¢t — 2a%h% — 202 — 2¢%a® =
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= (a® + 0% — *)? — 4a*V* =

= (a® +b* — ¢ — 2ab)(a® + b* — ¢* 4 2ab) =
= ((a—b)2 —62)) ((a+b)2 —02) =
=(a-b+c)la=b—c)la+b+c)a+b—2c).

Ulesandes antud vorratus on niisiis samavéirne vorratusega
(a+b+c)lat+tb—c)b+c—a)(c+a—b)>0. (1)

Siin esimene tegur on positiivne ning iilejddnud teguritest ei saa roh-
kem kui iiks korraga olla negatiivne (olgu néiiteks a +b — ¢ < 0 ja
b+ c—a < 0, siis nende vorratuste liitmisel saame 2b < 0 — vas-
tuolu). Seega kehtib vorratus (1) siis ja ainult siis, kui arvudest a, b
ja ¢ mistahes kahe summa on suurem kolmandast, s.t. need arvud on
mingi kolmnurga kiilgede pikkusteks.

Joonis 8

4. Lahendus 1. Olgu w; ja wq vastavalt kolmnurkade AKL ja CKL im-
berringjooned (vt. joonist 8). Oletame, et ringjooned w ja ws puutu-
vad teineteist punktis C', ning olgu Iy nende iihine puutuja. Et koolule
toetuv piirdenurk on vordne nurgaga selle koolu ja tema otspunktis
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ringjoonele tdmmatud puutuja vahel, siis
(KLC = /KCly=/BClys = /BDC

mistdttu KL || BD. Seega /ADB = /AKL ning jérelikult ringjoo-
nele w punktis A témmatud puutuja moodustab kdoluga AB sama
suure nurga nagu ringjoonele w; punktis A tdmmatud puutuja moo-
dustab kooluga AL. Et punktid A, B ja L on iihel sirgel, siis ring-
joontel w ja w; on punktis A iihine puutuja [y, s.t. need ringjooned
puutuvad teineteist punktis A.

Rakendades sama arutelu vastassuunas néitame, et ringjoonte w ja wy
puutumisest punktis A jéreldub ringjoonte w ja wo puutumine punk-
tis C'.

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses olgu w; ja wso vastavalt
kolmnurkade AKL ja C'K L timberringjooned. Kui ringjooned w ja wy
puutuvad teineteist punktis A, siis leidub selline homoteetiateisendus
keskpunktiga punktis A, mis viib ringjoone w ringjooneks w;. Et K
on sirge AD ldikepunkt ringjoonega wi ja L on sirge AB lodikepunkt
ringjoonega w; ning punktid B ja D paiknevad ringjoonel w, siis see
homoteetia viib punkti D punktiks K ning punkti B punktiks L,
mistottu KL | BD. Et seejuures 1digud BK ja DL ldikuvad punk-
tis C, siis leidub homoteetiateisendus keskpunktiga C', mis viib punk-
ti B punktiks K ning punkti D punktiks L. See homoteetia viib siis
kolmnurga C'DB timberringjoone w kolmnurga C'K L timberringjoo-
neks ws, mistéttu ringjooned w ja wo puutuvad teineteist punktis C'.

Analoogiliselt nditame, et ringjoonte w ja ws puutumisest punktis C'
jéreldub ringjoonte w ja w; puutumine punktis A.

Vastus: 2002.

Lahendus. Téhistame k voidu voimalike jaotumiste arvu n kiilalise
vahel stimboliga C’,f. Paneme téhele, et mistahes k voéidu jaotumise
n kiilalise vahel saab iihe lisavoidu véljaloosimisega iilejadnud n — k
kiilalise seas tdiendada n — k erinevaks k + 1 voidu jaotumiseks. Iga
k41 voidu jaotumine on niimoodi saadav aga k+1 erinevast k voidu
jaotumisest (k + 1 voidust iikskoik millise voime lugeda lisavoiduks).
Seega mistahes n > 0 ja 0 < k < n korral kehtib valem

n—k

CkJrl _ .
" k+1

cr . (2)
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Tahistagu jargnevas n ja m vastavalt kiilaliste arvu ja tegelikku
voitude arvu. Ulesande tingimustest saame vorrandisiisteemi

. Cm—l

n

cr =

n

olw N
—
S
=

cptt = S.om

n

Asendades siin vorduste vasakud pooled valemi (2) jirgi, saame

n_m+1_0m—1:2.cm—l
m n n
n—m 3
oM = —.om
m+1 " 2 "

Et iilesande tingimuste jérgi ilmselt C™ > 0 ja C™ ! > 0, saame
esimesest vorrandist n —m + 1 = 2m, kust n = 3m — 1, ning teisest
vorrandist 2(n —m) = 3(m + 1). Asendades siin n = 3m — 1, saame
dm — 2 = 3m + 3, kust m = 5 ja n = 14. Jdib veel leida voitude
jaotumiste arv 14 kiilalise ja 5 voidu korral:

13 12 11 10

Ci”4:C114~3- g g = l4-13-11=2002.
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9. klass

Ulesanne 1 (Lea Lepmann)

Sisuka lahenduse eest:
naidatud, et tipu L juurde tekib 2 vordset nurka
eeldusel, et tipu L juures 2 vidrdset nurka, on leitud otsitava nurga suurus

Joonisel nurgad uldkujul esitatud, kuid lahendusidee puudub
Vastus saadud erijuhu péhjal

Ulesanne 2 (Elts Abel)

Naidatud, et arvud a,b ja ¢ on sama paarsusega
Naidatud, et ei sobi Ukski paarisarvudest
Naidatud, et ei sobi Ukski paaritutest arvudest

Ulesanne 3 (Hannes Jukk)

Monedel konkreetsetel juhtudel leitud 6ige miinimum (n=2, n=3)
Jarjestab arvud ay, a,, ..., &, suuruse jarjekorras (Uldisust kitsendamata)
Arvulistel juhtudel proovitud ja sealt jdutud tulemuseni

Realiseeritud aritmeetilise jadaga, pdhjendamata miks on vahim
P&hjendatud, miks m on vdhemalt 2n-3, aga realiseerimata miinimum
P&hjendatud, miks m on vdhemalt 2n-3 ja realiseeritud miinimum

Ulesanne 4 (Urmo Kaber)

Vale vastus v8i ebakorrektne tBestus
Esitatud on korrektne tBestuskaik, mis viib 8ige vastuseni

Ulesanne 5 (Mart Abel)

Oige vastus.

Naidatud, et hukatu oli tderaakija.

Naidatud, et alguses pidi olema véahemalt 1 tGeraékija.
Naidatud, et alguses ei saanud olla rohkem kui 1 tBeré&akija.

4p.
3p.
7p.

1p.
1p.

1p.
3p.
3p.
7p.

1p.
1p.
4p.
4p.

7p.

0p.
7p.

1p.

2p.
2p.

7p.




10. klass

Ulesanne 1 (Konstantin Tretjakov)

Tahelepanek, et vd = mn
Tuletamine, et (3m-d)(n-d) =0
Lahenduse I8puni viimine

Paljud tdestasid, et sellest, et m jagub n-ga, jareldub antud vdrdus. Niisugused
lahendused punkte ei saanud.

Ulesanne 2 (Toomas Paaver)

Lootustandev suund, kuid veenev tdestus puudub
Veenev Uhtepidi tdestus
Veenev tdestus mdlemas suunas

Ulesanne 3 (Indrek Zolk)

Korrektselt leitud, et ei dnnestu saada rohkem kui 30 paaritut arvu
Sealhulgas:
tuntakse paaris- ja paaritute arvude korrutamise, litmise ja lahutamise reegleid
korrektselt pdhjendatud, et ei saa olla rohkem kui 30 paaritut arvu
Pdhjendatud, et vaadeldavad 30 paaritut arvu saavad olla kéik erinevad

To66d, kus pdhjendus, et ei saa olla rohkem kui 30 paaritut arvu, oli ebataielik, said selle
osa eest 3 asemel 1 punkti. Oluliste arvutusvigadega t66d said 1 punkti vahem.

Kdik lahendajad olid tilesandega vahemalt jdudu proovinud. Enamik lahendajatest leidis,
et Ule 30 paaritu arvu saada ei 6nnestu; tdsiseks raskuseks osutus aga pdhjendamine, et
need arvud saavad olla kbik erinevad (I6viosa lahendajatest sellele tldse ei mdelnudki).
M@oned lahendajad kasutasid teatavaid intuitiivseid tahelepanekuid leidmaks, kuidas
vBimalikult palju paarituid arve tekitada: néiteks, pidades silmas, et liitmisel-lahutamisel
saame voimalikult palju paarituid arve siis, kui liidetavate-lahutatavate paarsused on
erinevad, arvati, et on mdistlik valida 4 paaritut ja 3 paarisarvu (tegelikult saame sama
tulemuse ka naiteks 5 paaritu ja 2 paarisarvu korral, tlalkirjeldatu pole ka tldse
ammendav p&hjendus).

Ulesanne 4 (Uve Nummert)

Tahelepanek, et murdjoonel on max. 7 serva
Tahelepanek, et murdjoon sisaldab max. 6 diagonaali
Naide 3 kuubi serva ja 4 diagonaaliga murdjoone kohta
P&hjendus, miks sellest pikemat murdjoont ei leidu

Ainult dige vastuse eest ilma sobiva néiteta punkti ei saanud. Kui lahenduses muud
punktivaarilist polnud, siis sai mitteoptimaalse ndite eest 1 punkti.

Ulesanne 5 (Eno Tdnisson)

Oige vastus, sisuliselt pdhjendamata

Selgitatud, et arvude summa S(k) parast k dpilast rahuldab seost S(k)=3S(k-1)-2.
Olulise lingaga pdhimdotteliselt dige lahendus

Oige ja ammendavalt pdhjendatud lahendus

1p.
2p.

4p.

7p.

4p.

3p.
3p.
7p.

1p.
1p.
2p.
3p.
7p.

3p.
4-5 p.

7p.



11. klass

Ulesanne 1 (Toomas Hinnosaar)

Kasutatud asendust t=x"

Leitud saadud ruutvérrandile lahendid

Leitud neli reaalarvulist lahendit algvrrandile
Need 4 lahendit jarjestatud

Saadud seos x;=3X,

Leitud vBimalikud a vaartused +-82/9
Naidatud, et positiivne lahend ei sobi

Ulesanne 2 (Nikita Salnikov)

Oige koordinaat-lahendus eest, kus on leitud ka iiks védrlahend

Sama, arvutusveaga

Koostatud vérrand vdi vBrrandisiisteem, mis p&himdtteliselt vbib lahenduseni viia, kuid
suurte tehniliste raskustega

Ulesanne 3 (Leopold Parts)

Korrektselt lahendatud tlesanne
On idee vaadelda tahvlil olevate arvude invarianti mingi mooduli jargi
Niisama tegurdatud konkreetsete vaikeste teguritega

Keegi ei vaadelnud vaiksemaid arve. Oleks vdinud vaadelda ka naiteks, kas 999 korral on
asi voimalik. Ka ei m8eldud enamasti idee peale leida mingi omadus, mis jaab tahvlil
olevate arvude seas muutumatuks (invariant).

Ulesanne 4 (Kalle Kaarli)

Korralikult naidatud, et N on vahemalt 6
Lisaks taielikult tBestatud,et suurem N ei ole vdimalik

Ulesanne 5 (Reimo Palm)

Taielik lahendus

Selgelt tdestatud, et paaritu n korral on v8imaluste arv 0
Vélja arvutatud variantide arv nii n=4 kui ka n=6 korral
Naidatud, et igal variandil leidub peegelpilt

Kui lahenduses oli mitu mainitud 1 punkti vaarilist osa, siis need punktid summeeriti.

Sageli tehti pdhjendamatu eeldus, et robot ei tohi enne n-ndat kaiku punkti B astuda vai
vaadeldi ainult Uhte tadpi mandovreid (kaks kéaiku edasi-tagasi).

1p.
1p.

1p.
1p.
1p.
1p.
7p.

6 p.
5p.

1p.

7p.

0p.

3p.
4p.

7p.

7p.

1p.
1p.
1p.



12. klass

Ulesanne 1 (Emilia Kasper)

Naidatud, kuidas saavad kdik tunneli l&bida 17 minutiga

Vaidetud, et kdige kiiremini saab tunneli l&bida, kui Kati ja Mari labivad tunneli koos Gihe
korra

Tdestus I6pule viidud (eelnev vaide korrektselt pohjendatud)

Ulesanne 2 (Valdis Laan)

Olgu N=a*,

Tahelepanek, et a I16peb 2, 8, vdi 0-ga

Tahelepanek, et N jagub a iga algteguri k-nda astmega
On eraldatud 0-d N I6pust

On néidatud, et N jagub 2 ja 5 erinevate astmetega

Ulesanne 3 (Mati Abel)

Alustatud tdestust: kui a,b ja ¢ on kolmnurga kiljed, siis kehtib antud v&rratus
Sama vaidet on puitud tdestada, kuid ei ole 16petatud

Nimetatud vaide on tdestatud, kuid poordvaite tbestamist ei ole alustatud
Nimetatud véaide on tdestatud ja on alustatud pdordvaite tbestamist
Korrektne tdestus

Ulesanne 4 (Oleg PetSonkin)

Puutakse tdestada, et kolmnurk ABD v&i BDC on vdrdhaarne, voi et kdigi kolme ringjoone

keskpunktid ja punktid A ja C paiknevad uhel sirgel.
On néidatud, et ringjoonte keskpunktid ja puutepunkt asuvad thel sirgel
Taielik lahendus

Ulesanne 5 (Ahti Peder)

M@istlik arutluskaik
Vorrandististeemi koostamine
Vorrandististeemi lahenduse korrektne I8puleviimine

Ullatas suur maksimaalse arvu punktide saajate hulk. Koolis vahe analilisitav teema
osutus osavotjatele raudvara hulka kuuluvaks. Ainult ménes t66s oli viga
kombinatsioonide valemi definitsioonis. Selle p&hjal v8ib oletada, et edaspidi vGib sellest
temaatikast ka hoopis raskemaid tlesandeid lahendamiseks vélja pakkuda.

3p.

2p.
2p.
7p.

2p.
1p.
3p.
7p.

2p.
3p.
4 p.

7p.

0p.

7p.

1p.
2p.

4p.

7p.
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