Eesti koolinoorte L tippisteaduste oliimpiaadi
I6ppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 8. méartsil 2003. a.

IX klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande Gige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Ringjoonel voetakse punktid A;, As, ..., A, ja Bs, Bs, ..., B, nii, et
Ay A5 ... A, on korrapidrane m-nurk ja A1 Bs ... B, on korrapdrane n-nurk,
kusjuures n > m ning punkt By paikneb punktide A; ja As vahel. Leia
nurga By Aj Ay suurus.

Leia koik sellised positiivsed taisarvud n, mille korral

o+ [5# B+ 5

Siin [z] t&histab reaalarvu x téisosa, s.t. suurimat tdisarvu, mis ei ole suurem
arvust .

Ristkiilikus ABCD, kus |AB| < 2|AD|, on E kiilje AB keskpunkt ning F'
selline punkt 16igul CE, et /CFD = 90°. Tdesta, et kolmnurk FAD on
vordhaarne.

. Noia-Ella asus segama noéiarohtu, mis koosneb 140 ml podrasamblateest,

160 ml kérbseseeneleotisest ja 50 ml hundijalaveest. Ta vottis tithja 350 ml
pudeli, valas sinna 140 ml podrasamblateed ning asus lisama kérbseseeneleo-
tist, kui tema musta kassi Mefisto krdunumine teda eksitas. Seetottu valas
Noia-Ella kérbseseeneleotist pudelisse kogemata liiga palju ning mérkas ek-
situst alles hiljem, kui pudel sai tiis enne, kui koik 50 ml hundijalavett oli
juurde valatud. Noia-Ella tegi kiire arvutuse, loksutas siis pudeli sisu hoolega
segamini, valas osa rohtu pudelist vélja ning lisas juurde sobivas vahekorras
voetud podrasamblatee ja hundijalavee segu, kuni pudel sai jélle téis ning
selles olev noiarohi vastas tépselt vajalikule retseptile. Millises vahekorras
podrasamblatee ja hundijalavee segu Noia-Ella pudelisse lisas?

Kas nxn ruudustikku, millest on vélja 16igatud keskmine ruut, on
voimalik katta joonisel ndidatud papist kujunditega (iga kujund |
katab 4 ruutu; kujundeid vo6ib poorata ja imber keerata), kui

a) n=>5;
b) n = 20037




Eesti koolinoorte L tippisteaduste oliimpiaadi
I6ppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 8. méartsil 2003. a.

X klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande Gige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Joonisel on kujutatud 10 iihesuurust korrapérast
viisnurka, kusjuures igal kahel korvutiasetseval viis-
nurgal on iihine kiilg. Vdiksem ringjoon puutub iga
viisnurga iiht kiilge ning suurem ringjoon l&dbib nende
kiilgede vastastippe. Leia suurema ringjoonega piira-
tud ringi pindala, kui véiksema ringjoonega piiratud
ringi pindala on 1.

2 2
. . m n . ~. ~. .
2. Leia avaldise ——— , kus m ja n on téisarvud, koik voimalikud téisarvu-
mn

lised vaartused.

3. Teravnurkses kolmnurgas ABC on koik nurgad suuremad kui 45°. Olgu AM
ja BN selle kolmnurga korgused. Loikudel M A ja N B valitakse vastavalt
punktid X ja Y nii, et [MX| = |MB]| ja [NY| = |NA|. Tdesta, et 16igud
MN ja XY on paralleelsed.

4. Olgu a, b ja c positiivsed reaalarvud, mis ei ole suuremad arvust 2. Toesta,
et kehtib vorratus

abe 4
B
a+b+c 3

5. Méngu Clobber méangitakse kahekesi 2k korvutiasetsevast ruudust koosne-
val ribal. Algul on igal ruudul iiks nupp, kusjuures vastasméngijate nupud
paiknevad vaheldumisi. Igal kdigul nihutab méngija iithe oma nupu sellise-
le naaberruudule, kus paikneb vastase nupp, ning votab selle vastase nupu
laualt dra. Kéike tehakse kordamoodda ning voidab méngija, kelle kaigu jarel
vastane ei saa enam kéiku teha.

Toesta, et kui mingi k£ korral leidub voitev strateegia alustaja vastasméngijal,
siis k+ 1 ja k4 2 korral leidub voitev strateegia alustajal.



Eesti koolinoorte L tippisteaduste oliimpiaadi
I6ppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 8. méartsil 2003. a.

XTI klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande Gige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Euroopa-reisile ldinud Juhan seisab kiirtee &ires ja jalgib moéodasoitvaid au-
tosid. Mooda kiirteed soidavad tihtlaste kiirustega iithes suunas Opel ja Tra-
bant ning vastassuunas Mercedes. Hetkel, kui Trabant md6dub Juhanist, asu-
vad Opel ja Mercedes temast vastassuundades vordsel kaugusel. Hetkel, kui
Mercedes moodub Juhanist, asuvad Opel ja Trabant temast vastassuunda-
des vordsel kaugusel. Toesta, et hetkel, kui Opel mésdub Juhanist, asuvad
Mercedes ja Trabant temast vastassuundades vordsel kaugusel.

Toesta, et mistahes positiivsete reaalarvude a, b ja ¢ korral kehtib vorratus

1 1 1
\3/abc—|—a+g+z>2\/§.

Millal kehtib siin vordus?

Kolmnurga ABC kiilgedel BC', C'A ja AB voetakse vastavalt punktid Ay,
By ja Cy nii, et 16igud AA;, BB ja CCy 1dikuvad iihes punktis. On teada,
et punktid A, By, A; ja B paiknevad iihel ringjoonel ning punktid B, C1,
B ja C paiknevad {iihel ringjoonel. Toesta, et

a) punktid C, Ay, Cy ja A paiknevad iihel ringjoonel;
b) 16igud AA;, BB; ja CCy on kolmnurga ABC kérgused.

Toesta, et leidub 1opmata palju selliseid positiivseid taisarve n, mille korral
Vv/n ei ole tiisarv ning n jagub arvuga [/n]. (Siin [z] tdhistab reaalarvu x
téisosa, s.t. suurimat tédisarvu, mis ei ole suurem arvust z.)

Milliste positiivsete tédisarvude n korral on voimalik katta
(2n4+1) x (2n+1) ruudustik, millest on vilja 16igatud iiks nur-
garuut, joonisel niidatud papist kujunditega (iga kujund katab 4
ruutu; kujundeid voib poorata ja timber keerata)?



Eesti koolinoorte L tippisteaduste oliimpiaadi
I6ppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 8. méartsil 2003. a.

XII klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande Gige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Jiiri ja Mari tahavad kumbki katta n x n ruudustiku joonisel néi-
datud kaartidega (iga kaart katab iihe ruudu). Jiiri tahab seda teha ﬂ
nii, et iga kahe iiksteise korval paikneva kaardi korvutiasetsevad osad

oleksid eri varvi, Mari aga nii, et iga kahe {iksteise korval paikneva kaardi
korvutiasetsevad osad oleksid sama vérvi. Kui palju erinevaid véimalusi ruu-
dustiku soovitud viisil kaartidega katmiseks on Jiiril ja kui palju Maril?

. Lahenda vorrand vz = log, z.

Kolmnurgas ABC on /C = 90°. Kiirel CB voetakse punkt D nii, et
|AC| - |CD| = |BC|?. Libi punkti D paralleelselt hiipotenuusiga AB tom-
matud sirge 16ikab kiirt C'A punktis E. Leia nurga BEC suurus.

Nimetame positiivset tdisarvu tksildaseks, kui selle positiivsete jagajate (1 ja
arv ise kaasa arvatud) poordarvude summa ei vordu iihegi teise positiivse
tdisarvu positiivsete jagajate poordarvude summaga. Toesta, et

a) koik algarvud on iiksildased;

b) leidub lopmata palju mitteiiksildasi positiivseid téisarve.

Lotoméngus peab méngija méarkima piletil 6 arvu 36-st. Loosimisel valitakse
neist 36-st arvust juhuslikult vélja 6 arvu ning pilet voidab, kui sellel iikski
véljavalitud arv ei ole méargitud. Toesta, et

a) on voimalik mérkida 9 piletil arvud nii, et loosimisel véhemalt iiks neist
piletitest kindlasti voidaks;

b) ei ole voimalik mirkida 8 piletil arve nii, et loosimisel viihemalt iiks
neist piletitest kindlasti voidaks.



L OauMmnuana mo TOYHBIM HAYKAM yUYaIqUXCs DCTOHUU
Sarmaounrennusii Typ 1o MATEMATUKE
Tapty, 8 mapta 2003 r.

IX rmacc

Bpewms, orBogumMoe miid pemeHus: 5 4acosB.
Bepuoe u nmocrarouno o60CHOBaHHOE pelleHUe KakIOoW 3amauum maer 7 OajIoB.
Ilonn30BaTLCA KANLKYIATOPOM HE pa3pemaeTcs.

1.

Ha okpyxuaoctu 6epyr touku A, As, ..., Ay um Bs, Bz, ..., B, Tak, uTo
A1 Ay ... A, sIBISIETCA NPaBUILHLIM M-yTOJLHUKOM, a Ay Bs...B, sBisercs
MPaABWILHLIM 7-yTOJLHUKOM, IPUYEM 73 > 1M U TOUKa, By PACIOIOKEHA MEKIY
toukamu Ay u A;. Halitu Benmuuuny yria BsAjAs.

Halitu BCce Takue moIOKUTEILHLIE OeJible 9Yncjiaa n, O KOTOPLIX

o+ [5# [31+ 51

[x] oBo3mauaer menyro YaCThL OEHCTBUTENLHOTO UMCIA X, T.e. HAUOOJLIIEE
[IeJI0€ YWCJIO0, KOTOPOe He DOoJbIne uucia .

B npsimoyrompauke ABCD , rae |AB| < 2|AD|, touka E siBisercs cepenuHoi
croponnt AB, a F takas touka Ha orpeske CFE, uto /CFD = 90°. [oka3aTn,
yro Tpeyroibauk FAD sipisiercs paBHOOEIDEHHLIM.

Konnysos 9nna madana cMemuBaTrh BoameOHOE 3eisbe, cocTostmee n3 140 mu
oTtBapa Aresusa, 160 ma HacTofkM n3 MyXoMOpoB 1 50 MJ BOALI U3 CJie1a BOJKA.
Omna B3sma nycryio OyTouiky obbemoMm 350 mu, masmna B Hee 140 mia ot-
Bapa Areis U cTaja H00aBIATL HACTOHKY M3 MyXOMODPOB, KO a €€ OTBJIEKJIO
MypJabIKaHue depHOro KoTa Medpucropens. Ilosromy xomnayHbA Dina HaIUIa
B OYTBUIKY CJWIIKOM MHOTO HACTOWKM W3 MYyXOMOPOB, & CBOIO OIIMOKY 3a-
METUJIa MO3:Ke, KOTJa OYTLIIKAa HANOJHMIACL paHbhle, yeM Bce 50 M BOILI
U3 ciena BOJIKA Obuinm HOOABIIEHBI K 3€ibi0. KOIAyHbLS OBICTPO mocuMTasa,
TINATEILHO [ePEMENIANIa COLEPKUMOE Oy TLIIKY, BLIINIA YACTD 3€/Ibs, & 3aTEM
nobaBuila B HY;KHOZ IPOIIOPINK CMECU OTBapa Aress U BOALL U3 CJIena BOJIKA,
moKa OyTLIIKA CHOBA CTAJa IMOJHOW W 3€/be B Hefl TOYHO COOTBETCTBOBAJIO
pernenty. B kako#i mpomopimun Obliia cMech OoTBapa Areis W BOALI U3 Clena
BOJIKA, KOTOPYIO KOJIYyHLS DJa 1o06aBuia B Oy TLIIKY !

Bo3MOKHO s HOKPBITH N X N KJIETUYATYIO HOOCKY, W3 KOTOPOR ]
BbIpe3aHa IeHTpaJibHas KJIeTKa, IIOKa3aHHLIMU Ha PUCYHKE (u- —
rypaMu, CHEJAaHHLIMA W3 KapTOHa (KamkOas (Urypa MOKPLIBAET
4 wBazpaTa, GUIYPHI MOMKHO MOBOPAUMBATL U IIEPEBOPAUMBATL ),
ecau

a) n=>5;
6) n = 20037



L OauMmnuana mo TOYHBIM HAYKAM yUYaIqUXCs DCTOHUU
Sarmaounrennusii Typ 1o MATEMATUKE
Tapty, 8 mapta 2003 r.

X riacc

Bpewms, orBogumoe muis pemesus: 5 4acosB.
Bepuoe u gocrarouno o60CHOBAHHOE peUI€HUE Ka)KAOW 3amadyum gaeT 7 O6aIoB.
ITonb30BATHCA KAIBKYIATOPOM HE Pa3penraercs.

1.

Ha puncynrke msobpasxens: 10 OIMHAKOBBIX IIPABUIIL-
HDIX NSATUYTOJNLHUKOB, NMPUYEM KaKIble OBA PAaCIOJO-
’KEHHDLIX DSANOM IATUYTOJILHUKA MMEIOT OOIIyI0 CTOPO-
Hy. MeHbmas OKPYKHOCTL KacaeTCsl ONHOW CTOPOHLI
KQKIOr0 IATUYTONLHUKA, & DOOJIbIIas OKPYsKHOCTL IPO-
XOIUT 4Yepe3 BEPIIMHLI, IPOTUBONOJIOKHLIE BTUM CTO-
ponaMm. Hality nimomans kpyra, OrpaHMYeHHOrO GOJIL-
medl OKPYKHOCTBLIO, €CJIM INIOIAAL OrPAHNYEHHOTO
MEHDLIIEed OKPY/KHOCTBLIO Kpyra paBHa 1.
m? + n?

Haiitu Bce BO3MOKHLIE OEJIOYNCJ/ICHHLIEC 3HAQYCHUsI BLIDAKCHUA ————  , TOe
mn

m W N LOeJbIe YMnCJa.

B octpoyroasuom Tpeyroavauke ABC Bce yrint 6oanme yem 45°. Iyctn AM
u BN Buicornl sTOro tpeyrojnuuka. Ha orpeskax MA m NB Buibuparor
cooTBeTcTBeHHO Toukm X m Y tak, uto |[MX| = |[MB| u |[NY| = |[NA|.
IoxrazaTtn, uto orpesku M N u XY mnapaJiennHDI.

I[Iycto a, b m ¢ momoxuTENLHDBIE TEACTBUTEILHLIE YMCIa, KOTOPLIE He OOJILITe
yuciaa 2. Jloka3aTh, UTO BLIMOJIHSAETCSI HEPABEHCTBO

abc <
a+b+e

|~

B urpy Kaobbep urparoT BIBOeM Ha MOJIOCE, COCTOAMMER 13 2k pacuooKeH-
HBIX PSIOM KBAJAPATOB. B Hauaie UrPLI HA KasKIOM KBAIPATE HAXOMUTCS OTHA
¢umka, TpruyeM QUK TPOTUBHUKOB YEPEAYIOTCA. 3a OOUH XOJ UTPOK Iepe-
IOBUTaeT ONHY U3 CBOWX (DUINEK Ha TaKOW cocemHUil KBAOPAT, IIe PACIOJIOKEHA
¢UIIKa TPOTUBHUKA, W 3aTeM yOumpaer 9Ty (QUIIKY IPOTUBHUKA CO CTOJA.
Xoapl AemaloT MO ovepear W MoDekTaeT TOT UCPOK, HOCIE XOZda KOTOPOTO
MPOTUBHUK HE MOKET CHEJATL XOa.

IlokasaTh, 4TO ecyu IpU KAaKOM-JIUOO0 k y MPOTUBHUKA HAUWHAIONIETO UTPOKA
HaWIeTCsl BLIMTPBINIHAS cTparerus, To upu k+ 1 u k+ 2 Hafigercs BuIATrpLIII-
Hasl CTPATerus y HAYMHAIOMEO UTDOKA.



L OauMmnuana mo TOYHBIM HAYKAM yUYaIqUXCs DCTOHUU
Sarmaounrennusii Typ 1o MATEMATUKE
Tapty, 8 mapta 2003 r.

XI raacc

Bpewms, orBogumMoe mis pemeHus: 5 4acosB.
Bepuoe n gocrarouno o60CHOBAHHOE pelIeHUE Ka)KAOW 3amadum gaeT 7 OaioB.
Tlonn30BaTHCA KANLKYIATOPOM HE PA3PEMACTCA.

1.

Ornpasusmuiicsa B nmyremecTeue 10 Espone Vropn cTouT OKOJIO aBTOCTPAaALI
1 HAOJIIOZAEeT 3a MPOEe3KAIMUMU MamuHaMu. 1lo aBTOCTpane ¢ IOCTOSH-
HLIMU CKOPOCTSAMU enyT B omHoM HamnpaBieHuu Omnenn u TpabanT, a B mpo-
TUBOMOJIOKHOM Hamnpasienuu Mepcenec. B moment, korma TpabanTt npoener
mumo UMrops, Omeanr u Mepcenmec HAXOAATCA HA PABHOM PAaCCTOSAHUU B IIPO-
TUBOMOJIOKHLIE CTOPOHLI oT Wrops. B moment, korma Mepcemec mpoenet
mumo Urops, Onenn u TpabanT HAXOAATCA HA PABHOM PACCTOSHUU B IIPO-
TUBOIOJOKHLIE CTOPOHLI oT Mropsa. Ilokaszarn, yro B MoMeHT, korga Omeian
npoenetr MuMmo Wrops, Mepcenec n Tpabaur 6yayT HaXOOUTCA HA PaBHOM
PACCTOSIHUM B MPOTUBOIOJIOKHLIE CTOPOHEI OT Mrops.

.Z[OKa3aTb7 4uTO OJIsd JIIOOLIX IIOJIOKUTENLHLIX ﬂeﬁCTBI/ITeJIbeIX qucesr a, buc
BLITIOJIHAETCA HEPAaBEHCTBO

1 1 1
vsabc+—+g+—>2\/§.
a C

Korma 3mech BLITOJHSIETCS PABEHCTBO?

Ha croponax BC, CA u AB tpeyroanauka ABC GepyT COOTBETCTBEHHO
toukn Ay, By m Cyp tak, uyro orpesku AA;, BB; u C(C; nepecekaiorcs
B omHo#l Toukre. WM3sBectHo, uro touku A, B;, A1 m B pacmoJsioiKeHLI Ha
omHOW okpyskHOCTH, a Touku B, C7, By nu C Takke pacnoJOKEHDI HA OIHOM
okpyskHocTu. JlokazaTn, 4TO

a) Toukn C, Ay, C1 u A pPacHOIIOKEHDI HA OIHOW OKDPYKHOCTU;

6) orpesku AA;, BB; u CCy siBusrorcs Boicotamu tpeyroianauka ABC.

Ioka3aTh, 4T0 Halimercs GECKOHEYHO MHOIO TAKUAX MOJIOMKUTEJLHBIX IEJIBIX
umMcen n, IA KOTOPLIX /N He ABIAETCA MEILIM YMCIOM U UUCIO N NeTUTCH
Ha [v/n]. (3mect [z] oBosmauaeT menyio yacTb NeHCTBUTENLHOTO 4mMCIa T,
T.e. HAnBOJLIIEE IEJIOE YKUCIO, KOTOPOoe He BOIbIIe Yncia & .)

Il KaKUX MOJIOMKATEILHBIX IEJLIX UMCe N BO3MOKHO IOKPLITh T
(2n41) x (2n+1) kmeTyaTy0 HOCKY, U3 KOTOPOH BLIpe3aHa OXHA —
yIJIOBasA KJIETKA, M300Pa’KEHHLIMU HA DPUCYHKE (QUrypaMmu, Cre-
JIAHHLIMU U3 KapToHa (Kakgas QUIypa NOKpLIBaeT 4 KBaaparTa,
(UrypLI MOKHO NOBOPAUMBATL W IIEPEBOPAUNBATE )7




L OauMmnuana mo TOYHBIM HAYKAM yUYaIqUXCs DCTOHUU
Sarmaounrennusii Typ 1o MATEMATUKE
Tapty, 8 mapta 2003 r.

XII xmacc

Bpewms, orBogumoe muis pemesus: 5 4acosB.
Bepuoe u gocrarouno o60CHOBAHHOE peUI€HUE Ka)KAOW 3amadyum gaeT 7 O6aIoB.
ITonb30BATHCA KAIBKYIATOPOM HE Pa3penraercs.

1.

[OKA3aHHLIMU Ha PUCYHKe KapTOUKaMU (Kaskoas KAapPTOUYKA IOKPLIBAET

onuH kKBaapart). FOpa xouer 9To chenars Tak, YTOOBI PACHIOIOKEHHBIE

PAIOM YaCTH JIFOOLIX ABYX JIEKAIIUX PAIOM KapTOUEK OLLIM ObLI pa3HOro IIBETA,
Marma ke Xo4eT caejaTh Tak, YTOOLI PACIOJIOKEHHBIE PSAIOM YACTU JHOOLIX
OBYX JIEKANMX PSAIOM KapTOodek Oy Onl omHoro msera. CKOJILKO pa3jmu-
HBLIX BO3MOGKHOCTEH [JIA MOKPLITUA MOCKM KAPTOUKAMM KEJIAaEMLIM CIOCOOOM
nmeerca y FOpor n ckosnbko y Mamm?

Opa m Mama XOTAT KaKALIA TOKPBITL 7 X N KJIETYATYIO MOCKY ﬂ

Pemutt ypasaerue /x = log, .

B rpeyrombauke ABC umeem /C = 90°. Ha nyue CB GepyTt Tourky D
tak, uro |AC|-|CD| = |BC|?. Tlposenennas uepe3 TOuKy D) TapajIesnHO
runoreny3e AB mnpsamas nepecekaer nyu CA B Tourke FE. Halitn Benuuuny
yrana BEC.

HazoBem mososkuTEILHOE IEeJI0e YNUCIO 00UHOKUM, €CI CyMMa Yuces, oopat-
HBIX TOJIOKUATENLHBIM AEJIUTENAM STOTO umucia (BRIIOYas 1 M caMo YUCIo)
HE PaBHA CYyMME YKCEJ, OOPATHLIX MOJOKUTEILHLIM OEJIUTEIAM KaKOTO-Iru00
OPYTOrO MOJIOKUTEILHOTO IIejoro unciaa. loka3aTn, 4To

a) BCe IIPOCTLIE YHUCJIa ABJIAKTCA OAUHOKUMU]

6) cymecTByeT OECKOHEUHO MHOIO HEOIUHOKUAX MOJIOKUTEILHBIX IIEJILIX
YuceJI.

Vrparomuii B noTepero DOKEeH OTMEeTUTH Ha Ousnere 6 uncen u3 36. Bo Bpemsa
poO3BIrpoima u3 3TuX 36 Yuces BHIOMpAIOT ciydyaiHBIM oOpaszoMm 6 ducesa u
OniieT BLIUTPLIBAET, €CIAM HU OJHO M3 BLIOPAHHLIX YKCEJ Ha HEM HE OTMEYEHO.
Iloka3aTn, uTo

a) BO3MOMKHO OTMETHUTDL YMCJa Ha 9-Tu Ouiierax Tak, UTO NPU PO3LICPLIIIE
IO KpaiiHe## Mepe OAWH M3 STUX OUIEeTOB 00A3ATEILHO BHIUTDAET;

6) HEBO3MOKHO OTMETUTL UKCJIa Ha 8-Mu Oriierax Tak, YTO HPU PO3LITPLIIIE
no Kpaifaeir Mepe oauH U3 STUX OUIETOB 00A3aTEILHO BLIUTPAET.



Eesti koolinoorte L téippisteaduste oliimpiaadi
16ppvoor MATEMAATTKAS
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Lahendused ja vastused

IX klass

1. Vastus: i .

nm
Lahendus 1. Paneme téhele, et nurk By A;As kui koolule By Ay toe-
tuv piirdenurk moodustab poole vastavast kesknurgast BoOAs (vt.

2 2
joonist 1). Kuna ZA10A4, = ] ja LA10OBy = —ﬂ-, siis
m n

2 2 m n
n—m
= .
nm
Al A1
Bo B, Bo
A2 Am A2
O
Joonis 1 Joonis 2

Lahendus 2. Korrapérase hulknurga sisenurga suuruse valemist saame

-2
LA A1 Ay = mn 7 ja /B,A1By = n 7 (vt. joonist 2). Stim-

meetria tottu

ZBnAlBQ — ZAmAlAQ m(n — 2) — n(m — 2) o

ZBQAlAQ = 2 = mm ™=




2. Vastus: arvud kujul 6k + 1, kus £ =0,1,....

Paneme téhele, et kui vaadeldav vordus kehtib (voi ei kehti) mingi n
korral, siis kehtib (vastavalt ei kehti) ta ka n + 6 korral. Téepoolest,

6

(n+6)—n=2=6, [n—Gi— } = {% + 1} = [%} + 1 ning analoogiliselt
2 2

[n—2|—6} = [g} + 3 ja {4(7?_ 6)} = [?n} + 4, mistottu n suurenda-

misel 6 vorra suureneb nii vorduse vasak kui ka parem pool tapselt 7
vorra.
Jédb iile kontrollida vorduse kehtivust n = 0,1,2,3,4,5 korral. Nae-
me, et

oo g 0o [}« 252
)= eoso- []+ [5.
v 2] e [ 5.
1)) -am a5
i) a5
oo [ - ea- [+ 52

3. Lahendus 1. Olgu G kiilje CD keskpunkt ning H 16ikude DF' ja AG
16ikepunkt (vt. joonist 3). Et 1igud AG ja C'E on paralleelsed, siis
AG on risti 16iguga DF', s.t. AH on kolmnurga F'AD korgus. Teisalt
saame loikude AG ja CFE paralleelsusest, et @ = @ =1

’ |H D] |GD| ’
ehk AH on kolmnurga FAD mediaan. Jérelikult |FFA| = |DA|, s.t.
kolmnurk FAD on vordhaarne.

Lahendus 2. Pikendame 16iku D A iile punkti A ja 16iku CF iile punk-
DC
ti F kuni 16ikumiseni punktis K (vt. joonist 4). Kuna |AE| = |2—|,



siis |[AK| = |AD|. Joonestame ringjoone keskpunktiga punktis A, mis
labib tippu D ning #sjatoestatu pohjal ka punkti K, kusjuures DK
on selle ringjoone diameeter. Et /K FD = 90°, siis punkt F' asub sel-
lel ringjoonel. Seega 16igud AF ja AD on vordse pikkusega kui selle
ringjoone raadiused, s.t. kolmnurk F'AD on vordhaarne.

K
B E A B E
A
F F
H
C G D C D
Joonis 3 Joonis 4

Lahendus 3. Et E on ristkiiliku kiilje AB keskpunkt, siis téis-
nurksed kolmnurgad FEAD ja FEBC on kongruentsed. Kuna
/DAE = /DFE = 90°, siis AEFD on koolnelinurk. Jéarelikult
[AFD = [AED = [/BEC. Teiselt poolt aga saame koolneli-
nurgast AEFD, et /ADF = 180° — /AEF = /BEC. Niisiis
LAFD = /ADF, s.t. koomnurk F'AD on vordhaarne.

Vastus: 2 : 3.

Lahendus 1. Enne osa segu véljavalamist sisaldas 350 ml téais pudel

2
140 ml podrasamblateed, mis moodustas seega 5 pudelis olevast se-

2
gust ning jarelikult ka 5 véiljavalatavast segust. Paneme téhele, et:

(1) véljavalatava ja juurdelisatava segu kogused olid vordsed,

(2) kuna lopuks oli pudelis podrasamblateed 140 ml, s.t. niisama pal-
ju kui enne, oli juurdelisatavas segus podrasamblateed niisama
palju kui viljavalatavas.

Siit ndhtub, et viljavalatavas ja juurdelisatavas segus pidi ka podra-
samblatee osamaht olema sama, s.t. podrasamblatee ja hundijalavesi



2. 3
moodustasid ka juurdelisatavas segus vastavalt 3 ja 3 osa. Seega nen-

de ainete koguste omavaheline vahekord oli 2 : 3.

Lahendus 2. Olgu = ml ekslikult rohkem pudelisse valatud kérbse-
seeneleotise maht. Siis segu pudelis enne sellest osa viiljavalamist (ja
ithtlasi ka véljavalatud segu) sisaldas podrasamblateed, kérbseseene-
leotist ja hundijalavett vahekorras 140 : (160+x) : (50—z). Et kérb-
seseeneleotist valati vélja téipselt  ml (kuna seda hiljem enam juur-

14
de ei lisatud), siis podrasamblateed valati vilja -z ml ning
160 + =
50 —
hundijalavett - ml. Tagasi pudelisse valati jarelikult podra-
160 + =
50 —
samblateed 60+ = -2 ml ning hundijalavett 160 Jrg; -z + 2 ml ning
nende segu oli seega vahekorras
140 140
160+ " 1604z 140 40 2
50—z 50—z ~ (50—z) + (160+x) 210 3~
T+ — 41
160+=x 160+=x
2 x 4k ‘
1T 2x4k —71—*
2 x 4k
Joonis 5 Joonis 6

5. Vastus: a) jah; b) jah.
a) Sobiv katmisviis on néidatud joonisel 5.
b) Joonisel 6 on niidatud, kuidas katta L-kujunditega riba laiusega



2 {imber (4k—1) x (4k—1) ruudu (siin kasutame seda, et 2 x 4 rist-
kiilikut on ilmselt voimalik katta kahe L-kujundiga). Rakendades seda
konstruktsiooni 500 korda, saame kattest n = 3 jaoks (selle olemasolu
on niha jooniselt 5) katte n = 3 + 500 - 4 = 2003 jaoks.

X klass

1. Vastus: 4.

Olgu iiks viisnurkadest ABC DF, kus tipud on tdhistatud nii, et véik-
sem ringjoon puutub kiilge AB ning suurem ringjoon ldbib tippu D
(vt. joonist 7). Olgu antud ringjoonte iihine keskpunkt O, viisnurga
ABCDE tmberringjoone keskpunkt @ ning loigu AB keskpunkt M,
siis

360°

LAOB = = 36°
ning
LADB = -/AQB = % . 3650 = 36°

Vordhaarsed kolmnurgad AOB ja ADB on seega vordsed ning
|OD| = |OM| + |MD| = 2|OM]|. Et véikese ringjoone raadius on
OM ning suure ringjoone raadius OD, siis suure ringjoone pindala
on vordne viikese ringjoone neljakordse pindalaga.

Joonis 7

2. Vastus: 2 ja —2.



. m? 4 n? .. 2, 2. .

Kui — o on téisarv, siis mn on arvu m*+n” jagaja, kust ndeme,
et m on n? jagaja ning n on m? jagaja. Seega peavad arvude m ja
n algteguriteks lahutused sisaldama iihtesid ja samu algtegureid. N&i-
tame niiiid, et ka iga algteguri astendaja arvude m ja n algteguriteks
lahutustes peab olema iiks ja sama, s.t. m = +n. Toepoolest, olgu
m = p®m’ ja n = p®n’, kus arvud m’ ja n’ ei jagu algarvuga p ning
a > b. Siis arvud mn ja m? jaguvad arvuga p®*’, kuid arv n? ei jagu
(jagub ainult arvuga p?®, kus 2b =b+b < a + b) — vastuolu.

2 2 2
Jarelikult m = 4+n, s.t. m7n = 2n = 42.

mn + n?

3. Paneme téhele, et ZAXB = 180° — /ZMXB = 135° (vt. joonist 8)
ning analoogiliselt /AY B = 135°. Niisiis punktid A, X, Y ja B
paiknevad iihel ringjoonel ning

/MXY = 180° — /AXY = /ABY = /ABN = /AMN =
= /XMN .

Sellega olemegi ndidanud, et 16igud M N ja XY on paralleelsed.

B

X A
A N C

Joonis 8

4. Lahendus 1. Kasutades positiivsete arvude aritmeetilise ja geomeetri-
lise keskmise vahelist vorratust, saame a + b + ¢ > 3V abe, mistottu

abe . abc  +/(abc)?
a+b+c " 3Vabe 3



Et a <2, b<2 jac<2,siis abc < 8 ning

3(abc)2< V64
3 3

Lahendus 2. Toestame iilesandes antuga samavéérse vorratuse

a+b+c _ 3
i

abc 7 4
Kirjutades selle vorratuse vasaku poole kolme liidetava summana ning
kasutades positiivsete arvude aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise
vahelist vorratust, saame

a+b+ec 1 1 1 1
—_— = — 4+ — 4+ — 233 === .
abc bc+bc+bc \/ a2b?c?
Et a <2, b<2jac<2,siis abc < 8 nin 3;>3i*l
~ 9 ~ J X bl AN g a2b202/ 6474’

kust saamegi noutava vorratuse.

. Kui riba pikkus on 2(k+ 1), voib alustaja oma avakiigul liiiia vastase
nupu, mis paikneb riba otsmisel ruudul (vt. joonist 9). Seejérel riba
kaks otsmist ruutu enam edasises méingus ei osale (seal oleva alustaja
nupuga ei saa enam kéia ning iithegi nupuga riba iilejadnud osalt ei
saa sinna kiia) ning alustaja vastane teeb seega sisuliselt avakiigu
ribal pikkusega 2k. Vastavalt eeldusele on sel juhul voitev strateegia
avakéigu tegija vastasméngijal, s.t. meie vaadeldava méngu alustajal.

[o]e[ofe[o e[ofe] [ofe[o]e]o e[o[e[o]e]
r M
[o[e[o]e]o e[ [o] [o]e[o[e[o e[ [o]o]e]
Joonis 9 Joonis 10

Kui riba pikkus on 2(k + 2), voib alustaja oma avakiigul oma nu-
puga, mis paikneb riba otsast lugedes 4. ruudul, liilia vastase nupu
riba otsast lugedes 3. ruudult (vt. joonist 10). Seejérel on riba jaotu-
nud kaheks osaks — kolmest otsmisest ruudust koosnev vdike osa ja
2k ruudust koosnev suur osa — ning iga jargmine kaik toimub neist



ithe piires. Alustaja edasine strateegia on niiiid jargmine: kui vastane
teeb kéigu riba véikesel osal, siis teeb ka alustaja oma jargmise kéi-
gu viikesel osal ning seejérel riba viike osa edasises méangus enam ei
osale; kui vastane teeb aga kaigu riba suurel osal, siis alustaja kasutab
avakéigu tegija vastasméngijal vastavalt eeldusele olemasolevat voitvat
strateegiat 2k korral.

XTI klass

1. Lahendus 1. Asugu Juhan punktis J ning Opel, Trabant ja Mercedes
i-ndal vaadeldaval ajahetkel vastavalt punktides O;, T; ja M; (siin
1 = 0 vastab ajahetkele, mil Trabant md6dus Juhanist, ¢ = 1 aja-
hetkele, mil Mercedes moodus Juhanist, ning ¢ = 2 ajahetkele, mil
Opel mssdus Juhanist). Siis Ty = My = O = J, m = —OTT),
TTT) = —OT]) ning koigi autode iihtlase kiirusega liikumise tottu

MyJ — MyJ = k(MyJ — MyJ) ,
kus k£ on mingi fikseeritud reaalarv (kusjuures k # 0 ja k # 1, kui
koik kolm autot ei moodunud Juhanist korraga, millisel juhul iilesande

véide ilmselt kehtib). Arvestades tingimusi Top = M; = O2 = J, saame
need vorrandid kirjutada kujul

Tod = KTiJ
MyJ = (1— k)Mol

0] = 00

Niitd
MyJ = (1= k)MoJ = (k—1)00J = kO1J = —kT1J =
:_@7

mida oligi tarvis toestada.

Lahendus 2. Votame kasutusele fiktiivse auto, mille asukoht igal aja-
hetkel on Opeli asukoha peegeldus Juhani asukoha suhtes — nimetame
seda fiktiivset autot Lepo’ks. Olgu tg, t1 ja to ajahetked, mil vastavalt



Trabant, Mercedes ja Opel médédub Juhanist. Siis vastavalt {ilesande
tingimustele Lepo asub hetkel ¢y samas kohas, kus Mercedes, ja hetkel
t1 samas kohas, kus Trabant.

Kuna koigi autode liitkumine on iihtlane ja sirgjooneline, siis voime va-
lida taustsiisteemi vabalt. Olgu Juhaniga seotud taustsiisteemis Tra-
banti koordinaat ajahetkedel tq, t; ja to vastavalt 0, x ja y. Siis
Opeli peegelduse Lepoga seotud taustsiisteemis on Mercedese koor-
dinaat ajahetkedel ty ja t; vastavalt 0 ja —z ning ajahetkel t5 jé-
relikult —y. Kuna hetkel ¢, asuvad Juhan, Opel ja Lepo koik iihes
ja samas punktis, siis on sellel hetkel Juhaniga seotud taustsiisteemis
Trabanti koordinaat y ja Mercedese koordinaat —y.

Vastus: vordus kehtib, kui a =b=c = V3.
Kasutades kaks korda positiivsete arvude aritmeetilise ja geomeetrilise
keskmise vahelist vorratust, saame

1 1 1 1
Vabe+ =+~ + = > Vabc+ 3¢ — > 2
a b ¢ abc
=2V3

1
Vérdus kehtib parajasti siis, kui @ = b = ¢ ning Vabe = 3¢ Pt
V abc
. 3 1 3 ..
millest saame Va? =3¢/ — ehk a = —. Jirelikult a =b=c= V3.
a a

Mirkus. Tegelikult oltimpiaadil esitatud sonastuses oli sona “reaalar-
vude” asemele kogemata sattunud “tdisarvude”. Vorratuse toestust see
ei mojuta, kuid nagu iilaltoodud lahendusest nidha, vordus siin tédisar-
vude korral kehtida ei saa.

. a) Olgu loikude AA;, BB; ja CCj iihine loikepunkt P (vt. joo-
nist 11). Et AB; A1 B on koolnelinurk, siis /A; AB; = /A1 BB; ning
PAl_|PB)|
|PB|  |PA|’
|PA|-|PA;| = |PBJ-|PBj| (see loikuvate koolude omadus on digupoo-
lest histi tuntud). Et ka BC;B1C on koolnelinurk, siis analoogiliselt
saame |PC|-|PCy| = |PB|-|PBy|. Niisiis |[PA|-|PA;| = |PC|-|PC4],

[PA| _ |PCy|
M pel P
sed ning /A1 AC, = /A1CCy . Seega CA1C1 A on samuti kéolnelinurk,

kolmnurgad PA;B ja PB;A on sarnased. Seega

, mistottu kolmnurgad PA;C ja PC;A on sarna-



s.t. punktid C', Ay, C; ja A paiknevad iihel ringjoonel.

b) Kuna AB1A1B, BC1BC ja CA;C1A on koik koolnelinur-
gad, siis LZAAB = /AB1B ja LAAC = /AC,C ning samuti
[AB1B = [AC,C, sest nende nurkade tdiendnurgad /CB;B ja
/CC1B on vordsed. Seega /AA1B = LAAC = 180° — LAAB,
millest jareldub, et ZAA1B = LAA;C = 90° ja loik AA; on risti
kiiljega BC'. Analoogiliselt toestame, et 16ik BB; on risti kiiljega C A
ning 16ik C'Cy on risti kiiljega AB.

B
Ch 4,
P
A B C
Joonis 11

. Noéutud omadusega on koik arvud kujul m? + m ning m? + 2m, kus
m on mistahes positiivne taisarv. Toepoolest, kuna

m?<m?+m<m?+2m< (m+1)%,

siis

m<\/mQ+m<\/m2+2m<m+17

s.t. \/m2 +m ja \/m2 + 2m ei ole tédisarvud ning nende iihine téisosa

[\/ m? + m] = [\/ m? + 2m] = m on arvude m? 4+ m ning m? + 2m

jagaja.

Vastus: koik paarisarvud.

Joonisel 13 on néidatud, kuidas konstrueerida antud kattest n = 2m
jaoks kate n = 2(m+1) jaoks (siin kasutame seda, et 2 x 4 ristkiilikut
on ilmselt voimalik katta kahe L-kujundiga). Rakendades seda konst-
ruktsiooni vajalik arv kordi, saame joonisel 12 naidatud kattest n = 2
jaoks katte mistahes paarisarvulise n jaoks.

10



Olgu niiiid n = 2m + 1. Vérvime ruudustiku read vaheldumisi mus-
taks ja valgeks. Et kokku on vérvitavas kujundis 2n + 1 = 4m + 3
rida ning iga rida peale iithe d&drmise sisaldab paaritu arvu ruute, siis
saame kumbagi varvi ruute paaritu arvu. Kuna iga L-kujund katab
mistahes paigutuse korral parajasti iihe {ihte vérvi ruudu ja kolm teist
vérvi ruutu, peab kattes L-kujundeid olema paaritu arv. Teisalt on
kogu kaetavas kujundis ruute kokku

(4m +3)* — 1 = 16m? + 24m + 8 ,

see arv aga jagub 8-ga ning jarelikult peab kattes L-kujundeid olema
paarisarv. Saadud vastuolu néitab, et paarituarvulise n korral ei ole
ruudustiku katmine L-kujunditega voimalik.

2 x (4m — 4)

~— 2x4dm ——

2 x (4m —4) ‘

Joonis 12 Joonis 13

Mdrkus. Teine voimalus iileminekuks (4m + 1) x (4m + 1) ruudustiku
katmiselt (4(m+1)) + 1) x (4(m~+1)) + 1) ruudustiku katmisele on
jargmine: lisame (4m + 1) X (4m 4+ 1) ruudustiku vasaku ja iilemise
serva ddrde 4 x 4m ristkiiliku (mida saab katta 2 x 4 osade kaupa)
ning vasakusse tilemisse nurka véljaloigatud nurgaruuduga 5 x5 ruudu
(mille katmise voimalus on ndidatud joonisel 12).

XII klass

1. Vastus: nii Jiiril kui ka Maril on kaartide paigutamiseks 4™ voimalust.
Lahendus 1. Paneme téhele, et kui mingile ruudule on mistahes asendis

11



kaart juba paigutatud, siis selle ruudu suvalisele naaberruudule (tema-
ga iihist kiilge omavale ruudule) kaardi paigutamiseks on nii Jiiril kui
ka Maril 2 voimalust. Kui aga mingis 2 x 2 ruudus on kolm kaarti juba
paigutatud, siis sinna neljanda kaardi paigutamiseks on nii Jiiril kui ka
Maril ainult iiks voimalus. Joonisel 14 on nididatud kaardi paigutami-
se voimaluste arvud ruudustiku iga ruudu jaoks, kui katta kaartidega
koigepealt ruudustiku iilemine rida vasakult paremale, seejirel vasak-
poolne veerg iilevalt alla ning jitkata siis iilejdinud (n—1) x (n—1)
ruudustiku katmist analoogilises jirjekorras. Kokku on nii Jiiril kui
ka Maril kaartide paigutamiseks niisiis 4 - 22(*~1) = 4. 471 = 4»
voimalust.

Lahendus 2. Paneme tahele, et suvalises 2 x 2 ruudus saab nii Jiiri kui
ka Mari kahele iihist kiilge mitteomavale ruudule kaardid paigutada
teineteisest soltumatult, ning nende kaartide mistahes paigutuse kor-
ral on kummalgi neist {ilejianud kahele ruudule kaartide paigutamiseks
itksainus voimalus. Jérelikult saab nii Jiiri kui ka Mari paigutada n
kaarti mistahes viisil ruudustiku iihel diagonaalil paiknevatele ruutude-
le (selleks on 4™ voimalust) ning seejérel on kummalgi neist iilejdénud
ruutude kaartidega katmiseks iiksainus voimalus (vt. joonist 15).

4121212 2 4
2 4 1
2 4 |
2 | 4]
1 I
9 4
Joonis 14 Joonis 15

Lahendus 3. Teeme induktsiooni n jargi. Kui n = 1, siis on ilmselt
nii Maril kui ka Jiiril ainsa kaardi paigutamiseks 4 = 4! véimalust.
Lisame niiiid sobival viisil kaartidega kaetud n x n ruudule paremale
iihe veeru ja alla iihe rea. Lisatud veeru koige iilemisele ruudule saab
nii Mari kui ka Jiiri paigutada kaardi 2 viisil, sest selle vasak &dar peab
olema sama virvi (vastavalt erinevat viirvi) vorreldes temast vasakul
asuva kaardiga. Jargmise kaardi asend on kahe naaberkiilje varviga ju-
ba iitheselt méadratud jne., lisatud veeru ja rea iihisele ruudule jatame

12



kaardi esialgu paigutamata. Alumise rea vasakpoolse kaardi paiguta-
miseks on Maril ja Jiiril kummalgi samuti 2 voimalust ning koikide te-
mast paremal asuvate kaartide asend (k.a. lisatud veeru ja rea iihisele
ruudule paigutatav kaart) on niiiid iiheselt méédratud. Kokku on kum-
malgi véimalusi (n+1) x (n+1) ruudu katmiseks seega 4™-2-2 = 4",

Vastus: selle vorrandi lahendid on z =4 ja z = 16.

Paneme koigepealt tdhele, et arvud 4 ja 16 rahuldavad antud vor-
randit: V4 = 2 = logy 4 ning V16 = 4 = log, 16. Néitamaks, et
rohkem lahendeid ei ole, uurime funktsiooni f(x) = /z —log, x, mille
nullkohtadeks on parajasti antud vorrandi lahendid. Leiame

1 1 Jzln2-2
2yr zln2  2zxIln2

f'(=)

kust ndeme, et f'(z) = 0 parajasti siis, kui /zIn2 — 2 = 0, ehk

Vo = i Seega x = (i)Q on funktsiooni f(x) tuletise ainus
In2 In2

nullkoht. Et nii funktsioon f(z) kui ka selle tuletis on oma méiramis-

piirkonnas (0,00) pidevad, siis peab funktsiooni f(z) iga kahe null-

koha vahel paiknema iiks ekstreemumkoht, mis on selle funktsiooni

tuletise nullkohaks. Jérelikult ei saa funktsioonil f(x) olla iile kahe
nullkoha ning 4 ja 16 on antud vorrandi ainsad lahendid.

B

Joonis 16

Vastus: 45°.

Lahendus 1. Votame kiirel AC' niisuguse punkti F', et ZABF = 90°
(vt. joonist 16). Siis punkt C' paikneb 16igul AF ning Eukleidese teo-
reemist saame |AC|- |CF| = |BC|?. Jarelikult |CD| = |CF|. Et
(DCE = /FCB =90° ja

/{CDE =/CBA=90°-/BAC = /CFB,
siis kolmnurgad CDE ja CFB on vordsed ning |CE| = |CB|. Et

13



/ECB = 90°, siis on kolmnurk FCB tiisnurkne ja vordhaarne ning
tema alusnurga BEC' suurus on 45°.

Lahendus 2. Paneme téhele, et kolmnurk EDC' on sarnane kolmnur-

DC| .
gaga ABC, kusjuures sarnasustegur on k = ﬁ Ulesandes antud
D B
vordusest saame || Bg|| || Ag| Jarelikult
1BC|

|EC| = |AC| - k = |AC] - = |BC| .

JAC|
Niisiis on kolmnurk BC'E t#isnurkne ja vordkiilgne ning /CEB = 45.

. Olgu dy = 1, do, ..., dx_1, dx = mn positiivse téisarvu n koik
n
positiivsed jagajad loetletuna kasvavas jérjekorras, siis d; =

%7
dy = dn , . Tahistades arvu n positiivsete jagajate summa o(n)
k—1
ning nende péérdarvude summa o’ (n), saame
1 1 1 dip  dr_1 dy
/ —_ _ - _— =
U(n)—d1+d2+ e AT

di+dy+...+dp o(n)

n n

a) Oletame, et mingi algarvu p jaoks leidub selline positiivne téis-

1 1
arv a # p, et ola) _ d'(a) = o'(p) = P Bt mud
a p

on

taandumatu, siis p peab olema arvu a jagaja. Seega arvu a jagaja-
teks on arvu p jagajad 1 ja p ning veel vihemalt arv a ise, mistottu
o'(a) > o'(p) — vastuolu.

b) Olgu a suvaline positiivne tdisarv ning p selline algarv, mis ei ole a
jagaja. Veendume, et siis o’(ap) = o/(a)-o’(p). Toepoolest, arvestades
esimeses 16igus toestatut piisab niidata, et o(ap) = o(a) - o(p). Ar-
vu ap jagajateks on aga parajasti arvu a jagajad ja nende korrutised
arvuga p, mistottu

ola)-o(p) = (dr+do+...+di) - (1+p) =
= (d1+do+...+dg)+ (dip+dop+ ... +drp) =
= o(ap) .

Niisiis piisab leida sellised arvud a ja b, et a # b ning o'(a) = o’ (b) —
siis ka ap # bp ning o’ (ap) = o’ (bp) mistahes sellise algarvu p korral,
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mis ei ole ei a ega b jagaja, ning jdrelikult on koik sellised arvud ap
mitteiiksildased. Sobivad arvud on néiiteks a = 6 ja b = 28:

1424346, 142444714428

a'(6) ; 75 a'(28) .

. a) Olgu 9 piletis mérgitud jargmised arvud.

(1,2,3,4,5,6)  (10,11,12,13,14,15) (19,20, 21,22, 23, 24)
(1,2,3,7,8,9)  (10,11,12,16,17,18) (25,26, 27, 28,29, 30)
(4,5,6,7,8,9)  (13,14,15,16,17,18) (31,32, 33,34, 35, 36)

Siis selleks, et {ikski esimeses tulbas néidatud kolmest piletist ei vGi-
daks, peavad kuuest véljaloositud arvust vdhemalt kaks olema hul-
gast {1,2,...,9}. Et iikski jdrgmises tulbas n#idatud kolmest pile-
tist ei voidaks, peavad vidhemalt kaks véljaloositud arvu olema hul-
gast {10,...,18}. Et iikski viimases tulbas nédidatud kolmest piletist
ei voidaks, peab viljaloositud arvude seas olema veel kolm arvu hul-
gast {19,...,36}. Kuna vélja loositakse ainult kuus arvu, siis ei saa
koik need tingimused korraga tédidetud olla ning vaadeldavate piletite
seas leidub kindlasti voitev pilet.

) )

b) Kui méni arvudest on mirgitud kolmes piletis kaheksast, siis voib
véljaloositud arvude komplekt sisaldada selle arvu ja lisaks iilejadnud
viiest piletist igaiihest ithe margitud arvu, ning iikski kaheksast pile-
tist ei voida. Vaatleme niiiid juhtu, kus iga arv on mérgitud iilimalt
kahes piletis kaheksast. Siis 48 piletites kokku mérgitud arvu seas pea-
vad vihemalt 12 arvu esinema kaks korda (sest iildse on 36 erinevat
arvu). Uldisust kitsendamata olgu need arvud 1, 2, ..., 12. Vaatleme
kaht piletit (tdhistame need A ja B), kus on mirgitud arv 1. Et pi-
letites A ja B on kokku maérgitud veel iilimalt 10 erinevat arvu, siis
iikks arvudest 2, ..., 12 ei ole mérgitud kummaski neist piletitest ning
peab seega olema mérgitud kahes iilejadnud kuuest piletist — tildisust
kitsendamata olgu see arv 12 ning need kaks piletit C' ja D. Siis aga
voib véljaloositud arvude komplekt sisaldada arvud 1, 12 ja lisaks
iilejaénud neljast piletist (mis ei ole A, B, C ega D) igaiihest iihe
margitud arvu, ning iikski kaheksast piletist ei voida.
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9. klass

Ulesanne 1 (Urmo Kaber)

On tehtud korrektne joonis ja Ulesandest aru saadud
Leidub Ulesande lahendamise idee

Lahenduskaik 6ige, kuid |dpetamata

Taielik lahendus

Ulesanne 2 (Eno Tdnisson)

Leitud, et arv 1 sobib

Vaadatud labi arvud 1 kuni 6 ja leitud, et 1 sobib

Oige vastus ilma p&hjenduseta

Vastuseks pakutud, et n ei jagu 3-ga ega 2-ga, ja selle linklik p&hjendus

Oige vastus; vaadatud I&bi rohkem kui kuus esimest positiivset taisarvu
Naidatud, et arvud kujul n=6k+1 sobivad, aga vastuseks on pakutud suurem hulk
Oige vastus; vaadatud labi arvud 1 kuni 6 ja esitatud liinklik péhjendus

Taielik lahendus

Ulesanne 3 (Mart Abel)

Lahendus vaid erijuhu jaoks (naiteks eeldatud, et punkt F poolitab 16igu EC)
Oige lahendus, kuid {ihe vaite juures selgitus puudulik
Taielik lahendus

Ulesanne 4 (Ahti Peder)

Arvutatud mahud peale esimest pudelisse kallamist
Arvutatud mahud peale véljakallamist
Leitud pddrasamblatee ja hundijalavee suhe viimasel kallamisel

Ulesanne osutus enamusele lihtsaks. M&nes t66s oletati, kui palju ronkem
karbseseeneleotist valati.

Ulesanne 5 (Martin Pettai)

a) osa eest:
b) osa eest

Punktide jaotus b) osa piires (ZUrii lahendus):

Juht n=3 v&i moni teine n=3 (mod 4), kus n<=2003; peab olema tekstis mainitud
Naitamine, kuidas juhu n=4k-1 vdimalikkusest saada juhu n=4k+3 v8imalikkus
Eelmise kahe punkti p&hjal juhu n=2003 vdimalikkuse jareldamine

Punktide jaotus b) osa piires (lahendus ruudu osadeks jaotamise abil):
Osadeks jaotamise ja nende ristkilikutega katmise idee

Osadeks jaotamine nii, et iga osa on vdimalik katta 3x8 ja 2x4 ristkulikutega
3x8 ristkiliku katmine

2x4 ristkuliku ja 3x3 ruudu (ilma keskmise ruuduta) katmine kokku: mdlemad peavad

olema naidatud

1p.
3p.
5p.
7p.

2p.
2p.

3p.

7p.




10. klass

Ulesanne 1 (Uve Nummert)

Avaldatud viisnurga kuljepikkus v6i mdned nurgad, lahendus sisuliselt puudub

Oige lahendusidee, kuid lahenduse algul arvutusviga, mis viib edasise valele teele
Oige lahendusidee, kuid lahendus I6petamata v6i lahenduse teises pooles arvutusviga,
mis tingib vale I6pptulemuse

Lahenduse seisukohalt oluline vdide pdhjendamata; lisaks arvutusviga, mis ei mdjuta
[6pptulemust

Lahenduse seisukohalt oluline vaide p&hjendamata, muidu téielik lahendus

Kusagil segi aetud vaikese ringjoone raadiuse ja pindala arvvaartused, mistbttu vastus
vale; muidu taielik lahendus

Taielik lahendus

Ulesanne 2 (Nikita Salnikov)

Tahelepanek, et m on n” jagaja ja n on m” jagaja
Naitamine, et arvudel n ja m on samad algtegurid
Naitamine, et nende algtegurite astendajad on vérdsed
Oige ja taielik vastus

Ainult vastuse eest ilma lahenduseta

Ulesanne 3 (Oleg Pet3onkin)

On kirjutatud ilma selgituseta, et kolmnurgad MNO ja XYO on sarnased
Pool lahendust, s.t. 6ige lahenduse viis, aga viga keskel

Oige lahendus, aga puuduvad selgitused

Taielik lahendus

Ulesanne 4 (Leopold Parts)

Ainult 6eldud, et avaldise vaartus on maksimaalne, kui a=b=c=2

Kirjutatud valja sobiv aritmeetilise-geomeetrilise v&i aritmeetilise-harmoonilise keskmise
vaheline vdrratus

Korrektne lahendus pisivigadega (samavaarsuste asemel kirjas valepidi jareldused)
Taielik lahendus

Ulesanne osutus lihtsaks, kuna seda oli véimalik lahendada juhtude l&bivaatuse abil

Ulesanne 5 (Meelis Kull)

Idee kasutada k+1 ja k+2 korral &ra eelduse kohaselt k jaoks leiduvat strateegiat
Oige strateegia kirjeldus k+1 korral

Oige avakaik k+2 korral

Edasine dige strateegia kirjeldus k+2 korral

0p.
2p.

4p.

5p.

6 p.
7p.

2p.
2p.
2p.
7p.

1p.

O0p.
2p.
6 p.
7p.

O0p.

1p.
6 p.
7p.

2p.
2p.
2p.
7p.




11. klass

Ulesanne 1 (Hendrik Nigul)

Véide, et Mercedese kiirus on vérdne Opeli ja Trabanti kiiruste summaga
Selle véite tBestus

Oige jareldus

Osaline lahendus erijuhul (nt Opeli ja Trabanti vdrdsete kiiruste korral)

Ulesanne 2 (Konstantin Tretjakov)

Lahendused, kus pdhjendamata prooviti eeldada, et a=b=c
Intuitiivne arutelu, miks taisarvuliste a,b,c korral vérdus kehtida ei saa

Lahendust pole, aga on idee kasutada aritmeetilise/geomeetrilise/harmoonilise keskmise

vahelist vOrratust
Taielik lahendus

Ulesanne 3 (Reimo Palm)

a) osa eest
b) osa eest

Punktide jaotus a) osa piires
Toestatud vaide PA*PA,=PC*PC,
Kddlnelinurkades nurkade arvutamine ja I8ppjareldus

Ulesanne 4 (Hannes Jukk, Elts Abel)

Tahelepanek, et vahemikus (k2;(k+1)2) kahe jarjestikuse taisarvu ruutude vahel
paiknevate arvude juured ei ole taisarvud, koos péhjendusega

Tahelepanek, et vahemikus (k2;(k+1)2) olevate taisarvude juurte taisosad on vérdsed
arvuga k, koos pdhjendusega

Saadud vahemikust (k2;(k+1)2) Ulesande tingimusi rahuldava sobiva arvu juure tldkuju
Pdhjendus, et sobivaid arve on Idpmata palju

Leitud ainult mdned sobivad arvud

Ulesanne 5 (Peeter Laud)

Naidatud, et mdne n (naiteks 2 vdi 4) korral on katmine vdimalik
Naidatud, et paarisarvulise n korral on katmine v8imalik (antud konstruktsioon)
Tdestatud, et paarituarvulise n korral ei ole katmine véimalik

1p.
3p.

3p.

7p.
2p.

0p.
1p.

2p.
7p.

4p.

3p.

7p.

3p.

1p.

4p.

2p.

2p.
2p.
1p.
7p.

1p.

2p.
4p.

7p.




12. klass

Ulesanne 1 (Kati Metsalu-Smotrova)

Pole midagi kasulikku tehtud

Olemas moned kasulikud ideed, kuid edasi pole neid arendatud

Variantide arv ainult ihe mangija jaoks &igesti arvutatud

Idee Bige, kuid pole osatud variante loendada

Saadud dige vastus, kuid siis on hakatud sealt mingeid variante maha arvestama
Taielik lahendus

Ulesanne 2 (Mati Abel)

Ainult leitud 1 6ige lahend (selgitused puuduvad)

Ainult leitud 2 &iget lahendit (selgitused puuduvad)

Leitud 2 Giget lahendit ja on piitud midagi péhjendada

Leitud 2 diget lahendit ja pdhjendust digesti alustatud

Graafiliselt lahendatud ning p&hjendamata, miks rohkem lahendeid ei ole, vai
pdhjendamisel kasutatud ebadiget tulemust

Graafiliselt lahendatud ja osaliselt pShjendatud, miks on ainult 2 lahendit, vdi tehtud
pdhjendamisel arvutusviga

Taielik lahendus

Ulesanne 3 (Jan Villemson)

Taielik lahendus

Ulesanne 4 (Valdis Laan)
Tdestus, et algarvud on Uksildased

Leitud Uiks mittetksildaste arvude paar
Tdestus, et leidub I6pmata palju mittetiksildasi arve

Ainult ndidatud, et kaks algarvu ei moodusta “mittetiksildast paari”.

Ulesanne 5 (Emilia Kasper)

a) osa
b) osa

Lahendused, kus oli ndidatud vditev konstruktsioon 10 pileti jaoks, said a) osa eest 1
punkti.

2p.
3p.
4p.
5p.

6 p.
7p.

7p.

3p.
1p.

3p.

7p.
0 p.

3p.
4p.
7p.
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