
Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

VII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvuta avaldise
6 + 6 · 3 − 3

3
väärtus.

. . . . . . . . . . . .

2. Andres loetles kasvavas järjekorras kümme esimest algarvu. Milline
algarv oli Andrese loetelus viimane?

. . . . . . . . . . . .

3. Arvude 9x ja 2x vahe on 21. Leia 5x väärtus.

. . . . . . . . . . . .

4. Mitu positiivset jagajat on arvul 24 (koos jagajatega 1 ja 24)?

. . . . . . . . . . . .

5. Anna ostis siniseid ja kollaseid õhupalle. Sinised õhupallid andis ta
oma kolmele sõbrannale, nii et igaüks neist sai kaks palli, kollased
aga jättis Anna kõik endale. Mitu õhupalli Anna ostis, kui ta endale
jättis 40% ostetud õhupallidest?

. . . . . . . . . . . .



6. Ruudud ABCD ja CFGH on
võrdsed ning 6 CBF = 70◦ .
Leia nurga ACG suurus.

A

B

C

D

F

G

H

70◦
. . . . . . . . . . . .

7. Ristkülikusse on joonestatud kolm
võrdset ruutu, kusjuures keskmise
ruudu keskpunkt on äärmiste ruu-
tude ühises tipus. Viirutamata osa
kogupindala on 5 cm2 . Leia viiru-
tatud osa pindala.

. . . . . . . . . . . .

8. Punkt O on ringjoone keskpunkt ning
6 ACO = 35◦ . Leia nurga COB suu-
rus.

A O B

C

35◦

. . . . . . . . . . . .

9. Prismal on 8 tippu. Mitu serva on sellel prismal?

. . . . . . . . . . . .

10. Kuubi tahkudele on kirjutatud arvud 1 ku-
ni 6. Joonisel on näidatud selle kuubi pin-
nalaotus. Leia ühise tipuga tahkudel oleva-
te arvude korrutise suurim väärtus.

1 3 2 4

5

6

. . . . . . . . . . . .



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

VIII klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia
3

4
arvust, millest

5

6
on 60.

. . . . . . . . . . . .

2. Maria loetles kõik algarvud, mis on väiksemad arvust 32. Mitu
algarvu ta sai?

. . . . . . . . . . . .

3. Arvude 3a ja 8a aritmeetiline keskmine on 22. Leia a väärtus.

. . . . . . . . . . . .

4. Arvude 1, 2, . . . , 2004 seast kustutati kõik sellised arvud x , mille
korral 2005 − x jagub arvuga 3. Mitu arvu kustutati?

. . . . . . . . . . . .

5. Uue telemängu esimest saadet jälgis 5000 inimest, kümnendat saa-
det aga 12000 inimest. Mitme protsendi võrra suurenes vaatajas-
kond?

. . . . . . . . . . . .



6. Joonisel on ABCD ruut, lõik AF on nur-
ga EAD poolitaja ning 6 AED = 110◦ ja
6 FDA = 30◦ . Leia nurga FAC suurus.

A B

CD

E

F

. . . . . . . . . . . .

7. Lõigud AB ja CD on risti lõiguga BC

ning |CD| =
1

3
|AB| . Mitu korda on kolm-

nurga ABD pindala suurem kolmnurga
ADC pindalast?

B

D

C

A

. . . . . . . . . . . .

8. Punkt O on ringjoone keskpunkt ning
|BC| = |OA| ja 6 ACO = 10◦ . Leia
nurga AOD suurus. B

CD O

A

. . . . . . . . . . . .

9. Prismal on 6 tahku. Mitu tippu on sellel prismal?

. . . . . . . . . . . .

10. Kuubi tahkudele on kirjutatud arvud 1 ku-
ni 6. Joonisel on näidatud selle kuubi pin-
nalaotus. Leia ühise tipuga tahkudel oleva-
te arvude korrutise suurim väärtus.

4 1 3 2

5

6

. . . . . . . . . . . .



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

IX klass

I osa: Lahendamiseks on aega 40 minutit.

Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks võid

kasutada lisapaberit.

Iga ülesande õige vastus annab 2 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Nelja järjestikuse naturaalarvu summa on 138. Leia neist arvudest
suurim.

. . . . . . . . . . . .

2. Peeter kirjutas tahvlile kaheksa esimest algarvu kasvavas järjekor-
ras. Millise numbri ta kirjutas kaheteistkümnendana?

. . . . . . . . . . . .

3. Esimesel a päeval läbis rallisõitja k kilomeetrit päevas, ülejäänud
b päeval aga m kilomeetrit päevas. Kui palju bensiini kulus autol
kogu teekonna läbimiseks, kui keskmine bensiinikulu on x liitrit
100 kilomeetri kohta?

. . . . . . . . . . . .

4. Arvude 1, 2, . . . , 2004 seast kustutati kõik sellised arvud x , mille
korral 2005 − x jagub arvuga 3. Mitu arvu jäi alles?

. . . . . . . . . . . .

5. Firma suurendas oma toodete eksporti 1000% võrra. Mitu korda
eksport suurenes?

. . . . . . . . . . . .



6. Ruudu ABCD sees on võetud punkt X

nii, et kolmnurk AXD on võrdkülgne.
Leia nurga XBC suurus.

A B

CD

X. . . . . . . . . . . .

7. Ruudu ABCD tipud paiknevad võrd-
haarse trapetsi EFGH külgede kesk-
punktides ning ruudu pindala on 18 cm2 .
Leia trapetsi EFGH pindala.

A B

CD

E

F

G

H

. . . . . . . . . . . .

8. Ringjoone diameetri AF ja kõõlu
CD pikendused lõikuvad punk-
tis E , kusjuures |EF | = |FC| ja
6 FED = 10◦ . Punkt B jagab
kaare AC kaheks võrdseks osaks.
Leia nurga ABC suurus.

A

B

C
D

EF
q

. . . . . . . . . . . .

9. Prismal on 12 serva. Mitu tahku on sellel prismal?

. . . . . . . . . . . .

10. Kuubi tahkudele on kirjutatud arvud 1 ku-
ni 6. Joonisel on näidatud selle kuubi pin-
nalaotus. Leia ühise tipuga tahkudel oleva-
te arvude korrutise suurim väärtus.

6 1

3

2

5

4

. . . . . . . . . . . .



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

VII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia kõik sellised kolmekohalised paaritud naturaalarvud a , mille
korrutis arvuga 748 lõpeb numbritega 2004.

2. Matemaatika test koosneb 30 algebra- ja 50 geomeetriaküsimu-
sest. Rein vastas õigesti 80% testi kõikidest küsimustest, kusjuures
algebraküsimustest vastas ta õigesti 70%. Mitmele geomeetriakü-
simusele vastas Rein õigesti?

3. Kolm linna A , B ja C paiknevad ring-
teel, mis nende linnade kohal on ühenda-
tud teise, väiksema ringteega nii, nagu
joonisel näidatud. Kui pikk on lühim tee
kahe linna vahel, kui suurema ringtee
raadius on 60 km ning väiksema ringtee
raadius on 40 km? (Joonisel punktiiriga
näidatud lõigud ei ole teed.)

120◦120◦

120◦

s

ss

A

BC



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

VIII klass

II osa: Lahendamiseks on aega 2 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia kõik sellised kolmekohalised naturaalarvud, mis on ise min-
gi naturaalarvu ruuduks ning mille sajaliste numbri kustutamisel
järelejääv kahekohaline arv on samuti mingi naturaalarvu ruut.

2. Leia ristküliku ABCD sees paikneva vii-
rutatud ristküliku pindala.

8

8

3

3A B

CD

3. Jüri ja Mari elavad samas kõrghoones. Hoone igal korrusel on 10
korterit: esimesel korrusel on korterid 1, 2, . . . , 10, teisel korrusel
korterid 11, 12, . . . , 20 jne. On teada, et Jüri korruse number on
võrdne Mari korteri numbriga, kusjuures Jüri ja Mari korterite
numbrite summa on 239. Leia Jüri korteri number.



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

IX klass

II osa: Lahendamiseks on aega 4 tundi.

Ülesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus

annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Raudteerööpad on pikkusega 30 m, kusjuures mõlema rööpa liite-
kohad on kohakuti. Juku sõidab ühtlase kiirusega liikuvas rongis
ning püüab määrata selle kiirust, loendades mingi ajavahemiku
jooksul rööbaste liitekohtade ületamisel kostvaid kolkse. Millise
aja jooksul peaks Juku kolkse loendama, et loendatud kolksude
arv oleks võrdne rongi kiirusega km/h?

2. Leia kõik numbrid, millega võib lõppeda n esimese positiivse täis-
arvu summa.

3. Kaks ringjoont läbivad teineteise keskpunkte O1 ja O2 ning lõiku-
vad punktides A ja B . Tõesta, et sirge O1B on kolmnurga O1O2A

ümberringjoone puutuja.

4. Mari ja Jüri mängivad n kõrvutiasetsevast ruudust (n > 2) koos-
neval mängulaual järgmist mängu. Kummalgi mängijal on üks
nupp, mängu algul seisavad need mängulaua äärmistel ruutudel
ning igal käigul liigutab mängija oma nuppu ühe või kahe ruu-
du võrra ükskõik kummas suunas. Käike tehakse vaheldumisi ning
alustab Mari. Mängija, kes asetab oma nupu vastase nupuga sa-
male ruudule, on võitnud. Milliste n väärtuste korral leidub võitev
strateegia Maril ja milliste n väärtuste korral Jüril?



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

X klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Lahenda ruutvõrrand x2 + 2ax +
√

a2 + 27 = 0, kui on teada, et selle
võrrandi lahendite summa on võrdne lahendite korrutisega.

2. Olgu a =
xy

x + y
, b =

yz

y + z
ja c =

zx

z + x
, kus x, y, z on nullist erinevad

reaalarvud. Avalda x arvude a, b ja c kaudu.

3. Kas leidub täisnurkne kolmnurk, mille külgede pikkused on täisarvud
ning mille ümbermõõt on

a) 2003;

b) 2004?

4. Korrapärase kaheksanurga neljale küljele kahek-
sanurga sisse konstrueeritakse ruudud nagu jooni-
sel näidatud. Nende ruutude lõikumisel tekib viis
väiksemat ruutu, millest keskmine on joonisel vii-
rutatud ja neli ülejäänut värvitud mustaks. Leia
viirutatud ruudu pindala ja mustade ruutude ko-
gupindala suhe.

5. Tõesta, et mistahes mittetäisnurkse kolmnurga ABC korral leiduvad sel-
lised kolm ringjoont c1 , c2 ja c3 , et ringjooned c2 ja c3 puutuvad üks-
teist punktis A , ringjooned c3 ja c1 punktis B ning ringjooned c1 ja c2

punktis C .

6. Asutuse juht on Eriti Tähtis Ametnik, kellel on n telefoni (n > 2). Igale
m > 2 telefoniga ametnikule alluvad vahetult kaks ametnikku, kellest
ühel on m − 1 ja teisel m − 2 telefoni, kusjuures igal ametnikul peale
Eriti Tähtsa Ametniku on täpselt üks vahetu ülemus.

a) Leia telefonide koguarv asutuses juhul, kui n = 10.

b) Tõesta, et iga 1 6 k < n korral on k telefoniga ametnike arv asu-
tuses võrdne k + 1 ja k + 2 telefoniga ametnike koguarvuga.



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

XI klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu n naturaalarv. Tõesta, et arvudel 2n+6 + 3n+6 + 216(2n + 3n) ja

4n+6 + 5n+6 + 8000 (4n + 5n) on 1-st suurem ühistegur.

2. Korrapärase n -nurga pikima diagonaali pikkus on l . Leia selle n -nurga
pindala.

3. Täisnurkse kolmnurga kaatetitele tõmmatud mediaanide pikkused on
√

2

ja
√

3. Leia selle kolmnurga hüpotenuusi pikkus.

4. Kolmnurga ABC külgedel BC , CA ja AB valitakse vastavalt punktid

D , E ja F nii, et |BD| =
1

2
|BC| , |CE| =

1

3
|CA| ja |AF | =

1

6
|AB| .

Olgu K lõikude BE ja CF lõikepunkt, L lõikude CF ja AD lõike-
punkt ning M lõikude AD ja BE lõikepunkt. Tõesta, et kolmnurga
KLM pindala on võrdne kolmnurkade AFL , BDM ja CEK pindalade
summaga.

5. Kas leiduvad sellised viis positiivset täisarvu, millest mistahes kahel on
olemas 1-st suurem ühistegur, mistahes kolm on aga ühistegurita?

6. Mõõtmetega m × n ruudustiku (m, n > 2) iga ruut on värvitud kas
valgeks või mustaks. Ruudustiku kõrval asub põrnikas. Algul ronib põr-
nikas mingile ruudustiku ääreruudule ja muudab selle värvi vastupidiseks.
Igal järgmisel sammul liigub põrnikas ruudult, kus ta parajasti on, eda-
si mingile naaberruudule (naaberruutudeks loeme ühist serva omavaid
ruute) ning muudab selle värvi vastupidiseks. Lõpuks, olles järjekord-
selt jõudnud mingile ääreruudule, roomab põrnikas ruudustikult minema.
Kas põrnikas saab niiviisi alati, olenemata ruudustiku algsest värvimisest,
kõik ruudud mustaks värvida?



Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

XII klass

Lahendamiseks on aega 5 tundi.

Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu antud funktsioonid

f(x) = x4 + (a3 + b3)x3 + (a2 + b2)x2 + (a + b)x + 2004 ,

g(x) = 4x3 + 54x2 + (2ab + 12)x + 2003 .

Leia üks selline reaalarvude paar (a, b), mille korral g kasvab piirkonda-
des, kus f graafik on nõgus, ning g kahaneb piirkondades, kus f graafik
on kumer.

2. Ring on jaotatud neljaks erineva suurusega sektoriks. Iga sektor värvitak-
se ühega neljast kasutadaolevast värvist. Mitmel erineval viisil on võima-
lik need sektorid värvida nii, et iga kaks naabersektorit oleksid erinevat
värvi (kõiki nelja värvi ei ole kohustuslik kasutada)?

3. Kujuta ristkoordinaadistikus kõigi nende punktide hulk, mille koordinaa-
did (x, y) rahuldavad tingimust |2x − 1| + |2x + 1| + 2|y| = 4.

4. Neljaliikmeline tenniseklubi soovib kohtumiseks oma sõprusklubiga välja
valida klubi kaks parimat mängijat (nende omavaheline paremusvahe-
kord pole oluline). On teada, et klubis ei ole kaht võrdse mängutasemega
mängijat ning tugevam mängija võidab alati nõrgemat. Tõesta, et kahe
parema mängija väljaselgitamiseks piisab neljast mängust.

5. Ringjooned c1 , c2 ja c3 , mille keskpunktid on vastavalt A , B ja C ,
puutuvad üksteist paarikaupa väliselt, nii et ringjoonte c2 ja c3 puute-
punkt on A′ , ringjoonte c3 ja c1 puutepunkt on B′ ning ringjoonte c1

ja c2 puutepunkt on C ′ . Leia kolmnurga A′B′C ′ sisenurkade suurused,
kui kolmnurga ABC sisenurkade suurused on α , β ja γ .

6. Nimetame 0-ga mittelõppeva naturaalarvu M peegelarvuks arvu M ′ ,
mis saadakse M numbrite kirjutamisel vastupidises järjekorras. Tõesta,
et leidub lõpmata palju selliseid 0-ga mittelõppevaid naturaalarve M ,
mis ei lange kokku oma peegelarvuga M ′ ning mille korral M · M ′ on
mingi täisarvu ruut.



LI Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

7 fevralÂ 2004 g.

VII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.

Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ

mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.

Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Vyqislit~ znaqenie vyra¼eniÂ
6 + 6 · 3 − 3

3
.

. . . . . . . . . . . .

2. Andre$i pereqislil v vozrasta»wem porÂdke pervye desÂt~
prostyh qisel. Kakoe prostoe qislo Andre$i nazval poslednim?

. . . . . . . . . . . .

3. Raznost~ qisel 9x i 2x ravna 21 . Na$iti znaqenie 5x .

. . . . . . . . . . . .

4. Skol~ko polo¼itel~nyh delitele$i imeet qislo 24 (vkl»qaÂ
deliteli 1 i 24)?

. . . . . . . . . . . .

5. AnÂ kupila sinie i ¼eltye vozduxnye xariki. Sinie xari-
ki ona razdala trem svoim podrugam tak, qto ka¼daÂ podruga
poluqila dva xarika, a ¼eltye xariki AnÂ vse ostavila sebe.
Skol~ko xarikov kupila AnÂ, esli sebe ona ostavila 40% ot
vseh kuplennyh xarikov?

. . . . . . . . . . . .



6. Kvadraty ABCD i CFGH ravny
i 6 CBF = 70◦ . Na$iti veliqinu
ugla ACG .

A

B

C

D

F

G

H

70◦
. . . . . . . . . . . .

7. V prÂmougol~nik narisovany tri
ravnyh kvadrata, priqem centr
srednego kvadrata nahoditsÂ v ob-
we$i verxine kra$inih kvadratov.
ObwaÂ plowad~ nezaxtrihovan-
no$i qasti ravna 5 sm2 . Na$iti plo-
wad~ zaxtrihovanno$i qasti.

. . . . . . . . . . . .

8. Toqka O ÂvlÂetsÂ centrom okru¼nosti
i 6 ACO = 35◦ . Na$iti veliqinu ugla
COB .

A O B

C

35◦

. . . . . . . . . . . .

9. Prizma imeet 8 verxin. Skol~ko reber u ®to$i prizmy?

. . . . . . . . . . . .

10. Na granÂh kuba napisany qisla ot 1 do 6 .
Na risunke pokazana razvertka ®togo kuba.
Na$iti naibol~xee znaqenie proizvedeniÂ
qisel, nahodÂwihsÂ na granÂh s obwe$i ver-
xino$i .

1 3 2 4

5

6

. . . . . . . . . . . .



LI Olimpiada po toqnym naukam uqawihsÂ ¤stonii

MATEMATIKA, REGIONAL^NY$I TUR

7 fevralÂ 2004 g.

VIII klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.

Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ

mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.

Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti
3

4
ot qisla,

5

6
ot kotorogo sostavlÂet 60 .

. . . . . . . . . . . .

2. Maxa pereqislila vse prostye qisla, kotorye men~xe qis-
la 32 . Skol~ko prostyh qisel ona nazvala?

. . . . . . . . . . . .

3. Srednee arifmetiqeskoe qisel 3a i 8a ravno 22 . Na$iti znaqe-
nie a .

. . . . . . . . . . . .

4. Iz qisel 1, 2, . . . , 2004 vyqerknuli vse takie qisla x , dlÂ ko-
toryh 2005 − x delitsÂ na 3 . Skol~ko qisel vyqerknuli?

. . . . . . . . . . . .

5. Pervu» peredaqu novo$i teleigry posmotrelo 5000 qelovek, a
desÂtu» peredaqu 12000 qelovek. Na skol~ko procentov uveli-
qilas~ qislo zritele$i?

. . . . . . . . . . . .



6. Na risunke ABCD ÂvlÂetsÂ kvadratom,
otrezok AF est~ bissektrisa ugla EAD ,
6 AED = 110◦ i 6 FDA = 30◦ . Na$iti ve-
liqinu ugla FAC .

A B

CD

E

F

. . . . . . . . . . . .

7. Otrezki AB i CD perpendikulÂrny ot-

rezku BC i |CD| =
1

3
|AB| . Vo skol~ko raz

plowad~ treugol~nika ABD bol~xe plo-
wadi treugol~nika ADC ?

B

D

C

A

. . . . . . . . . . . .

8. Toqka O ÂvlÂetsÂ centrom okru¼nosti,
|BC| = |OA| i 6 ACO = 10◦ . Na$iti ve-
liqinu ugla AOD . B

CD O

A

. . . . . . . . . . . .

9. Prizma imeet 6 grane$i. Skol~ko verxin u ®to$i prizmy?

. . . . . . . . . . . .

10. Na granÂh kuba napisany qisla ot 1 do 6 .
Na risunke pokazana razvertka ®togo kuba.
Na$iti naibol~xee znaqenie proizvedeniÂ
qisel, nahodÂwihsÂ na granÂh s obwe$i ver-
xino$i .

4 1 3 2

5

6

. . . . . . . . . . . .
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IX klass

I qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 40 minut.

Na ®tom listke napisat~ tol~ko otvety, dlÂ rexeniÂ

mo¼no ispol~zovat~ dopolnitel~nu» bumagu.

Verny$i otvet ka¼do$i zadaqi daet 2 balla.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Summa qetyreh posledovatel~nyh natural~nyh qisel ravna
138 . Na$iti naibol~xee iz ®tih qetyreh qisel.

. . . . . . . . . . . .

2. PetÂ napisal na doske vosem~ pervyh prostyh qisel v vozras-
ta»wem porÂdke. Kaku» cifru on napisal dvenadcato$i?

. . . . . . . . . . . .

3. Pervye a dne$i uqastnik ralli proez¼al k kilometrov v den~,
ostavxiesÂ b dne$i m kilometrov v den~. Skol~ko benzina pona-
dobilos~ avtomobil» na vs» dorogu, esli sredni$i rashod ben-
zina sostavlÂet x litrov na 100 kilometrov?

. . . . . . . . . . . .

4. Iz qisel 1, 2, . . . , 2004 vyqerknuli vse takie qisla x , dlÂ ko-
toryh 2005 − x delitsÂ na 3 . Skol~ko qisel ostalos~?

. . . . . . . . . . . .

5. Firma uveliqila ®ksport svoe$i produkcii na 1000% . Vo skol~-
ko raz uveliqilsÂ ®ksport?

. . . . . . . . . . . .



6. Vnutri kvadrata ABCD vzÂta toqka X

tak, qto treugol~nik AXD ravnostoron-
ni$i. Na$iti veliqinu ugla XBC .

A B

CD

X. . . . . . . . . . . .

7. Verxiny kvadrata ABCD nahodÂtsÂ v
seredinah storon ravnobedrenno$i trape-
cii EFGH i plowad~ kvadrata ravna
18 sm2 . Na$iti plowad~ trapecii EFGH .

A B

CD

E

F

G

H

. . . . . . . . . . . .

8. Prodol¼eniÂ diametra AF okru¼-
nosti i ee hordy CD pereseka»tsÂ
v toqke E , priqem |EF | = |FC| i
6 FED = 10◦ . Toqka B delit dugu
AC na dve ravnye qasti. Na$iti
veliqinu ugla ABC .

A

B

C
D

EF
q

. . . . . . . . . . . .

9. Prizma imeet 12 reber. Skol~ko grane$i u ®to$i prizmy?

. . . . . . . . . . . .

10. Na granÂh kuba napisany qisla ot 1 do 6 .
Na risunke pokazana razvertka ®togo kuba.
Na$iti naibol~xee znaqenie proizvedeniÂ
qisel, nahodÂwihsÂ na granÂh s obwe$i ver-
xino$i . 6 1

3

2

5

4

. . . . . . . . . . . .
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VII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.

RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi

daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti vse takie trehznaqnye neqetnye natural~nye qisla a ,
proizvedenie kotoryh s qislom 748 okanqivaetsÂ ciframi 2004 .

2. Matematiqeski$i test sostoit iz 30 algebraiqeskih i 50 geomet-
riqeskih voprosov. Roma otvetil pravil~no na 80% vseh vopro-
sov testa, priqem on otvetil pravil~no na 70% algebraiqeskih
voprosov. Na skol~ko geometriqeskih voprosov Roma otvetil
pravil~no?

3. Tri goroda A , B i C raspolo¼eny
na kol~cevo$i doroge, kotoraÂ v mestah
raspolo¼eniÂ gorodov soedinena s dru-
go$i, men~xe$i kol~cevo$i dorogo$i tak, kak
pokazano na risunke. Kakova dlina nai-
men~xego puti me¼du dvumÂ gorodami,
esli radius bol~xe$i kol~cevo$i dorogi
raven 60 km, a radius men~xe$i doro-
gi raven 40 km? (Izobra¼ennye na ri-
sunke punktirnye otrezki dorogami ne
ÂvlÂ»tsÂ.)

120◦120◦

120◦

s

ss

A

BC
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VIII klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 2 qasa.

RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi

daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Na$iti vse takie trehznaqnye natural~nye qisla, kotorye sami
ÂvlÂ»tsÂ kvadratom nekotorogo natural~nogo qisla i dlÂ koto-
ryh dvuznaqnoe qislo, ostavxeesÂ posle stiraniÂ cifry soten,
tak¼e ÂvlÂetsÂ kvadratom nekotorogo natural~nogo qisla.

2. Na$iti plowad~ zaxtrihovannogo prÂmo-
ugol~nika, nahodÂxegosÂ vnutri prÂmo-
ugol~nika ABCD .

8

8

3

3A B

CD

3. ³ra i Maxa ¼ivut v odnom i tom ¼e mnogo®ta¼nom dome. Na
ka¼dom ®ta¼e doma nahoditsÂ 10 kvartir: na pervom ®ta¼e
kvartiry 1, 2, . . . , 10 , na vtorom ®ta¼e kvartiry 11, 12, . . . , 20
i t.d. Izvestno, qto nomer ®ta¼a ³ry raven nomeru kvartiry
Maxi, priqem summa nomerov kvartir ³ry i Maxi ravna 239 .
Na$iti nomer kvartiry ³ry.
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IX klass

II qast~: VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 4 qasa.

RexeniÂ zadaq napisat~ na otdel~nom liste.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi

daet 7 ballov. Napisat~ tol~ko otvet nedostatoqno!

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. ´eleznodoro¼nye rel~sy ime»t dlinu 30 m, priqem styki
oboih rel~sov raspolo¼eny naprotiv drug druga. KolÂ edet
v poezde, dvi¼uwemsÂ s ravnomerno$i skorost~», i pytaetsÂ
opredelit~ ®tu skorost~, podsqityvaÂ koliqestvo stukov koles
na stykah rel~sov za nekotory$i prome¼utok vremeni. Na pro-
tÂ¼enii kakogo vremeni KolÂ dol¼en sqitat~ stuki koles,
qtoby nasqitannoe koliqestvo stukov okazalos~ ravnym sko-
rosti poezda v km/q?

2. Na$iti vse cifry, na kotorye mo¼et zakanqivat~sÂ summa n per-
vyh polo¼itel~nyh celyh qisel.

3. Dve okru¼nosti prohodÂt qerez centry drug druga O1 i O2

i pereseka»tsÂ v toqkah A i B . Dokazat~, qto prÂmaÂ O1B

ÂvlÂetsÂ kasatel~no$i okru¼nosti, opisanno$i okolo treugol~-
nika O1O2A .

4. Maxa i ³ra igra»t na igrovom pole, sostoÂwem iz rÂdom
raspolo¼ennyh n kletok (n > 2), v sledu»wu» igru. U ka¼-
dogo igroka imeetsÂ odna fixka, v naqale igry fixki usta-
novleny na kra$inih kletkah igrovogo polÂ i na ka¼dom hodu
igrok peredvigaet svo» fixku na odnu ili dve kletki v l»bom
napravlenii. Hody dela»tsÂ po oqeredi i naqinaet Maxa.
Vyigryvaet igrok, kotory$i postavit svo» fixku na klet-
ku, zanimaemu» fixko$i protivnika. Pri kakih znaqeniÂh n

imeetsÂ vyigryxnaÂ strategiÂ u Maxi i pri kakih znaqeniÂh
n u ³ry?
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X klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Rexit~ kvadratnoe uravnenie x2 + 2ax +
√

a2 + 27 = 0 , esli izvestno,
qto summa korne$i ®togo uravneniÂ ravna proizvedeni» ®tih ¼e korne$i.

2. Pust~ a =
xy

x + y
, b =

yz

y + z
i c =

zx

z + x
, gde x, y, z otliqnye ot nulÂ

de$istvitel~nye qisla. Vyrazit~ x qerez qisla a, b i c .

3. Na$idetsÂ li prÂmougol~ny$i treugol~nik, dliny storon kotorogo
ÂvlÂ»tsÂ celymi qislami i perimetr kotorogo raven

a) 2003 ;

b) 2004?

4. Na qetyreh storonah pravil~nogo vos~miugol~ni-
ka vo vnutren»» storonu postroeny kvadraty, kak
pokazano na risunke. Pri pereseqenii ®tih kvad-
ratov voznika»t pÂt~ men~xih kvadratov, sredni$i
iz kotoryh na risunke zaxtrihovan, a ostal~nye
qetyre zakraxeny qernym cvetom. Na$iti otnoxe-
nie plowadi zaxtrihovannogo kvadrata k obwe$i
plowadi qernyh kvadratov.

5. Dokazat~, qto dlÂ l»bogo neprÂmougol~nogo treugol~nika ABC na$i-
dutsÂ takie tri okru¼nosti c1 , c2 i c3 , qto okru¼nosti c2 i c3 budut
kasat~sÂ drug druga v toqke A , okru¼nosti c3 i c1 v toqke B , a okru¼-
nosti c1 i c2 v toqke C .

6. Naqal~nik uqre¼deniÂ, Osobo Va¼ny$i Qinovnik imeet n telefonov
(n > 2) . Ka¼domu qinovniku, ime»wemu m > 2 telefonov, neposredst-
venno podqinÂ»tsÂ dva qinovnika, u odnogo iz kotoryh m− 1 , a u dru-
gogo m − 2 telefonov, priqem ka¼dy$i qinovnik, krome Osobo Va¼nogo
Qinovnika, imeet rovno odnogo neposredstvennogo naqal~nika.

a) Na$iti obwee qislo telefonov v uqre¼denii v sluqae, esli n = 10 .

b) Dokazat~, qto dlÂ l»bogo 1 6 k < n qislo qinovnikov, ime»wih k
telefonov, ravno obwemu qislu qinovnikov, ime»wih k + 1 i k + 2
telefonov.
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XI klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Pust~ n natural~noe qislo. Dokazat~, qto qisla 2n+6+3n+6+216(2n+3n)

i 4n+6 + 5n+6 + 8000 (4n + 5n) ime»t obwi$i delitel~, bol~xi$i qem 1 .

2. Dlina naibol~xe$i diagonali pravil~nogo n-ugol~nika ravna l . Na$iti
plowad~ ®togo n-ugol~nika.

3. Dliny median, provedennyh k katetam prÂmougol~nogo treugol~nika,

ravny
√

2 i
√

3 . Na$iti dlinu gipotenuzy ®togo treugol~nika.

4. Na storonah BC , CA i AB treugol~nika ABC berut sootvetstvenno

toqki D , E i F tak, qto |BD| =
1

2
|BC| , |CE| =

1

3
|CA| i |AF | =

1

6
|AB| .

Pust~ K toqka pereseqeniÂ otrezkov BE i CF , L toqka pereseqeniÂ
otrezkov CF i AD , a M toqka pereseqeniÂ otrezkov AD i BE .
Dokazat~, qto plowad~ treugol~nika KLM ravna summe plowade$i
treugol~nikov AFL , BDM i CEK .

5. Na$idutsÂ li pÂt~ polo¼itel~nyh celyh qisel takih, qto u l»byh dvuh
iz nih imeetsÂ obwi$i delitel~, bol~xi$i qem 1 , a nikakie tri iz nih
ne ime»t obwego delitelÂ?

6. Ka¼daÂ kletka kletqato$i doski razmera m × n (m, n > 2) pokraxena
libo v qerny$i, libo v bely$i cvet. RÂdom s dosko$i nahoditsÂ ¼uk.
Snaqala ¼uk polzet na kaku»-nibud~ kra$in»» kletku doski i iz-
menÂet ee cvet na protivopolo¼ny$i. Pri ka¼dom oqerednom xage
¼uk peremewaetsÂ s kletki, na kotoro$i on nahoditsÂ, na kaku»-nibud~
sosedn»» s ne$i kletku (sosednimi sqita»tsÂ kletki, ime»wie obwee
rebro) i izmenÂet ee cvet na protivopolo¼ny$i. Nakonec, dostignuv
v oqeredno$i raz kako$i-nibud~ kra$ine$i kletki, ¼uk upolzaet s doski.
Mo¼et li ¼uk takim sposobom vsegda, nezavisimo ot pervonaqal~no$i
raskraski doski, perekrasit~ vse kletki v qerny$i cvet?
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XII klass

VremÂ, otvodimoe dlÂ rexeniÂ: 5 qasov.

Vernoe i dostatoqno obosnovannoe rexenie ka¼do$i zadaqi daet 7 ballov.

Pol~zovat~sÂ kal~kulÂtorom ne razrexaetsÂ.

1. Pust~ dany funkcii

f(x) = x4 + (a3 + b3)x3 + (a2 + b2)x2 + (a + b)x + 2004 ,

g(x) = 4x3 + 54x2 + (2ab + 12)x + 2003 .

Na$iti odnu taku» paru de$istvitel~nyh qisel (a, b) , dlÂ kotoryh g
vozrastaet v oblastÂh, gde grafik f vognuty$i, i g ubyvaet v oblastÂh,
gde grafik f vypukly$i.

2. Krug razdelen na qetyre raznyh po veliqine sektora. Ka¼dy$i sektor
zakraxiva»t odnim iz qetyreh ime»wihsÂ cvetov. Skol~kimi razliq-
nymi sposobami vozmo¼no pokrasit~ ®ti sektora tak, qtoby ka¼dye dva
sosednih sektora byli by raznogo cveta (ispol~zovat~ vse qetyre cveta
ne obÂzatel~no)?

3. Izobrazit~ v prÂmougol~no$i sisteme koordinat mno¼estvo vseh
takih toqek, koordinaty kotoryh (x, y) udovletvorÂ»t uslovi»
|2x − 1| + |2x + 1| + 2|y| = 4 .

4. Tennisny$i klub, ime»xi$i qetyre qlena, ¼elaet vybrat~ dlÂ vstreqi s
dru¼eskim klubom dvuh svoih luqxih igrokov (kto iz ®tih dvuh igrokov
luqxe, ne suwestvenno). Izvestno, qto v klube net dvuh ravnyh po
urovn» igrokov i bolee sil~ny$i igrok vsegda pobe¼daet bolee slabogo.
Dokazat~, qto dlÂ vyÂvleniÂ dvuh luqxih igrokov dostatoqno provesti
qetyre igry.

5. Okru¼nosti c1 , c2 i c3 , centry kotoryh sootvetstvenno A , B i C ,
poparno kasa»tsÂ drug druga snaru¼i, tak qto A′ toqka kasaniÂ okru¼-
noste$i c2 i c3 , B′ toqka kasaniÂ okru¼noste$i c3 i c1 i C ′ toqka kasaniÂ
okru¼noste$i c1 i c2 . Na$iti veliqiny vnutrennih uglov treugol~nika
A′B′C ′ , esli veliqiny vnutrennih uglov treugol~nika ABC ravny α ,
β i γ .

6. Nazovem qislo M ′
zerkal~nym qislom natural~nogo qisla M , ne

okanqiva»wegosÂ na 0 , esli ono poluqeno putem napisaniÂ cifr qisla
M v protivopolo¼nom porÂdke. Dokazat~, qto na$idetsÂ beskoneqno
mnogo takih natural~nyh qisel M , ne okanqiva»wihsÂ na 0 , kotorye
ne sovpada»t so svoim zerkal~nym qislom M ′ i dlÂ kotoryh M · M ′

ÂvlÂetsÂ kvadratom nekotorogo celogo qisla.
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Lahendused ja vastused

VII klass, I osa

1. 7. 2. 29. 3. 15. 4. 8. 5. 10. 6. 130◦ . 7. 3 cm2 . 8. 70◦ . 9. 12.
10. 48.

VII klass, II osa

1. Vastus: ainus selline arv on 123.

Tähistades esialgu a küsimärkidega, moodustame korrutamistehte

? ? ? · 7 4 8
. . . .

. . . .

. . . .

. . . 2 0 0 4

Arvu a viimasel kohal peab olema number, mille korrutis 8-ga
lõpeb numbriga 4. Sellised numbrid on 3 ja 8, kuid teine neist
ei sobi, sest arv a peab olema paaritu. Niisiis lõpeb a numbriga
3 ja esimese punktiiri kohal on arv 3 · 748 = 2244. Arvu a teisel
kohal peab olema selline number, mille korrutis 8-ga lõpeb num-
briga 6, sest liites tulemusele arvu 2244 eelviimase numbri, peame
saama 0-ga lõppeva arvu. Vajaliku omadusega on numbrid 2 ja 7
ning teise punktiiri kohal on siis vastavalt arv 2 · 748 = 1496 või
7 · 748 = 5236. Kui arvu a teisel kohal on 2, siis saame analoogi-
lise arutlusega korrutise lõpust kolmanda numbri suhtes, et arvu
a esimesele kohale võivad sobida numbrid 1 ja 6, seega a = 123
või a = 623. Kui arvu a teisel kohal on 7, siis võivad esimesele
kohale sobida numbrid 3 ja 8, millega leiame veel kaks kandidaa-
ti a = 373 ja a = 873. Kuid neist neljast arvust annab ainult
a = 123 korrutise, mille lõpust neljas number on 2.

1



2. Vastus: 43.

Rein vastas õigesti 80% testi 80 küsimusest, seega vastas ta õi-
gesti 0,8 · 80 = 64 küsimusele. Nende hulgas oli algebraküsimusi
0,7 · 30 = 21. Järelikult vastas Rein õigesti 64− 21 = 43 geomeet-
riaküsimusele.

3. Vastus: 40 +
80π

3
kilomeetrit.

Lahendus 1. Kui sõita ühest linnast teise otse mööda välimist ring-

teed, siis läbitakse vahemaa 60 · 2π

3
= 40π kilomeetrit. Kui aga

sõita kõigepealt sisemisele ringteele, mööda selle kaart teise lin-
na kohale ja tagasi välimisele ringteele, siis läbitakse vahemaa

20 + 40 · 2π

3
+ 20 = 40 +

80π

3
kilomeetrit. Esimese ja teise tee

pikkuste vahe on 40π − 40 − 80π

3
= 40

π

3
− 40 kilomeetrit. Et

aga
π

3
> 1, siis on see vahe positiivne ehk esimene tee on pikem.

On selge, et iga muu võimalik tee on pikem esimesest või teisest

vaadeldud teest, seega on lühima tee pikkus 40+
80π

3
kilomeetrit.

Lahendus 2. Ühest linnast teise sõiduks on kaks mõistlikku teed
— mööda välimise ringtee 120◦ kaart või mööda sisemise ringtee
120◦ kaart ning kaht ringteid ühendavat teelõiku — kõik ülejäänud
võimalikud teed on ilmselt pikemad kui üks neist kahest. Vaadel-

davate kaarte pikkused on vastavalt 60· 2π

3
= 40π ja 40· 2π

3
=

80π

3

ning nende vahe on 40π− 80π

3
= 40 · π

3
kilomeetrit. Kahe ringteid

ühendava lõigu kogupikkus 2 · 20 = 40 kilomeetrit on sellest va-
hest väiksem (sest π > 3) ning vaadeldav liikumisvariant mööda
sisemist ringteed on seega lühem.

VIII klass, I osa

1. 54. 2. 11. 3. 4. 4. 668. 5. 140%. 6. 65◦ . 7. 3. 8. 30◦ . 9. 8.
10. 48.
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VIII klass, II osa

1. Vastus: 225 ja 625.

Lahendus 1. Olgu a2 otsitav kolmekohaline arv ja b2 temast sa-
jaliste numbri kustutamisel saadud kahekohaline arv. Seejuures
10 6 a 6 31 ja 4 6 b 6 9. Arv a2 − b2 = (a + b)(a − b) peab
jaguma 100-ga. Et arvud a+b ja a−b on sama paarsusega, siis on
nad mõlemad paarisarvud. Samuti jaguvad mõlemad arvud 5-ga,
sest kui jaguks ainult üks, siis peaks see arv jaguma 50-ga, mis
pole võimalik a ja b suuruse tõttu. Seega a + b ja a − b jaguvad
10-ga ning ka nende summa 2a jagub 10-ga, mistõttu a jagub
5-ga. Kõne alla tulevad seega a = 10, a = 15, a = 20, a = 25
ja a = 30, kuid 102 = 100, 202 = 400 ja 302 = 900 ei sobi, sest
pärast sajaliste numbri kustutamist ei jää järele kahekohaline arv,
152 = 225 ja 252 = 625 aga sobivad.

Lahendus 2. Kolmekohalised on parajasti arvude 10 kuni 31 ruu-
dud. Arvutades need välja, saame 100, 121, 144, 169, 196, 225,
256, 289, 324, 361, 400, 441, 484, 529, 576, 625, 676, 729, 784,
841, 900, 961. Nendest arvudest jääb ainult 225 ja 625 puhul pä-
rast sajaliste numbri kustutamist alles kahekohaline täisruut.

Lahendus 3. Kahekohalised on parajasti arvude 4 kuni 9 ruudud:
16, 25, 36, 49, 64 ja 81. Vaadates läbi neile arvudele kõikvõima-
like sajaliste numbrite lisamisel tekkivad kolmekohalised arvud,
näeme, et täisruudud on neist ainult 225 ja 625.

2. Vastus: 30.

Lahendus 1. Et tipu A juures asuv täisnurkne kolmnurk kaatetite-
ga 3 ja 3 on võrdhaarne, siis on kõigi joonisel esinevate teravnur-
kade suurus 45◦ . Viirutatud ristküliku pindala saame, lahutades
ristküliku ABCD pindalast nelja võrdhaarse täisnurkse kolmnur-
ga pindalad. Ristküliku ABCD pindala on 8 · 11 = 88. Tippude
A , B ja D juures asuvate võrdhaarsete täisnurksete kolmnurka-

de pindalad on vastavalt
3 · 3
2

= 4,5,
5 · 5
2

= 12,5 ja
8 · 8
2

= 32.

Neljandas kolmnurgas on hüpotenuusi pikkus 11 − 5 = 6 ja hü-
potenuusile tõmmatud kõrgus 3, mistõttu selle kolmnurga pind-
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ala on
6 · 3
2

= 9. Seega saame viirutatud ristküliku pindalaks

88 − 4,5 − 12,5 − 32 − 9 = 30.

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses paneme tähele, et
kõigi joonisel esinevate teravnurkade suurus on 45◦ . Seega on ka
tipu B juures asuv täisnurkne kolmnurk võrdhaarne ning tema
mõlema kaateti pikkus on 8 − 3 = 5. Viirutatud ristküliku külje-

pikkused on seega
√

32 + 32 = 3
√

2 ja
√

52 + 52 = 5
√

2 ning selle

ristküliku pindala on 3
√

2 · 5
√

2 = 30.

3. Vastus: 217.

Lahendus 1. Olgu Jüri korteri number n ning Mari korteri number
(ja ühtlasi Jüri korruse number) m . Et m. korrusel asuvad korterid
numbritega 10m − 9 kuni 10m , siis 10m − 9 6 n 6 10m ning
11m− 9 6 n+m 6 11m . Et n+m = 239, saame siit Mari korteri

numbri m jaoks võrratused m 6
239 + 9

11
=

248

11
ning m >

239

11
.

Ainsa täisarvuna rahuldab neid võrratusi m = 22 ning Jüri korteri
numbriks on siis n = 239 − 22 = 217.

Lahendus 2. Olgu Mari korteri number m , siis Jüri korter asub
m. korrusel ning selle number on 10(m − 1) + k , kus k on
ühekohaline arv. Jüri ja Mari korterinumbrite summa on siis
10(m − 1) + k + m = 239, kust 11m + k = 249. On lihtne kont-
rollida, et ainus ühekohaline arv k , mille korral 249 − k jagub
11-ga, on k = 7. Siis m = 22 ning Jüri korteri numbriks saame
239 − 22 = 217.

IX klass, I osa

1. 36. 2. 9. 3.
(ak + bm)x

100
liitrit. 4. 1336. 5. 11. 6. 15◦ . 7. 36 cm2 .

8. 160◦ . 9. 6. 10. 48.

IX klass, II osa

1. Vastus: 108 sekundi jooksul.
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Lahendus 1. Kui rong sõidab x kilomeetrit tunnis, siis ta läbib

sekundis x · 1000

3600
=

x

3,6
meetrit ja y sekundi jooksul katab rong

vahemaa
xy

3,6
meetrit. See teelõik moodustab

xy

3,6 · 30
=

xy

108
röö-

papikkust ning järelikult kuuleb Juku y sekundi jooksul
xy

108
kolk-

su (eeldades, et ta alustab kuulamist mitte täpselt kolksu hetkel,
vaid kahe kolksu vahepeal). Selleks, et kolksude arv võrduks ron-

gi kiirusega kilomeetrites tunnis, peab kehtima võrdus
xy

108
= x ,

millest y = 108.

Lahendus 2. Olgu rongi kiirus x km/h, siis ühe tunni jooksul läbib

rong x km ehk ületab
x · 1000

30
rööbast. Niisiis ületab rong x röö-

bast
30

1000
tunni ehk

30 · 3600

1000
= 108 sekundi jooksul — s.t. kui

Juku kuulab kolkse 108 sekundi jooksul, siis on selle aja jooksul
kuuldavate kolksude arv x võrdne rongi kiirusega km/h.

2. Vastus: 0, 1, 3, 5, 6 või 8.

Lahendus 1. Paneme kõigepealt tähele, et summa viimane num-
ber oleneb ainult liidetavate viimastest numbritest, seega võime
arvude 1, 2, . . . , n asemel liita nende viimased numbrid. Leia-
me summa 1 + 2 + . . . + n viimased numbrid n = 1, 2, . . . , 10
korral — need on vastavalt 1, 3, 6, 0, 5, 1, 8, 6, 5, 5. Et
1 + 2 + . . . + 9 + 0 = 45, siis vaadeldava summa viimased numbrid
n = 11, 12, . . . , 20 korral saame eespool loetletutest 5 liitmisel,
s.t. need on vastavalt 6, 8, 1, 5, 0, 6, 3, 1, 0, 0, ning edasi
hakkavad samad viimased numbrid 20 kaupa tsükliliselt korduma
(sest summa 1 + 2 + . . . + 9 + 0 + 1 + 2 + . . . + 9 + 0 lõpeb 0-ga).
Järelikult saab vaadeldava summa viimane number olla 0, 1, 3,
5, 6 või 8 ning ei saa olla 2, 4, 7 ega 9.

Lahendus 2. Vaatleme summat 1+2+. . .+n . Jätame igast liideta-
vast alles ainult üheliste numbri. Järelejäänud summast tõmbame
maha kõik liidetavate paarid 1 ja 9, 2 ja 8, 3 ja 7 ning 4 ja
6. Alles jääb teatud arv liidetavaid 5 ja võib-olla veel arvud 1,
2, 3, 4. Seega on esimese n positiivse täisarvu summa viimane
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number sama mis arvu 5k , 5k + 1, 5k + 1 + 2, 5k + 1 + 2 + 3 või
5k+1+2+3+4 viimane number, kus k on täisarv. Esimest tüüpi
arvud annavad viimaseks numbriks 0 või 5, teist tüüpi arvud 1
või 6, kolmandat tüüpi arvud 3 või 8, neljandat tüüpi arvud 6
või 1 ja viiendat tüüpi arvud 0 või 5.

Lahendus 3. Et 1 + 2 + . . . + n =
n · (n + 1)

2
, siis selle summa

viimane number on pool arvu n2 + n jagamisel 20-ga tekkivast
jäägist. Et arvule n mingi 20 kordse liitmine n2 + n jagamisel
20-ga tekkivat jääki ei muuda, siis piisab vaadelda n väärtusi 1,
2, . . . , 20. Vastavad arvutused on esitatud järgmises tabelis:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

n2 (mod 100) 1 4 9 16 25 36 49 64 81 0

n2 + n (mod 20) 2 6 12 0 10 2 16 12 10 10

n2 + n

2
(mod 10) 1 3 6 0 5 1 8 6 5 5

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n2 (mod 100) 21 44 69 96 25 56 89 24 61 0

n2 + n (mod 20) 12 16 2 10 0 12 6 2 0 0

n2 + n

2
(mod 10) 6 8 1 5 0 6 3 1 0 0

Siit näeme, et arvu
n2 + n

2
ehk summa 1+2+ . . .+n võimalikud

viimased numbrid on 0, 1, 3, 5, 6 ja 8.

3. Lahendus 1. Kolmnurgad O1O2A ja O1O2B on võrdkülgsed (vt.
joonist 1), sest nende kõik küljed on sama pikad kui ringjoon-
te ühine raadius O1O2 . Olgu C kolmnurga O1O2A ümberring-
joone keskpunkt. Kuna võrdkülgses kolmnurgas nurgapoolitajad
ja külgede keskristsirged langevad kokku, siis lõik CO1 pooli-
tab kolmnurga O1O2A tipu O1 juures oleva nurga, mistõttu
6 CO1O2 = 30◦ . Seega

6 CO1B = 6 CO1O2 + 6 O2O1B = 30◦ + 60◦ = 90◦ .
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Näeme, et sirge O1B ristub kolmnurga O1O2A ümberringjoone
punktis O1 selle ringjoone raadiusega CO1 , mis tähendabki, et
O1B puutub (punktis O1 ) mainitud ringjoont.

� � � �
�

�

�
Joonis 1

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses paneme tähe-
le, et kolmnurgad O1O2A ja O1O2B on võrdkülgsed, mistõttu
O1BO2A on romb ning sirge O1B on paralleelne võrdkülgse kolm-
nurga O1O2A küljega O2A . Et võrdkülgses kolmnurgas kõrgused
ja külgede keskristsirged langevad kokku, siis kolmnurga O1O2A

tipust O1 küljele O2A tõmmatud kõrgus läbib selle kolmnurga
ümberringjoone keskpunkti ning sellega ristiolev sirge O1B on jä-
relikult ümberringjoone puutuja.

Lahendus 3. Nagu eelmistes lahendusteski paneme kõigepealt tä-
hele, et kolmnurgad O1O2A ja O1O2B on võrdkülgsed. Siit
6 O2AO1 = 6 O2O1B . Vastavalt teoreemile puutuja ja kõõlu va-
helisest nurgast on sirge O1B kolmnurga O1O2A ümberringjoone
puutuja.

4. Vastus: kui ruutude arv n avaldub kujul n = 3k või n = 3k + 2,
siis leidub võitev stateegia Maril; kui aga n = 3k + 1, siis Jüril.

Kui n = 3k või n = 3k+2, siis liigutagu Maril esimesel käigul oma
nuppu vastavalt kahe või ühe ruudu võrra edasi. Sellega saavutab
Mari olukorra, kus ruutude arv, mis tal oma nupuga Jüri nupuni
jõudmiseks tuleks astuda, jagub 3-ga. Edasi saab Mari kasutada
järgmist strateegiat: kui Jüri käib oma nupuga ühe või kahe ruudu
võrra Mari nupu poole, siis liigutab Mari oma nuppu vastavalt
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kahe või ühe ruudu võrra Jüri nupule vastu; kui aga Jüri käib ühe
või kahe ruudu võrra Mari nupust eemale, siis liigutab Mari oma
nuppu sama arvu ruutude võrra Jüri nupule järele. Pärast Jüri iga
käiku on kaugus Mari ja Jüri nuppude vahel 3-ga mittejaguv arv,
kuid pärast Mari iga vastust 3-ga jaguv arv. Et Mari nupp läheneb
iga käiguga Jüri-poolsele lauaotsale ning Jüri nupp jääb alati Mari
nupu ja selle lauaotsa vahele, siis saab nuppude kauguseks pärast
Mari käiku varem või hiljem vähim 3-ga jaguv mittenegatiivne
täisarv — null.

Kui n = 3k + 1, siis võidab Jüri, sest tal on ülalvaadeldud või-
duseis: enne vastase (Mari) käiku on kaugus nuppude vahel 3-ga
jaguv arv.

X klass

1. Vastus: x = 3 ±
√

3.

Määrates antud ruutvõrrandi lahendite summa ja lahendite kor-

rutise Viète’i valemite järgi, saame võrrandi −2a =
√

a2 + 27.
Ruutu tõstes leiame 4a2 = a2 + 27 ehk a2 = 9, millest a = ±3.
Lähtevõrrandit rahuldab ainult lahend a = −3. Asetades a väär-
tuse algsesse ruutvõrrandisse, saame võrrandi x2 − 6x + 6 = 0,

mille lahendid on x = 3 ±
√

3.

2. Vastus: x = 2abc/(bc − ca + ab).

Lahendus 1. Ülesande tingimustest saame, et
1

a
=

x + y

xy
=

1

x
+

1

y

ning analoogiliselt
1

b
=

1

y
+

1

z
ja

1

c
=

1

z
+

1

x
. Siit leiame

1

x
=

1

2
·
(1

c
+

1

a
− 1

b

)

=
ab + bc − ca

2abc

ning x =
2abc

ab + bc − ca
.

Lahendus 2. Avaldades antud seostest vastavalt x , y ja z , saame:

x =
ay

y − a
, (1)
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y =
bz

z − b
, (2)

z =
cx

x − c
. (3)

Asendades võrdusse (1) kõigepealt (2) ja seejärel (3), saame

x =
ay

y − a
=

a
bz

z − b

bz

z − b
− a

=
abz

bz − az + ab
=

=

ab
cx

x − c

(b − a)
cx

x − c
+ ab

=
abcx

bcx − acx + abx − abc
.

Siit abc = x(ab + bc − ca) − abc ehk 2abc = x(ab + bc − ca), kust

x =
2abc

ab + bc − ca
.

3. Vastus: a) ei; b) jah.

a) Kehtigu täisarvude a , b , c jaoks Pythagorase teoreemi võrdus

a2 + b2 = c2 . Iga arv on oma ruuduga sama paarsusega; samuti on
iga arv ja tema vastandarv sama paarsusega. Seega arvud a ja a2

on sama paarsusega, b ja b2 on sama paarsusega ning c ja −c2 on
sama paarsusega. Järelikult a + b + c ja a2 + b2 − c2 = 0 on sama
paarsusega, s.t. a + b + c on paarisarv ega saa võrduda 2003-ga.

b) Arvestades, et 2004 = 12 · 167, vaatleme kolmnurka küljepik-

kustega 3, 4 ja 5, mille puhul 32 + 42 = 52 ja 3 + 4 + 5 = 12.
Suurendades selle kolmnurga küljepikkusi 167 korda, saame kolm-
nurga küljepikkustega 3 · 167, 4 · 167 ja 5 · 167, mis rahuldab
ülesande tingimusi.

4. Vastus: 1 : 2.

Üldisust kitsendamata võime eeldada, et kaheksanurga küljepik-
kus on 1. Kaheksanurga küljele toetuva ruudu küljepikkus on siis
samuti 1, küljele toetuva võrdhaarse täisnurkse kolmnurga kaate-

ti pikkus aga
1√
2

. Joonisel mustaks värvitud ruudu küljepikkus
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on seega 1 − 1√
2

=

√
2 − 1√

2
ning viirutatud ruudu küljepikkus

1 − 2 ·
(

1 − 1√
2

)

=
√

2 − 1. Viirutatud ruudu ja musta ruudu

küljepikkuste suhe on järelikult
√

2 : 1 ning nende pindalade su-
he on 2 : 1. Viirutatud ruudu pindala suhe nelja musta ruudu
kogupindalasse on siis 2 : 4 ehk 1 : 2.

5. Lahendus 1. Olgu O kolmnurga ABC ümberringjoone keskpunkt.
Siis |OA| = |OB| . Vaatleme kiiri OA ja OB . Et kolmnurk ABC

pole täisnurkne, siis 6 AOB 6= 180◦ . Järelikult leidub ringjoon c3 ,
mis puutub kiiri OA ja OB vastavalt punktides A ja B . Analoo-
giliselt leidub ringjoon c1 , mis puutub kiiri OB ja OC vastavalt
punktides B ja C , ning ringjoon c2 , mis puutub kiiri OC ja OA

vastavalt punktides C ja A . Kuna c2 ja c3 puutuvad kiirt OA

punktis A , puutuvad nad punktis A ka omavahel; analoogiliselt
puutuvad c3 ja c1 omavahel punktis B ning c1 ja c2 omavahel
punktis C .

�

� �

� 	

�

 ��

�
 
 �

�
�

� �

�� � � �
� �

Joonis 2 Joonis 3

Lahendus 2. Olgu α , β ja γ kolmnurga ABC sisenurkade suuru-
sed. Kui ABC on teravnurkne kolmnurk (vt. joonist 2), siis valime
väljaspool kolmnurka sellised punktid O1 , O2 ja O3 , et kehtik-
sid võrdused 6 O1BC = 6 O1CB = α , 6 O2CA = 6 O2AC = β

ja 6 O3AB = 6 O3BA = γ . Sirge O1O2 läbib punkti C , sest
α + β + γ = 180◦ , analoogiliselt läbib sirge O2O3 punkti A ja
sirge O3O1 punkti B . Kui nüüd joonestada ringjoon keskpunkti-
ga O1 läbi tippude B ja C , ringjoon keskpunktiga O2 läbi tippude
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C ja A ning ringjoon keskpunktiga O3 läbi tippude A ja B , siis
puutuvad need kolm ringjoont paarikaupa.

Kui ABC on nürinurkne kolmnurk nürinurgaga näiteks tipu
A juures (vt. joonist 3), siis tuleb punkt O1 valida nii, et
6 O1BC = 6 O1CB = β + γ , edasine arutlus jääb samaks.

6. Vastus: a) 364.

Lahendus 1. Lahendame kõigepealt ülesande b)-osa. Et k > 1, siis
on asutuses igal k +1 või k +2 telefoniga ametnikul üks k telefo-
niga vahetu alluv. Teiselt poolt, et k < n , siis on igal k telefoniga
ametnikul üks k + 1 või k + 2 telefoniga vahetu ülemus. Seega on
kõik k telefoniga ametnikud üksüheses vastavuses kõigi k + 1 ja
k + 2 telefoniga ametnikega, mistõttu k telefoniga ametnikke on
sama palju kui k + 1 ja k + 2 telefoniga ametnikke kokku.

Ülesande a) osas nimetatud juhul on asutuses kümme telefo-
ni 1 ametnikul, üheksa telefoni samuti 1 ametnikul ning b)
osa põhjal on kaheksa telefoni 1 + 1 = 2 ametnikul, seit-
se telefoni 1 + 2 = 3 ametnikul, kuus telefoni 2 + 3 = 5
ametnikul, viis telefoni 8 ametnikul, neli telefoni 13 ametni-
kul, kolm telefoni 21 ametnikul, kaks telefoni 34 ametnikul ja
üks telefon 55 ametnikul. Kokku on asutuses telefone seega
10·1+9·1+8·2+7·3+6·5+5·8+4·13+3·21+2·34+1·55 = 364 .

Lahendus 2. a) Olgu An telefonide koguarv asutuses, milles
Eriti Tähtsal Ametnikul on n telefoni. Need telefonid jagunevad
kolmeks: An−1 telefoni, mis kuuluvad selle allasutuse töötajatele,
mida juhib Eriti Tähtsa Ametniku n − 1 telefoniga vahetu
alluv, An−2 telefoni, mis kuuluvad selle allasutuse töötajatele,
mida juhib tema n − 2 telefoniga vahetu alluv, ning n telefoni,
mis kuuluvad Eriti Tähtsale Ametnikule endale. Seega kehtib
võrdus An = An−1 + An−2 + n . On lihtne näha, et A2 = 3
(kahe telefoniga ametnikule allub üks ühe telefoniga ja üks ilma
telefonita ametnik) ning A3 = 7 (kolme telefoniga ametnikule
allub kahe telefoniga ametniku juhitav allasutus ja ühe telefoniga
ametnik). Edasi leiame A4 = 7+3+4 = 14, A5 = 14+7+5 = 26,
A6 = 46, A7 = 79, A8 = 133, A9 = 221, A10 = 364.

b) Olgu B(m, k) ühe m telefoniga ametniku alluvuses töötavate
k telefoniga ametnike arv. Kehtivad järgmised seaduspärasused.

1) Kui m > 2 ja m > k , siis B(m, k) = B(m−1, k)+B(m−2, k),
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sest kõik m telefoniga ametnikule alluvad k telefoniga töötajad
kuuluvad selle ametniku m− 1 telefoniga vahetu alluva või m− 2
telefoniga vahetu alluva juhitavasse allasutusse.

2) Kui k > 1, siis B(m + 1, k + 1) = B(m, k), sest kui m + 1
telefoniga ametniku juhitava allasutuse igalt töötajalt üks telefon
ära võtta ning senised telefonita töötajad koondada, siis muutuvad
k + 1 telefoniga töötajad k telefoniga töötajateks, kes alluvad m

telefoniga ametnikule.

Nüüd saame B(n, k+2)+B(n, k+1) = B(n−1, k+1)+B(n, k+1) =
= B(n + 1, k + 1) = B(n, k).

XI klass

1. Lahendus 1. Et 216 = 2333 ja 8000 = 4353 , siis võime avaldada

2n+6 + 3n+6 + 2333(2n + 3n) = (2n+3 + 3n+3)(23 + 33) ,

4n+6 + 5n+6 + 4353(4n + 5n) = (4n+3 + 5n+3)(43 + 53) .

Arvudel 23 + 33 = 35 ja 43 + 53 = 189 on aga ühistegur 7.

Lahendus 2. Paneme tähele, et

2n+6+3n+6+216(2n+3n) = 2n(26−1) + 3n(36−1) + 217(2n+3n),

4n+6+5n+6+8000(2n+3n) = 4n(46−1) + 5n(56−1) + 8001(4n+5n).

Et arvud 26 − 1, 36 − 1, 46 − 1 ja 56 − 1 jaguvad kõik 7-ga, nagu
ka arvud 217 ja 8001, siis 7 on otsitav ühistegur.

2. Vastus:
nl2

8
sin

360◦

n
, kui n on paaris;

nl2

2
·cos

180◦

n
· tan

90◦

n
, kui

n on paaritu.

Tõmmates korrapärase n -nurga keskpunktist lõigu igasse tippu,
näeme, et korrapärase n -nurga pindala avaldub ümberringjoone
raadiuse r kaudu valemiga

Sn = n
r2

2
sin

360◦

n
.

Kui n on paarisarv, siis ühtib korrapärase n -nurga pikim diago-
naal tema ümberringjoone diameetriga, ehk l = 2r , ning eelnev
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pindala valem saab kuju

Sn =
nl2

8
sin

360◦

n
.

Kui n on paaritu, siis vaatleme täisnurkset kolmnurka, mille hü-
potenuusiks on korrapärase n -nurga ümberringjoone diameeter ja
üheks kaatetiks pikim diagonaal. Nurk nende vahel on pool n -

nurga küljele toetuvast piirdenurgast ehk pool nurgast
180◦

n
. Jä-

relikult kehtib seos l = 2r cos
90◦

n
ning pindala valem omandab

kuju

Sn =
nl2

8
·

sin
360◦

n

cos2
90◦

n

=
nl2

2
· cos

180◦

n
· tan

90◦

n
.

3. Vastus: 2.

Olgu a ja b antud kolmnurga kaatetite pikkused ja c hüpotenuu-
si pikkus, kusjuures kaatetile pikkusega a on tõmmatud mediaan

pikkusega
√

3. See mediaan on hüpotenuusiks täisnurksele kolm-

nurgale, mille kaatetite pikkused on
a

2
ja b (vt. joonist 4). Pytha-

gorase teoreemi põhjal kehtib võrdus
(a

2

)2

+ b2 = (
√

3)2 = 3.

Analoogiliselt on mediaan pikkusega
√

2 hüpotenuusiks täisnurk-

sele kolmnurgale, mille kaatetite pikkused on a ja
b

2
, mistõttu

kehtib ka võrdus
( b

2

)2

+ a2 = (
√

2)2 = 2. Liites saadud kaks võr-

dust, saame
5

4
(a2 + b2) = 5 ehk a2 + b2 = 4. Selle kolmnurga

hüpotenuusi pikkus on niisiis
√

a2 + b2 = 2.

4. Lahendus 1. Et |BD| =
1

2
|BC| , siis on kolmnurga ABD kül-

jele AB tõmmatud kõrgus pool kolmnurga ABC kõrgusest ja
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SABD =
1

2
SABC . Analoogiliselt SABE =

2

3
SABC . Lahutades

siit eelmise võrduse, saame SAME − SBDM =
1

6
SABC . Lisaks

SAFC =
1

6
SABC . Lahutades eelmisest võrdusest selle, saame

SKLM − SAFL − SCEK − SBDM = 0,

millest järeldubki nõutav pindalade võrdsus.

���

���
���

���

� �

�

��

 
! "

#

$
Joonis 4 Joonis 5

Lahendus 2. Et SADC+SBEA+SCFB−2SADB−2SBEC−2SCFA =
= 3SKLM−3SAFL−3SBDM−3SCEK (vt. joonist 5), siis avaldades
vasakul esinevad pindalad kolmnurga ABC pindala kaudu, saame
vasaku poole väärtuseks

(

1

2
+

2

3
+

5

6
− 2 · 1

2
− 2 · 1

3
− 2 · 1

6

)

SABC = 0.

Järelikult on ka võrduse parema poole väärtus 0.

5. Vastus: jah.

Valime hulga {1, 2, 3, 4, 5} iga kaheelemendilise alamhulga {m,n}
jaoks ühe algarvu pm,n nii, et erinevatele alamhulkadele vastavad
erinevad algarvud (samas loomulikult pm,n = pn,m ). Defineerime
arvud a1 , a2 , a3 , a4 , a5 järgmiselt:

ai = p1,i · . . . · pi−1,i · pi+1,i · . . . · p5,i

ehk arvu ai algtegurid on parajasti need algarvud, mis vastavad
elementi i sisaldavatele alamhulkadele. Nii saadud arvud rahulda-
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vad ülesande tingimusi, sest mistahes paarikaupa erinevate indek-
site r, s, t korral arvude ar ja as suurim ühistegur on pr,s > 1,
kuid arvude as ja at suurim ühistegur on ps,t 6= pr,s , mistõttu
kolme arvu ar , as ja at suurim ühistegur on 1.

Märkus. Konkreetse näitena võime võtta

a1 = 2 · 3 · 5 · 7,

a2 = 2 · 11 · 13 · 17,

a3 = 3 · 11 · 19 · 23,

a4 = 5 · 13 · 19 · 29,

a5 = 7 · 17 · 23 · 29.

Igal kahel arvul leidub ühine algtegur, kuid ükski algtegur ei kuulu
korraga kolme arvu koosseisu.

Ülaltoodud lahendust on lihtne üldistada viie positiivse täisarvu
juhult n positiivse täisarvu juhule, kus n > 3 on suvaline.

6. Vastus: jah.

Astugu põrnikas esimesel sammul suvalisele ääreruudule A . Kui
ruudustikus leidub mõni valge ruut B , mis erineb ruudust A , siis
võib põrnikas liikuda selleni ja tulla sama teed pidi tagasi. Nii
muutuvad ainult ruutude A ja B värvid, sest kõiki vahepealseid
ruute külastab põrnikas paarisarv kordi. Nõnda jätkates on või-
malik jõuda olukorrani, kus kõik ruudud peale A on mustad. Kui
nüüd ka A on must, siis võib põrnikas kohe ruudustikult lahkuda.
Kui A on valge, siis võib põrnikas teha kolmiksammu: astuda ruu-
du A kõrval asuvale ääreruudule C , tagasi ruudule A ning uuesti
ruudule C , misjärel kõik ruudud on mustad.

XII klass

1. Vastus: sobib paar
(3 +

√
5

2
,
3 −

√
5

2

)

või
(3 −

√
5

2
,
3 +

√
5

2

)

.

Meil tuleb valida kordajate a ja b väärtused nii, et alati, kui
f ′′(x) > 0, oleks ka g′(x) > 0 ning alati, kui f ′′(x) < 0, oleks
ka g′(x) < 0. Kindlasti kehtivad need tingimused siis, kui iga x
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korral f ′′(x) = g′(x). Et

f ′′(x) = 12x2 + 6(a3 + b3)x + 2(a2 + b2),

g′(x) = 12x2 + 108x + 2ab + 12,

siis see võrdus kehtib alati, kui f ′′(x) ja g′(x) avaldistes on x

vastavate astmete kordajad võrdsed. Nii saame võrrandisüsteemi

{

6(a3 + b3) = 108

2(a2 + b2) = 2ab + 12
,

mille võime teisendada kujule

{

(a + b)(a2 − ab + b2) = 18

a2 − ab + b2 = 6
.

Siit saame, et a + b = 3. Asendades b = 3 − a süsteemi teise
võrrandisse, saame ruutvõrrandi a2 − a(3 − a) + (3− a)2 = 6 ehk

a2 − 3a + 1 = 0, mille lahendid on a =
3 +

√
5

2
ja a =

3 −
√

5

2
.

Esimesel juhul on b = 3 − 3 +
√

5

2
=

3 −
√

5

2
, teisel juhul aga

b = 3 − 3 −
√

5

2
=

3 +
√

5

2
.

2. Vastus: 84.

Lahendus 1. Värvime kõigepealt mingid kaks teineteise vastas asu-
vat sektorit. Kui värvime need sektorid sama värviga (4 võima-
lust), siis võime mõlemad järelejäänud sektorid värvida suvalisega
ülejäänud värvidest (kummagi sektori värvimiseks 3 võimalust).
Seega on sel juhul värvimisvõimalusi 4 · 3 · 3 = 36. Kui aga es-
malt värvime kaks teineteise vastas asuvat sektorit eri värvidega
(4 · 3 võimalust), siis jääb kummagi ülejäänud sektori värvimiseks
2 värvi ning kokku on värvimisvõimalusi 4 · 3 · 2 · 2 = 48. Kokku
on sektorite värvimiseks niisiis 36 + 48 = 84 võimalust.

Lahendus 2. Tähistame sektorid vastupäeva liikudes tähtedega A ,
B , C , D . Värvime kõigepealt sektori A , selleks on 4 võimalust.
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Seejärel värvime sektori B erinevaks sektorist A , selleks on 3 või-
malust. Sektori C värvimiseks sektorist B erinevaks on 3 võima-
lust ning sektori D värvimiseks sektorist C erinevaks samuti 3
võimalust. Seega saame nelja sektorit värvida 4 · 3 · 3 · 3 = 108 vii-
sil. Kuid siit tuleb kõrvale jätta värvimisviisid, kus sektorid A ja
D on ühte värvi. Niisuguste värvimisviiside arvu leidmiseks käsit-
leme sektoreid A ja D tinglikult ühe sektorina. Kolmeks sektoriks
jaotatud ringis peavad kõik sektorid olema eri värvi, järelikult on
värvimisvõimalusi 4·3·2 = 24. Ringi nelja sektori värvimiseks, kus
kõik sektorid on erinevat värvi, on võimalusi seega 108− 24 = 84.

Lahendus 3. Sektoreid on võimalik nõutaval viisil värvida, kasuta-
des selleks kahte, kolme või nelja värvi.

Nelja värvi korral tuleb iga sektor värvida erineva värviga ning
rohkem piiranguid sellisele värvimisele ei ole — esimese sektori
värvi valikuks on meil seega 4 võimalust, teise sektori värvi va-
likuks 3 võimalust, kolmanda sektori värvi valikuks 2 võimalust
ja neljanda sektori värvi valikuks üksainus võimalus ning kokku
saame nelja värviga värvimiseks 4 · 3 · 2 = 24 võimalust.

Kolme värvi korral on meil kõigepealt 4 võimalust kasutamata
jääva värvi valikuks. Edasi tuleb mingi värviga värvida 2 sekto-
rit, mis ei tohi paikneda teineteise kõrval — selle värvi valikuks
on 3 võimalust ning sellega värvitavate sektorite paari valikuks 2
võimalust. Et lõpuks on veel 2 võimalust värvida ülejäänud kaks
sektorit kahe ülejäänud värviga, siis kokku on kolme värviga vär-
vimiseks 4 · 3 · 2 · 2 = 48 võimalust.

Kahe värvi korral on meil kõigepealt
4 · 3
2

= 6 võimalust kasuta-

tavate värvide valikuks. Et ühe valitud värviga tuleb värvida üks
mitte-naabersektorite paar ja teisega teine, siis on selleks veel 2
võimalust ning kokku seega 6 · 2 = 12 võimalust.

Kokkuvõttes saime, et sektorite nõutaval viisil värvimiseks on
24 + 48 + 12 = 84 erinevat võimalust.

3. Vastus: sellise kuusnurga rajajoon, mille tipud asuvad punktides

(−1; 0),
(

−1

2
; 1

)

,
(1

2
; 1

)

, (1; 0),
(1

2
;−1

)

ja
(

−1

2
;−1

)

.

Lahendus 1. Vaatleme eraldi kolme juhtu.
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Kui x >
1

2
, siis |2x + 1| = 2x + 1 ja |2x− 1| = 2x− 1 ning saame

võrrandi 4x + 2|y| = 4, kust |y| = 2 − 2x . Et |y| > 0, siis peab
siin olema x 6 1.

Kui x 6 −1

2
, siis |2x + 1| = −2x − 1 ja |2x − 1| = −2x + 1 ning

saame võrrandi −4x + 2|y| = 4, kust |y| = 2 + 2x . Et |y| > 0, siis
peab siin olema x > −1.

Kui −1

2
6 x 6

1

2
, siis |2x + 1| = 2x + 1 ja |2x − 1| = −2x + 1

ning saame võrrandi 2 + 2|y| = 4, kust |y| = 1.

Näeme, et igaühel kolmest vaadeldud juhust paiknevad nõutava
omadusega punktid kahel x -telje suhtes sümmeetrilisel lõigul ning
kokku moodustavad need lõigud kuusnurga tippudega punktides

(−1; 0),
(

−1

2
; 1

)

,
(1

2
; 1

)

, (1; 0),
(1

2
;−1

)

ja
(

−1

2
;−1

)

(vt. joo-

nist 6).

Lahendus 2. Otsitav punktihulk on sümmeetriline x -telje suhtes,
sest kui punkt (x, y) rahuldab ülesandes antud tingimust, siis ra-
huldab seda ka punkt (x,−y). Samuti on punktihulk sümmeetri-
line y -telje suhtes, sest kui punkt (x, y) rahuldab ülesande tingi-
must, siis rahuldab seda ka punkt (−x, y), nagu nähtub võrdusest

|2(−x) − 1| + |2(−x) + 1| + 2|y| = |2x + 1| + |2x − 1| + 2|y|.

Seega piisab vaadelda punkte (x, y), kus x > 0 ja y > 0. Tingimus
omandab sellisel juhul kuju |2x − 1| + 2x + 1 + 2y = 4. Kui siin
0 6 x 6 1/2, siis |2x − 1| = 1 − 2x ning tingimus on

1 − 2x + 2x + 1 + 2y = 4

ehk y = 1. Kui x > 1/2, siis |2x − 1| = 2x − 1 ning tingimus on

2x − 1 + 2x + 1 + 2y = 4

ehk y = 2−2x . Nende kahe võrrandi järgi joonestame välja punkti-
hulga tasandi I veerandis. Kujundi osad tasandi ülejäänud veeran-
dites leiame peegeldamistega x - ja y -telje suhtes (vt. joonist 6).
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4. Jagame mängijad kahte paari ning selgitame kummaski paaris
võitja ja kaotaja. Seejärel mängib kummagi paari võitja teise paari
kaotajaga ning nende kohtumiste võitjad ongi klubi kaks paremat.
Tõepoolest, kui teise mängu võitja võitis ka esimeses kohtumises,
siis kuulub ta kindlasti klubi kahe parema hulka, sest ta on võitnud
kahte mängijat. Kui teise mängu võitja kaotas esimeses kohtumi-
ses, siis võitis ta teises mängus esimese mängu võitjat ja on sellega
tugevam nii temast kui ka tema esimese mängu vastasest.

Märkus. On võimalik tõestada, et n mängija hulgast m parema

leidmiseks pole vaja rohkem kui

(

n

2

)

−
(

m

2

)

−
(

n − m

2

)

mängu.

5. Vastus: 90◦ − α

2
, 90◦ − β

2
ja 90◦ − γ

2
.

Lahendus 1. Et kolmnurk BA′C ′ on võrdhaarne tipunurgaga β

(vt. joonist 7), siis 6 BA′C ′ = 6 BC ′A′ =
180◦ − β

2
. Analoogiliselt

saame 6 CA′B′ = 6 CB′A′ =
180◦ − γ

2
. Ringjoonte keskpunkte

B ja C ühendav sirge läbib ringjoonte puutepunkti A′ . Seepärast

6 B′A′C ′ = 180◦ − 180◦ − β

2
− 180◦ − γ

2
=

β + γ

2
ehk võrduse

α + β + γ = 180◦ tõttu 6 B′A′C ′ = 90◦ − α

2
. Ülejäänud nurkade
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suurused leiame samamoodi.

Lahendus 2. Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt ning
A′′ , B′′ ja C ′′ siseringjoone puutepunktid vastavalt külgedega
BC , CA ja AB . Vaatleme võrrandisüsteemi











x + y = |AB|
y + z = |BC|
z + x = |CA|

.

Sellel süsteemil on ühene lahend (x , y ja z saab üheselt aval-
dada |AB| , |BC| ja |CA| kaudu). Samal ajal on süsteemi la-
hendiks nii x = |AB′| = |AC ′| , y = |BC ′| = |BA′| ,
z = |CA′| = |CB′| kui puutujalõikude võrdsuse põhjal ka
x = |AB′′| = |AC ′′| , y = |BC ′′| = |BA′′| , z = |CA′′| = |CB′′| .
Järelikult A′ = A′′ , B′ = B′′ ja C ′ = C ′′ . Seega lõigud IA′ ,
IB′ ja IC ′ on risti vastavalt kolmnurga külgedega BC , CA

ja AB , mistõttu AB′IC ′ , BC ′IA′ ja CA′IB′ on kõõlnelinur-

gad. Siit 6 B′A′C ′ =
6 B′IC ′

2
=

180◦ − α

2
ning analoogiliselt

6 C ′B′A′ =
180◦ − β

2
ja 6 A′C ′B′ =

180◦ − γ

2
.

6. Lahendus 1. Pannes tähele, et 122 = 144 ja 212 = 441, moodus-
tame arvud

M = (10n + 2)2 = 102n + 4 · 10n + 4 = 10 . . . 040 . . . 04,

M ′ = (2 · 10n + 1)2 = 4 · 102n + 4 · 10n + 1 = 40 . . . 040 . . . 01.

Need arvud on ilmselt teineteise peegelarvud (kõik nullide rühmad
koosnevad n − 1 nullist), samuti on nende korrutis täisruut, sest
arvud ise on täisruudud.

Lahendus 2. Tõestame kõigepealt, et leidub neljakohaline arv, mille
peegelarv on temast 4 korda suurem, st. kehtib seos 4·abcd = dcba .
Arvu kümnendkohtade määramiseks saame võrrandi

4(1000a + 100b + 10c + d) = 1000d + 100c + 10b + a,

mille võime teisendada kujule

1333a + 130b − 20c − 332d = 0.
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Siin a peab olema paarisarv ja 4a < 10, seega a = 2. Sellest läh-
tudes saame edasi d = 8, b = 1 ja c = 7. Otsitav arv on järelikult
2178.

Olgu nüüd M = 21782178 . . . 2178, kus arv 2178 on kirjutatud
n korda järjest. Siis arv M ′ = 4M = 87128712 . . . 8712 on pa-
rajasti arvu M peegelarv. Arvud M ja M ′ on ülesandes nõutud
omadusega, sest M · M ′ = M · 4M = (2M)2 .
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Eesti koolinoorte LI täppisteaduste olümpiaad

MATEMAATIKA PIIRKONNAVOOR

7. veebruaril 2004. a.

Juhised lahenduste hindamiseks

Lp. hindaja!

1. Juhime Teie tähelepanu sellele, et alljärgnevas on 7.–9. klasside olüm-
piaadi I osa (testi) ning kõikide ülejäänud ülesannete hindamisjuhised
esitatud erinevalt. Testide iga küsimuse jaoks on eraldi loetletud või kir-
jeldatud vastused, mille eest tuleks anda vastavalt kaks punkti või üks
punkt (s.t. vastavaid punkte ühe küsimuse piires ei tule liita). Seevastu
kõigi teiste ülesannete lahendused on jaotatud võimalust mööda osadeks
(etappideks) ning näidatud lahenduse iga osa eest antav punktide arv
(s.t. ühe ülesande eest antava punktisumma saamiseks tuleb lahenduse
erinevate osade eest antud punktid liita).

2. Enamiku ülesannete korral (v.a. testid ja tõestusülesanded) on hin-
damisjuhiste lõpus näidatud, mitu punkti anda ainult õige vastuse eest.
See hinne on mõeldud juhuks, kui puhtandis on antud ainult ülesande
vastus ning mustand (üldse või selle ülesande kohta) puudub. Mustandi
olemasolul tuleks hindamisel arvestada ka seal kirjapandut.

3. Mõnede ülesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt eri-
neval viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside
jaoks. Rõhutame, et iga konkreetset mittetäielikku lahendust tuleb hin-
nata ainult ühe sellise skeemi järgi (selle, mille kohaselt ta saaks kõige
rohkem punkte).

4. Kahtlemata esineb õpilaste töödes ka mõttekäike, mis ei mahu meie
poolt pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb lähtuda
sellest, kui suur osa antud ülesandest on õpilasel lahendatud, kasutades
lahenduse üksikute osade kaalu määramisel võimaluse korral võrdluseks
punktide jaotust meie pakutud hindamisskeemides.

5. Mistahes täieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb
igal juhul anda maksimumpunktid, sõltumata selle lahenduse pikkusest
või otstarbekusest võrreldes teiste lahendusviisidega.
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VII klass, I osa.

1. Antud õige vastus 7: 2 p.

Antud vastuseks
21

3
: 1 p.

2. Antud õige vastus 29: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged 10 esimest algarvu 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29: 1 p.

3. Antud õige vastus 15: 2 p.

Märkus: õigeks lugeda ka vastus “15 või −15”

4. Antud õige vastus 8: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged jagajad 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24: 1 p.

5. Antud õige vastus 10: 2 p.

Antud vastuseks 4 (endale jäetud õhupallide arv): 1 p.

6. Antud õige vastus 130◦ (või vastav väärtus radiaanides): 2 p.

Antud vastuseks 130 ilma kraadimärgita: 1 p.

7. Antud õige vastus 3 cm2 (või sama pindala teistes ühikutes): 2 p.

Antud vastuseks arv 3 ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

Antud vastuseks 8 cm2 või sama pindala teistes ühikutes (ko-
gu ristküliku pindala): 1 p.

8. Antud õige vastus 70◦ (või vastav väärtus radiaanides): 2 p.

Antud vastuseks 70 ilma kraadimärgita: 1 p.

9. Antud õige vastus 12: 2 p.

10. Antud õige vastus 48: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged arvud 2, 4, 6 (mille korrutist küsi-
ti): 1 p.
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VII klass, II osa.

1. Arvu a võimalike lõpunumbrite 3 ja 8 leidmise eest: 1 p.

Arvu a lõpunumbri 8 välistamise (tingimuse, et a on paaritu,
ärakasutamise) eest: 1 p.

Arvu a võimalike kümneliste numbrite 2 ja 7 leidmise eest: 2 p.

Analüüsi lõpuleviimise ja õige lõppvastuse leidmise eest: 3 p.

Ainult õige vastuse 123 eest ilma lahenduseta, kuid koos kontrolliga,
et see arv sobib, anda 2 punkti. Kui ka kontroll puudub, siis anda
ainult õige vastuse eest 1 punkt.

2. Õigesti vastatud algebraküsimuste arvu leidmise eest: 2 p.

Õigesti vastatud küsimuste koguarvu leidmise eest: 3 p.

Korrektse lõppvastuse (õigesti vastatud geomeetriaküsimuste
arvu) leidmise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 2 punkti.

3. Tähelepaneku eest, et on vaja võrrelda kahe tee pikkusi (möö-
da välimist ringteed ja sisemise ringtee kaudu): 1 p.

Välimise ringtee kaare pikkuse leidmise eest: 1 p.

Sisemise ringtee kaare pikkuse leidmise eest: 1 p.

Võrdlemist vajavate arvude õige kirjapaneku eest: 2 p.

Nende arvude õige võrdlemise ja lõppvastuse andmise eest: 2 p.

Kui arvutustes on juba enne võrreldavate arvudeni jõudmist arvu π

asemel kasutatud selle lähisväärtust ning pole selgitatud, miks see
võrdluse tulemust ei mõjuta, ja/või lõppvastus on antud ligikaudse-
na, siis anda kokku 1 punkt vähem. Kui lõppvastus on antud ilma
ühikuta või vale ühikuga, siis anda samuti 1 punkt vähem, kuid
mõlema puuduse (ligikaudse π väärtuse kasutamine ja ühiku puu-
dumine) korraga esinemisel nende eest mahavõetavaid punkte mitte
liita (s.t. anda ikkagi kokku 1 punkt vähem).

Ainult õige (täpse ja õige ühikuga) vastuse eest ilma lahenduseta
anda 2 punkti, ligikaudse ja/või ühikuta vastuse eest 1 punkt.
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VIII klass, I osa.

1. Antud õige vastus 54: 2 p.

2. Antud õige vastus 11: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged algarvud 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29, 31: 1 p.

3. Antud õige vastus 4: 2 p.

4. Antud õige vastus 668: 2 p.

5. Antud õige vastus 140% või 140: 2 p.

6. Antud õige vastus 65◦ (või vastav väärtus radiaanides): 2 p.

Antud vastuseks 65 ilma kraadimärgita: 1 p.

7. Antud õige vastus 3: 2 p.

8. Antud õige vastus 30◦ (või
π

6
): 2 p.

Antud vastuseks 30 ilma kraadimärgita: 1 p.

9. Antud õige vastus 8: 2 p.

10. Antud õige vastus 48: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged arvud 2, 4, 6 (mille korrutist küsi-
ti): 1 p.

VIII klass, II osa.

1. Seda ülesannet saab lahendada lähtudes kolmekohalistest (vt. žürii
lahendused 1 ja 2) või kahekohalistest (vt. lahendus 3) täisruutu-
dest. Järgnevalt anname eraldi hindamisskeemid nende kahe erineva
lahendusviisi jaoks.
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Lahendus kolmekohalistest täisruutudest lähtudes:

Kolmekohaliste täisruutude õige leidmise või määratlemise
(nt. “arvude 10 kuni 31 ruudud”) eest: 2 p.

Ülejäänud arvude välistamise eest peale 100, 225, 400, 625
ja 900: 3 p.

Arvude 100, 400 ja 900 välistamise ning õige vastuse esita-
mise eest: 2 p.

Lahendus kahekohalistest täisruutudest lähtudes:

Kahekohaliste täisruutude õige leidmise või määratlemise
(nt. “arvude 4 kuni 9 ruudud”) eest: 2 p.

Kõikide tekkivate kolmekohaliste arvude läbivaatamise ning
õige vastuse esitamise eest: 5 p.

Ainult õige vastuse eest (mõlemad õiged arvud) ilma lahenduseta
anda 2 punkti, ühe õige arvu eest 1 punkt. Kui ilma lahenduseta
antud vastus sisaldab lisaks mõlemale õigele arvule veel ka mõnd
arvudest 100, 400 ja 900, siis anda 1 punkt, mõne muu vale arvu
esinemise korral 0 punkti.

2. Seda ülesannet saab lahendada pindalade liitmise-lahutamise teel
(vt. žürii lahendus 1) või viirutatud ristküliku küljepikkuste leidmi-
se teel (vt. lahendus 2). Usutavasti kasutab enamik 8. klassi õpilasi
küll esimest lahendusviisi — järgnevalt anname siiski eraldi hinda-
misskeemid nende mõlema lahendusviisi jaoks.

Lahendus pindalade liitmise-lahutamise teel:

Tähelepaneku eest, et suure ristküliku pindalast on vaja la-
hutada nelja täisnurkse võrdhaarse kolmnurga pindalad: 1 p.

Suure ristküliku pindala leidmise eest: 1 p.

Suure ristküliku tippude juures olevate 3 täisnurkse võrd-
haarse kolmnurga pindalade leidmise eest: 2 p.

Neljanda täisnurkse võrdhaarse kolmnurga pindala leidmise
eest: 2 p.

Õige lõppvastuse leidmise eest: 1 p.
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Lahendus viirutatud ristküliku küljepikkuste leidmise teel:

Viirutatud ristküliku lühema külje pikkuse leidmise eest: 2 p.

Viirutatud ristküliku pikema külje pikkuse leidmise eest: 3 p.

Õige lõppvastuse leidmise eest: 2 p.

Pindalade liitmist-lahutamist on siin võimalik teha ka muul viisil (nt.
viirutatud ristkülikut tükeldades) — selliste mittetäielike lahendus-
te hindamisel tuleb otsustada, kui suur osa vajalikest arvutustest,
arvestades ka nende keerukust, on lahendajal õigesti tehtud.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 2 punkti.

3. Sobivate võrratuste koostamise eest, mis seovad Jüri korruse
numbrit (ehk Mari korteri numbrit) Jüri korteri numbriga või
nende korterite numbrite summaga: 4 p.

Jüri korruse numbri (ehk Mari korteri numbri) leidmise eest
nende võrratuste abil: 2 p.

Õige lõppvastuse andmise eest: 1 p.

Vajalikud võrratused võivad lahenduses esineda ka varjatud kujul
(nagu žürii lahenduses 2, kus võrratused 0 6 k 6 9 peituvad sõnades
“k on ühekohaline”). Kui on õigesti koostatud ainult üks vajalikest
võrratustest (teine on vigane või puudub), siis anda selle osa eest 2
punkti. Kui võrratuste koostamisel või lahendamisel on eksitud ning
saadud 1 võrra vale Jüri korruse number ning seeläbi ka 1 võrra
vale lõppvastus, siis anda lahenduse eest kokku 2 punkti vähem.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 2 punkti.

IX klass, I osa.

1. Antud õige vastus 36: 2 p.

2. Antud õige vastus 9: 2 p.

3. Antud õige vastus
(ak + bm)x

100
: 2 p.

4. Antud õige vastus 1336: 2 p.
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5. Antud õige vastus 11: 2 p.

6. Antud õige vastus 15◦ (või vastav väärtus radiaanides): 2 p.

Antud vastuseks 15 ilma kraadimärgita: 1 p.

7. Antud õige vastus 36 cm2 (või sama pindala teistes ühikutes): 2 p.

Antud vastuseks arv 36 ilma ühikuta või vale ühikuga: 1 p.

8. Antud õige vastus 160◦ (või vastav väärtus radiaanides): 2 p.

Antud vastuseks 160 ilma kraadimärgita: 1 p.

9. Antud õige vastus 6: 2 p.

10. Antud õige vastus 48: 2 p.

Vastuseks loetletud õiged arvud 2, 4, 6 (mille korrutist küsi-
ti): 1 p.

IX klass, II osa.

1. Sobiva arvutusidee esitamise eest: 2 p.

Erinevatest ühikutest ja rööpa pikkusest tulenevate arvude
(1000, 3600 ja 30) õige kasutamise eest arvutustes: 3 p.

Arvutuste õige läbiviimise ja õige lõppvastuse leidmise eest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

2. Sellele ülesandele anname eraldi hindamisskeemid kahe erineva la-
hendusviisi jaoks — lõpunumbrite tsüklilist kordumist kasutades (vt.
žürii lahendused 1 ja 3) ning summas 10 andvaid numbrite paare
kõrvale jättes (vt. lahendus 2).

Lahendus lõpunumbrite tsüklilist kordumist kasutades:

Tähelepaneku eest, et piisab vaadata n väärtusi 1 kuni 20,
koos põhjendusega: 4 p.

Lahenduse lõpuleviimise (võimalike lõpunumbrite leidmise)
eest: 3 p.
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Lahendus summas 10 andvaid numbrite paare kõrvale jättes:

Tähelepaneku eest, et arvude asemel võib liita nende viima-
seid numbreid: 1 p.

Idee eest jätta kõrvale summas 10 andvad numbrite paarid : 2 p.

Allesjääva summa võimalike kujude õige leidmise eest : 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise (võimalike lõpunumbrite leidmise)
eest: 2 p.

Ainult täieliku õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt,
mittetäieliku vastuse eest 0 punkti.

3. Tähelepaneku eest, et kolmnurgad AO1O2 ja BO1O2 on
võrdkülgsed: 2 p.

Selle tähelepaneku ärakasutamise eest tõestatava väite põh-
jendamiseks: 5 p.

4. Idee eest kasutada nuppude vahekauguse jaguvust 3-ga: 2 p.

Selle idee alusel ühe mängija võitva strateegia kirjeldamise
eest koos sobivate n väärtuste määratlemisega: 3 p.

Selgitamise eest, miks ülejäänud juhtudel on teisel mängijal
võitev strateegia: 2 p.

Kui on vaadeldud ainult erijuhte väikeste n väärtuste korral ja need
õigesti analüüsitud, kuid üldistust pole tehtud, anda lahenduse eest
kokku mitte üle 3 punkti.

Ainult täieliku õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt,
mittetäieliku vastuse eest 0 punkti.

X klass

1. Parameetri a leidmiseks sobiva võrrandi koostamise eest: 2 p.

Koostatud võrrandi lahendamise eest: 1 p.

Võõrlahendi a = 3 välistamise eest: 2 p.

Ruutvõrrandi lahendite leidmise eest a = −3 korral: 2 p.

Ainult täieliku õige vastuse (mõlemad lahendid) eest ilma lahenduse-
ta anda 1 punkt.
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2. Selle ülesande kohta anname eraldi hindamisskeemid lahenduste
jaoks pöördarvude abil (vt. žürii lahendus 1) ning otseste asenduste
abil (žürii lahendus 2).

Lahendus pöördarvude abil:

Arvude
1

a
,

1

b
ja

1

c
avaldamise eest

1

x
,

1

y
ja

1

z
kaudu: 2 p.

Arvu x avaldamiseks sobiva võrduse saamise eest (mis sisal-
dab ainult x ning a, b ja c): 3 p.

Arvu x avaldamise eest saadud võrdusest: 2 p.

Lahendus otseste asenduste abil:

Arvude x, y ja z avaldamise eest antud võrdustest asendami-
seks sobival kujul: 2 p.

Arvu x avaldamiseks sobiva võrduse saamise eest (mis sisal-
dab ainult x ning a, b ja c): 3 p.

Arvu x avaldamise eest saadud võrdusest: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

3. Osa a) eest (põhjendus, miks küljepikkuste summa ei saa olla
2003): 4 p.

Osa b) eest (näide, et küljepikkuste summa saab olla 2004): 3 p.

4. Musta ruudu küljepikkuse leidmise eest: 2 p.

Viirutatud ruudu küljepikkuse leidmise eest: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise (nõutud suhte arvutamise) eest: 3 p.

Märkus: õigeks lugeda vastus nii kujul 1 : 2 kui ka ühe arvuna
1

2
või 0,5.

5. Selle ülesande kohta anname eraldi hindamisskeemid lahenduste
jaoks antud kolmnurga ümberringjoone keskpunkti abil (vt. žürii
lahendus 1) ning otsitavate ringjoonte keskpunktide konstrueerimise
abil (žürii lahendus 2).
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Lahendus antud kolmnurga ümberringjoone keskpunkti abil:

Idee eest kasutada antud kolmnurga ümberringjoone kesk-
punktist O lähtuvaid kiiri: 3 p.

Sobivate ringjoonte õige kirjeldamise eest koos põhjenduse-
ga, miks need eksisteerivad (viide lõikude OA, OB ja OC

võrdsusele): 4 p.

Lahendus otsitavate ringjoonte keskpunktide konstrueerimise abil:

Otsitavate ringjoonte keskpunktide asukoha õige kirjelduse
eest: 3 p.

Sobivate ringjoonte õige kirjeldamise eest koos põhjendusega,
miks need eksisteerivad (viited punktide A, B ja C paikne-
misele konstrueeritud keskpunkte ühendavatel lõikudel ning
tekkivate uute kolmnurkade võrdhaarsusele): 4 p.

Kui pakutav konstruktsioon sobib esitatud kujul ainult teravnurkse
või ainult nürinurkse kolmnurga jaoks ning teise juhu jaoks vajali-
kud modifikatsioonid (nagu žürii lahenduses 2) on mainimata, anda
lahenduse eest kuni 5 punkti.

Õige üldjuhul sobiva konstruktsiooniga joonise eest ilma selgitusteta
(kui konstruktsiooni idee on jooniselt selgesti näha) anda 3 punk-
ti; ainult teravnurkse või ainult nürinurkse kolmnurga jaoks sobiva
konstruktsiooni korral 2 punkti.

6. Osa a) eest (telefonide koguarv n = 10 korral): 2 p.

Osa b) eest (väite tõestus üldjuhul): 5 p.

Kui a) osa on õigesti lahendatud b) osa väidet kasutades, anda selle
osa eest 2 punkti ka juhul, kui b) osa väide ise on tõestamata.

Ainult a) osa õige vastuse 364 eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

XI klass

1. Antud avaldiste teisendamise eest kujule, kust on võimalik
välja lugeda nende ühine tegur (nt. tegurite 23 +33 ja 43 +53

väljatoomise eest): 5 p.
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Tegurdatud avaldiste ühise teguri leidmise eest: 2 p.

Ainult arvude 216 ja 8000 sobiva tegurdamise eest, kui lahendusega
edasi ei ole mindud, anda 2 punkti.

Ainult õige ühisteguri 7 nimetamise eest ilma lahenduseta anda 1
punkt.

2. Korrapärase n-nurga pindala avaldamise eest ümberringjoo-
ne raadiuse (või diameetri) kaudu: 2 p.

Pindala avaldise leidmise eest pikima diagonaali kaudu juhul,
kui n on paaris: 2 p.

Pindala avaldise leidmise eest pikima diagonaali kaudu juhul,
kui n on paaritu: 3 p.

Vastustena lugeda õigeks mistahes kujul avaldised, mis annavad õige
tulemuse, s.t. mitte punkte maha võtta selle eest, kui saadud avaldist
pole maksimaalselt lihtsustatud.

Kui pindala avaldis pikima diagonaali kaudu leitakse mingil sellisel
viisil, mis ei kasuta pindala avaldamist ümberringjoone raadiuse või
diameetri kaudu, siis anda õige avaldise leidmise eest paaris n jaoks
3 punkti ja paaritu n jaoks 4 punkti.

Ainult õige vastuse eest (mõlemad juhud) ilma lahenduseta anda 1
punkt, ainult paaris või paaritu juhu vastuse eest 0 punkti.

3. Idee eest vaadelda täisnurkseid kolmnurki, millele vaadelda-
vad mediaanid on hüpotenuusiks: 2 p.

Pythagorase teoreemist tulenevate võrduste kirjapaneku
jaoks nendes kolmnurkades: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise (hüpotenuusi pikkuse leidmise) eest: 3 p.

Kui lõpuleviimata lahenduses on hindamisskeemi kahes esimeses lõi-
gus mainitut tehtud ainult ühe nimetatud kolmnurga korral (pikku-

sega
√

2 või
√

3 mediaani jaoks), siis anda nende osade eest kum-
mastki 1 punkt.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.
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4. Pindalade vahe SKLM−SAFL−SCEK−SBDM (või selle kom-
ponentide) avaldamise eest kolmnurkade ADB, ADC, BEA,
BEC, CFA ja CFB pindalade kaudu: 4 p.

Vajaminevate kolmnurkade ADB, ADC, BEA, BEC, CFA

ja CFB pindalade avaldamise eest kolmnurga ABC pindala
kaudu: 2 p.

Tõestuse lõpuleviimise eest: 1 p.

5. Idee eest konstrueerida otsitavad arvud sobivalt valitud alg-
arvude korrutistena: 1 p.

Toimiva konstruktsiooni kirjeldamise eest, või sobivate arvu-
de loetlemise eest algteguriteks lahutatutena: 4 p.

Põhjenduse või kontrolli eest, miks see konstruktsioon (või
esitatud arvud) rahuldavad ülesande tingimusi: 2 p.

Ainult 5 sobiva arvu loetlemise eest algteguriteks lahutamata kujul
ilma selgitusteta anda 2 punkti.

Ainult õige vastuse “jah” eest ilma lahenduseta anda 0 punkti.

6. Selgituse eest, kuidas põrnikas saab ümber värvida suvalise
ühe ruudu, mis on erinev lähteruudust, millele ta kõigepealt
ronib: 2 p.

Järeldamise eest, et põrnikas saab värvida mustaks kõik val-
ged ruudud peale lähteruudu: 2 p.

Näitamise eest, kuidas põrnikas saab lõpetada oma liikumise
nii, et ka lähteruut jääb kokkuvõttes mustaks: 3 p.

Võib arvata, et selle ülesande jaoks pakutakse välja ka selliseid lii-
kumisalgoritme, kus põrnikas ei pöördu kogu aeg tagasi ühele lähte-
ruudule. Kui selline lahendus on mittetäielik, siis selle hindamiseks
tuleks välja selgitada, kas pakutavat algoritmi on üldse võimalik
täiendada üldjuhul toimivaks ning kui on, siis kui suur osa sellest
on lahendajal tehtud.

Ainult õige vastuse “jah” eest ilma lahenduseta anda 0 punkti.
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XII klass

1. Arusaamise eest, et f ′′(x) ja g′(x) peavad olema samamärgi-
lised: 1 p.

Teise tuletise f ′′(x) avaldise leidmise eest: 1 p.

Tuletise g′(x) avaldise leidmise eest: 1 p.

Sobiva parameetrite paari (a, b) leidmise eest: 4 p.

Kui lahendaja on väljendanud arusaamist, et võime nõuda f ′′(x)
ja g′(x) avaldistes vastavate x kordajate võrdsust, siis anda talle
hindamisskeemi viimase osa eest vähemalt 1 punkt.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

2. Seda ülesannet on ilmselt võimalik lahendada paljudel erinevatel vii-
sidel. Järgnevas esitame näiteks hindamisskeemid, lähtudes kolmest
žürii väljapakutud lahendusest — mistahes mittetäielikku lahendust
võiks püüda kõrvutada ühega neist, määramaks lahenduse olemas-
olevate ja puuduvate komponentide kaalu ja sellest tulenevat punk-
tide arvu.

Lahendus vastasasuvate sektoripaaride kaudu (lahendus 1):

Idee eest värvida sektoreid vastasasuvate paaride kaupa: 1 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, kui esimene sektorite paar vär-
vida ühte värvi: 3 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, kui esimene sektorite paar vär-
vida erinevat värvi: 3 p.

Lahendus sektorite järjetikuse värvimise kaudu (lahendus 2):

Idee eest värvida sektoreid järjest ning lahutada hiljem maha
nende värvimiste arv, kus esimene ja viimane sektor on sama
värvi: 2 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, arvestamata esimese ja viima-
se sektori värvide võimalikku kokkulangemist: 2 p.

Mahalahutatava värvimiste arvu ja lõppvastuse leidmise eest: 3 p.
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Lahendus erineva värvide arvuga värvimiste kaudu (lahendus 3):

Idee eest loendada värvimisi kasutatava värvide arvu järgi: 1 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, kus kasutatakse kõiki 4 värvi: 2 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, kus kasutatakse 3 värvi: 2 p.

Värvimiste arvu leidmise eest, kus kasutatakse 2 värvi: 2 p.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

3. Ka seda ülesannet on ilmselt võimalik lahendada paljudel erinevatel
viisidel. Järgnevas esitame näiteks hindamisskeemid, lähtudes kahest
žürii väljapakutud lahendusest — mistahes mittetäielikku lahendust
võiks püüda kõrvutada ühega neist, määramaks lahenduse olemas-
olevate ja puuduvate komponentide kaalu ja sellest tulenevat punk-
tide arvu.

Lahendus 2x− 1 ja 2x + 1 erinevate märgikombinatsioonide vaatle-
mise kaudu (lahendus 1):

Idee eest vaadelda erinevaid juhte olenevalt 2x − 1 ja 2x + 1
märkidest: 1 p.

Ühe juhu vaatlemise eest, kus 2x−1 ja 2x+1 on sama märgiga

(x 6 −
1

2
või x >

1

2
): 2 p.

Teise juhu vaatlemise eest, kus 2x − 1 ja 2x + 1 on sama
märgiga: 1 p.

Juhu vaatlemise eest, kus 2x − 1 < 0 ja 2x + 1 > 0: 2 p.

Õige lõppvastuse kirjeldamise või joonisel esitamise eest: 1 p.

Lahendus sümmeetria kaudu (lahendus 2):

Tähelepaneku eest, et vaadeldav punktihulk on sümmeetrili-
ne x-telje suhtes: 1 p.

Näitamise eest, et vaadeldav punktihulk on sümmeetriline ka
y-telje suhtes: 2 p.

Juhu vaatlemise eest, kus x >
1

2
(või analoogiline juht mõnes

muus tasandi veerandis): 2 p.

14



Juhu vaatlemise eest, kus x 6
1

2
(või analoogiline juht mõnes

muus tasandi veerandis): 1 p.

Õige lõppvastuse kirjeldamise või joonisel esitamise eest: 1 p.

Ainult õige joonise eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

4. Õige idee eest 4 mängu korraldamiseks: 3 p.

Selgituse eest, kuidas nende mängude põhjal kaks paremat
mängijat välja valida, koos selgitusega, miks see alati õige
tulemuse annab: 4 p.

Kui selgituses on vaatlemata jäetud juht, kui teise mängu võitja esi-
mese mängu kaotas, anda lahenduse eest kokku mitte üle 4 punkti.
Kui selgituses on vaatlemata jäetud juht, kui teise mängu võitja ka
esimese mängu võitis, anda lahenduse eest kokku mitte üle 6 punkti.

5. Selle ülesande kohta anname eraldi hindamisskeemid lahenduste
jaoks, kus leitakse kolmnurga ABC tippude juurde moodustuvate
võrdhaarsete kolmnurkade nurgad (vt. žürii lahendus 1), ning lahen-
duste jaoks kolmnurga A′B′C ′ siseringjoone keskpunkti abil (žürii
lahendus 2).

Lahendus võrdhaarsete kolmnurkade nurkade kaudu:

Tähelepaneku eest, et kolmnurga ABC tippude juurde moo-
dustuvad kolmnurgad on võrdhaarsed: 2 p.

Nende võrdhaarsete kolmnurkade alusnurkade suuruste leid-
mise eest: 2 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.

Lahendus kolmnurga A′B′C ′ siseringjoone keskpunkti abil:

Näitamise eest, et kolmnurga A′B′C ′ siseringjoone keskpunk-
tist selle kolmnurga tippudesse tõmmatud lõigud on risti
kolmnurga ABC vastavate külgedega: 3 p.

Tähelepaneku eest, et moodustuvad kolm nelinurka on kõõl-
nelinurgad: 1 p.

Lahenduse lõpuleviimise eest: 3 p.
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Vastustena lugeda õigeks mistahes kujul avaldised nurkade α , β ja γ

kaudu, mis annavad õige tulemuse, s.t. mitte punkte maha võtta selle
eest, kui saadud avaldisi pole maksimaalselt lihtsustatud.

Ainult õige vastuse eest ilma lahenduseta anda 1 punkt.

6. Sobiva konstruktsiooni idee eest: 3 p.

Põhjenduse eest, miks saadavad arvud rahuldavad kõiki üles-
ande tingimusi: 4 p.

Kui on esitatud ainult lõplik hulk näiteid, millest ei selgu üldise
konstruktsiooni ideed, anda 0 punkti. Kui toodud näidetest paistab
välja toimiv üldine konstruktsioon, kuid pole selgitatud, miks see
üldjuhul toimib, anda kuni 3 punkti.
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