Eesti koolinoorte LI tippisteaduste oliimpiaadi
1oppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 3. aprillil 2004. a.
IX klass
Lahendamisaega on 5 tundi.

Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik sellised reaalarvude paarid (z, y), mille korral

r+6 13 44—y
+ — = .
Y Yy x

2. Viie erineva positiivse tédisarvu ai, as, as, a4, a5 positiivsed vahed

a; —a; (neid vahesid on kokku 10) on koik erinevad. Leia arvudest a;
suurima vahim voimalik vadrtus.

3. Kumera nelinurga ABCD kiilgedel AB ja BC voetakse vastavalt
punktid M ja N nii, et kumbki 16ikudest AN ja CM jaotab nelinurga
ABCD kaheks vordse pindalaga osaks. Toesta, et 16igud M N ja AC

on paralleelsed.

4. Toesta, et arv n™ — n jagub 24-ga mistahes paaritu naturaalarvu n

korral.

5. Kolm erinevat vordse raadiusega ringjoont 16ikuvad punktis @. Ring-

joon C puutub neid koiki. Toesta, et () on ringjoone C keskpunkt.
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Tartus, 3. aprillil 2004. a.

X klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Leia koik sellised positiivsete tdisarvude kolmikud (z, y, z), mille kor-
ral 2 < y < z ning SUT (z, y) =6, SUT (y, 2) = 10, SUT (2, 2) = 8
ja VUK (z, y, z) = 2400.

. Roopkiiliku ABCD kiilgedel BC' ja AB voetakse vastavalt punktid

M ja N nii, et |[AM| = |CN|. Olgu P loikude AM ja C'N 16ikepunkt.
Taesta, et nurga APC poolitaja ldbib tippu D.

épetaja oli kirjutanud tahvlile arvu, mis koosnes teatud arvust numb-
ritest 4 ja neile jargnevatest samapaljudest numbritest 8, kui koolikell
helises. Vahetunnil astus Juku tahvli juurde ja lisas arvu ette veel iihe
numbri 4 ja loppu numbri 9. Toesta, et tekkinud arv on mingi téisarvu
ruut.

Algul on punkti (0,0) kirjutatud arv 1 ning tasandi igasse teise tiis-
arvuliste koordinaatidega punkti arv 0. Iga sekundi jérel asendatakse
koik need arvud, kirjutades igasse taisarvuliste koordinaatidega punkti
selle punkti neljas naaberpunktis eelmisel sekundil olnud arvude sum-
ma. Leia koigis tédisarvuliste koordinaatidega punktides olevate arvude
summa n sekundi jarel.

Reaalarvud a, b ja c¢ rahuldavad vordusi a® + b* + ¢ = 1 ja
a® + 0%+ ¢ = 1. Leia summa a + b + ¢ viiirtus.
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XTI klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

2.

Leia koik sellised tdisarvude paarid (a, b), et a® + ab+b* = 1.

Labi nurga AOB poolitajal valitud punkti M témmatakse sirge, mis
16ikab nurga haarasid OA ja OB vastavalt punktides K ja L. TGesta,

et summa vaartus ei soltu punkti M lébiva sirge vali-

1
OK] " [0I]
kust, s.t. on médratud nurga AOB suurusega ja punkti M valikuga
nurgapoolitajal.

Tasandi 25 punktist, mille molemad koordinaadid on taisarvud hulgast
{-2, -1, 0, 1, 2}, mérgitakse mingid 17 punkti. Tdesta, et leiduvad
sellised kolm mérgitud punkti, millest iiks on kaht iilejaénut {ihendava
16igu keskpunkt.

Leia koik funktsioonid f(z), mis on mé#ratud mittenegatiivsetel reaal-
arvudel x, omandavad mittenegatiivseid reaalarvulisi véértusi ning
rahuldavad mistahes mittenegatiivsete reaalarvude x ja y korral tin-
gimust

v fy)+y- fla)=f2) fy) (f2) + W) -

BAU-keele tdhestik koosneb kolmest tdhest B, A ja U. On teada, et
alustades mistahes n-téhelisest BAU-keele sonast ning rakendades kor-
duvalt jirgmisi reegleid (1) ja (2), saame koik n-tidhelised BAU-keele
sonad ja ainult need:

(1) kirjutame sona koik tidhed vastupidises jérjekorras;

(2) asendame kaks korvutiasetsevat téhte: BA — UU, AU — BB,

UB — AA,UU — BA, BB — AU vdoi AA — UB.

Kui BBAUABAUUABAUUUABAUUUUABB on BAU-keele sona, kas
siis BAU-keeles leidub sona

a) BUABUABUABUABAUBAUBAUBAUB;

b) ABUABUABUABUAUBAUBAUBAUBA?
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XII klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Ringi sisepiirkonnas voetakse punkt K nii, et punktist K labi ringi
keskpunkti O tommatud kiir ja selle kiirega risti olev punkti K ldbiv
ringjoone kool jaotavad ringi kolmeks vordse pindalaga osaks. Olgu L
vaadeldava koolu iiks otspunkt. Kas kehtib vorratus ZKOL < 75°7

Albert ja Brita méngivad 19 korvutiasetsevast ruudust koosneval ribal
jargmist méngu. Algul on riba keskmisel ruudul iiks nupp. Igal kiigul
iitleb Albert ithe 5-st viiksema positiivse tdisarvu ning Brita nihutab
nuppu vastava arvu ruutude vorra oma valitud suunas — seejuures
ei tohi aga Brita nihutada nuppu iihes suunas rohkem kui kaks korda
jérjest. Toesta, et Albert saab telda arve nii, et hiljemalt 19. kidigul
on Brita sunnitud nupuga ribalt vélja kdima.

Olgu K, L ja M vastavalt kolmnurga ABC tippudest A, B ja C
tommatud korguste aluspunktid. Toesta, et AR +BL+CM = 0 siis
ja ainult siis, kui kolmnurk ABC' on vordkiilgne.

Olgu a, b ja c sellised positiivsed reaalarvud, et a® 4+ b? + ¢ = 3.
Toesta, et kehtib vorratus

1 1 1
>1
1+2ab+1+2bc+1+2ca

Olgu n ja c iihistegurita positiivsed tédisarvud. Mistahes tédisarvu i
korral tihistagu ¢ korrutise c¢i jagamisel m-ga tekkivat jdiki. Olgu
AgA;q...A,_1 korrapiarane n-nurk. Toesta, et
a) kui loigud A;A; ja ApA; on paralleelsed, siis 16igud Ay A; ja
A Ap on samuti paralleelsed;
b) kui loigud A;A; ja ArA; on risti, siis 16igud Ay Aj ja A Ap on
samuti risti.



LI OnuMmnouana oo TOYHLIM HAayKaM ydamuXxcs DCTOHUN
Sakmountennbuoii Typ mo MATEMATUKE
Tapty, 3 anpens 2004 r.

IX raacc

BpeM}L OTBOOAMMOE IJIsd PEIDIEHWUS: 5 vacos.

Bepuoe n mocrarouno o6OCHOBAHHOE pENIEHUE KaKAOW 3amaunm gaetr 7 OAJIOB.
ITonn3oBaTnLCsa KATLKYIATOPOM HE Pa3pemaeTcs.

1. Halitu BCce napsot (z, y) HeHCTBUTEILHBIX YKCEJ, M KOTOPLIX

T+6 13 44—y
+—==—=
y oy x

2. Bce monoxuTENLHEIC PA3HOCTU 0 — G HATH PA3HIMYHBIX HOJOAKUTETHHBIX
HeJILIX 4YUuCea ajp, G2, a3, a4, 5 (TaI{I/IX pasmocTeid Bcero 10) pasnuyHLL
Halitu HamMenbiiee BO3MOKHOE 3HAUEHUE HAUOOJLIIETO U3 YUCEI a; .

3. Ha cropomax AB u BC Bomyrkaoro ueroipexyroiapauka ABCD 6epyt
coorBeTcTBeHHO TOuku M m N Tak, uto Kaskauid m3 orpeskos AN u CM
neauT deroipexyroanauk ABCD ma nBe paBHLIE MO IUIOMAIA YACTH.
Ilokasarn, uro orpesku MN u AC mapaseiabHbI.

4. Hoka3zarh, uto unciao n" —n mgeautcsa Ha 24 npu Jr0O60M HEUETHOM HATY-
PAJILHOM YUCIIE M.

5. Tpu pasiauuHbIe OKPYKHOCTH OIMHAKOBOTO PAINyCa MEPECEKAIOTCS B TOU-
ke . Osrpysxuoctr C kacaercs mx Bcex. Jlokaszarh, uro () sABIseTCS
meHTpoM OKpyskHOCTHU C.



LI OnuMmnouana oo TOYHLIM HAayKaM ydamuXxcs DCTOHUN
Sakmountennbuoii Typ mo MATEMATUKE
Tapty, 3 anpens 2004 r.

X riacc

BpeM}L OTBOOAMMOE IJIsI PEINEHWUS: 5 vacos.

Bepuoe nu mocratouno o6OCHOBAHHOE pENIEHUE KaKAOW 3amadnm gaetr 7 OAJIOB.
ITonn3oBaTnLCs KATLKYIATOPOM HE Pa3pemaeTrcs.

1. Halitu Bce Takue TpoHku (x, Y, 2) HONOKUTEILHBIX LEJLIX UKUCEJ, IS KO-
Topbix = < y < z, HO (z,y) = 6, HOIl(y, 2) = 10, HOIl (2, x) = 8 u
HOK (z, y, z) = 2400.

2. Ha croponax BC u AB mnapannemorpamma ABCD 6epyT cOOTBETCTBEH-
Ho Touku M u N tak, yto |AM| = |CN]|. Ilycts P Touka mepecedeHus
orpeskoB AM u CN. Iloka3arh, uro buccekrpuca yraa APC mnpoxomur
yepe3 Bepmuuy D.

3. Yuurenb HamycajJ Ha JOCKE UNCJO, COCTOANEE M3 HEKOTOPOI'O KOJIUYECT-
Ba mudp 4 m TAKOTO Ke KOJIWYECTBA CJEeNyIOmuX 3a HuMu mudpp 8. B
®TOT MOMEHT NIpPO3BeHeJ 3BOHOK. Ha mepemene Koussi momomen k¥ mocke u
IpUIrCcal B HavYaJe YUCIa eme onny nmudpy 4, a B KOHIE yncia nudpy 9.
JloxazaTh, YTO MOJYUYEHHOE YUCJIIO ABJIAETCA KBAIPATOM HEKOTOPOI'O LEJIOr0
qucia.

4. B mauvane B touke (0,0) Hammcano umciao 1, a BO BCeX APYIUX TOUKAX
IIJIOCKOCTY, MMEIOMVX I€JOUMCIEHHLIE KOOPAWHATLI, HANMCAHO uymciao 0.
Kamxnyio cexkyHmy BCe oTW YnCiIa U3MEHSIOT, 3alWCLIBAsA B KaKIOW TOUKe
TIJIOCKOCTH C IEJOUYUCIEHHLIMU KOOPAUHATAMU CYMMY UKCEJ, HAXOIUBIIAX-
CsA B TPEALIAYNIYIO CEeKYHIY B UYETLIDEX COCeNHUX K Helt Tourax. Haditm
CYMMY YHCeJ, HAXOMSAMUXCS BO BCEX TOUKAX C IEJOUYMCIEHHLIMU KOODIV-
HaTaMW, yepe3 1N CEeKYHI.

5. lleficrBurenbHble dYwciaa a, b W ¢ YIOOBIETBOPAIOT PABEHCTBAM
A+ +c=1ua®+b>+c =1. Halitu 3auenne cymMer a + b+ c.



LI Osmvnuana mo TOYHBIM HAYKAM YUYAMIUXCA DCTOHUN
Sakmounrensupii Typ mo MATEMATUKE
Tapty, 3 anpens 2004 r.

XI raxacc

Bpewms, orBogumoe s pemeHus: 5 4acos.
Bepuoe u nqocrarouno 060CHOBaHHOE PelIeHUe Ka:KIOUW 3amaum maeT 7 OaJIoB.
I[Monb30BaTLCA KAIBLKYJIATOPOM He Da3pemaeTrcs.

1. HaliTu BCe Takme mapnl (a, b) HEIBIX YMCEN, UTO a?+ab+0*=1.

2. Uepes Boibpannyo Ha buccekrpuce yraa AOB touky M npoBOmAT mps-
MyI0, KOoTopas mepecekaer cTopoHnl yriia OA u OB COOTBETCTBEHHO B

1 n 1
|OK]| |OL]|
BUCUT OT BBLIOOpA MpSMOM, mpoxomsAmeit yuepe3 Touky M, T.e. ompeneaeHo
BesimumHO# yriia AOB u Buibopom Ttouku M Ha Guccekrpuce.

Toukax K m L. IlokasaTb, 4TO 3HAUYEHUE CYMMEL He 3a-

3. N3 25 Touerk miockocTu, 006€ KOOPAWMHATLI KOTOPLIX SIBIASIOTCS EJILIMU
uncaamu u3 MEOKecTBa {—2, —1, 0, 1, 2}, ormeuaroT HeroTopoie 17 TOUek.
IlokazaTb, 4TO HAWOYTCS TaKWe TPU OTMEUEHHBIE TOUYKM, YTO OJHA M3 HUX
ABJIAETCSA CEPEIUHON OTPE3Ka, COCMUHSIIONEr0 OCTAJILHLIE IBE TOUKMU.

4. Halitu Bce ¢yHrmum f(z), KOTOpLIE ONpENeNeHbl N HEeOTPUNATENLHBIX
NeNCTBUTENLHLIX YMCEJ X, IPUHUMAIOT HEOTPUIATEIbLHLIE nefiCTBUTeNLHLIE
3HAYEHUs U [PU JIOOLIX HEOTPUIATEIbLHBIX NECTBUTENLHBIX UNCIAX T U Y
VIOBJIETBOPAIOT yCJIIOBUIO

- fy)+y- fl@)=flx)- fly) - (fx)+fly) -

5. Andasur szpika BAU cocrour u3 tpex G6yks B, A m U. UssectHo, uto
HauMHAA C JIO0ro n-O0yKBEHHOTO CjoBa s3bika BAU 1 mOBTOPHO mpuMeHsis
caenytomue npasuia (1) u (2), nonyurMm Bce n-OyKBEHHLIE CJIOBA SA3LIKA
BAU u Tonnko oHu:

(1) 3ammimeMm Bce GYKBLI CJIOBA B IPOTUBOIOJIOMKHOM IIODSIKE;
(2) 3amenum nBe pacmoso:keHHLIe psimoM Oyksol: BA — UU, AU — BB,
UB — AA, UU — BA, BB — AU uwmu AA — UB.

Ecim BBAUABAUUABAUUUABAUUUUABB saBasgeTcs CJIOBOM A3LIKQ
BAU, nalinercs au B a3uike BAU cioso

a) BUABUABUABUABAUBAUBAUBAUB;

6) ABUABUABUABUAUBAUBAUBAUBA?



LI Osmvnuana mo TOYHBIM HAYKAM YUYAMIUXCA DCTOHUN
Sakmounrensupii Typ mo MATEMATUKE
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XII gnacc

Bpewms, orBogumoe s pemenus: 5 4acos.
Bepuoe u nqocrarouno 060CHOBaHHOE PelIeHUe Ka:KIOW 3anaum maeT 7 OAaJIOB.
I[Monb30BaTLCA KAIBLKYJIATOPOM He Da3pemaercs.

1. Bmyrpu pyra Gepyrt tourky K Tak, 9yTO mpOBemeHHLI u3 Touku K uyepes
ueHTp okpy:kHOocTH (O JIyd U HEpPHEeHIUKYJSPHAS DTOMY JIydy XOpIa, HIpo-
Xomsmas depe3 Todky K, messar Kpyr Ha TPU PaBHBIE IO IUIOMAIN YACTU.
IIycrn L ommu komerm paccMaTpuBaeMoil Xopanl. Bommommsercst am Hepa-

BenctBo /KOL < 75°7

2. Amnbepr m Bpura wmrparoTr Ha mosoce, cocrosmedr m3 19 crosmumx B psanm
KJIETOK, B CJIEAyIOUyI0 wurpy. B Hauase Ha MEHTPAJILHOW KJIETKE MOJIOCLI
HaxomuTcsi onHa ¢umka. Ha kammom xoxy AsnbnGepT HA3BIBAET HEKOTOPOE
IIOJIOYKMUTEJILHOE IeJI0€ YMCJIO MEHLIIE 5—TI/I, a BpI/ITa. nepeaBuraeT q)HIHKy Ha
COOTBETCTBYIOIIEE YKUCJIO KJICTOK B BLIODAHHOM €10 HAIPABJICHUN — IPU DTOM
Bpura #He MOkeT mepenBuraTh QUIIKY B OZHOM HAIpaBieHUU OoJiee OBYX pas
monpsana. Jlokazarn, uro AnnbGepT MOMKET HA3LIBATL YMCJA TaK, YTO He IMO3-
ske ueM Ha 19-M xomy DBpura Oymer BoiHYKICHA BLIATH (UIIKONW 3a Mpemesn
IIOJIOCHI.

3. llycto K, L m M — ocHOBaHWUs BLICOT, MPOBEAEHHLIX COOTBETCTBEHHO U3

pepumma A, B u C tpeyronwuuka ABC'. Iloka3aTb, 4TO AK+BL+CM =10

TOra U TOJNLKO TOrmaa, korga tpeyroiapiuk ABC paBHOCTODOHHUMA.

4. Tlycts a, b m ¢ Takue NOJNOKUTEILHLIE NEeWCTBUTEILHBIE YKUCIA, YTO
a®? +b? 4+ ¢ = 3. JlokasaTh, UTO BLIIOJHAECTCH HEPABEHCTBO

1 1 1
>1
1+2ab+1+266+1+20a

5. IlycTo m m ¢ B3aMMHO TPOCTLIE TOJOKATEILHLIE MEeJble uucaa. Jlag moboro
. . o
[IEJIOr0 4Yncia ¢ ODO3HAUMM Yepe3 i OCTATOK, BO3HUKAIOIWNA IPU IeJICHUN
npousBenenus ci Ha n. Ilycrtn AgAy...A,_1 UPaBUILHLIA 71-yTOJLHUK.
Iloka3zarn, 4TO
a) ecum orpesku A;A; m ApA; mapannennuri, To orpeskn Ay Ay u Ap Ay
TaKKe IIapaJlieLHDL;
6) ecmm orpeskn A;A; m ApA; nmepnenaukynapHbl, TO orpesku Ay Ay u
A Ap Takke MEePHEHIUKYIADHLL.



Eesti koolinoorte LI tippisteaduste oliimpiaadi
1oppvoor MATEMAATIKAS
Tartus, 3. aprillil 2004. a.

Lahendused ja vastused

IX klass

Vastus: © = =3, y = 2.
Korrutades antud vorduse koik liikmed 14bi teguriga xy, saame

(x4+6)-2+13=4—-y) -y

ehk
22 +6x+y> -4y +13=0.

Paneme tihele, et vasaku poole saab siin esitada ruutude summanas:
(+3)°+(y—-2)°=0,

kust t+3=0jay—2=0,ehk x =-3 jay=2.

Vastus: 12.

Lahendus 1. Olgu vaadeldavad arvud a; < as < az < a4 < a5. Kuna
10 positiivset vahet a; — a; on koik erinevad, siis suurim neist vahe-
dest a5 — a; peab olema viahemalt 10, kust a5 > 11. Kui aga oleks
as = 11, siis peaksid need vahed olema parajasti 1, 2, ..., 10 ning
peaks kehtima vordus

(a5 —az) + (a5 —a1) +

+( )+
+ (ag —a3) + (as — a2) + (as — a1) +
+( )+(a3—a1)+

(a5 - CL4) as —as

az — ag
+(ag —a1) =
:4(154*2(14720,2740,1:1+2+...+10255.

See ei ole aga voimalik, sest 4as + 2a4 — 2as — 4a, on paarisarv.



Niisiis peab suurim antud arvudest olema vidhemalt 12. Sobiva-
teks arvudeks on niiteks 1, 3, 8, 11, 12 (vaadeldavad vahed on siis
1=12-11,2=3-1,3=11-8,4=12-8,5=8-3,7=8-1,
8=11-3,9=12-3,10=11-1ja 1l1=12-1).

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses veendume, et 12 jaoks
on sobiv niide olemas, ning paneme tihele, et kui suurim arvudest a;
on 11, siis peavad vaadeldavad vahed olema 1, 2, ..., 10. Jirelikult
sel juhul neist vahedest tédpselt 5 on paaritud. Olgu arvude a; seas x
paaritut ja y paarisarvu. Kahe arvu vahe on paaritu parajasti siis, kui
need arvud on erineva paarsusega, s.t. iiks neist on paaritu ja teine
paaris. Kuna paaritu arvu valikuks on x voimalust ning iga valitud
paaritu arvu korral on paarisarvu valikuks y voimalust, on erineva
paarsusega arvude paari valikuks tédpselt xy voimalust. Seega on ka
antud arvude paarituid vahesid kokku parajasti zy ning x ja y peavad
jarelikult rahuldama vorrandisiisteemi

{ T+y=>5
Yy =25
millel aga puuduvad naturaalarvulised lahendid.

. Vastavalt konstruktsioonile on punktid M ja N diagonaaliga AC
méératud sirgest iihel ja samal pool (vt. joonist 1). Seega piisab toes-
tada, et nad on sirgest AC vordsel kaugusel, s.t. kolmnurkade AMC
ja ANC tippudest M ja N tommatud korgused on vordsed. Selleks
niitame, et kolmnurkade AMC' ja ANC pindalad on vordsed. T6e-
poolest,

1
Samc = Sapc — SuBc = SaBc — 3 Sapcp =

= Sapc — Sasn = Sanc -

C
D N

AM B

Joonis 1



4. Olgu n = 2k + 1, siis n" —n = n?**1 —n = n(n?* —1). Niitame,
et korrutis n(n% — 1) jagub mistahes paaritu arvu n korral 8-ga ja
3-ga.

Paneme tihele, et n?* —1 = (n* —1)(n* +1) ning kuna n on paaritu,
siis n® —1 ja n*+1 on kaks jérjestikust paarisarvu. Uks neist arvudest
jagub niisiis kindlasti 4-ga ning nende korrutis n?* — 1 jagub 8-ga.
Kui n jagub 3-ga, siis ilmselt ka n(n% —1) jagub 3-ga. Kui n ei jagu
3-ga, siis n* ei jagu 3-ga ning iiks arvudest n* — 1 ja n* +1 jagub
3-ga, mistottu sel juhul n?* — 1 = (n* — 1)(n* + 1) jagub 3-ga.

5. Lahendus 1. Vaatleme ringjoone C sees suvalist punkti P, mis ei ole

selle ringjoone keskpunkt. Néitame, et fikseeritud raadiuse r korral
leiduvad iilimalt kaks ringjoont raadiusega r, mis puutuvad ringjoont
C seestpoolt ja ldbivad punkti P. Selleks veeretame ringjoont raadiu-
sega r seespool modda ringjoont C; ilmselt 14bib veeretatav ringjoon
punkti P mitte rohkem kui kahes asendis (ehk samaviirselt: mista-
hes ringjoont C seestpoolt puutuval fikseeritud ringjoonel on iilimalt
kaks {ihist punkti sellise ringjoonega, mille keskpunkt on ringjoone C
keskpunktis ja mis 1dbib punkti P — vt. joonist 2). Seega ei saa iiks-
ki niisugune punkt P olla kolme erineva vordse raadiusega ringjoone
16ikepunktiks, mis koik puutuvad ringjoont C.
Mirkus. Ringjoone C keskpunkt sobib punkti @ rolli, sest mistahes
ringjoont C seestpoolt puutuv ringjoon, mille raadius on pool ring-
joone C raadiusest, ldbib ringjoone C keskpunkti ning voime valida
suvalised kolm sellist ringjoont.

Ky
C C

Nl
Nl

Joonis 2 Joonis 3



Lahendus 2. Olgu viiksemad ringjooned c¢1, co ja cs keskpunktidega
01, O3 ja Oz ning olgu K, Ky ja K3 vastavalt nende puutepunk-
tid ringjoonega C (vt. joomist 3). Olgu ringjoone C keskpunkt O.
Iga ¢ = 1, 2, 3 korral asuvad punktid K;, O; ja O iihel sirgel (sest
ringjoontel ¢; ja C on punktis K; iihine puutuja, mis on risti nende
raadiustega K;0; ja K;O). Et ilmselt |OK;| = |OK3| = |OK3| ning
ringjoonte ¢; raadiuste vordsuse tottu |O1K1| = |O2Ks| = |O3K5],
siis |010| = |020| = |030]. Samas aga ringjoonte ¢; raadiuste vord-
suse tottu ka |O1Q] = |02Q| = |03Q)|. Seega punktid O ja @ lan-
gevad kokku (kumbki neist on kolmnurga O;0203 iimberringjoone
keskpunkt).

Lahendus 3. Olgu viiiksemate ringjoonte c¢1, ¢o ja cg iihine raadius r.
Vaatleme ringjoont C;, mille keskpunkt on viiksemate ringjoonte iihi-
ses punktis @) ning raadius on 2r. Et iga viiksema ringjoone ¢; punk-
tist @ kaugeim punkt K; on selle ringjoone punktist ¢} tommatud
diameetri teine otspunkt, siis asuvad need punktid K; punktist Q) pa-
rajasti kaugusel 2r, s.t. ringjoon C puutub iga ringjoont ¢; vastavas
punktis K;. Et koiki kolme ringjoont c;, c2 ja c3 puutuvaid ringjooni
saab olla tilimalt {iks, siis C; = C, s.t. @ on ringjoone C keskpunkt.

X klass

1. Vastus: (24, 30, 800) ja (24, 150, 160).
Lqﬁendus 1. Et arv = jagub nii 6-ga kui 8-ga, siis ta jagub arvuga
VUK (6, 8) = 24. Analoogiliselt y jagub arvuga VUK (6, 10) = 30 ning
z jagub arvuga VUK (10,8) = 40. Seega leiduvad sellised positiivsed
taisarvud 2’, 3, 2/, et © = 242’, y = 30y’ ja z = 407, ning
6 = SUT (z,y) = SUT (242',30y") = 6 - SUT (42’,5%/) ,
10 = SUT (y, 2) = SUT (30y/,402") = 10 - SUT (3y/,42') ,
8 = SUT (z,2) = SUT (402, 242") = 8 - SUT (52/,32") .

Neist vordustest jireldub, et SUT (4a’,5¢') = 1, SUT (3y/,42') = 1
ja SUT (52/,32") = 1. Siit ndeme, et arvud z’, ', 2/ on paarikaupa
ithistegurita ning SUT (2/,5) =1, SUT (¢/,4) =1 ja SUT (¢/,3) = 1.
Niitame niiiid, et VUK (2427, 30/, 402") = VUK (1202', 120y, 1202").
Selleks veendume, et vorduse kumbki pool jagub teisega. Vorduse pa-
rem pool ilmselt jagub vasakuga — kuna parem pool jagub arvudega



120z’, 120y, 1207, siis ammugi jagub ta arvudega 24z’, 30y, 402’
ning jarelikult ka viimaste vahima iihiskordsega. Naitame niiiid, et va-
sak pool jagub arvudega 120x’, 120y’, 120z’ ning jérelikult ka arvu-
ga VUK (1202',120y,1202") . Téepoolest, vasak pool jagub arvudega
24z’ ja 5 ning kuna SUT (2,5) = 1, siis ka SUT (242’,5) = 1 ning
vasak pool jagub arvuga 24z’ -5 = 120z’. Analoogiliselt niitame, et
vasak pool jagub ka arvudega 120y’ ja 120z’. Niiiid saame

2400 = VUK (z,y,2) = VUK (242, 30y, 402') =

= VUK (1202, 120y',1202") = 120 - VUK (2, ¢/, 2) =
=120 2"y’ 2,

kus viimane vordus tuleneb sellest, et arvud 2’, ¢, 2’ on paarikaupa
iihistegurita. Jirelikult 2’y’z" = 20 ning kuna 2’, 3’ ja 2’ on paarikau-
pa iihistegurita, siis nende vadrtusteks saavad olla mingis jirjekorras
arvud 1, 1, 20 voi arvud 1, 4, 5. Et aga arvude = = 242’, y = 30y’
ja z = 407" jaoks kehtiks tingimus = < y < z, siis peab esimesel juhul
olema =’ =1, ¢y =1 ja 2’ = 20, teisel juhul aga on kaks voimalust:
=1,y =4, 7 =5voia =1,y =05, 2 = 4. Neile voi-
malustele vastavad arvukolmikud (z, y, z) on vastavalt (24, 30, 800),
(24, 120, 200) ja (24, 150, 160). Vahetu kontroll néitab, et esimene ja
kolmas arvukolmik rahuldavad iilesande tingimusi, teine kolmik aga ei
sobi, sest arvude y = 120 ja z = 200 suurim iihistegur on siin 10
asemel 40.

Lahendus 2. Olgu d kolme arvu =z, y, z suurim iihistegur. Siis
neist arvudest mistahes paari suurim iihistegur jagub d-ga, seega
SUT (z,y) =d-p, SUT (y,2) =d-q ja SUT (z2,2) =d-r, kus p, ¢, r
on mingid paarikaupa iihistegurita positiivsed téisarvud (tdepoolest,
kui nt. arvudel p ja g oleks {ihine tegur s > 1, siis oleks d - s arvude
x, y, z iihine tegur, mis oleks vastuolus d valikuga). Niitame, et arvud
x, y, z esituvad kujul

r=d-p-r-a’y y=d-p-qvy; z=d-qr-2,
kus o', 3/, 2’ on jillegi mingid paarikaupa iihistegurita positiivsed tiis-
arvud. Toepoolest, kuna arv x jagub arvudega d - p ja d - r, siis g

jagub iihistegurita arvudega p ja r ning seega jagub arvuga p-r. Seega
x jagub arvuga d-p- 7, s.t. esitub kujul x = d-p-r-z’; analoogiliselt



saame esitada ka y ja z. Kui niilid nt. arvudel 2’ ja ¢’ oleks iihine
tegur t > 1, siis oleks d - p -t arvude x ja y iihine tegur, mis oleks
vastuolus p valikuga.

Niitame nitiid, et VUK (z,y,2) = d - pgr - 2'y'2". Toepoolest, kuna
SUT (z,y) = dp, x = dp-rz’ jay = dp-qy, siis VUK (z,) =
= dp-ra’ - qy = dgr - pz'y’. Kuna VUK (2,7, 2) jagub arvudega
VUK (z,v, 2)

dqr

vudega px'y’ ja z’. Seejuures px'y’ ja 2z’ on iihistegurita — eespool
niitasime, et 2, 4/, 2/ on paarikaupa iihistegurita, ning kui arvudel p
ja 2’ oleks iihine tegur u > 1, siis oleks d-u arvude z, y, z iihine tegur,

VUK (z,y, 2)
dqr

VUK (z,y) = dqr - p2'y’ ja z = dqr - 2/, siis jagub ar-

mis oleks vastuolus d valikuga. Niisiis jagub korrutisega

px'y' 2 ning VUK (z,y, 2) jagub arvuga dgr-pz'y'z' = d-pgr-z'y' 2 .
Et samas d - pgr - #'y2 on arvude z, y ja z iihine kordne, siis
VUK (x,y,2) =d-pgr-z'y' 2.

Ulesande tingimustest saame, et d = SUT (6, 8, 10) = 2 ning p = 3,
q=0>5 jar=4. Seega

VUK (2,y,2) = d-pgr-z'y' 2 =
=2-3-5-4-2'y'2 = 2400 .

Siit leiame, et z'y’z’ = 20. Edasi arutleme samuti nagu esimeses la-
henduses.

Lahendus 3. Téhistagu p>a algarvu p astendajat arvu a esituses alg-
arvude astmete korrutisena. Uurime koigepealt algarvu 2 astendajaid:
iilesande tingimustest saame

min(2>xz,2py) = 2>6=1, (1)
min(2>z,2>2) = 268=3, (2)
max(2>xz,2>y,2>2) = 22400 =5 . (3)

Vordusest (2) saame, et 22 > 3 ja 2>x > 3. Vordusest (1) saame
niiiid, et 2>y = 1, ning vordustest (2) ja (3) leiame, et iiks astendajaist
2> ja 2>z peab olema 3 ja teine 5. Kokkuvottes saime niisiis kaks



voimalust:
2 =3 2px =25
{2>y1 ; {2l>y1
2pz=5 2pz=3
Vaatleme niiiid algarvu 3 astendajaid:
min(3>z,3>y) =3>6=1, (
min(3>z,3>2) = 38=0, (6)
max(3>z,3>y,3>z2) = 32400 =1. (

EN|
~—

Vordusest (5) ja (7) saame, et 3>z = 3>y = 1, ning vordusest (6),
et 3>z = 0. Niisiis

3px=1
{3>y: 1 (8)
3pz=0
Uurime lopuks algarvu 5 astendajaid:
min(5>xz,5>y) = 56=0, 9)
min(5>y,5>2) =5>10=1, (10)
max(5>xz,5>y,5>2) = 52400 = 2. (11)

Vordusest (10) saame, et 5>y > 1 ja 5>z > 1. Vordusest (9) saame
niiiid, et 5>2 = 0, ning vordustest (10) ja (11) leiame, et iiks astenda-
jaist by ja 5>z peab olema 1 ja teine 2. Kokkuvottes saime jéllegi

kaks voimalust:

5px =0 5px =0

Spy=1 ; S5py =2
5>z =2 brz=1

Kuna arvude z, y, z vdhim iithiskordne 2400 iilejadnud algarvudega
el jagu, ei jagu ka iikski arvudest x, y, z nendega. Tingimustest (4),
(8) ja (12) saame niiiid kokku neli voimalust:

(12)

z=2%.3.50=24 x=2%.3.50=24
{y=21-31-51=30 ; {y=21-31-52=150,
z=25.3".52 =800 z=2%.3%.5' =160
z=2°.31.5=96 z=2"-3.5"=096

{y:21-31~51=30 ; {y:21-31-52:150-
z=2%.3%.52 =200 z=23.3%.51 =40



Kontroll nditab, et need koik rahuldavad iilejaénud iilesande tingimusi
peale selle, et z < y < z. Kuna x < y < z, siis jadvad jarele kaks
esimest voimalust.

2. Toestamaks, et punkt paikneb nurgapoolitajal, piisab ndidata, et see
punkt on vaadeldava nurga haaradest vordsel kaugusel. Niisiis on meil
vaja néaidata, et punkt D paikneb vordsel kaugusel sirgetest AM
ja CN (vt. joonist 4).

Paneme téihele, et kolmnurkade AM D ja DNC pindalad on vordsed:

1
Samp = 3 Sapcp = Spnc

sest kummagi kolmnurga aluseks on roopkiiliku ABC' D kiilg ja korgu-
seks sellele kiiljele tommatud réopkiiliku korgus. Et nende kolmnurka-
de kiiljed AM ja CN on vordse pikkusega, siis peavad olema vordse
pikkusega ka neile kiilgedele tipust D tommatud korgused. See aga
tdhendabki, et punkt D on sirgetest AM ja CN vordsel kaugusel.

D C

Joonis 4

3. Lahendus 1. Paneme tihele, et 49 = 72, 4489 = 672, 444889 = 6672.
Naitame, et

44...488...89=66...67° .
N —— \\,1_/
n n—1 n—
Toepoolest, 6-66...68 =400...08 ning seega
—— ——

n—1 n—1

66...672—1=266...6-66...68 =
N—— —— Y—

n—1 n n—1



Lahendus 2. Toestame induktsiooniga n jargi, et

66...672=44...488...89.
S—— S——

n—1 n n—1

Tdepoolest, n = 1 korral 7% = 49. Eeldame niiiid, et n—1 jaoks viide
kehtib, ning kontrollime, et see kehtib siis ka n korral:

66...67° = (66...670 — 3)* =
S~—— ~——

n n—1
=(10-66...67—3)* =
1
=100-44...488...89-60-66...67+9 =
——— N——
n n—1 n—1

=44...488...8909 —400...020 =
—— S——
n n—1 n—1

=44...488...89.
S——

199...9==-(10"—1).

{
O =
Nel i

Siis 10" = 92 + 1 ning

44...488...89 =44...4-10" +88...8+1 =
—— ~—— ~——

n n—1 n n
=4z -10"+8zx+1=
=49 +1)+8x+1=
= 3622 + 120 +1 = (62 +1)%.



Lahendus 4. Paneme téhele, et

44...488...89 = 44...4.,(4) +44...4,(4) +0,(1) =

n n—1 2n n
ST L
B 9 9 9

2\ 2 2
- 10“.7) 2.10". 2
(10-5) +2-10" 5+
2 1\2
= (10n- =2 —).
(107 5+

2 1 10"-2+1
Kuna 10™ - 3 + 3= % ning 10" -2 4+ 1 jagub 3-ga, siis on

tegemist esitusega tdisarvu ruuduna.

Lahendus 5. Korrutades arvu 44...488...89 arvuga 3% =9, saame
S—— N —

n n—1

9-44...488...89=1400...0400...01=200...012 .
S—— —— = ~——

n n—1 n—1 n—1 n—1
n—1
200...01,2
Scega 44...488...89 = (7) —66...67°
—— —— 3
n n—1 n—1

Vastus: 4™ .

Alghetkel on koigis tasandi téisarvuliste koordinaatidega punktides
olevate arvude kogusumma 1 = 4°. Iga jirgmise sekundi arvude kogu-
summasse annab eelmise sekundi iga arv x panuse 4x, seega suureneb
arvude kogusumma igal sammul 4 korda, andes n sekundi jérel tule-
museks 4.

Vastus: 1.

Kuna a? +b> + ¢ =1, siis —1 < a, b, ¢ < 1. Sel juhul aga a® > a3,
2> 0% ja ? > Kuna a® + 0%+ = a® +b% + 3, siis peavad koigis
kolmes vorratuses tegelikult kehtima vordused: a® = a®, b* = b° ja
2 = &, Jarelikult a, b, ¢ saavad olla vaid 0 voi 1, ning vorduse

a® +b% 4 ¢® =1 tottu peavad tipselt kaks neist olema 0 ja kolmas 1.

10



Ulesande tingimusi rahuldavad seega kolmikud (1,0,0), (0,1,0) ja
(0,0,1); igal juhul saame a +b+c=1.

XTI klass

1. Vastus: (1,0), (—1,0), (0,1), (0,—1), (1,-1), (—1,1).

Lahendus 1. Vordus a® 4 ab + b? = 1 on samaviirne sellega, et
2@ +ab+v?)=a* + v+ (a+b)*=2.

Seega peab iiks arvudest a, b ja a4+ b olema 0 ning kaks iilejaédnut 1
voi —1. Siit leiame kergesti kbik sobivad paarid (a, b).

Lahendus 2. Et a®+b*>—2ab = (a—b)® > 0, a*+b*+2ab = (a+b)* > 0,
1
siis |ab| < §(a2 + b?). Vordusest a® 4 ab + b* = 1 saame niiiid, et

a® + b < 2, st. a ja b viidrtused peavad olema hulgast {0, 1, —1}.
Edasi niieme, et kui |a| = |b|] = 1, siis peab olema ab = —1, s.t.
a = —b, ning kui iiks arvudest a, b on 0, siis teine peab olema 1
voi —1. Neid tingimusi arvestades leiame koik sobivad paarid.

Lahendus 3. Paneme tihele, et kui a = b, siis saame vorrandi 3a® = 1,
millel tdisarvulised lahendid puuduvad. Seega igas sobivas paaris (a, b)
peab olema a # b.

Lahutades antud vorduse mélemast poolest ab, saame a®>4b? = 1—ab,
millest 1 —ab > 0 ehk ab < 1. Liites antud vorduse molemale poole
ab, saame (a +b)? = 1+ ab, kust ab > —1. Niisiis |ab] < 1, s.t. a
ja b védrtused peavad olema hulgast {0, 1, —1}. Jdib iile kontrollida,
et koik sellised paarid (a, b), kus tdiendavalt a # b, ka sobivad.

Lahendus 4. Samuti nagu eelmises lahenduses leiame, et a # b. Kor-
rutades antud vorduse pooled 1dbi teguriga a — b # 0, saame niisiis
samavédrse tingimuse

ad—b=a-0.

Selle vorduse saame kirjutada kujul a® —a = b®> — b ehk

ala—1)(a+1)=bb—1)(b+1).

11



Téhistame f(n) = n(n —1)(n + 1), siis néutav vordus omandab kuju
f(a) = f(b). On ilmne, et piirkonnas n > 1 on f rangelt kasvav.
Samuti ndeme, et f(—n) = —f(n), seega ka n < —1 korral on f
rangelt kasvav ning piirkondades n < —1 ja n > 1 on f vé&rtused
erineva mérgiga. Kokkuvéttes on vordus f(a) = f(b) voimalik ainult
siis, kui a ja b vidrtused on molemad hulgast {0, 1, —1}. Teisalt,
koigil sellistel juhtudel téepoolest f(a) =0 = f(b).

. Lahendus 1. Téhistame /KOM = /(LOM = ¢, (OKM = «,
LOLM = 8 ja LOMK = ~, siis Z/OML = 7 — (vt. joonist 5).
.. . |OK| |OM|
Rakendades siinusteoreemi kolmnurgas OK M saame ——— = ——— |
sin 7y sin o
1 sin o

1
kust - :
e |OK| |OM]| sinvy

. Siinusteoreemist kolmnurgas OLM saame

1 1 i
analoogiliselt, et O] = [OM] . Ssllrrll'ﬁy Niisiis
1 L 1 1 sina+sinf
|OK| ~ |OL|  |OM| siny N
_ 1 sin(p+y) Fsin(fp+m—7)
~ |JOM| sin~y N
1 sin ¢ cosy + cos psiny — sinp cosy + cospsiny
~ |OM| siny B
1
=——"2 .
O] cos
0]
PP
K
o
Y Ty
y; B\ L
A B
Joonis 5
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Niaeme, et summa

LAOB
= ning punkti M kaugusega nurga tipust O, s.t. ei soltu

LR S eselt miratud
—_— ——— Vvaartus on uneselt maaratud nurgaga
0K| " |OL] 838

punkti M ldbiva sirge KL valikust.

Lahendus 2. Tahistame nurgad samuti nagu eelmises lahenduses. Sii-
nusteoreemist kolmnurgas OK L leiame, et

|OK| |OL|  |KL|

sin3 sina  sin2p’

kust

1 n 1 (sin 2¢  sin 2(,0)
|OK| " |OL| |KL| \sing = sina/’
Edasi saame siinusteoreemist kolmnurgas OK M , et

1 |KM|
sina |[OM|sing’

ning kolmnurgas OLM analoogiliselt

1 |LM]|
sin3  |OM|sing
Kokkuvottes
1 N 1 |KM|+[LM]| sin2¢  2cosyp
|OK| = |OL| |KL| |OM|-sinp  |OM]|

. Lahendus 1. Kui punkt (0,0) on mérgitud, siis paneme téhele, et iile-
jaanud punktid jagunevad 12 paariks, kus iga paari punktid on punkti
(0,0) suhtes siimmeetrilised, s.t. (0,0) on neid ithendava 16igu kesk-
punkt. Et lisaks punktile (0,0) on mérgitud veel rohkem kui 12 punk-
ti, siis leidub nende 12 paari hulgas selline, mille mélemad punktid on
mérgitud.

Kui punkt (0,0) ei ole mérgitud, siis voime iilejadinud 24 punkti jaota-
da 8 korvutiasetsevate punktide kolmikuks (vt. joonist 6). Et mérgitud
punkte on rohkem kui 2 -8 = 16, siis leidub nende kolmikute hulgas
selline, mille koik kolm punkti on méargitud.

13
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Joonis 6

Lahendus 2. Kui punkt (0,0) on mérgitud, siis arutleme samuti nagu
esimeses lahenduses. Kui punkt (0,0) ei ole mirgitud, siis olgu mérgi-
tud k punkti (z,0) ja m punkti (0,y) — iildisust kitsendamata voime
eeldada, et k > m. Oletame niiiid, et ndutava omadusega punktikol-
mikut ei leidu. Vaadeldes y-teljega paralleelseid vertikaale nieme, et
kui mingil vertikaalil x-teljel paiknev punkt on mérgitud, siis saab
sellel vertikaalil olla kokku iilimalt 3 méirgitud punkti (z-telje suhtes
siimmeetrilised punktid ei tohi olla korraga mirgitud); kui aga x-teljel
paiknev punkt ei ole mérgitud, siis saab sellel vertikaalil olla kokku iili-
malt 4 méargitud punkti. Niisiis saab sel juhul méargitud punkte kokku
olla iilimalt m + 3k +4(4 — k) = m — k 4+ 16 < 16 — vastuolu.

Vastus: f(z) =0 ja f(x) = x.

Lahendus 1. Vottes antud vorduses z = y, saame 2xf(x) = 2f(x)3.
Kui f(z) # 0, siis saame siit 2 = f(z)?, ehk f(z) = V. Seega iga =
korral kas f(x) =0 voi f(z) = +/z ning juhul, kui iihegi zo > 0 korral
ei ole f(zg) = 0, kehtib iga x korral f(x) = /z. Oletame niiiid, et
leidub selline reaalarv zo > 0, mille korral f(zo) = 0. Siis saame antud
vordusest iga positiivse reaalarvu y korral zof(y) =0, s.t. f(y) =0
iga y korral. Ja#b iile kontrollida, et molemad funktsioonid f(x) =0
ja f(z) = V/x rahuldavad iilesande tingimusi.

Lahendus 2. Véttes = y = 1, saame 2f(1) = 2f(1)%, mistottu
f(1)y=1voi f(1) =0.Kui f(1) =1, siis vottes antud vorduses y = 1,
saame iga x korral x + f(z) = f(z)(f(z) + 1), millest f(z)? = = ja
f(z) = Vo. Kui f(1) = 0, siis vottes samuti y = 1, saame f(x) = 0
iga x korral.
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5. Vastus: a) ei; b) jah.
Lahendus 1. a) Nimetame sona vddrtuseks avaldise b + 2a viirtust,
kus b ja a on vastavalt téhtede B ja A arvud selles sonas. Paneme té-
hele, et mistahes lubatud teisendus ei muuda sona véairtuse jagamisel
3-ga tekkivat jadki. Et antud BAU-keeles olemasoleva sona véértus on
7-14 8.2 = 23 ja uuritava sona védrtus on 9-1 4 8-2 = 25, siis
uuritavat sona BAU-keeles olla ei saa.
b) Néitame, et siin uuritav séna on antud sonast lubatud teisendus-
tega konstrueeritav. Selleks veendume, et lubatud teisendustega on
voimalik omavahel vahetada sona mistahes kaks korvutist tédhte. Toe-
poolest, kui need korvutised tdhed on BA, AU voi UB, siis asendame
need koigepealt vastavalt tidhtedega UU, BB voi AA, poorame kogu
sonas tihtede jirjekorra timber (asendusega saadud tdhed UU, BB voi
AA sellest ei muutu), siis asendame need téhed UU, BB v&i AA tagasi
vastavalt tiéhtedega BA, AU v6i UB, ning 16puks pooérame veelkord
kogu sonas téhtede jarjekorra timber. Kui aga algsed korvutised tédhed
on AB, UA voi BU, siis teeme samad sammud vastupidises jirjekorras
(poorame iimber, asendame, poorame iimber, asendame).
Korduvalt korvutisi tdhti vahetades saame omavahel vahetada mista-
hes kaks tdhte (nihutame koigepealt teise tdhe sammhaaval esimese
korvale ja tostame esimesest iile ning seejérel nihutame esimese téhe
samamoodi teise tihe esialgsesse asukohta). Paneme tihele, et antud
BAU-keele sonas on 7 tihte B, 8 tihte A ja 10 tihte U, uuritavas sonas
aga 8 tdhte B, 9 téhte A ja 8 tdhte U. Seega voime koigepealt asen-
dada antud sonas mingid korvutised tihed UU téihtedega BA ning siis
sobivalt tahti imber jarjestades saame uuritava sona.

Lahendus 2. a) Samuti nagu esimese lahenduse b) osas veendume, et
lubatud teisendustega on voimalik mistahes kaks tdhte omavahel &ra
vahetada. Seega mingi uuritava sona olemasoluks BAU-keeles on tarvi-
lik ja piisav, et mingis BAU-keele sonas on sama palju tdhti A, B ja U
kui uuritavas sonas. Kontrollime molemal juhul, kas vajalikud téhtede
B, A ja U arvud on lubatud asenduste abil saavutatavad. Olgu x soori-
tatavate asenduste BA — UU ja UU — BA arvude vahe, y asenduste
AU — BB ja BB — AU arvude vahe ning z asenduste UB — AA
ja AA — UB arvude vahe. Esialgses sonas on 7 tihte B, 8 tihte A ja
10 téhte U, uuritavas sonas aga 9 tihte B, 8 tdhte A ning 8 téhte U.
Koostame vorrandisiisteemi tidhtede arvude jaoks (vorrandid kiivad
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vastavalt tihtede B, A ja U kohta):

T—x+2y—2=9
8—zr—y+2z=8.
100+22 —y—2 =28

Lahutades esimesest vorrandist teise saame vorrandi 3y — 3z = 2,
millel tdisarvuline lahend puudub. Jarelikult ei ole see vorrandisiisteem
téisarvudes lahenduv ning uuritavat sona antud sonast konstrueerida
el saa.

b) Siin uuritavas sonas on 8 tihte B, 9 tihte A ja 9 tihte U. Vastav
vorrandisiisteem on

T—x+2y—2=238
8—zrz—y+22=9.
100+22 —y—2 =28

Selle vorrandisiisteemi iiheks lahendiks on x = 0, y = z = 1. See-
ga saame uuritava sona antud sonast konstrueerida, rakendades iiks
kord asendusi AU — BB ja UB — AA ning muutes seejérel tihtede
jarjekorda.

XII klass

1. Vastus: jah.

Olgu AB ringjoone diameeter, millel paikneb punkt K (vt. joonist 7).
Nihutades punkti K (ja samuti seda ldbivat koolu LM ) modda dia-
meetrit AB kaugemale ringjoone keskpunktist O, viheneb nurk KOL
ning {ihtlasi viheneb ka kooluga LM ja ringjoone kaarega LAM pii-
ratud segment. Seega piisab niidata, et kui /KOL = T5°, siis see
segment moodustab rohkem kui kolmandiku kogu ringi pindalast.

Olgu ringi raadius r ja /ZKOL = 75°, siis nurga LOM sisse jiiva

sektori pindala on —— - 77?2 = — - 7? ning kolmnurga LOM pindala

360 12

on
Srom = 2S10x = |LK|-|OK| =% -sin ZKOL - cos LKOL =
1 1
= 57’2 -sin2/KOL = 17’2 .
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LA,

B
Joonis 7

Kooluga LM ja ringjoone kaarega LAM piiratud segmendi pindala
on sel juhul niisiis

12 4 12 4r
o1 r o ) 1 4 1
Et m > 3, siis > < 2 ning jarelikult B i > =3 Seega

moodustab vaadeldav segment juhul, kui /ZKOL = 75°, tdéepoolest
rohkem kui kolmandiku kogu ringi pindalast.

. Néitame, et mistahes hetkel on Albertil voimalik valida iiks suund ja
ilimalt 3 kiiguga saavutada olukord, kus nupp on liikunud esialgsest
asukohast 1 ruudu vorra valitud suunas. T'oepoolest, nimetame valitud
suunda oigeks ja teist suunda valeks ning vaatleme jargmist algoritmi:

1) Albert iitleb arvu 1; kui Brita k&ib seepeale nupuga &iges suunas,
siis on Alberti eesmérk saavutatud.

2) Kui Albert eelmisel sammul eesmérki ei saavutanud (Brita kiis
nupuga vales suunas), siis iitleb ta niiiid arvu 2; kui Brita kiib
seepeale nupuga oiges suunas, siis on nupp kokkuvottes nihkunud
1 ruudu vorra diges suunas ning Alberti eesmérk on saavutatud.

3) Kui Albert eelmistel sammudel eesmérki ei saavutanud (Brita kiis
molemal korral vales suunas), siis iitleb ta niitid arvu 4; et seepeale
peab Brita vastavalt mangureeglitele kiima nupuga 6iges suunas,
siis on nupp kokkuvottes nihkunud 1 ruudu vorra Giges suunas
ning Alberti eesmérk on saavutatud.

Esimesel kiigul 6elgu Albert niitid arv 4 — seepeale kiib Brita nupuga
4 ruudu vorra mingis suunas. Edaspidi loeme selle suuna éigeks ning
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Albert saab iilalkirjeldatud algoritmi 6 korda rakendades, s.t. kokku
ilimalt 1463 = 19 kiiguga, sundida Britat nihutama nuppu veel 6
ruudu vorra samas suunas, s.t. iile riba otsa vilja.

Mirkus. Saab nédidata, et Brital on voimalik kiia nii, et varem kui 19.
kéigul ta nupuga ribalt vilja ei astu.

. Lahendus 1. Kui kolmnurk ABC' on vordkiilgne, siis on vektorid AR ,
BL ja CM vérdse pikkusega ja paarikaupa 120° nurga all, mistottu
AK +BL+CM =17

Oletame niiiid timberpsordult, et AR +BL+CM =170 Olgu kolm-
nurgas ABC kiilgede BC', C'A ja AB pikkused vastavalt a, b ja
¢ ning pindala S, siis |[AK| = %, |ﬁ\ = ? ja |CM| = ?
Poorates vektoreid AK , BL ja CM vastupéeva 90° vorra, muutu-
vad nad vastavate kolmnurga kiilgedega paralleelseteks ja kuna nen-
de vektorite summa on nullvektor, saab neist kokku panna kolmnur-
ga, mis on sarnane kolmnurgaga ABC'. Olgu sarnasusteguriks k, siis

AR| = ka, |BL) = kb ja (O3] = he. Jarelikule 2> = |AR]| = ka,
a

2 [2
kust a = ?S Analoogiliselt leiame, et ka b= c = ?S, s.t. kolm-

nurk ABC' on vordkiilgne.

c Db E A
Joonis 8 Joonis 9

Lahendus 2. Samuti nagu eelmises lahenduses veendume, et vordkiilgse
kolmnurga ABC' korral noutav tingimus kehtib. Kehtigu niiiid kolm-
nurgas ABC' tingimus AR +BL+CM = 0 . Esmalt paneme tihele, et
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kolmnurk ABC' ei saa olla téis- voi niirinurkne, sest siis oleks kumma-
gi teravnurga tipust tommatud korgusvektori projektsioon kolmanda
(téis- voi niirinurga tipust tommatud) korgusvektori sihile juba iiksin-
da sama pikk kui see kolmas korgusvektor, mistottu need vektorid ei
saaks summana enda nullvektorit (vt. joonist 8). Vaatleme niiiid vek-
torite ﬁ, BL ja CM projektsioone kiiljele AC'. Et vektori BL pro-
jektsioon kiiljele AC' on 0, kuna tegu on korgusvektoriga, siis peavad
vektorite AK ja CM projektsioonid kiiljele AC' olema iihepikkused.
Olgu |AC| =b, /BAC = « ja /BCA = v ning olgu D ja E vas-
tavalt punktide K ja M projektsioonid kiiljele AC, siis vektori AR
projektsiooni pikkus on

|AD| = |AK|-sin LZAKD = |AC| -sin LACB -sin LAKD =
= b-sin®~y
ning vektori C' M projektsiooni pikkus on analoogiliselt b - sin? a (vt.
joonist 9). Et need oleksid vordsed, peab olema « = ~. Analoogilise

arutlusega kiilje AB jaoks saame, et o = (3, s.t. kolmnurk ABC on
vordkiilgne.

. Lahendus 1. Rakendades iga murru nimetajale aritmeetilise ja geo-
meetrilise keskmise vahelist vorratust, saame

1 1 1 1 1 1
> .
14+2ab + 14+2bc + 14+2ca = 1+a2+b2 + 14+b24-c2 + 1+c2+a?

Rakendades niiiid kogu avaldisele aritmeetilise ja harmoonilise kesk-
mise vahelist vorratust, saame

1 1 1
=
1+a2+b2+1+b2+02+1+62+a2
>3 5 =
T (4 a2+b)+(1+2+ )+ (1 +c2+a?)
9 9

= = = 1
3+2(a®+b+c?) 3+42-3
Lahendus 2. Aritmeetilise ja harmoonilise keskmise vahelisest vorratu-
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sest saame

1 1 1 9
+ + = =
1+2ab 14+2bc 1+2ca ™ 3+ 2ab-+ 2bc—+ 2ca
9 9

T a2+ b2+ +2ab+2bc+2ca  (at+b+o)?

Aritmeetilise ja ruutkeskmise vahelisest vorratusest saame

a+b+c< a? + b2+ 2
3 h 3 ’

kust ruutu tostes saame

(a+b+c)? <a2+b2—|—02 _§_1
9 D 3 3

Seega

1 1 1 9
> >
1+2ab+1+2bc+1+20a (a+b+c)?

Lahendus 3. Korrutades toestatava vorratuse molemad pooled 1dbi te-
guriga (14 2ab)(1+ 2bc)(14 2ca), koondades saadavas vorratuses sar-
nased litkmed ning jagades 14bi 8-ga, saame toestatavaga samavéérse
vorratuse

1+abzbc+ac > 2B

Paneme niiiid téhele, et

2 2 2
1:;:701 +l)3+c 2\/30,21)262,

kust abc < 1 ning seega
a’b*c® = (abe)? < Vabe .

Niisiis toepoolest

w > vVa2bh2e2 = Vabe > a?bc? .
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5. Lahendus 1. a) Loigud A;A; ja ApA; on paralleelsed parajasti siis,
kui ¢ —k =1—j (modn) (vt. joonist 10). Seega

AjA; || AkAr = i —k=1—j (modn) =
= c¢(i—k)=c(l—j) (modn) =
= ci —ck=cl— cj (modn) =
— k' =1'—j (modn) =
= Ai/Aj/ I Ak/Al/ :

Ay,

Joonis 10 Joonis 11

b) Paneme koigepealt tihele, et mistahes kahe vaadeldava 16igu va-
. m . . 71' .
heline nurk on — téisarvuline kordne — seega nurk 5 saab esineda
n

ainult paarisarvulise n korral. Et arvud ¢ ja m on iihistegurita, siis

peab ¢ sel juhul olema paaritu, mistottu c - g = g (modn).

Ilmselt on l6igud A; AJ ja ARA; risti parajasti siis, kui 16ik A;A;

on paralleelne nurga 5 vorra pooratud 16iguga A A;. Poorates 16iku

AkAl iimber vaadeldava hulknurga timberringjoone keskpunkti nur-

ga 5 vorra, saame 16igu Agyz Ajpa (vt. joonist 11; kui n ei jagu

4-ga, siis tuleb 16igu Apy=zA;1» asemel vaadelda samasihilist 1oiku

A, 2 A, 42, s jirgnevas arutelus midagi ei muuda). Seega

AA; L AgA i—(k—kg)z(l—kg)—j(modn) —
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= iszlfjJrg(modn)

ning
Aidj LALA = i— k=1 ]+ 2 (modn) =

= c(i — k) Ec(l—jﬁ—%) (modn) =

= ci—ckEcl—cj—l—c%(modn)@

:>i’—k’zl’—j/+g(modn):>

= Ai/Aj/ 1 Ak/Al/ (modn) .

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses toestame a) osa. Tuntud
geomeetriateoreemi pohjal

/N N

—~ ~
AiAjJ_AkAl < AiAk-i-AjAl:AkAj-f—AlAi <
— k-D+(1-5H=0U—-k)+ (-1 (modn) <
— 2(k+1—i—7)=0(modn),

kus vaadeldavad kaared on voetud hulknurga timberringjoonel. Seega
AA; L AA = 2(k+1—i—j) =0 (modn) =
= 2¢(k+1—i—7)=0(modn) =

= 2(k'+1' —i' —4) =0 (modn) =
= AilAjl iR AklAl/ .

Lahendus 3. Samuti nagu esimeses lahenduses toestame a) osa ja pa-
n_n
neme téhele, et n on paaris ja ¢ paaritu, mistottu c- 5 = 5 (modn).
n n n
Seega c(i + 5) = ci+ ¢y = ci + B (modn), ehk hulknurga iim-

berringjoone diameetrile vastab alati diameeter. Edasi vaatleme kahte
juhtu.
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Ak Ak

Al Al

Joonis 12 Joonis 13

Kui Ioik A;A; on hulknurga timberringjoone diameeter, siis
j = i—|—g (modn) ning A;A; L ApA; siis ja ainult siis, kui

j—k =1—7j (modn) (vt. joonist 12). Siis ¢j — ck = ¢(j — k) =
=c¢(l —j) =cl —c¢j (modn) ehk j' — k' =1' — j (modn) ning jéreli-
kult Ai/Aj/ 1L A Ay

Kui 16ik A;A; ei ole hulknurga iimberringjoone diameeter, siis vaat-
leme sellist tippu A,,, et A;A,, on diameeter (vt. joonist 13).
Siis A;A; L AjA,,, sest nurk A;A;A,, toetub iimberringjoone
diameetrile A;A,,. Kuna diameetrile vastab diameeter, siis toetub
ka nurk Ay Aj A, diameetrile, mistottu Ay Ay L Ay A, . Kuna
AA; L AA,, ja AjA; L AGA;, siis AjA,, || AgA; ning a) osa pohjal
Aj/Am/ H Ak/Al/. Seega Ai/Aj/ 1 Ak/Al/ .
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9. klass

Ulesanne 1 (Toomas Paaver)

Antud v8rrandi teisendamine sobivale kujule
Oigete jarelduste tegemine leitud kujust (ruutude summa &rakasutamine)
Oige vastus

Erijuht: lahendus lisaeeldusel, et x ja y on taisarvud

Ulesanne 2 (Urmo Kaber)

Esitatud sobiv arvude viisik, kus suurim arv on 13
Esitatud sobiv arvude viisik, kus suurim arv on 12
Taielik lahendus (koos minimaalsuse p&hjendusega)

Paljud ei mdistnud, et mingi lahendi leidmine ei tBesta veel seda, et viiksema
maksimumiga lahendit ei ole. Enamusel puudus t8estus, miks leitud lahendis arvude
maksimum on v8imalikest vahim.

Ulesanne 3 (Elts Abel)

Naitamine, et kolmnurkade AMO ja CNO pindalad on vérdsed, kus O on AN ja CM
I6ikepunkt

Naitamine, et kolmnurkade AMC ja ANC pindalad on v&rdsed (vdi sobivate kolmnurkade
sarnasuse naditamine)

Néaitamine, et punktid M ja N asuvad sirgest AC vordsel kaugusel (v8i vajalike nurkade
vOrdsuse naitamine)

Tdestuse I6puleviimine

Ulesanne 4 (Lea Lepmann)

Avaldise esitamine korrutisena ja tahelepanek, et tuleb kontrollida jaguvust 3-ga ja 8-ga
8-ga jaguvuse tbestus
3-ga jaguvuse tbBestus

Kui 8-ga jaguvuse asemel oli tdestatud ainult 2-ga jaguvus, siis sai selle osa eest
1 punkti. Kui oli vaite kehtivust naidatud ainult méne konkreetse arvu korral, sai kokku 1
punkti.

Ulesanne 5 (Meelis Kull)

Tdestus, et punktid K;, O; ja O on Uhel sirgel, kus O on ringjoone keskpunkt, O; vaikeste
ringjoonte keskpunktid ja K; puutepunktid ringjoonega C
Selle alusel tBestus, et Q=0

3p.
3p.
1p.

4p.

3p.
5p.
7p.

3p.
2p.

1p.
1p.

3p.
4p.
7p.




10. klass

Ulesanne 1 (Reimo Palm)

Tahelepanek, et x, y ja z peavad jaguma vastavalt 24-ga, 30-ga ja 40-ga
Arvude X, y ja z llejaanud algtegurite leidmine ilma tingimust VUK(x,y,z)=2400
arvestamata

Arvude X, y ja z llejaanud algtegurite valimine nii, et VUK(X,y,z)=2400
Sobivate variantide valjavalimine tingimuse x<y<z jargi

Ulesanne 2 (Mati Abel)

On mérgata sobivat lahenduse ideed

Lahendus digesti alustatud

Pdhiliselt taielikus lahenduses puudub mingi vaite p&hjendus
Taielik lahendus

Ulesanne 3 (Kalle Kaarli)

Kirja pandud vaadeldava arvu tildkuju ja pldtud seda teisendada
P&hjendus antud thel erijuhul

P6hjendus antud kahel-kolmel erijuhul

Oige vastus koos veenva pdhjendusega

Katset anda lahendus tldjuhul, mis ei viinud sihile, hindasin 2-4 punktiga. PGhim®&tteliselt

digelt lahenduselt v&tsin punkti maha véga halva vormistuse eest.

Ulesanne 4 (Ahti Peder)

Leitud punktide vaartused peale esimest ja peale teist sekundit
Leitud summa peale esimest ja peale teist sekundit

Pustitatud hiipotees, et summa on 4"
Pistitatud hipotees tdestatud

Kui punkti vaartus jargmisel sekundil leiti kui tema enda ja tema nelja naabri eelmise

sekundi vaartuste summa, siis sai lahendus kokku kuni 1 p.

Ulesanne 5 (Nikita Salnikov)

Tdestus, et a, b, ¢ kuuluvad I8igule [-1,1]
Tahelepanek, et sel juhul x* = x*

Naitamine, et x* = x°, kusx =a, b, ¢
Naitamine, et a, b, ¢ peavad olema 0 v&i 1
Oige vastus

Kui on ainult néidatud, et kolmik 1,0,0 sobib ja leitud vastus 1 sellel juhul, siis sai 1 p.

2p.

2p.
1p.

1p.
1p.

7p.

1p.

1p.
4p.

2p.
1p.
2p.
1p.
1p.




11. klass

Ulesanne 1 (Anton Stalnuhhin)

Loetletud puuduste eest vdeti 7 punktist punkte maha jargnevalt:
Kasutatud ilma p&hjenduseta, et a#b

Kasutatud tBestuseta, et kui a ja b on taisarvud ja kehtib a*(a+1)*(a-1)=b*(b+1)*(b-1),

siis a*(at+1l)*(a-1)=b*(b+1)*(b-1)=0
Vastus on mittetéielik vdi sisaldab valesid paare

Ulesanne 2 (Oleg ja Dmitri PetSonkin)

Ainult rakendatud siinusteoreemi Gigetele kolmnurkadele
Rakendatud siinusteoreemi ning avaldatud |OL| ja |OK]|
Taielik lahendus arvutusveaga

Taielik lahendus

Ulesanne 3 (Hannes Jukk)

Tdestus juhu jaoks, kus punkt (0,0) on margitud
Tdestus juhu jaoks, kus punkt (0,0) on markimata

2p.
3p.
6p.
7p.

3p.
4p.

Punktid mittetéielike lahenduste eest, kus polnud neid kahte juhtu eraldi vaadeldud:

Vaadeldud ainult 'optimaalset’ konfiguratsiooni, kus on margitud 2x2 ruutude tipud 5x5
ruudu nurkades. Naidatud, et sel juhul ei saa enam 17. punkti méarkida, ning Uritatud
pbhjendada, miks sellist konfiguratsiooni vaadeldakse.

Selgitatud, miks peab ridade (veergude) seas olema vahemalt kaks 4 margitud punktiga

rida (veergu), ning siis need juhud osaliselt labi vaadatud.
Eelnevale lisaks selgitus, miks 4 punkti Ghes reas (veerus) on maksimaalne

Ulesanne 4 (Jan Villemson)

Lahendi f(x)=0 leidmine

Lahendi f(x)=Vx leidmine

Tdestus, et juhul kui f(x)#0, siis f(Xo)=VXo

Tdestus, et juhul kui leidub x¢>0, mille korral f(xg)=0, siis f(x)=0 iga x korral

Ulesanne 5 (Oleg Ko3ik)

a) osa

b) osa

Sealhulgas: naitamine, et on vdimalikud teisendused XY«—ZZeYX
b) osa lahenduse I8puleviimine

Punktid a) osa mittetaielike lahenduste eest:

On aru saadud, et vastus (s6na on voi ei ole BAU keeles) s6ltub ainult sGnas esinevate

téhtede arvudest
On koostatud Gige vdrrandisiisteem

4p.

1p.
2p.
3p.

4p.

1p.
2p.

1p.
2p.



12. klass

Ulesanne 1 (Mihkel Kree)

Joutud vérrandini, mille muutujatest avaldub otsitav nurk; midagi olulist edasi pole osatud jareldada. 3p.
Jbutud olulise varratuseni, kuid pole osatud kasutada monotoonsust 4p.
Taielik lahendus 7p.

Ulesanne 2 (Indrek Zolk)

Detailne algoritmi kirjeldus, kuidas Albert peab arve tlema, et sundida Brita nupuga ribalt valja kdima 5p.
Sealhulgas: valitud esimeseks sammuks 4 ning vBetud Brita valitud suund soovitavaks 1p.
Ulejaénud osa, mis katab ammendavalt kdikv8imalikud Brita suunavalikud 4p.
P&hjendus, miks kirjeldatud algoritm lahendab tlesande 2p.
7p.

Suurem osa lahendajatest mérkas, et esimesel kaigul tasub Brita nupp vdimalikult &are Idhedale viia ning seejarel
sundida ta sellessamas suunas ribalt valja. MGne lahendaja pakutu polnud paraku ammendav algoritm, sest
késitles vaid mdningaid Brita kdigusuundi. Mitmele vdistlejale valmistas raskusi ka p6hjendamine, miks esitatud
algoritm ikkagi tlimalt 19 kaigu jarel t66 I6petab.

Ulesanne 3 (Hendrik Nigul)

Tarvilikkus: tdestus, et vordkilgses kolmnurgas kehtib vektorvérdus AK+BL+CM=0 1p.

Piisavus: tdestus, et kui kehtib AK+BL+CM=0, siis kolmnurk on v&rdkilgne 6p.
7p.

Tudpilised mittetdielikud piisavuse tdestused (punktid piisavuse osa eest):

Olemas ainult idee kasutada projektsiooni 1p.

Olemas idee konstrueerida kdrgusvektoritest uus kolmnurk 2p.

Tdestatud, et kdrgusvektoritest konstrueeritud kolmnurk on sarnane kolmnurgaga ABC 4p.

Ulesanne 4 (Aleksei Lissitsin)

Tdestatava vOrratuse teisendamine kujule 1+ab+ac+bc = 4(abc)2 1p.
Aritm. ja geom. keskmiste vahelise v&rratuse abil tdestus, et kehtib (1+ab+ac+bc)/4 2 (abc)™? 2p.
Naitamine, et vérdusest a’+b®+c®=3 jareldub abc <1 2p.
Tahelepanek, et siis (abc)” < (abc)*, ning I6ppjarelduse tegemine 2p.

7p.

Kdik edukad lahendused kasutasid Ght, Zirii pakututest erinevat ideed. Sellise lahenduse pdhisammud
on kirjeldatud tlaltoodud hindamisskeemis.

Ulesanne 5 (Harmel Nestra)

a) osa (paralleelsus) 3p.
b) osa (ristseis) 4p.
7p.
Punktid tadpiliste mittetéielike lahenduste eest kummaski osas:
a) osa: Tehtud ainult Gleminek kongruentsidele 1p.
b) osa: Tehtud ainult diameetri jaoks 2p.
b) osa: P6hjendatud tleminek kongruentsidele 2p.
b) osa: Tahele pandud, et c*(n/2) = (n/2) (modulo n) 1p.

Ulesanne kais ootamatult paljudele iile j6u. Suurel osal vistlejaist naib puuduvat igasugune ettekujutus tehetest
kongruentsidel, kuigi antud olukord (kdimine ringiratast médda korraparase hulknurga tippe) on tidpiline, kus seda
vaja l&heb. Ei saadud hakkama ka tlesande tingimuste imberkirjutamisega arvuliste muutujate abil, kui
kongruentse ei tuntud. Mitmed eksisid paralleelsuse tingimuse kirjapanemisel suunaga (i-k=I-j asemel kirjutati
i-k=j-1), seda isegi juhul, kui samas korval oli konkreetse olukorra jaoks joonis tehtud.

Paralleelsuse osas ma ei ndudnud kongruentsile Gleminekul erilisi pdhjendusi, piisas 8ige seose véljakirjutamisest.
Seevastu ristseisu osas ma seda ilmseks ei lugenud ja péhjenduste puudumisel vétsin punkte maha. Samuti votsin
punkti maha, kui polnud tleminekul éeldud, et tegemist on samavéarse tingimusega, sest kasutada oli seda vaja ju
mdlemas suunas.
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