Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005
IX klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande o0ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Téisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus jaotab hiipotenuusi
kaheks 16iguks, mille pikkuste suhe on 9 : 1, ning vaadeldava kolmnurga ka-
heks kolmnurgaks, mille pindalade vahe on 48 cm?. Leia esialgse kolmnurga
kaatetite pikkused.

2. Olgu a, b ja c suvalised téisarvud. Toesta, et a® 4+ b> + ¢* jagub 7-ga
parajasti siis, kui a* + b* + ¢* jagub 7-ga.

3. Rein lahendas matemaatika testi, mis koosnes algebra-, geomeetria- ja loo-
gikakiisimustest. Pérast tulemuste kontrollimist selgus, et algebrakiisimus-
test oli Rein vastanud &igesti 50%, geomeetriakiisimustest 70% ja loogi-
kakiisimustest 80%. Algebra- ja loogikakiisimustest kokku oli Rein Gigesti
vastanud 62%, geomeetria- ja loogikakiisimustest kokku aga 74%. Mitmele
protsendile testi koikidest kiisimustest vastas Rein igesti?

4. Leia koik reaalarvude paarid (z,y), mis rahuldavad vordust
(z+9)* = (z+3)(y — 3).

5. Kui palju leidub selliseid 10000-st véiksemaid positiivseid téisarve, mil-
le kiilmnendesituses on paarisarv paarisnumbreid ja paaritu arv paarituid
numbreid? (Eeldame, et iikski arv ei alga nulliga.)



Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005
X klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande o0ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Seitse venda ostsid iimmarguse pitsa ja loikasid selle 12
tiikiks nii, nagu joonisel ndidatud. Kuuest vanemast ven-
nast igaiiks vottis endale {ihe vordkiilgse kolmnurga kuju-
lise tiiki; iilejadnud 6 servatiikki, mida vanemad vennad
ei tahtnud, anti noorimale vennale. Kas noorim vend sai
rohkem voi vihem pitsat kui tema iga vanem vend?

2. Olgu a, b ja c sellised reaalarvud, et

a b c

=1.
b+c+c+a+a+b

Toesta, et
a? b2 c?

b+c+c+a+a+b:

3. Kui palju leidub selliseid neljakohalisi 7-ga jaguvaid naturaalarve, mille
esimese ja viimase numbri vahetamisel saame samuti neljakohalise 7-ga
jaguva arvu?

4. Vii avaldis
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kujule, kus lubatavateks teheteks on ainult liitmine, lahutamine, korruta-
mine, jagamine ja ruutjuure leidmine.

5. Ruudustik mootmetega 5 x 5 kaetakse kaheksa nurgikuga (kolmest
ithikruudust koosnev kujund joonisel) nii, et iiks ruut jadb vabaks.
Tee kindlaks koik ruudustiku ruudud, mis voivad pérast katmist
vabaks jadda.




Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005
XI klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande o0ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Reaalarvud z ja y rahuldavad vorrandisiisteemi

{sinx—l—cosy: 1

cosx +siny = —1.

Toesta, et cos 2z = cos 2y.

. Taisarvud a, b ja n on sellised, et arv a + b jagub arvuga n ning arv
a® +b% jagub arvuga n’. Tdesta, et arv a™ 4+ b™ jagub arvuga n™ suvalise
positiivse tédisarvu m korral.

. Riigi postiteenistus kasutab postisaadetiste transpordiks kullereid, kellest
igaiihe iilesandeks on toimetada posti mingist linnast selle mingisse naa-
berlinna. On teada, et igast linnast on voimalik posti saata pealinna P.
Suvalise kahe linna A ja B korral nimetame linna B tdhtsamaks linnast A,
kui saadetise iga voimalik tee linnast A pealinna P 14bib kindlasti linna B.

a) Toesta, et alati, kui mingi kolme erineva linna A, B ja C korral on B
tdhtsam A-st ja C tdhtsam B-st, siis on ka C' tdhtsam A-st.

b) Todesta, et alati, kui mingi kolme erineva linna A, B ja C korral on B
ja C molemad tdhtsamad A-st, siis on C' tdhtsam B-st voi B tdhtsam

C-st.

. Tasandil on antud kumer nelinurk ABCD. Olgu tasandi mingi punkti
O korral K, L, M ja N vastavalt kolmnurkade AOB, BOC, COD ja
DOA tmberringjoonte keskpunktid. Toesta, et tasandil leidub tépselt iiks
punkt O, mille puhul nelinurk K LM N on ré6pkiilik.

. Kas leidub selline téisarv n > 1, et arv
22"l _7

ei ole iihegi taisarvu ruut?



Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005
XII klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande 0ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Bussifirma busside piletikomposter 166b piletisse alati tépselt
kuus auku. Aukude voimalikud asukohad paiknevad 3 x 3 ta-
belina, nagu néidatud joonisel. Hr. Jénes soovib hankida endale | 5 5 o
sellise piletite komplekti, et kompostri aukude iikskoik millise
kombinatsiooni korral oleks tal olemas sama kombinatsiooniga
pilet. Piletit voib vaadata nii eest- kui tagantpoolt. Leia vahim
voimalik piletite arv niisuguses komplektis.

2. Tasandil on antud kumer n-nurk, kusjuures n on paaritu. Toesta, et kui
tasandil leidub punkt, millest vaadates koik selle n-nurga kiiljed paistavad
sama nurga all, siis see punkt on ainus. (Utleme, et 16ik AB paistab punk-
tist O nurga v all, kui ZAOB = ~.)

3. N6or, mille iihes otsas on véike silmus, pannakse iile horison-
taalse toru nii, et otsad jadvad rippu. Teine ots pistetakse 1dbi
silmuse, tommatakse torust eemale nii kaugele kui voimalik ja fik-
seeritakse selles asendis, kusjuures n66r ulatub endiselt silmusest
labi. Leia nurk «, mille vorra poérdub néori kiigusuund silmuse
labimisel.

4. Naturaalarvude jada a1, as, as, ... nimetatakse perioodiliseks mooduli n
jargi, kui leidub selline positiivne tédisarv k, et iga positiivse tédisarvu 14
korral annavad liikkmed a; ja a;+; arvuga n jagades sama jadgi. Kas leidub
kasvav naturaalarvude jada, mis

a) ei ole perioodiline 16pliku positiivse arvu naturaalarvuliste moodulite
jargi ja on perioodiline koigi iilejadnud naturaalarvuliste moodulite
jargi;

b) ei ole perioodiline 16pmatu arvu naturaalarvuliste moodulite jirgi ja
on perioodiline 16pmatu arvu naturaalarvuliste moodulite jargi?

5. Kriimbel on joonisel ndidatud ruumiline kujund, mis koosneb
neljast valgest ja iihest mustast tihikkuubist. Leia vahim kuubi
kiiljepikkus, mille korral on kuupi voimalik tédpselt kriimblitega
tdita.



LIT OnuMmnmazia mo MaTeMaTUuKe ydJaIruxcs DCTOHUU
3AKJIIOUYNTEJIBHBIN TYP
5 mapra 2005 .

IX kiacc

Bpewms, orBosiuMoe 17151 perienus: 5 Jacos.
Bepnoe u joctarouno 000CHOBAHHOE PEIeHre KaxK 10i 3aja4uu J1aéT 7 6aJJIoB.
Ilotb30BaTHCS KATBKYASITOPOM HE PA3PEIAeTCs.

1. Bwicora, onymeHnnas Ha TUIIOTEHY3Y MPSIMOYTOJILHOTO TPEYTOTbHUKA, JETUT
TUIMIOTEHY3Y Ha JBa OTPE3Ka, OTHOIIEHNE JIJIMH KOTOPhIX 9 : 1, a paccmaTpu-
BaeMbIl TPeyroJbHUK — Ha JIBa TPEYTOJIbHNKA, PA3HOCTH ILIOIIaeil KOTo-
pbIx 48 em?. HaiiTi JUIMHBI KATETOB HCXOHOTO TPEYTOJIbHUKA.

2. Iycrs a, b u ¢ — IpousBoOJIbHEIE Teble gncia. Jlokasars, aro a + b2 + ¢2
JestuTCst Ha 7 TOLIA U TOJIbKO Toraa, korma a’ + bt + ¢t gesmres ma 7.

3. Poma pemran maremaTndeckuil TECT, KOTOPBI COCTOSI U3 BOIIPOCOB IO aJI-
rebpe, reomerpun u jgoruke. [locje mpoBepKu pe3yIbTaTOB BbISICHUIOCH, ITO
Powma orsetnn npasuiabuao Ha 50% Bompocos 1o anrebpe, Ha 70% BOIpPOCOB
o reomerpun u Ha 80% Bompocos 1o soruke. 13 Bonpocos 1o aarebpe u 1o
Joruke BMecte Poma oTseTmst Bepro Ha 62%, a n3 BOIPOCOB MO reOMETPHI
u 1o jioruke BMecre — Ha 74%. Ha ¢KOJBKO NPOIEHTOB BCEX BOIIPOCOB TECTA
Poma orBermi nmpaBuibHO?

4. Haiitu Bce napsl (z,y) HefiCTBUTENbHBIX YHCEJ, KOTOPbIE YI0BJIETBOPSIOT
paBEHCTBY

(z+y)* = (z+3)(y - 3).

5. CKOJIBKO HaIETCS TaKUX MOJIOXKUTEIbHBIX HeabIX duces, Menbinux 10000,
B JECATUIHON 3AIMMCH KOTOPBIX UETHOE UHUCJIO TETHBIX MUMp M HEIETHOE
qucso HedérHbix udp? (IIpeanosmokum, 9To HI OHO YUC/I0 HE HAUUHAETCS
C HyJIs.)



LIT OnuMmnmazia mo MaTeMaTUuKe ydJaIruxcs DCTOHUU
3AKJIIOUYNTEJIBHBIN TYP
5 mapra 2005 .

X KJacc

Bpewms, orBosiuMoe 17151 perenus: 5 Jacos.
Bepnoe u joctarouno 000CHOBAHHOE peIeHrne Kaxk 10l 3a/a49u J1aéT 7 6asJIoB.
Ilotb30BaTHCST KATBKYASITOPOM HE PA3PEITAeTCs.

1. Cemepo GpaTbeB Kynmim KPYTJIyio MUIILy U pa3pe3ajn eé
Ha 12 gacreil Tak, KaK MOKa3aHO Ha pucyHke. Kakbrit u3
MTeCTEPBIX CTAPIINX OpPAThEB B3I cebe 1O KYCKy B BUJIE
PaBHOCTOPOHHET'O TPEYTOJIHbHUKA; OCTABIIHNECS 6 KpaeBbIX
KYCOYKOB, KOTOPBIE CTApIIUe OPAThs HE 3aXOTEJNN, OTIAJN
wtagmiemy opary. [Homyawn ju mutagmmmit 6pat GosbIine
WJIM MEHBIIE THIIIBI, YeM KaXKJblil ero crapiiuit opar?

2. Ilyctb a, b u ¢ — Takue AEHCTBATEBHBIE YUCTIA, ITO

a b c

=1.
b+c+c—|—a+a+b

Joka3aTh, 9TO
a® b2 c?

b+c+c+a+a+b:

3. CKOJBKO HAWAETCS TaAKUX YEeTHLIPEX3HAYUHBIX UMCEN, JCJSINUXCA Ha 7, IPHU
TepecTaHOBKE MEPBO U TOCTeIHEH MU(PHI KazK/I0T0 U3 KOTOPBIX MOy da-
€TCsl CHOBA YETHIPEX3HAYHOE YHCJIO, JeJisiiieecs Ha 77

4. TlpuBecTu BBIpasKeHUe
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K BHJLY, B KOTOPOM Pa3pPENIEHHBIMU OIIEPAIIASIME ABJIAIOTCS TOJIBKO CIIOXKe-
HHe, BbIYUTaHUe, YMHOXKEHHe, JejleHre U U3BJIeUeHne KBaIPaTHOIO KOPHS.

5. Kmergaryto mocky pasmepoMm 5 X 5 HaKpBIBAIOT BOCEMbBIO YTOJ-
kamu (dburypa Ha PHCYHKE, COCTOSAIIAs U3 TPEX €JHUIHBIX KJle-
TOK) TaK, 9TO OJHA KJeTKa ocTaéresa coboauoi. Oupepennts Bee
BO3MOXKHBIE KJIETKU JOCKH, KOTOPbIE MOTYT OCTATHCS CBOOOIHBIMU IIOCJIE
HaKPBITUS.




LIT OnuMmnmazia mo MaTeMaTUuKe ydJaIruxcs DCTOHUU
3AKJTIOUYNTEJIBHBIN TYP
5 mapra 2005 .
XI kmace

Bpewmsi, orBOIMMOE JIJIsT PEIIEHUs: 5 9acoB.
Bepnoe u joctarouno 000CHOBAHHOE peEIeHrne KaxK 10i 3a/a4uu J1aéT 7 6aJJIoB.
[lotb30BaTHCS KATBKYASTOPOM HE PA3PEIaeTCs.

1. ,D;eflCTBHTe.HbeIe qucjia r U Y YyAOBJIECTBOPAIOT CUCTEME ypaBHeHHfI

sinx +cosy =1
cosx +siny = —1.
JokazaTh, 9T0 COS2x = cos 2y.

. Hennle uncna a, b u n Takue, 9TO YUCIO @+ b JEIUTCS HA TUCIIO 1, & YUCTIO
a? +b% nemmres ma aucio n?. Jokasars, aro a™ + b™ nenurest Ha n™ npu
JIIOOOM TIOJIOXKUTEILHOM TIEJIOM YUCTIe M.

. TlouroBas ciryk6a CTpaHbl UCIOIB3YET JIJIsT TPAHCIOPTUPOBKY TOYTOBBIX
MIOCBIJIOK KYPbEPOB, 3ajadeil KayKJI0ro W3 KOTOPBIX SIBJISIETCS JOCTABKA
[IOYTHI U3 OJTHOIO KAKOTO-TO TOPOJia B KAKON-TO coceHuit emy ropoj. 13-
BECTHO, 9TO U3 KaXKJIOT'O rOPOJia MOYKHO OTIPABUTH OUYTy B cTroymiy P. B
ciaydae JIOOBIX TOpooB A n B Haz0BéM ropoa B saosicree Topona A, ecu
JII060H BO3MOXKHBIH Iy Th TOCBLIKU U3 Topojia A B crosuily P obs3aTeibHO
MIPOXOINT 1Uepe3 Topoa B.

a) Jokazarh, 9T0 Beerja, KOrJa JJid KAKUX-TO TPEX PA3JIMIHBIX FOPOJIOB
u C ropox B BaxkHee TOpo, ropon C' BaxKHEe TOpO/
A, B u C ropox B Baxuee ropoga A, a ropox C Baxkhee ropoja B,
To Torua u ropox C' BaxkHee ropoza A.
6) dokasarh, 9o BCerja, KOrja Jisd KAKUX-TO TPEX PAa3IMIHBIX FOPOJIOB

A, B u C ropoga B u C oba Baxsee ropomga A, to torma aubo C
BaxkHee yeM B, imbo B Baknee yem C'.

. Ha mmockoctu man Bbmmykibril verbipéxyroapank ABCD. Ilyers mis ka-
Koit-To Touku O 3Toit maockoctn Touku K, L, M, N sSIBIAIOTCSI COOTBET-
CTBEHHO IIEHTPaMU OIMUCAHHBIX OKPY2KHOCTel Tpeyroisauko AOB, BOC),
COD, DOA. Joka3arb, 4TO Ha ILJIOCKOCTH HAlAETCsI pOBHO o1Ha Touka O,
pu KOTOPOit yeThIipéxyroabuuk K LM N — napaJiiesorpaMm.

. Haitiércst mu Takoe mejioe 9ucjo n > 1, 9T0 YUCJIO
22"-1 _7

He SIBJISIETCS KBAJIPATOM HU OIHOIO IEJIOr0 YNC/Ia?!



LIT OnuMmnmazia mo MaTeMaTUKe ydJaIruxcs DCTOHUU
3AKJIFOUYNTEJBHBIN TYP
5 mapra 2005 r.

XII xJjacc

Bpewms, orBosiuMoe 17151 perienus: 5 Jacos.
Bepnoe u joctarouno 000CHOBAHHOE peEIeHrne KaxK 10i 3a/a4un J1aéT 7 6aJsJIoB.
Ilostb30BaTHCST KATBKYASITOPOM HE PA3PEIAeTCs.

1.

Kowmmocrep B aBT0oOyCcax 01HOI aBTOOYCHON (DUPMBI BCET 1, IIPO-
6uBaeT B OmyIeTe POBHO MIECTH JBIPOK. BO3MOXKHbBIE MeCTa, THIPOK
PACTIONIAralOTCA B BH/Ie TaOIUILI 3 X 3 TaK, KaK IMOKa3aHo HA PU- | o o o
cynke. I'-u Basr )kesraer cobpaTh Takol KOMIIEKT OUJIETOB, YTO
pu JI000H KOMOMHAIIMY JBIPOK KOMIIOCTEPA y HEro MMeJicsi Obl
6user ¢ Takoil ke kombuHarueit. Ha Oumrer MOXKHO cMOTperhb
KaK crepean, Tak u c3aau. Haiitu HanMeHbIlee BO3MOXKHOE YUCJIO ODUJIETOB
B TaKOM KOMILJIEKTE.

Ha miockoctu nas BBINYKJIBIA M-yTOJIBHUK, HpHYeM n HedéTHO. Jloka-
3aTh, UTO €CJIM Ha IIOCKOCTH HaMJAETCS TOYKa, U3 KOTOPOU BCE CTOPOHBI
9TOI'0 M-yTOJbHUKA BUJHBI IO/, OJHUM U TeM 2Ke yIJIOM, TO TaKad TOYKa
enuucrsennas. (CkaxeM, 9ro oTpe3ok AB Buzen u3 Touku O 1O yIiioM 7,

ecin LZAOB = 7.)

Bepéska, na o1HOM KOHIIE KOTOPOil €CTh MaJeHbKOE KOJIETKO, Be-
AT HA TOPU30HTAJIHHYIO TPYOY TaK, 9TO KOHIIBI OCTAIOTCS BH-
ceTh. BTopoil KoHerr mpo/ieBaroT CKBO3b KOJIEIKO, MPOTSITUBAIOT
Ha MaKCHUMAJIHLHOE BO3MOXKHOE PACCTOSTHHE OT TPYObI M (PUKCH-
PYIOT B TAKOM ITOJIOXKEHUH, IIPUIEM BEPEBKA MO-TIPEKHEMY ITPO-
XOJIUT CKBO3b KOJIeUuKO. HaiiT yros a;, Ha KOTOPBIil n3MeHsIeTCst
HaIpaBJjieHNe BEPEBKU IIPU IIPOXOXKJIEHUN KOJIEUKA.

ITocenoBaTeIbHOCTD HATYPAIBHBIX YUCET A1, A2, (3, - .. HA3BIBAETCS Ne-
PUOOUHHOT NO MOOYAI0 N, €CIIU HANIETCS TAKOE TI0JIOKUTEIILHOE 1[EJI0e YHC-
JI0 K, 9TO IIPU JIIOOOM IIOJIOXKUTEILHOM II€JIOM YHCJIe § YJIeHBl 4; U Atk J1a-
10T OJIMHAKOBBIN OCTATOK IIpHU JejieHnn Ha n. Haiinércs jn Bozpacratommast
TOCJIETOBATEIBHOCTh HATYPAJBHBIX YUCE]T, KOTOPAst
a) He SBJIAETCS HePUOAUIHON 10 KOHEIHOMY [OJIOKUTEIHLHOMY 9UCIIY Ha-
TYpaIbHBIX MOJYJIEH U SIBJISIETCS] TEPUOJNIHON MO BCEM OCTaJIbHBIM
HATYPATHHBIM MOTYJISIM;
6) He ABJISIETCH TEPUOIUYHON 110 GECKOHEUHOMY YHCIIy HATYPAJIBHBIX MO-
JLyJIeil ¥ SIBJISIETCS] MEPUOINIHON 1I0 GECKOHETHOMY UHCIY HATYDPAaJlb-
HBIX MOJTyJIeit?

Kprombeas — 310 n30b6parkEénHas Ha pUCyHKe 00béMHast ury-
pa, COCTOSIIAS U3 IETHIPEX OEJIBIX U OJHOTO YEPHOTO €TUHIYI-
HBIX KyOmkoB. HaiiTu HamMeHbINyIO JIuHy pedpa Kyda, mpu
KOTOPOH BO3MOYKHO B TOYHOCTH 3aIOJHUTH KyD KPIOMOEISIMU.



Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005

Lahendused ja vastused

. klass

. Vastus: 63/10 cm ja 2v/10 cm.
Olgu ABC vaadeldav téisnurkne kolmnurk ja D hiipotenuusile tommatud
korguse aluspunkt (joonis 1). Leiame koigepealt kolmnurga ABC' pindala.
Olgu 57 kolmnurga AC'D pindala ja S5 kolmnurga C'BD pindala. Et nen-
del kolmnurkadel on iihine korgus, siis suhtuvad nende pindalad samuti
nagu alused. Jirelikult S; = 95,. Teiselt poolt S; — Sy = 48 cm?. Siit
855 = 48 cm?, millest Sy = 6 cm? ja S1 = 9-6 = 54 cm?. Kolmnurga ABC
pindala on jarelikult
S =51 + 55 =60 cm?.

|AC | |AB| .

Edasi, et kolmnurgad AC'D ja ABC on sarnased, siis ——— AD| ~ |AC|’ millest

|AC|*> = |AB| - |AD|. Samuti on kolmnurgad CBD ja ABC sarnased,

B AB
jarelikult ||Blc;|| :BC’|| millest |BC|? = |AB| - |BD|. Seega
|AC|?  |AB|-|AD| |AD| _g
|BC|2  |AB|-|BD| |BD|
ja
1Aacl _ 4
|BC|
Avaldame niitid kolmnurga ABC' pindala, kasutades taisnurkse kolmnurga
AC|-|B
pindala valemit. Selle pohjal w = 60 cm?. Asendades eelviimase
C
A D B
Joonis 1

1



valemi abil |AC| = 3| BC|, saame 3|BC|* = 2-60 cm? ehk |BC|? = 40 cm?.

Siit leiame |BC| = 2v10 c¢cm ja |AC| =3 -2v10 = 610 cm.

. Paneme kirja koik téisarvude jagamisel 7-ga tekkivad jadgid ja leiame iga-

ithe korral, millise jadgi annab 7-ga jagamisel arvu ruut ja neljas aste:
z]0 1 2 3 45 6

2210 1 4 2 2 4 1
2210 1 2 4 4 2 1

Kui arvude a, b ja ¢ ruutude summa jagub 7-ga, siis peab ka ruutude
jadkide summa jaguma 7-ga. See on voimalik ainult kahel juhul: jadgid on
kas 0, 0, 0 v&i 1, 2, 4 mingis jarjekorras. Arvude neljandate astmete jadgid
on siis vastavalt 0, 0, 0 voi 1, 4, 2. Kummalgi juhul jagub jadkide summa
ja jarelikult ka neljandate astmete endi summa 7-ga. Vastupidi, kui arvude
a, b ja c neljandate astmete summa jagub 7-ga, siis saame nii neljandate
astmete kui ka ruutude voimalikeks jadkideks 0, 0, 0 voi 1, 2, 4, mistottu
ka ruutude summa jagub 7-ga.

Mdrkus. Lihtne on nédha, et nelja ja enama arvu korral iilesande véide ei keh-
ti. Olgu néiteks a =1, b =1, ¢ = 1 ja d = 2 (ning voimalikud {ilejasinud ar-
vud nullid vo6i tildiselt mingid 7-ga jaguvad arvud). Siis A4+ +E4d* =7,
aga at + bt 4+ ¢t + d* = 19 ei jagu 7-ga.

. Vastus: 65%.
Olgu a, g ja [ vastavalt oigesti vastatud algebra-, geomeetria- ja loogikakii-
simuste arv ning A, G ja L vastavalt algebra-, geomeetria- ja loogikakiisi-
muste koguarv testis. Ulesande tingimuste pohjal siis a = 0,54, g = 0,7G,
1=08L,a+1=0,62(A+ L), g+1=0,74(G + L). Eelviimases ja viimases
vorduses asendame vasaku poole suurused eelmiste vorduste pohjal. Eelvii-
masest vordusest saame 0,54 + 0,8L = 0,624 + 0,62L ehk 0,124 = 0,18L,
millest

A=1,5L,
viimasest vordusest saame 0,7G+0,8L = 0,74G+0,74L ehk 0,04G = 0,06L,
millest

G=15L.
Niitid

a+g+1=05A+0,7G+0,8L=0,75L+1,056L+0,8L =2,6L
ning
A+G+L=15L+15L+L=4L.

Oigete vastuste osakaal oli seega

a+g+1 2,6

AT CGrL 1 = o%

2



4. Vastus: ainus selline paar on (—3,3).

Lahendus 1. Avame sulud, viime koik liikmed {ihele poole ja riithmitame,
sellega voime antud vorduse kirjutada kujul

2>+ x(y+3) + (y* — 3y +9) = 0.

Saadud vordust vaatleme ruutvorrandina z-i suhtes. Selle ruutvorrandi
diskriminant on

D= (y+3)—4(y* — 3y +9) = —3y* + 18y — 27 = —3(y — 3)~.

Et ruutvorrandil leiduks reaalarvuline lahend (st arvu y jaoks leiduks sobiv
arv ), peab olema D > 0, mis on voimalik ainult y = 3 korral. Siis aga
omandab iilesande vordus kuju (z + 3)? = 0, millest 2 = —3.

Lahendus 2. Avame sulud ja viime koik liikmed tihele poole:
P +ay+y P +3x—3y+9=0.
Tulemuse pooli korrutame kahega ning rithmitame liikkmed. Saame
(@% + 20y + y?) + (2% + 62 +9) + (y° — 6y +9) =0

ehk
(z+y)*+ (x+3)2%+(y—-3)*=0.

Viimane vordus kehtib parajasti siis, kui kehtivad vordused « +y = 0,
x4+ 3 =0 jay— 3 =0 ehk parajasti juhul x = -3, y = 3.

5. Vastus: 455.

Et iilesande tingimustele vastav arv peab olema viiksem kui 10000 ning
sisaldama kokku paaritut arvu numbreid, siis saab ta olla ainult {ihe- voi
kolmekohaline. Uhekohalistest arvudest sobivad parajasti paaritud arvud,
mida on 5 (need sisaldavad 0 paarisnumbrit ja 1 paaritu numbri). Kol-
mekohalisel {ilesande tingimusi rahuldaval arvul peavad olema kas koik 3
numbrit paaritud voi 1 number paaritu ja 2 numbrit paaris. Esimesel juhul
on meil iga paaritu numbri valikuks 5 voimalust, kusjuures numbreid saame
valida iiksteisest soltumatult — seega on niisuguseid arve 5-5-5 = 125. Teisel
juhul vaatleme eraldi voimalusi, kus ainus paaritu number on arvus esime-
sel, teisel voi kolmandal kohal. Kui paaritu number on arvus esimesel kohal,
siis saame nii selle kui ka kummagi jargneva paarisnumbri iiksteisest soltu-
matult valida 5 viisil — seega on ka selliseid arve 5-5-5 = 125. Kui paaritu
number on arvus teisel voi kolmandal kohal, siis on meil arvu esimese paaris-
numbri valikuks 4 voimalust (sest arv ei alga 0-ga) ning kummagi jirgneva
numbri valikuks 5 voimalust, kusjuures numbrid saame jallegi valida {iks-
teisest soltumatult; kummalgi juhul on sobivaid arve 4-5-5 = 100. Kokku
on iilesande tingimustele vastavaid arve 5+ 125+ 125 4+ 100 + 100 = 455.
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10. klass

1.

Vastus: noorim vend sai rohkem pitsat.
Olgu pitsa raadius 1. Pitsa kogupindala on siis 7-1% = 7. Kuuest vanemast
vennast igaiiks sai endale tiiki, mis on vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega
1 ning pindalaga

1 - V3

5125'1'1-8111600: i
Noorim vend sai 6 tiikki kogupindalaga

6v/3

52_7r——

Siin on 7
25  7v3

3125 = — > ——

m™> 9, ) > 1

kus viimane vorratus jareldub vorratusest 25 > 2- 7+/3, mis on samavéirne
vorratusega 252 > 142 - 3 ehk 625 > 588. Jarelikult

6v3 _ TV3 6\/_ V3
S2=T - > 1 o

. Lahendus 1. Korrutame antud vorduse pooli arvudega a, b ja ¢ ning liidame

saadud kolm vordust. Tulemus on

a®+ab+ac b>+bec+ba c—|—ca—|—cb

b
b+c c+a a-+b atbc

ehk

a? b+c b2 b c+a 2 a+b

+a- + +b- + +c- =a+b+ec.
b+c b+c c+a c+a a+b a-+b

Koondades kummaltki poolelt vordsed liikmed, saamegi vajaliku vorduse

a? b2 2

b—|—c+c+a+a+b:

Lahendus 2. Viime eelduse vasaku poole murrud iihisele nimetajale, saame

alc+a)(a+b)+bb+c)a+Db)+c(b+c)(c+a)

(b+c)(c+a)(a+b) =L

Jarelikult
alc+a)(a+b)+bb+c)a+b)+elb+c)(ct+a)=(b+c)c+a)a+b)
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ehk péarast sulgude avamist ja sarnaste liikmete koondamist
a® + 03+ +abc=0.
Samamoodi viime viite vasaku poole murrud iihisele nimetajale:
a® b2 c?
+ + =
b+c c+a a+bd

_a*(c+a)(a+b)+b*(b+c)(a+b)+A(b+c)(c+a)
N (b+c)(c+a)a+Db)

Viimase murru lugejas avame sulud ning rithmitame litkmed, sellega teise-
neb lugeja kujule
(a+b+c)a®+ b+ + abe),

milles teine suluavaldis vordub eespool saadud seose pohjal nulliga.

. Vastus: 195.

Olgu n = abcd vaadeldav neljakohaline arv. Tihistades be = x, esitame
selle arvu kujul n = 1000a + 10x + d. Arvu n esimese ja viimase numbri
vahetamisel saame arvu n’ = dbca = 1000d+10z+4a. Et n ja n’ on mélemad
neljakohalised, siis peab olema a # 0 ja d # 0. Et n ja n’ jaguvad molemad
7-ga, siis jaguvad 7-ga ka arvud

n+n' =1001(a+ d) + 20z

ja
n—n'=999(a — d).

Kuna 1001 jagub 7-ga ning arvud 20 ja 7 on iihistegurita, siis peab z
jaguma T7-ga, kusjuures 0 < = < 99. Seega on z iiks arvudest 0, 7, 14,
..., 98, mida on kokku 15. Kuna arv 999 on 7-ga iihistegurita, siis peab
a — d jaguma T7-ga. Arvestades tingimusi 1 < a, d < 9, ndeme, et ainsad
sobivad paarid (a,d) on (1,8), (8,1), (2,9), (9,2) ning (a,a),kus 1 < a <9
— kokku niisiis 13 voimalust. Et arvu x saame valida soltumatult a ja d
valikust, siis on voimalikke kandidaate arvu n kohale iildse 15 - 13 = 195.
Koik leitud arvud rahuldavad iilesande tingimusi, sest kui 10z ja a — d
jaguvad 7-ga, siis 1000a + 10z + d = 1001a — (a — d) + 10z jagub 7-ga.

. Vastus: 2v/167 + 1.

Lahendus 1. Eraldame kuupjuure all asuva avaldise kummastki liidetavast
167-ga jaguvad osad:

1342167 + 2005 = 1336V 167 + 2004 + 6V167 + 1 =
=8-167V1674 121674 6V 167 + 1.

5



Tulemuse esitame kujul
1342V167 + 2005 = (2v/167)* + 3 - (2V167)% + 3 - (2V167) + 1 =
= (2V167 + 1)3.

Jéarelikult

6/1342\/ 167 + 2005 = 2v167 + 1.

Lahendus 2. Otsime vastust kujul av/167 + b, kus a ja b on tédisarvud. Siis
peab kehtima
(aV167 + b)® = 1342V/167 + 2005

ehk
167a>V167 + 3 - 167ab + 3ab>V167 + b> = 1342167 + 2005.

Jarelikult peavad a ja b rahuldama vorrandisiisteemi

167a> + 3ab® = 1342
501a2b + b® = 2005.

Siisteemi teise vorrandi voime esitada kujul (501a? 4 b%)b = 2005. Et la-
hendit otsime eelduse kohaselt tdisarvudes, siis peab 501a®+b? olema arvu
2005 selline tegur, mis on suurem kui 501 (ilmselt ei saa a ega b vorduda
nulliga). Ainuke véimalus on seega 501a? + b* = 2005, b = 1, kust a = 2.
Kontrollides ndeme, et viartused a = 2, b = 1 rahuldavad ka siisteemi
esimest vorrandit. See tidhendab, et (2v/167 + 1) = 1342v/167 + 2005.

. Vastus: vabaks voivad jadda joonisel 2 tumedaks véarvitud ruudud.

Oletame, et koik varvitud ruudud on kaetud. Et iiks nurgik ei saa katta kah-
te varvitud ruutu, siis tuleb kasutada vdhemalt itheksat nurgikut, mis on
vastuolus iilesande tingimustega. Seega peab kindlasti iiks nendest ruutu-
dest vabaks jadma. On kolm pchimotteliselt erinevat voimalust: vaba ruut
asub nurgas, kiilje keskel voi ruudustiku keskel. Kuidas nendel kolmel juhul
ruudustikku katta, on ndidatud joonisel 3, 4 ja 5.

Joonis 2
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Joonis 3 Joonis 4 Joonis 5

11. klass

1. Lahendus 1. Tostame vorduste pooled ruutu, saame

sin? x + 2sinz cosy + cos®>y = 1

cos’z + 2coszsiny +sin’y = 1.
Liidame tulemused, koondame seoste sin? z+cos? z = 1 ja sin® y4cos® y = 1
tottu molemale poolele tekkivad liidetavad 2 ning jagame tulemust 2-ga.
Sellega tekib vordus

sinx cosy + sinycosz =0
ehk
sin(x +y) = 0.

Jarelikult = +y = km, kus k on tdisarv. Seetottu 2z = 2km — 2y, millest
cos 2x = cos 2y.

Lahendus 2. Esimesest vordusest jareldub sinxz > 0 ja cosy > 0, teisest
vordusest aga siny < 0 ja cosy < 0. Jarelikult saame antud vorrandisiis-
teemist siisteemi

|sinz| + | cosy| =1
|cosz| + |siny| = 1.

Tostame vorrandite pooled ruutu ja liidame. Seejérel koondame molemalt
poolelt arvu 2 ning jagame tulemust 2-ga. Sellega tekib vorrand

|sinz| - |cosy| + | cosz| - |siny| =0,
mis on samaviirne vorrandisiisteemiga

{sinx'cosyz 0

cosz -siny = 0.



Kui esimeses vorrandis vordub nulliga siinus, siis peab ka teises vorrandis
vorduma nulliga siinus. Kahekordse nurga koosinuse valemi pohjal siis

cos2x:1—2sin2x:1,
cos2y =1—2sin’y = 1.

Kui esimeses vorrandis vordub nulliga koosinus, siis peab ka teises vorrandis
vorduma nulliga koosinus, mistottu

cos2x =2cos’z —1=—1,

cos2y =2cos?y —1 = —1.

Lahendus 3. Liiddame vorrandid kokku:
sinx + siny + cosx + cosy = 0.

Kasutades siinuste summa ja koosinuste summa valemit, saame

2sinx;ycosx;y—|—2cosx;—ycosx;y=0,
millest
cosx;y (sinx;—y—i—cosxTw) =0.

Kui cos =2 =0, siis =Y = (2k—1)-g, millest 2z — 2y = (2k — 1) - 2.
Jarelikult cos2x = cos2y. Jadb analiilisida juht sin z ;— Y + cos z ;— Y_o.
Siit sinx+y = —cosx+y ehk tanx——’—y = —1, millest Tty =kmw — il

2 2 2 4
. T T T .
jar+y=2kr— 5 Seega cosy = cos (—5 —x) = cos (5 —I—x) = —sinx

ehk sinx + cosy = 0, mis on vastuolus esimese vorrandiga.

Mirkus. Lahendusest 2 ndhtub, et antud tingimustel saavad cos 2z ja cos 2y
omandada vaid vaartusi 1 ja —1. See tdhendab, alati kas x = kw, y = In
~. ™ 7T . .. re
voi z = o + km, y = 5 + Im, kus k ja [ on tdisarvud (tdpsem analiilis
néitab, et esimesel juhul peab olema k paaris ja [ paaritu, teisel juhul aga

k paaritu ja [ paaris).

. Lahendus 1. Toestame, et a ja b jaguvad n-ga, ililesande viide jareldub
sellest vahetult. Et
2ab = (a + b)* — (a* + b?),

siis 2ab jagub n?-ga. Vaatleme arvu n algteguriteks lahutuses suvalist al-
garvu p ning eeldame, et ta esineb seal astmes «. Arvu 2ab algteguriteks
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lahutuses esineb algarv p seega vihemalt astmes 2« ning arvu ab algte-
guriteks lahutuses kindlasti vihemalt astmes 2« — 1. Jarelikult peab iiks
arvudest a ja b sisaldama algtegurit p vihemalt astmes «. Et a + b jagub
n-ga ja seetottu ka arvuga p®, siis peab ka teine arvudest a ja b sisaldama
algtegurit p vihemalt astmes a. Seega esinevad koik arvu n algtegurid ar-
vudes a ja b vihemalt sama suures astmes kui arvus n. See tdhendab, et
a ja b jaguvad n-ga.

Lahendus 2. Toestame, et arvud a ja b jaguvad arvuga n. Kui n on paa-
risarv, siis peavad a ja b olema samuti paaris, sest kui a ja b oleksid paari-
tud, siis annaks a®+b? jagamisel 4-ga jasigiks 2 ja ei jaguks seetottu arvuga
n?. Jagame arve a, b ja n koiki 2-ga, tekkivad arvud rahuldavad jélle iiles-
ande eeldusi. Nii jitkates saame arvud a, b ja n esitada kujul a = 2%z,
b= 2%y ja n = 2"m, kus m on paaritu arv ning lisaks z +y jagub m-ga ja
z? 4+ 42 jagub m2-ga. Vordusest

(z —y)* =2(z*+9°) — (z+y)°

nieme, et (z — y)? jagub m?-ga ehk = — y jagub m-ga. Et ka = + y jagub
m-ga, siis 2z ja 2y jaguvad m-ga. Siit z ja y jaguvad m-ga, sest m on
paaritu. Jarelikult ka arvud 22 = a ja 2%y = b jaguvad arvuga 28m = n.

. Lahendus 1. a) Olgu t suvaline voimalik saadetise teekond linnast A pea-
linna. Et B on A-st tdhtsam, siis tdbib ¢ linna B. Teekonna t 16puosa
linnast B pealinna on saadetise voimalik teekond linnast B pealinna. Et C
on B-st tdhtsam, siis 14bib see teekond linna C'. Jarelikult 1&bib teekond ¢
linna C'.

b) Oletame, et viide ei kehti, st C ei ole tihtsam B-st ja B ei ole tdhtsam
C-st. Siis leidub tee linnast B pealinna, mis ei 1dbi linna C| ja tee linnast
C pealinna, mis ei ldbi linna B. Vaatleme niiid mingit teed linnast A
pealinna. Et linnad B ja C on eelduse pohjal linnast A t&htsamad, siis
14bib see tee nii linna B kui ka linna C'. Alustades liikumist linnast A seda
teed modda, jalgime, kumb linnadest B ja C' tuleb ette esimesena. Kui
esimesena jouame linna B, siis liigume edasi pealinna mééda seda teed, mis
ei ldbi linna C'. Sellega oleme leidnud tee linnast A pealinna, mis ei 14bi
linna C, see on vastuolus eeldusega, et C' on A-st tdhtsam. Kui esimesena
jouame linna C| siis saame analoogiliselt vastuolu eeldusega, et B on A-st
tdhtsam. Seega oli meie esialgne oletus véir.

Lahendus 2. a)-osa toestame nagu lahenduses 1.

b) Eelduse pohjal libib iga postiteekond linnast A pealinna nii linna B kui
ka linna C. Oletame koigepealt, et leidub kaks teed linnast A pealinna,
millest esimene ldbib linna B enne linna C' ja teine linna C' enne linna B.
Jéattes teede kooseisust dra voimalikud tsiiklilised ringkdigud, voime eelda-
da, et teed ei poordu tagasi juba kiilastatud linnadesse. Niiiid aga saame
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lilkkuda linnast A pealinna ilma vahepeal linna C' labimata: siirdume linnast
A modda esimest teed linna B ja edasi linnast B moédda teist teed pealin-
na. See on vastuolus eeldusega, et C' on A-st tdhtsam. Jarelikult 14bib iga
teekond linnast A pealinna linnu B ja C samas jirjekorras.

Uldisust kitsendamata eeldame, et koik teed linnast A pealinna libivad
koigepealt linna B ja seejérel linna C. Vaatleme suvalist teed linnast B
pealinna. Kui oletada, et see tee ei ldbi linna C| siis liidame tema algusesse
teeosa linnast A linna B, mis samuti C-d ei l4bi; see on voimalik, sest iga
tee linnast A pealinna jouab linna B varem kui linna C'. Tulemuseks saame
tee linnast A pealinna, mis C-d ei labi. See on vastuolus tingimusega, et C'
on A-st tdhtsam. Seega peab iga B-st lahtuv tee libima linna C, st C' on
B-st tdhtsam.

. Kui O on iilesandes nimetatud omadusega punkt, siis peab kehtima seos
KL 1| BO, sest punktid K ja L asuvad molemad 16igu BO keskristsirgel.
Analoogiliselt LM 1 CO, MN 1L DO ja NK 1 AO. Olgu niiiid O neli-
nurga diagonaalide 16ikepunkt (joonis 6). Siis on nii KL kui ka M N risti
sirgega BD, mis tdhendab, et KL | M N. Analoogiliselt saame LM || NK.
Jéarelikult on nelinurga K LM N vastaskiiljed paralleelsed, st nelinurk on
roopkiilik. Vastupidi, kui O on mingi punkt, mille korral nelinurk K LM N
on roopkiilik, siis kehtib KL || MN. Seega ka BO || DO, millest saame, et
punkt O asub sirgel BD. Samamoodi néitame, et punkt O asub sigel AC
ehk on nelinurga diagonaalide 16ikepunkt.

Joonis 6

. Vastus: jah.

Lahendus 1. Niitame, et juhul n = 5 valemist saadav arv 23! — 7 ei ole
taisruut. Et 2'9 = 1024 annab 11-ga jagades jasgi 1, siis ka 230 = (219)3
annab 11-ga jagades jasgi 1 ja 231 = 2.230 annab jasgi 2. Jarelikult
231 — 7 annab 11-ga jagades jaagi 2 4+ 11 — 7 = 6. Vaadates libi arvude
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koikvoimalike kujude 11k, 11k + 1, 11k + 2, 11k £ 3, 11k +4 ja 11k £5
ruudud, ndeme, et need annavad 11-ga jagades vastavalt jadgid 0, 1, 4, 9,
5 ja 3. Seega ei saa ithegi arvu ruut anda 11-ga jagades jadki 6.

Lahendus 2. Arvutades saame 23! — 7 = 32768 - 65536 — 7 = 2147483641,
kuid 46340% = 2147395600 ja 463412 = 46340242-46340+1 = 2147488281
Seega 463402 < 231 — 7 < 463412, millest ndeme, et 23! — 7 pole tiisruut.

Mdarkus 1. Arv n = 5 on vahim selline, mille puhul tilesandes nimetatud
arv ei ole taisruut, sest 25 — 7 =12, 27 — 7 =112 ja 2% — 7 = 1812

Madrkus 2. Lahenduses 1 on 11 vahim arv, millega jagades arv 22" -1 7
annab téisruutude jadkidest erineva jadgi. On olemas ka teisi sobivaid arve,
néiteks 31.

12. klass

1. Vastus: 47.

Ilmselt voime aukude asemel vaadelda nn mitteauke, st solmi, kuhu kom-
poster auku ei 166. Voimalusi valida 9 solmest vélja 3 terveks jadvat on

(§n

Uks pilet voib esitada kas iihte kombinatsiooni, mis on siimmeetriline pileti
pikitelje suhtes, voi kahte erinevat kombinatsiooni, mis on selle telje suhtes
teineteise peegelpildid. Siimmeetriliste kombinatsioonide korral peavad ole-
ma kas koik kolm tervet kohta teises veerus (1 voimalus) voi tiks teises ning
iilejadnud kaks samades ridades esimeses ja kolmandas veerus (3 -3 = 9
voimalust). Stimmeetrilisi augukombinatsioone on seega 1 4+ 9 = 10, mitte-
stimmeetrilisi aga 84 — 10 = 74. Pileteid nende voimaluste katmiseks kulub
ithtekokku -4
10 + 7 = 47.

2. Tombame iilesande tingimustes antud punktist kiired ldbi hulknurga tippu-
de. Vastavalt sellele, kas punkt asub hulknurga sise- voi vilispiirkonnas, on
moodustuval kiirtekimbul kaks pohimotteliselt erinevat voimalust: kiired
jagavad vordseteks nurkadeks kogu tasandi (joonis 7) voi ainult {ihe nur-
ga (joonis 8). Teisel juhul asuks darmistel kiirtel kummalgi iiks hulknurga
tipp ja koigil vahepealsetel kaks, seega peaks hulknurgal olema paarisarv
tippe. See on aga vastuolus iilesande tingimustega. Jarelikult peab iilesande
tingimustele vastav punkt asuma vaadeldava hulknurga sisepiirkonnas.
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Joonis 7 Joonis 8

Oletame niiiid, et hulknurga A; As ... A, sees leidub kaks punkti P ja @,
millest vaadatuna paistavad koik kiiljed sama nurga all. Siis peavad iga
i=1,2,..., n korral kehtima seosed (siin loeme 4,11 = A;)

2T 2

LAPA = —, LAQA41 = —.
n n

Et punktid P ja @ on erinevad, siis peavad leiduma hulknurga tipud A;
ja Ajy1 nii, et punkt @ asub kolmnurga A; PA;;; sisepiirkonnas voi kiil-
jel, aga mitte tipus P (joonis 9). Sel juhul aga £A4,QA;1+1 > LA;PA;q,
vastuolu. Jarelikult saab leiduda ainult {iks noutud omadustega punkt.

Ai—i—l

Joonis 9

Mdérkus. Kui tippude arv n on paaris, siis voib leiduda mitu iilesande tin-
gimustele vastavat punkti. Naiteks ruudu (ja tildse rombi) koik kiiljed pais-
tavad sama nurga all kahte vastastippu labiva sirge igast punktist, mis
asub kujundist véljaspool. Suuremate tippude arvu n korral saab selliseid
hulknurki konstrueerida kahe n-kiirelise kimbu abil, kusjuures {iks neist on
joonisel 7, teine aga joonisel 8 kujutatud tiilipi; kiirekimbud paigutada so-
bivasse asendisse, hulknurga tipud on iihe kimbu kiirte 16ikepunktid neile
vastavate kiirtega teisest kimbust.

T
. Vastus: —.
3

Olgu O toru keskpunkt ja r toru raadius. Lisaks olgu [ n66ri pikkus, A ja B
vastavalt noori lahtine ja silmusega ots ning C ja D vastavalt esimene ja
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Joonis 10

viimane puutepunkt toru pinnaga (joonis 10). Leiame kdigepealt 16igu AO
pikkuse d(a). Ilmselt |BC| = |BD| = rcota. Et ZCOD = © — 2a, siis
puutub nodriosa kaarel C'D toru nurga m + 2« ulatuses ja tema pikkus on
r(m + 2a). Lahutades noori kogupikkusest 16ikude BC' ja BD ning kaare
CD pikkused, saame

|AB| =1 —2rcota —r(m + 2a).

Samuti
r

BO| =

sina’

Kokkuvottes d(a) = |AB| 4 |BO| ehk

d(a) =1—2rcota —r(m+ 2a) +

sina’

Jargnevalt leiame, millise « korral on selle funktsiooni vddrtus suurim.
Funktsiooni tuletis on

2r T COS (¢

d'(a) = —2r —
2 2 3
sin” a sin” a

ehk viies murrud {ihisele nimetajale,

, 2 —2sin®a — cosa 2cos? a — cosa
d(a)=r 5 =r|——
sin” o

sin” «v
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Tingimus d'(a) = 0 annab vorrandi 2 cos? o — cos v = 0, millest cosa = 0
. [ T . 7T . . T .
vOl cos o = 3 Siit o« = 5 vol o0 = 3 sest kindlasti 0 < o < 5 Maksimum-

koha miiramiseks uurime tuletise d’'(«) kiiitumist leitud punktide iimbru-
ses. Murru nimetaja sin® o on vaadeldavas piirkonnas positiivne, murru
lugeja 2 cos® a — cos & on aga ruutparabooli omadusi arvestades negatiivne

parajasti siis, kui 0 < cosa < 3 Seega piirkonnas 0 < a < 3 on d'(a)

positiivne ehk d(«) kasvab, piirkonnas g <a< g on d'(a) negatiivne ehk
d(a) kahaneb. Jérelikult omandab funktsioon maksimaalse véértuse kohal
™

o = —.

3
Mirkus 1. On huvitav mérkida, et maksimum ei realiseeru siis, kui s6lm-

c o . . ™
koht asub otse vastu toru. Noori teise otsa kauguste erinevus juhul o = 3

(maksimaalne kaugus) ja juhul a = g (s0lmkoht vastu toru) on 2,36% toru
labimoodust.
Mirkus 2. On voimalik leida n6ori tdpne vihim pikkus, mille korral {ilesan-

des leitud optimaalne nurk realiseeruda saab. Nimelt, n66ri pikkuse ja toru

labimoodu suhe peab olema vihemalt M

. Vastus: a) ei; b) jah.

a) Oletame, et jada aj, ag, as, ... on mitteperioodiline 16pliku arvu moo-
dulite jargi, olgu N suurim nendest. Et 2N > N, siis on vaadeldav jada
perioodiline mooduli 2.V jérgi. Teisest kiiljest, kui liikmed a; ja a; annavad
arvuga 2N jagades sama jadgi, siis ammugi annavad nad arvuga N jagades
sama jadgi. Sellest jareldub, et jada on perioodiline ka mooduli N jargi,
vastuolu.

b) Toestame, et jada a; = 211 ¢i ole perioodiline koigi paarisarvuliste moo-
dulite jargi ja on perioodiline koigi paarituarvuliste moodulite jargi. Olgu
koigepealt moodul N paarisarv. Kui jada oleks mooduli N jérgi perioodi-
line, siis saame sarnaselt iilesande a)-osaga toestada, et jada peab olema
perioodiline mooduli iga teguri jérgi. Ent mooduli 2 jirgi saame jadkide
jadaks 1, 0, 0, O, ..., mis pole perioodiline, seetottu ei saa vaadeldav jada
olla mooduli N jérgi perioodiline. Olgu niitid moodul N paaritu arv. Et
voimalike jadkide arv jagamisel N-ga on 16plik, siis peavad mingid kaks
jada liiget a; = 27! ja a; = 2771 kus i < j, andma sama jisgi. Nen-
de vahe 2971 — 2171 = 20=1(29=% _ 1) jagub siis N-ga. Et N on paaritu,
siis peab 297 — 1 jaguma N-ga. See tihendab, jada likkmed a; = 1 ja
j—i+1 = 27" annavad N-ga jagades sama jafigi ning jirelikult annavad
sama jéagi ka liikmed as = 2a1 ja aj_jy2 = 2a;_i41, liikmed a3 = 2a3 ja
aj—i+3 = 2a;_;4+2 jne, st jada on perioodiline mooduli N jargi.

14



Joonis 11 Joonis 12

5. Vastus: 10.

Et kriimbel koosneb 5 iihikkuubist, siis peab kuubi ruumala ja seega ka
kiiljepikkus jaguma 5-ga. Kuupi kiiljepikkusega 5 ei saa kriimblitega téita.
Selle toestamiseks virvime kuubis joonisel 11 ndidatud 27 tihikkuupi sini-
seks. Uhe kriimbliga ei saa tiita kahte sinist iihikkuupi, jarelikult tuleks
antud kuubi taitmiseks kasutada vihemalt 27 kriimblit. Nende koguruum-
ala 27 -5 = 135 on aga suurem kuubi ruumalast 5% = 125.

Kuubi kiiljepikkusega 10 saab kriimblitega téita. Selleks paneme kahest
kriimblist kokku joonisel 12 naidatud kujundi, kahest sellisest kujundist
moodustame 2 X 2 x 5 risttahuka, nendest omakorda saame aga koostada
10 x 10 x 10 kuubi.

15



Eesti koolinoorte LII matemaatikaoliimpiaad
LOPPVOOR
5. méarts 2005

Hindamisskeemid ja kommentaarid

9. klass

1. (Elts Abel, Maksim Ivanov) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

e Osakolmnurkade pindalade leidmine vo6i korguse avaldamine hii-

potenuusi loikude abil: 3p
e Hiipotenuusi loikude pikkuste leidmine: 2p
o Kaatetite pikkuste leidmine: 2p

Ulesanne niitas, et iildiselt tuntakse tdisnurkse kolmnurga geomeetriat hés-
ti.

2. (Kaie Kubjas) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

e Teisendused, mis ei vii sihile: Op
e Lahendus eeldusel, et a, b ja ¢ jaguvad 7-ga: 1p
e Peaaegu taislahendus, kuid vaatamata juht, kus a, b ja ¢ jagu-

vad 7-ga: 6p
e Tiislahendus: 7p

Ulesanne osutus lahendajatele erakordselt raskeks. Neile lahendajatele, kes
tulid idee peale vaadata 7-ga jagamisel tekkivaid jadke, ei osutunud edasine
iillesanne enam kuigi keeruliseks. Paljud proovisid teha erinevaid avaldiste
teisendusi, mis kahjuks ei vii sihile ning tihtipeale olid ka ebakorrektsed.

3. (Hannes Jukk) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
e Ulesanne lahendatud erijuhul: 1p
e Oigesti leitud seos A = G = 1,5L algebra, geomeetria ja loogika
kiisimuste arvude vahel, edasine lahendus puudub: 2p
e Eksitud algebra (geomeetria) ja loogika kiisimuste arvude va-
helise seose avaldamisel: 0,18L = 0,124 = A = 1,5L. Muu
lahendus 14bi viidud korrektselt: 5p

e Eksitud teksti lugemisel — tekstist sai leida seose algebra ja loo-
gika kiisimuste arvude vahel, kuid opilane koostas seose algebra
ja geomeetria iilesannete arvude kohta. Muu lahendus 1abi vii-
dud korrektselt: 5p



Viga palju oli taislahendusi. Mitmel opilasel oli kahjuks probleeme vordest
tundmatu avaldamisega, nt 0,18L = 0,124 = A =1,5L.

4. (Indrek Zolk) Igale lahendusele anti punkte ainult iihe jirgneva skeemi
kohaselt. Selle skeemi piires lahenduse allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

Hindamisskeem 1.

e Antud vorduse vaatlemine ruutvorrandina z suhtes ja selle
ruutvorrandi diskriminandi leidmine: 4p

e Tihelepanek, et peab kehtima D > 0, ning jareldus, et y = 3: 2p
e Leidmine, et x = —3: 1p
Hindamisskeem 2.

e Sedastamine, et  + 3 ja y — 3 on sama mérgiga voi molemad

nullid: Ip
e Seose (z+3)? = (3 —y)(z + y) saamine: 2p
e Avaldiste  + 3 ja y — 3 ning 3 — y ja x 4+ y samamaérgilisusest

vastuolude tuletamine: 3p
e Loppvastuse saamine: 1p

To66d, kus oli saadud ainult vastus voi vastusele lisaks toodud pohjendused
olid mittekehtivad, said 1 punkti.

Sihitute algebraliste teisenduste eest punkte ei antud.

Suur hulk lahendajaid oli leidnud ainult sobiva arvupaari (—3, 3), suutmata
pohjendada, miks see on ainus. Taielike voi peaaegu taielike lahenduste
seas leidus nii molemat Zziirii poolt pakutud lahendust kui ka alternatiivne
lahendusidee, mis on liithidalt jalgitav hindamisskeemis 2.

5. (Uve Nummert) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

e Pohimotteliselt vale lahendus, midagi Giges suunas edasiviivat

ei ole tehtud: 0p
e Pohimotteliselt vale lahendus, kuid esineb selgesti kirjapanduna

mingi oige idee: 1p
e Olulised arvutusvead voi vaatlemata jaetud juhud pohimotteli-

selt oiges lahenduses: 24 p
e Viga nulliga algavate arvude mahaarvestamisel, muidu korrekt-

ne lahendus: 5p
e Pohjendused ebapiisavad, muidu korrektne lahendus: 6p
e Korrektne lahendus: 7p



Paljud lahendajad véitsid, et O ei ole ei paaris ega paaritu. Kui seda eeldust
oli jarjekindlalt rakendatud nii arvu kui ka numbri 0 korral ja iilesanne sel
eeldusel korrektselt lahendatud (vastuseks tuli siis 960), siis sai 4 punkti; kui
seejuures vaadeldi ainult numbrit 0 {ildse mitte sisaldavaid arve (vastuseks
tuli siis 240), siis sai 3 punkti.

Lahendused, kus paaris- ja paarituid numbreid loendati avaldises kujul
a-10004+b-1004+c-104+d-1, a-10>4+b-10>+¢-10+d -1 vms,
said maksimaalselt 1 punkti.

10. klass

1. (Jekaterina Prostakova, Anton Stalnuhhin) Tiiipiliste lahenduste eest anti
punkte jargmiselt.

Osalised lahendused:

Ulesande lahenduse idee ja skeem on diged, kuid viga pindalade
arvutamisel:

Pindalad on leitud 6igesti, kuid vordlemise idee on vale:

Pindalad on leitud oigesti, vordlemise idee on 6ige, kuid kasu-
tatakse ligikaudseid hinnanguid:

Taiesti korrektne lahendus:

2. (Mati Abel) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

Sisuline lahendus puudub:

Lahendust on ainult alustatud:

Lahendust on alustatud ja idee edasiseks on arusaadav:

Ainult naidatud, et a® + b3 + ¢ + abe = 0:

Niidatud, et a® + b® + ¢ + abe = 0, ning edasine idee on
arusaadav:

Korrektne toestus:

2p

4p
op

6 p
7p

0p
Ip
2p
3p

4p
7p

3. (Konstantin Tretjakov) Lahenduse allpool méirgitud osade eest antud punk-
tid summeeriti.

Arvu esimese ja viimase numbri (a ja d) vahekorra uurimine:
Sobivate paaride (a,d) arvu leidmine:
Arvu keskmiste numbrite vahekorra uurimine (bc jagub 7-ga):
Sobivate paaride (b, c) arvu leidmine:

Oige vastus:

Ip
Ip
2p
Ip
2p



Kui oli otsitud ainult kujul abca olevate arvude arvu ja see ka oigesti leitud,
sai 2 punkti.

. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

e Idee esitada kuupjuure alune arv mingi avaldise kuubina: 1p
e Sulgude avamisest korrektse vorrandisiisteemi saamine: 2p
e Vorrandisiisteemi lahendamine ja 1oppvastuse leidmine: 4p

. (Emilia Kdisper) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

e Naitamine, kuidas iiheksa ruudu korral ruudustik sobivalt kat-

ta: 2p
e Toestus, et iilejaddnud ruutude korral pole voimalik ruudustikku
sobivalt katta: 5p
11. klass

. (Martin Pettai) Igale lahendusele anti punkte ainult {ihe jirgneva skeemi
kohaselt. Selle skeemi piires lahenduse allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

Hindamisskeem 1 (Zirii lahendus 1).

e Molema vorrandi ruutu tostmine: 2p
e Saadud vorrandite kokkuliitmine: 1p
e Vorduse sinx cosy + cos z siny saamine: 1p
e Vorduse sin(z + y) = 0 saamine: 1p
e Seose x +y = k7, k € Z saamine: 1p
e Lahenduse lopuleviimine: 1p

Hindamisskeem 2 (Zirii lahendus 3).

e Seose cosx;y(sinx;—y—i—cosx;y) = 0 saamine: 2p

e Juhu cos Y 0 uurimine: 2p
Sealhulgas:

o seose —— Y = (2k—1)- g saamine: 1p

o vorduse cos2x = cos 2y jareldamine: 1p



r+y Tr+vy

e Juhu sin > + cos 5 = 0 uurimine: 3p
Sealhulgas:
o seose tan Ty = —1 saamine: 1p
oseosex;—y:kﬂ—g,keZsaamine: 1p
o vastuolu saamine: 1p
Hindamisskeem 3.
e Molema vorrandi ruututostmine: 2p
e Seose cos 2y — cos2x + 2sin(z — y) = 0 saamine: 2p
e Vorduse sin(x — y) = 0 toestamine: 3p

2. (Oleg Kogik) Igale lahendusele anti punkte ainult {ihe jiargneva skeemi
kohaselt. Selle skeemi piires lahenduse allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

Lahendus induktsiooniga.

e Niitamine, et 2ab jagub n?-ga: 2p
e Pohjendamine, miks ka ab jagub n’-ga: 3p
e Induktsiooniga néitamine, et iilesande vaide kehtib: 2p

Lahendus, kus leitakse, et nii a kui ka b jaguvad n-ga.

e Niitamine, et 2ab jagub n’-ga 2p
e Jéreldamine, et nii ¢ kui ka b jaguvad n-ga: 4p
e Lahenduse lopuleviimine: 1p

3. (Hdarmel Nestra) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

e Ulesande a-osa: 3p

e Ulesande b-osa: 4p

Ulesande a-osa oli enamasti lahendatud histi, kuid b-osas kaotati tihti

punkte, sest arutlused ei olnud kiillalt ammendavad voi tehti pohjenda-

mata eeldusi. Norida voiks ka 7 punkti saanute arutluste kallal, aga leidsin,

et kooliopilaselt ei saagi niisuguses iilesandes péris laitmatu detailse lahen-
duse kirjutamist nouda.

4. (Oleg Petsonkin) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

e Muidu oige lahendus, aga valesti selgitatud, miks KL ja BO
on risti: 5p

e Oige ja tiielik lahendus: 7p



5. (Kalle Kaarli) Tidipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

e Tuletatud ainult seos 22"~ — 7 ja 92" =1 _ 7 vahel: 1p

e Pohimotteliselt oige, kuid halvasti vormistatud lahendus: 6p

e Igati korrektne lahendus: 7p
12. klass

1. (Ahti Peder) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
e Siimmeetriliste augukombinatsioonide arvu leidmine: 3p

e Tihelepanek, et igale mittesiimmeetrilisele augukombinatsioo-
nile vastav pilet sobib ka mingile teisele temast erinevale augu-

kombinatsioonile: 1p
e Erinevate mitteslimmeetriliste augukombinatsioonide arvu leid-

mine: 1p
e Oige vastus: 2p

Enamusele lahendajatest osutus iilesanne lihtsaks. Moned lahendajad eksi-
sid stimmeetriliste augukombinatsioonide kokkulugemisel.

2. (Jan Villemson) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

e Toestus, et paaritu n korral peab iilesande tingimustele vastav
punkt asuma hulknurga sees: 3p

e Toestus, et hulknurga sees leidub ilimalt iiks iilesande tingi-
mustele vastav punkt: 4p

Mitmes lahenduses kasutati vaidet, et koik punktid, millest antud loik on
naha antud nurga alt, asuvad iihel ringjoone kaarel. Niisugune véide pole
oige, tegelikult moodustavad sellised punktid kahe kaare iihendi. Kui iiles-
ande lahendus sellest véitest soltus, voeti 1 punkt maha.

Teine sage juht, kus muidu téaielikust lahendusest 1 punkt kaduma liks,
oli niisugune, kus lahendaja polnud pohjendanud, miks kahe erineva iiles-
ande tingimustele vastava hulknurga sisepiirkonnas paikneva punkti korral
peavad vastavad moodustuvad nurgad olema samad.

3. (Mart Abel) Seda iilesannet lahendati nii traditsiooniliste matemaatilis-
te vahenditega kui ka fiiiisikalise arutlusega (vaadeldes noorile mojuvaid
joude). Tiiiipiliste lahenduste eest anti kummalgi juhul punkte jargmiselt.

Matemaatiline lahendus.



e Ainult mérgitud, et nurgad BDO ja BCO on tdisnurgad: 1p

e Leitud nurk, mille korral 16ik AB on pikim: 3p
e Muidu o6ige lahendus, kuid on néitamata, et g on maksimum-

koht: 6 p
e Korrektne lahendus: 7p

Friiisikaline lahendus.

e Toodud sisse solmepunktis mojuvad joud ning mérgitud, et nen-

de joudude summa on 0: 3p
e Toodud sisse solmepunktis mojuvad joud ning margitud, et

need joud on koik moodulilt vordsed: 3p
e Korrektne lahendus: 7p

Tulemust mitte mojutavate arvutusvigade eest voeti maha 1 punkt.
. (Aleksei Lissitsin) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid
summeeriti.
e Ulesande a-osa: 2p
Sealhulgas:

o pohjendus, et sellest, et jada ei ole perioodiline mooduli n
jargi, jareldub, et ta ei ole perioodiline ka mooduli kn jargi

mistahes positiivse taisarvu k korral: 1p

o selle asjaolu kasutamine a-osa viide toestamiseks: 1p

e Ulesande b-osa: 5p
Sealhulgas:

o sobiva jada leidmine: 1p

o toestus, et see jada ei ole perioodiline I6pmatu arvu natu-
raalarvuliste moodulite jargi: 2p

o toestus, et see jada on perioodiline lopmatu arvu naturaal-
arvuliste moodulite jargi: 20p

Kui toestuse mingis osas esines viga voi puudus, siis sai selle osa eest 1
punkti vihem.

. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

e Konstruktsioon, kuidas kriimblitega taita kuupi kiiljepikkusega

10: 2p
e Toestus, et kuupi, mille kiiljepikkus ei jagu arvuga 5, ei ole
voimalik kriimblitega téita: 1p



e Toestus, et kuupi kiiljepikkusega 5 ei ole voimalik kriimblitega
taita: 4p

Osad opilased arvasid, et 5 x 5 x 5 kuubi alumist kihti ei onnestu kriimblite
abil tdita. Paraku ei ole see ega ka mitmed analoogilised véited toesed, ning
seetottu ei saa ka selle abil toestada, et kuupi kiiljepikkusega 5 kriimblitega
taita el saa.
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