Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a, b), mille korral

ab = SUT(a, b) + VUK(a, b).

2. Toesta, et ringi raadiusega 2 saab tdielikult katta 7 tihikringiga.

3. Antud on n = 2 reaalarvu. On teada, et iikski neist arvudest pole suurem
kui {ilejddnud arvude aritmeetiline keskmine. Toesta, et koik antud arvud
on vordsed.

4. Vordhaarse kolmnurga ABC tipunurga C suurus on 120°. Kolmnurga alu-
sel AB valitakse punktid D ja E nii, et |AD| = |DE| = |EB|. Leia kolmnurga
CDE nurkade suurused.

5. Antud on ruudustik mootmetega 10 x 10. Nimetame laevaks iihikruutude
komplekti, mille saab koostada mingist ruudust ldhtudes nii, et igal sam-
mul lisatakse juurde iiks ruut, millel on mone juba komplekti valitud ruu-
duga iihine kiilg. Nimetame laevastikuks sellist laevade hulka, milles tikski
kaks laeva ei sisalda iihise tipuga ruute. Leia vdihim voimalik ruutude arv
laevastikus, mida ei saa tdiendada tihegi uue laevaga.



Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvuta summa

1 1 1 1 1
oo+ + + oot ——
1 + 272006 1+271 1420 1+2! 1 + 22006

. Olgu a, b ja c sellised positiivsed tdisarvud, et ab + 1, bc + 1 ja ca+ 1 on
koik tdisarvude ruudud.

a) Too niide sellistest arvudest a, b ja c.
b) Toesta, et vahemalt tiks arvudest a, b ja ¢ jagub 4-ga.

. Kolmnurga ABC tipust B tdommatud nurgapoolitaja ldikab kiilge AC punk-
tis G ning tipust C tdmmatud nurgapoolitaja 16ikab kiilge AB punktis H.
On teada, et kolmnurkade ABG ja ACH timberringjoonte iiks 16ikepunkti-
dest asub kiiljel BC. Toesta, et nurga BAC suurus on 60°.

. Leia vorrandi
X

2

2x
3

=X

koik reaalarvulised lahendid. (Siin tdhistab [z] reaalarvu z tdisosa, st suu-
rimat tdisarvu, mis ei tileta arvu z.)

. Antud on ruudustik modtmetega 10 x 10. Nimetame laevaks iihikruutude
komplekti, mille saab koostada mingist ruudust ldhtudes nii, et igal sam-
mul lisatakse juurde iiks ruut, millel on mone juba komplekti valitud ruu-
duga thine kiilg. Nimetame laevastikuks sellist laevade hulka, milles {iks-
ki kaks laeva ei sisalda iihise tipuga ruute. Leia suurim naturaalarv, mida
suvalisel viisil positiivsete tdisarvude summana esitades leidub laevastik,
mille laevade ruutude arvud on parajasti summa liidetavad.



Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia avaldise sin(cos x) + cos(sin x) suurim vadrtus ning koik arvud x, mille
korral see suurim véirtus realiseerub.

2. Taisnurkse kolmnurga iihe kaateti pikkus on algarv ning tilejaanud kiilge-
de pikkused on mingid tdisarvud. Kolmnurga timbermoddu ja siseringjoo-
ne diameetri suhe on samuti tdisarv. Leia koik voimalused, millised saavad
olla selle kolmnurga kiilgede pikkused.

3. Fibonacci arvude jada (Fy) rahuldab tingimusi F; =1, F>, = 1 jaigan =3
korral F,, = Fj—1 + Fj—». Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (m, n),
mille korral F,, - F,, = mn.

4. Kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunkt on O ja mediaanide loike-
punkt M, kusjuures sirge OM on risti sirgega AM. Olgu A’ sirge AM teine
loikepunkt kolmnurga ABC iimberringjoonega. Sirged BA’ ja AC loikuvad
punktis D ning sirged CA’ ja AB 1dikuvad punktis E. Toesta, et kolmnurga
ADE timberringjoone keskpunkt asub kolmnurga ABC {imberringjoonel.

5. Antud on ruuduline méngulaud moéotmetega n x n. Mdngulaua mingile
ruudule asetatakse nupp, millega on lubatud teha kahte tiitipi kdike: nu-
pu voib nihutada kas suvalisele sellisele naaberruudule, millel on senise
ruuduga tihine kiilg, voi suvalisele sellisele naaberruudule, millel on senise
ruuduga tihine tipp, kuid mitte tihist kiilge. Kaks jérjestikust kdiku peavad
alati olema erinevat tiilipi. Leia kdik naturaalarvud n = 2, mille korral on
voimalik valida ldhteruut ja jargnevad kdigud nii, et nupp viibiks méngu-
laua igal ruudul tédpselt iiks kord (I6petades ldhteruudust erineval ruudul).



Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1.

Antud on ruudustik mootmetega 10 x 10. Nimetame laevaks iihikruutude
komplekti, mille saab koostada mingist ruudust ldhtudes nii, et igal sam-
mul lisatakse juurde iiks ruut, millel on mone juba komplekti valitud ruu-
duga iihine kiilg. Toesta, et kui kdikvoimalikke n {ihikruudust koosnevaid
laevu on paaritu arv, siis n jagub 4-ga.

Leia vdhim vdimalik tasandipunktide P ja Q vaheline kaugus, kui P asub
funktsiooni y = x graafikul ja Q funktsiooni y = 2* graafikul.

Tdesta voi lilkka timber jargmised viited.

a) Iga tdisarvu n = 3 korral leidub n paarikaupa erinevat positiivset téis-
arvu, millest suvalise kahe arvu korrutis jagub {iilejadnud n — 2 arvu
summaga.

b) Mingi tdisarvu n = 3 korral leidub n paarikaupa erinevat positiivset
tdisarvu, millest suvalise n — 2 arvu summa jagub iilejidnud kahe arvu
korrutisega.

Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunkt ning A’,
B’ ja C’ vastavalt kolmnurkade BCO, CAO ja ABO iimberringjoonte kesk-
punktid. Toesta, et kolmnurga A'B'C’ pindala on vihemalt niisama suur
kui kolmnurga ABC pindala.

Aafrikas koneldava ababi keele tdhestik koosneb tdhtedest A ja B ning selle
keele sonad on parajasti need, mida saab moodustada jargmise kahe reeg-
liga.

1) A on sona.

2) Kui s on sona, siis s@ s ja s ® § on sonad, kus § tdhistab sona, mis saa-
dakse sonast s, asendades seal koik tdhed A tihtedega B ja vastupidi,
ning x @ y téhistab sdonade x ja y jarjestkirjutamist.

Austraalias koneldava ululu keele tdhestik koosneb samuti tdhtedest A ja B
ning keele sdnad on parajasti need, mida saab moodustada jargmise kahe
reegli abil.

1) A on sona.

2) Kui s on sdna, siis s ® s ja s ® § on sonad, kus § tdhistab sama nagu
eelnevas ning x ® y tdhistab tihepikkuste sonade x ja y korral sdna,
mille saame, kui kirjutame sonade x ja y tdhed vaheldumisi {iksteise
jarele, alustades sona x esimesest tdhest.

Todesta, et ababi ja ululu keel koosnevad samadest sonadest.



LIl Onumnuaga no matemaTuke ydaumxcss ICToOHUN

1 anpens 2006 . 3aKI0HUTENBHBI TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1. HaiiTu Bce mapbl NOJIOKUTENBHBIX LEJNbIX uuce (a, b), Ipyu KOTOPBIX

ab = HOJl(a, b) + HOK (a, b).

2. Jloka3aTb, 4YTO KPYI' pajyCOM 2 MO3KHO MOJHOCTBIO HAKPHITh 7 €IUHUYHBIMU
Kpyramu.

3. HaHbI n=?2 )IeﬁCTBI/ITeJ'II)HbIX YHCeJI. HSBCCTHO, YTO HU OJJHO M3 3THUX YUCECIT
HC 60.]'[])]]16, UeM cpeliHee apI/ICbMCTI/I‘ICCKOG OCTAJIbHBIX UHCCJI. HOKaSaTb, 4uTo
BCE NAHHBIC YMUCJIa PABHBI.

4. BemmumHa yria npy Bepmuae C paBHOOenpeHHOro TpeyronsHnka ABC co-
craBnser 120°. Ha ocHOBaHuM TpeyrosibHuka AB GepyT Touku D u E Tak,
yto |AD| = |DE| = |EB|. HaiiTu BeslnuuHbI yrioB TpeyrojbHuka CDE.

5. IlaHo kjetuaToe noJjie pasmepamu 10 x 10. HazoBéM KopabiéM KOMILIEKT eau-
HUUHBIX KJIETOK, KOTOPBII MOKHO COCTaBUTb HAUMHASI C KAKOM-TO KJIETKU TaK,
YTO KaX/JbIM IIaroM A00aBJSIOT OJHY KJIETKY, UMEIONYI0 OOIIyI0 CTOPOHY C
KaKOM-TO yXe BBHIOpAaHHOW B KOMIUIEKT KJeTKO#. HazoBéM ackampoil Takoe
MHOKECTBO KOopabjiel, B KOTOPOM HHMKaKMe ABa KOpaOJsi He coJepxkaT Kie-
TOK ¢ oOmielt BepmuHON. HaliTh HanMeHblee BO3MOKHOE KOJIMUECTBO KJIETOK
B 9CKaJipe, KOTOPYIO HEBO3MOXKHO AOMOJIHUTb HU OJJHUM HOBBIM KOpaOJEM.



LIl Onumnuaga no matemaTuke ydaumxcss ICToOHUN

1 anpens 2006 . 3aKI0HUTENBHBI TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1. Bpiuucauts cymmy

! +...+ ! + ! + ! +...+ !
14272006 ° 7" 14271 1420 1420 777 14220067

2. Ilycth a, b 1 ¢ — TaKkKe NOJOKUTEIBHBIC [IeJIble Uncia, uto ab + 1, bc+ 1 u
ca+ 1 SBIAIOTCS BCe KBAaJpaTaMHU HEJBIX YHCEL.

a) IlpuBecTu mpuMep TaKuX uwced da, b u c.

6) Jlokasath, uTO MO KpakHe Mepe OJHO U3 YKCeN d, b U ¢ JeJUTCS Ha 4.

3. BuccekTpuca, mpoBefieHHas U3 BepIIMHBl B TpeyrojbHuka ABC, nepecekaer
cropony AC B Touke G, a OuccekTpuca, NpoBeJeHHast U3 BepIMHbl C, nepe-
cexaeT cTopoHy AB B Touke H. M3BecTHO, UTO OfilHA U3 TOUEK MEPECEUEHUS
OINMCAHHBIX OKPYXKHOCTEN TpeyroJabHUKoB ABG u ACH HaxoguTCs Ha CTO-
pone BC. Jlokasath, uTo BeMunHa yria BAC pasHa 60°.

4. Haiitu B eCTBUTEJIbHBIX UACJIAX BCE PEILCHUS YPABHEHUS

X

2

2x
3

= X.

(3mech [z] 000O3HAUAET LEJYIO YACTh UKMCTIA Z, T.€. HAUOOJIbIIEE [EJI0E YUCIIO,
KOTOPOE He MPEBOCXOUT YUCIIO Z.)

5. IlaHo kjetuaToe noJjie pasmepamu 10 x 10. HazoBéM KopabiéM KOMILIEKT eau-
HUYHBIX KJIETOK, KOTOPBIM MOKHO COCTABUTb HAUMHAs C KAKON-TO KJIETKH TaK,
YTO KaX/JIBIM IaroM I0OaBISIOT OJHY KJIETKY, UMEIONYI0 OOIIyI0 CTOPOHY C
KaKoOM-TO yXe BBHIOpAaHHOW B KOMIUIEKT KJIeTKOH. HazoBéM ackampoil Takoe
MHOKECTBO KopalJjeH, B KOTOpOM HHMKakue ABa KopaOJjisi He cojepikar Kie-
TOK ¢ o0melt BepimimHon. HaliTu Haubosbluee HaTypajibHOE YMCIIO, TIPU JI0OOM
[IPEACTABJICHUN KOTOPOr'O B BUAE CYMMBI [IOJIOKUTEJIBHBIX LEJIBIX YUCESI Hal-
IETCS 9CKaIpa, KOJIMUECTBA KIETOK KopabJiieit KOTOPOH SIBIISIOTCS B TOUHOCTH
CJIaraéMbIMU CYMMBI.



LIl Onumnuaga no matemaTuke ydaumxcss ICToOHUN

1 anpens 2006 . 3aKI0HUTENBHBI TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

Haiitu Hanbosbiee 3HaueHHe BbIpakeHUst sin(cos x) + cos(sin x) 1 Bce urcia
X, TIPY KOTOPBIX 9TO HauOOJIbIIEee 3HAYECHNE PEas3yeTcCsl.

. HJ'II/IHEI OIHOTI'0O U3 KATETOB MPAMOYTOJIbHOI'O TPEYTrOJIbHUKA — IPOCTOE UHCIIO,

a JUIMHBI OCTAJIBHBIX CTOPOH — KaKHe-To 1eJible yrcia. OTHOmEeHHe epuMeTpa
TPeyroJjibHAKa K JAUAMETPY BIHMCAHHON OKPYKHOCTH TaKXKe SIBISIETCS LEJIBIM
yuciaoM. HaliTu Bce BO3MOXKHOCTH, YeMy MOTYT OBITb paBHBI JJIMHBI CTOPOH
9TOr0 TPEyroJIbHUKA.

IMocnenoBarensHoCTh (Fj) uncen PUOOHAUUM YIOBJIETBOPSIET YCIOBUSIM
Fp=1,F =1u F, = Fy_1 + Fy—» ansa xaxgoro n = 3. Haiitu Bce napet
LEJbIX yucen (m, n), npu KoTopex Fy, - F;, = mn.

. Touka O — UEHTp ONHUCAHHON OKPYKHOCTH TpeyrojbHuka ABC, a M — Touka

MepeCeYeHn s MeIaH, Mpyu 9ToM npsiMast O M neprneHuKyJisspHa npssmMon AM.
[Mycth A’ — BTOpas TOUKa nepeceveHus MpsiMoit AM ¢ ONMMCAHHON OKPYKHO-
ctbio Tpeyronbiuka ABC. Tlpsmbie BA' 1 AC nepecekaiotcst B Touke D, a
npsimie CA' u AB nepecekaioTtcs B Touke E. JlokasaTb, UTO LEHTP OMUCAH-
HOM OKPYKHOCTH TpeyroysibHuka ADE pacrosiokeH Ha ONMCAaHHON OKPYKHO-
ctu TpeyroyisHuka ABC.

JlaHo KyleTuaToe UrpoBoe ToJsie pasMepamu 1 x n. Ha Kakyio-TO KJIETKy Wr-
POBOT'O TOJIST CTABST (PUMIKY, KOTOPOH MOKHO COBEpIIATh XOAB! JBYX THIIOB:
(pumKy MOXKHO MepeiBUHY Th Ha TaKyl0 MPOU3BOJIbHYIO COCEHIOI KJIETKY, KO-
TOpasi UMeeT OOIIYI0 CTOPOHY C TEKYIeH KJIETKOM, UM e Ha TaKylo cocel-
HIOIO KJIETKY, KOTOpast UMEET C TeKYIIel KIeTKOM OOIyI0 BEPIIMHY, HO HE 00-
IIYI0 CTOPOHY. [IBa mocie1oBaTeNIbHBIX X0 JOJIKHBI BCErJja ObITh PAa3IMUHBIX
tunoB. HaiiTu Bce HaTypasbHBIE YMCiia 1 = 2, P KOTOPHIX BO3MOKHO BBI-
OpaTh UCXOAHYIO KJIETKY U MOCIEAYIOIHE XObl TaK, UTOOBI (pullKa MoObBaIa
Ha KaXJON KJETKEe UIPOBOro MOJIS POBHO OAMH pa3 (3aKaHuUMBasl Ha KJETKe,
OTJIMUYHOM OT UCXOJHOM).



LIl Onumnuaga no matemaTuke ydaumxcss ICToOHUN

1 anpens 2006 . 3aKI0HUTENBHBI TYp 12 knacc

Bpemsi, oTBOgHMOE JUIS pellieH s 5 4acoB.
BepHoe u JocTaTouHO 000CHOBAHHOE pellleHHe KaXHOH 3a4a4u JaéT 7 OAJLIOB.
Tob30BaThCS KaJIBKYJIATOPOM HE PA3PEIacTCsl.

1.

Iano xietyaroe noje pasmepamu 10 x 10. HazoBéM kopaOiIéM KOMIUIEKT €U~
HUYHBIX KJIETOK, KOTOPBII MOKHO COCTaBUTb HAUMHASI C KAKOH-TO KJIETKH TaK,
YTO KaX/JbIM IIaroM A00aBJSIOT OJHY KJIETKY, UMEIONyI0 OOIIyI0 CTOPOHY C
KaKOM-TO yKe BEIOPaHHOM B KOMIUIEKT KJIETKOH. JloKa3aTh, UTO €CJIM KOJINUEeC-
TBO BCEX BO3MOKHBIX COCTOSIIVX M3 71 KJIETOK KOpabJiell — HeuETHOE UMCIIo,
TO 1 OENUTCS Ha 4.

HaiiTu HarMeHblIee BO3MOXKHOE paCCTOSIHUE MEKAY TOUKAMU IJIOCKOCTU P u
Q, eciu P pacnosiokeHa Ha rpaduke pyHKIMUA y = X, a Q — Ha rpaduke
dyukimm y = 2%,

JloKazaTh UM ONPOBEPTHYTh CJAECAYIOIME Y TBEPK AEHHUSI.

a) Jlns Kaxgoro nejoro n = 3 HalAyTCs 1 MOMApHO PA3IMUHBIX MOJIOKU-
TEJIBHBIX LIEJIBIX YKCeJl, MPOU3BEICHHUE JIIOObIX ABYX M3 KOTOPBIX JEUTCS
Ha CYMMY OCTAJIbHBIX 71 — 2 UHUCEJl.

6) IJist Kakoro-To LeJoro n = 3 HaWAyTCs 7 MOMApHO PasjIMUHBIX MOJIO-
JKUTEJIBHBIX LEJIBIX UMCEeJ, CyMMa JIIOObIX 77 — 2 U3 KOTOPBIX JEJUTCS Ha
MPOU3BEIEHUE OCTAJIBHBIX BYX UHCEJL.

IIycts O —1EHTp ONMMCAHHOWM OKPY:KHOCTH OCTPOYI'OJIBHOTO TPEyroJbHUKA
ABC, a A', B' u C' —ueHTpbl ONMCAaHHBIX OKPYKHOCTEH COOTBETCTBEHHO
TpeyrojibHukoB BCO, CAO u ABO. [loka3aTh, UTO IUIOIAaAb TPEYTrOJbHUKA
A'B'C’ He Menblne miomaau Tpeyrojsauka ABC.

Andasut ynotpediasemoro B Adpuke sizpika abadu coctout us Oyks A u B,
a CJIOBAMM 3TOTO sI3bIKa SIBJISIIOTCS BCE CJIOBA, KOTOPBIE MOKHO COCTABUTD MPU
MOMOILM CJIEAYIOIKX IBYX MPaBUJL.

1) A —cnogo.

2) Ecnu s —coBO, TO S ® S U § & § — CJIOBA, rjje § 0003HAuaeT CJIOBO, KO-
TOpOE MOJIyuyaloT U3 CJIOBa S, 3aMEHsIs1 B HEM Bce OYKBbl A OykBamu B u
HA00OpOT, a X & y 0003HAUAET HAMMCAHUE MOJPSIA CIOB X U .

AJncdaBuT ynorpedsieMoro B ABCTPaJIMU si3blKa yJIyJIy COCTOUT U3 OyKB A U
B, a B 9TOM $3bIKE CJI0BAMMU SIBJISIIOTCS BCE CJI0BA, KOTOPBIE MOKHO COCTABUTD
MIPY MOMOIIU CIEAYIOIUX ABYX MPaBUIL.

1) A —cnogo.

2) Eciu s —cioBO, TO S ® S U § ® § — CJIOBa, rje § 0003HAyaeT TO XKe, UTO
Y paHplle, a X ® ¥ B CJlyyae CJIOB X U Y OIAMHAKOBOH IUIMHBI 00O3Haua-
€T CJIOBO, KOTOPOE MOJIyUMM, ecJii OyieM OJiHy 3a ApYyroi micatb OyKBbI
MOOYEPEHO CJIOB X U J, HAaUMHAsI C IepBOM OYKBHI CJIOBA X.

JlokasaTh, UTO SI3BIKK a0a0H U YIIyJIy COCTOSIT M3 OJJHHX U TEeX Ke CJIOB.



Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor Lahendused ja vastused

9. klass

1. Vastus: (2,2).

Lahendus 1. Et antud vorduses jaguvad vasak pool ja parema poole liidetav
VUK(a, b) arvuga a, siis peab ka SUT(a, b) jaguma a-ga. Samas positiivse-
te tdisarvude korral SUT(a, b) < a, jirelikult SUT(a, b) = a. Analoogiliselt
SUT(a, b) = b ehk a = b. Ulesande vordus omandab seega kuju @ = a + a
ehk a(a — 2) = 0. Selle vorrandi ainuke positiivne lahend on a = 2, siis ka
b=2.

Lahendus 2. On teada, et ab = SUT(a, b) VUK(a, b). Seega on meil tegemist
vordusega

SUT(a, b) VUK(a, b) = SUT(a, b) + VUK(a, b).

Toome liikmed iihele poole ning liidame kummalegi poolele arvu 1, saame
SUT(a, b) VUK(a, b) — SUT(a, b) - VUK(a, b) +1 =1

ehk
(SUT(a, b) - 1) (VUK(a, b) — 1) = 1.

Viimane vordus esitab arvu 1 kahe mittenegatiivse tdisarvu korrutisena;
see on voimalik ainult juhul, kui mélemad tegurid on vordsed 1-ga. Seega
SUT(a,b) =1 =1 ja VUK(a, b) — 1 = 1 ehk SUT(a, b) = 2 ja VUK(a, b) = 2.
Siita=b =2.

Lahendus 3. Olgu SUT(a, b) = d. Esitame arvud a ja b kujul a = dd/,
b =db', kus a ja b’ on iihistegurita. Siis ilmselt VUK(a, b) = da'b’. Ules-
ande vordus omandab kuju

d>a'b' =d+dadb,

millest
11,/
ab =—.
d-1
Et a'b’ on tidisary, siis ainukese voimalusena d—1=1ja a'b’ = 1. Siit d = 2
ja a' = b' = 1. Otsitavad arvud on seega a = da’ =2 ja b= db' = 2.

2. Vaatleme korrapérastest kuusnurkadest koostatud kujundit joonisel 1, kus
iga kuusnurga kiiljepikkus on 1. Iga sellise kuusnurga saab parajasti katta
tihikringiga, samas katab 7 kuusnurgast koostatud kujund ringi raadiusega
2, sest nii suur on vihim kaugus kujundi keskpunktist kujundi dédreni.

1



Joonis 1

3. Lahendus 1. Olgu a suurim arv vaadeldavate arvude hulgas. Oletame véi-
tevastaselt, et kdik antud arvud ei ole vordsed. Siis leidub nende hulgas ar-
vust a vdiksemaid arve. Kui arv a korvale jétta, siis {ilejadnud arvude arit-
meetiline keskmine on viiksem kui arv a. See on aga vastuolus tilesande
tingimustega. Jarelikult peavad koik arvud olema vordsed.

Lahendus 2. Olgu ay, ap, ..., a, vaadeldavad arvud ning s nende summa.
Vastavalt {ilesande tingimustele kehtivad vorratused

s—ay S—ap S—ay
a < ——, ay < —— a, < ——
n-1

n-1’ n-1"

Kui vihemalt iiks vorratustest oleks range, siis saaksime vorratusi liites

s—ay S—ay s—ap
a+ax+...+a,< + +...+ .
n—1 n-—1 n-—1

Seose a; + a» + ... + a, = s tottu on viimane vorratus samavairne vor-

ns
ratusega s < ehk s < s, vastuolu. Jarelikult peab koigis esialgsetes

vorratustes kehtima vordus, teiste sonadega

s—a s—ay S—ap
ay = —— . ay, = ——

ay = .
n-1’ n-1’ n-1
. - e S . -
Esimesest vordusest saame niitid a; (n—1) = s—a; ehk a; = —, teisest vor-
n

s S . R - S
dusest analoogiliselt a; = — jne kuni viimasest vordusest a,, = —. Seega
n n

on koik arvud a;, ap, ..., a, vordsed.

4. Vastus: koik nurgad on 60°.



Joonis 2

Lahendus 1. Kolmnurga ABC alusnurk on (180° — 120°) : 2 = 30°. Olgu
H kolmnurga tipust C tommatud korguse aluspunkt (joonis 2). Peegel-
dame kolmnurka ABC kiilje AB suhtes, millega punkt C teiseneb punk-
tiks C'. Et ZCAC' = 60° ja |AC| = |AC'|, siis on kolmnurk ACC’ vord-
kiilgne ning 16ik AH on tema mediaan. Seejuures jaotab punkt D selle
16igu suhtes 2 : 1, jérelikult on D kolmnurga ACC' mediaanide loike-
punkt. Siis on sirge CD samuti mediaan ja iihtlasi nurgapoolitaja, seega
/DCH = 30° ning ZDCE = 60°. Et kolmnurk CDE on vordhaarne, siis ka
/CDE = Z/CED = 60°.

Lahendus 2. Tdhistame lithiduse mottes |CA| = |CB| = a, |CD| = |CE| = b
ja |AD| = |DE| = |EB| = c. Lisaks olgu & tipust C kiiljele AB tdommatud

3¢ 1
korguse pikkus. Kolmnurgast CHA saame h : 5 = tan30° = —, mistot-

V3
V3c L o
tu h = - Kolmnurgast CHD saame niilid Pythagorase teoreemi abil
2

2 302
b’ =h*+ (g) = % + CZ = ¢?. Jarelikult b = c. Seega on kolmnurk CDE
vordkiilgne ning tema nurgad on 60°.

|CH| oo 1
Lahendus 3. Et tdisnurkses kolmnurgas CHA on cal =sin30° = > ning
. |DH]| . ~. L T
samuti DAl =5 siis rahuldab 16ik CD nurgapoolitaja omadust. Jareli-

kult poolitab 16ik CD nurga ACH, mille suurus on 60°, ehk /DCH = 30°.
Siis aga on vordhaarse kolmnurga CDE tipunurga suurus 60°, alusnurkade
suurused on seega samuti 60°.

Lahendus 4. Olgu M kolmnurga CDE mediaanide 16ikepunkt. Siis kiirte-
1 1
teoreemi pohjal |[DM| = glACI = gIBCI = |EM]|. Tdisnurksest kolmnurgast

3



1 1
CHA saame |CH| = EIACI ehk [CM| = §|AC|. Et [CM| = |DM| = |[EM|,

siis on kolmnurga CDE mediaanide 16ikepunkt M {ihtlasi timberringjoo-
ne keskpunkt. Jarelikult on kolmnurk CDE vordkiilgne ja koik tema nurgad
on suurusega 60°.

Lahendus 5. Oletame, et /DCE > 60°. Siis ZCED < 60°. Et suuremale
nurgale vastab suurem kiilg, siis |[DE| > |CD| ehk |AD| > |CD|. Kolmnur-
gas ACD on siis ZACD > 30° ning siimmeetriliselt kolmnurgas BCE on
/BCE > 30°. Seega ZACB > 120°, vastuolu. Analoogiliselt viib vastuolule
oletus /DCE < 60°. Seega peab olema /DCE = 60°, millest jareldub, et
/CDE = Z/CED = 60°.

Lahendus 6. Esiteks paneme tihele, et kui tipu C juures on nurgad 30°,
60°, 30°, siis vastavad l6igud alusel on vordsed. Téepoolest, siis on kolm-
nurgad ADC ja BEC vorhaarsed, mistottu |AD| = |CD| ja |BE| = |CEl;
kolmnurk CDE on aga vordkiilgne, mistottu |CD| = |CE| = |DE]|. Teiseks,
osaloikude pikkuste vahekord kolmnurga alusel mddrab iiheselt nurkade
jaotuse tipunurga juures.

. Vastus: 16.

Niitame koigepealt, et 16 ruutu kattev ndutud omadusega laevastik leidub.
Paigutame ruudustikule 16 tiheruudulist laeva nii, nagu joonisel 3. Siis on
ruudustiku igal ruudul tihine tipp tihega nendest laevadest, seega pole voi-
malik laevu juurde lisada.

Toestame niilid, et ndutud omadusega laevastik ei saa koosneda vihem
kui 16 ruudust. Vaatleme ruudustiku ruute, kuhu eelmises osas paiguta-
sime laevad. Nende hulgas ei leidu kahte ruutu, millel oleks ruudustiku sa-
ma ruuduga iihine tipp. Kui laevastikku pole voimalik {ihtegi laeva lisada,
siis peab laevastikus leiduma neist 16 ruudust igaiihe jaoks mingi temaga
tihise tipuga ruut. Et need ruudud peavad koik olema erinevad, siis peab
laevastikus olema vihemalt 16 ruutu.

Joonis 3
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10. klass

1

1. Vastus: 2006 >
Suvalise reaalarvu a # 0 ja suvalise tdisarvu k korral
L S l1+a*+1+a*
l+a* 1+ak (1+a*)(1+ak)

Ulesandes antud summa algusest i-s liidetav ja 16pust i-s liidetav moo-

dustavad parajasti sellise paari; tildse on summas 2006 niisugust paari ning
1

lisaks veel liidetav L = —. Summa on seega 2006 - 1 + — = 2006 —.
1+20 2 2 2

2. a) Sobivad niiteks arvud a =1, b = 3, ¢ = 8. Siis ab+ 1 = 2%, bc + 1 = 52,
ca+1=3%
b) Kui koik arvud a, b ja c on paaritud, siis annavad nad 4-ga jagamisel kas
jaagi 1 voi jaagi 3. Jarelikult leidub nende seas kaks arvu, mille jadgid on
vordsed, tildisust kitsendamata olgu need a ja b. Soltumata sellest, kas a
ja b annavad 4-ga jagades jadgi 1 voi jadgi 3, annab ab + 1 jagamisel 4-ga
jadagi 2. Seega ei saa ab + 1 olla tdisruut, sest tdisruutude jadgid 4-ga jaga-
misel saavad olla ainult kas 0 (arvud kujul 2k) v6i 1 (arvud kujul 2k + 1).
Seega voime eeldada, et vihemalt tiks arvudest a, b ja ¢ on paaris, tildisust
kitsendamata olgu see a. Siis on arv ab + 1 paaritu tdisruut. Et nii kujuga
4k + 1 kui ka 4k + 3 paaritute arvude ruudud annavad 8-ga jagades jaagi
1, siis ab jagub 8-ga. Jarelikult peab vdhemalt tiks arvudest a ja b jaguma
4-ga.

3. Olgu D kolmnurkade ABG ja ACH timberringjoonte 16ikepunkt, mis asub
kiiljel BC (joonis 4). Lithiduse mottes tdhistame /BAD = a ja ZCAD = B.

Joonis 4



Et nurgad HAD ja HCD toetuvad samale kaarele, siis /ZHCA = ZHCD =
= /HAD = «. Samal pohjusel /GBA = GBD = ZGAD = (. Kolmnurga
ABC sisenurkade summa jérgi saame vorrandi (a + ) +2a+28 = 180° ehk
3(a + pB) =180°. Siit ZBAC = a + f§ =60°.

. Vastus: 0,2, 3,4,5ja 7.

Lahendus 1. Et vasaku poole liidetavad on tdisarvud, siis peab x olema
taisarv. Jarelikult avaldub ta kujul x = 6k + [, kus k ja [ on tdisarvud ja
0s<I<5.
e Kui x = 6k, siis on vorrandil kuju 3k + 4k = 6k, millest k =0 ja x = 0.
e Kui x = 6k + 1, siis on vorrandil kuju 3k + 4k = 6k + 1, millest k =1 ja
x=17.
e Kui x = 6k + 2, siis on vorrandil kuju 3k + 1 + 4k + 1 = 6k + 2, millest
k=0jax=2.
e Kui x = 6k + 3, siis on vorrandil kuju 3k + 1 + 4k + 2 = 6k + 3, millest
k=0jax=3.
e Kui x = 6k + 4, siis on vorrandil kuju 3k + 2 + 4k + 2 = 6k + 4, millest
k=0jax=4.
e Kui x = 6k + 5, siis on vorrandil kuju 3k + 2 + 4k + 3 = 6k + 5, millest
k=0jax=>5.

X x . [2x 2x . _ .
Lahendus 2. Bt > < > ja 3 < 3 siis saame antud vorrandist
X 2x
S+ =2=x
2 3
ehk 3x + 4x = 6x, millest x > 0. Teiselt poolt, et x on tdisarv, siis alati
X x—1. [2x 2x—2
—| = ja | —| = ———, seega saame
2 2 3 3
x—-1 2x-2
+ <x
2 3

ehk 3x — 3 +4x — 4 < 6x, millest x < 7. Jadb kontrollida x vaartusi 0, 1, 2,
3, 4, 5, 6, 7. Vorrandit rahuldavad nendest koik peale x = 1 ja x = 6.

. Vastus: 25.

Toestame koigepealt, et 25-st suurema arvu saab jaotada liidetavateks nii,
et vastavate laevasuurustega laevastikku pole voimalik ruudustikule paigu-
tada. Tapsemalt, tdestame, et ruudustikule pole voimalik paigutada roh-
kem kui 25 laeva suurusega 1. Tiikeldame méngulaua 2 x 2 ruutudeks (joo-
nis 5), neid on 25. Et iga tiikk voib sisaldada iilimalt iihe laeva suurusega 1,
saab ruudustikule iildse paigutada iilimalt 25 laeva suurusega 1.
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Joonis 5 Joonis 6

Nditame niilid, et arvu 25 iga liidetavateks jaotuse korral leidub selliste lae-
vasuurustega laevastik. Paneme ruudustikule esialgu 25 laeva suurusega 1
nagu joonisel 6. Seejdrel nihutame alates vasakust tilemisest ruudust moo-
da punast joont omavahel kokku nii mitu esimest laeva, kui suur on vaa-
deldava liidetavateks jaotuse esimene liidetay, siis nii mitu laeva, kui suur
on teine liidetav jne. Saadud komplekt rahuldab tilesande tingimusi.

11. klass

1. Vastus: suurim vadrtus on sinl + 1, see saavutatakse parajasti siis, kui
x = 2km, kus k on suvaline tdisarv.

Et funktsiooni cos x vddrtus kuulub alati 16iku [-1; 1] ning funktsioon sin x
on sellel 16igul kasvav, siis esimese liidetava suurim véértus on sin 1 ning
see saavutatakse parajasti siis, kui cosx = 1 ehk x = 2kn, kus k on suva-
line tdisarv. Teise liidetava suurim vadrtus on 1, mis saavutatakse parajasti
siis, kui sinx = 0 ehk x = Ix, kus [ on suvaline tdisarv. Molemad liikmed
omandavad korraga maksimaalse vdartuse parajasti x = 2kn korral, kus k
on suvaline tdisarv; avaldise vadrtus on sel juhul sin1 + 1.

2. Vastus: 3, 4 ja 5.

Olgu p ja m kolmnurga kaatetite pikkused ja n hiipotenuusi pikkus, kus-

juures p on algarv (joonis 7). Pythagorase teoreemist p2 + m? = n? saame

p? = n? — m? ehk p? = (n — m)(n+ m). Et p on algarv, siis parema poole

tegurid on ainsa voimalusena n— m =1, n+ m = p°.

Kolmnurga timbermodt on p + m + n. Kolmnurga siseringjoone diameet-
ri d leidmiseks arvestame, et tdisnurga tipust ldhtuvate siseringjoone puu-
tujaloikude kogupikkus vordub siseringjoone diameetriga, iilejidnud ka-
hest tipust tommatud nelja puutujaldigu kogupikkus on aga 2n. Jarelikult

7



Joonis 7

d+2n = p+m+n, millest d = p+ m— n. Ulesande tingimuse pdhjal jagub
arv p + m + n arvuga p + m — n. Asendades siin m + n ja m — n eelneva
pdhjal, saame, et arv p + p? = p(p +1) jagub arvuga p—1.Et pja p—1 on
tihistegurita, siis p + 1 jagub arvuga p — 1. Sellest jareldub, et nende arvude
vahe 2 jagub arvuga p—1. Seega p—1 =1 voi p—1 = 2. Esimene juht, kus
p = 2, on vbimatu, sest siis peaksid arvud n — m ja n + m olema erineva
paarsusega. Jarelikult p = 3. Seostest n — m = 1, n + m = 9 leiame niitid
m = 4 ja n = 5. Kolmnurk kiiljepikkustega 3, 4, 5 on ilmselt tdisnurkne.

. Vastus: (1,1), (1,5), (4,6), (5,1), (5,5) ja (6,4).

Lahendus 1. Arvutame vilja jada moned esimesed liikmed:

n|l 23456 7 8 9
F,|1 1 2 3 5 8 13 21 34

Néitame koigepealt, et iga n = 8 korral F,, > 2n. Toepoolest, tabelist néde-
me, et see vorratus kehtib, kui n = 8 ja n = 9. Kui mingi k = 8 korral
Fy > 2k ja Fryp > 2(k+ 1), siis Fryp = Frs1 + Fr > 2k +2(k+ 1) > 2(k + 2).

Edasi, vottes arvesse ka védrtusi 1 < n < 7, ndeme, et iga n korral F;, = g
Siit jareldub, et otsitava paari kumbki liige ei tohi olla suurem kui 7, sest
nditeks juhul m = 8 saaksime F, - F,, > 2m - g > mn.

Paari kumbki liige ei saa olla 2, 3 ega 7, sest nditeks m = 2, 3, 7 korral on

F, 1 21 F,
—= vastavalt —, =, —, kuid ei leidu indeksit 7 < 7, mille korral —= oleks
m 2 3 7 n
3 7 . Fmn " .
vastavalt 2, > 13 Juhtudel m = 1ja m =5 on = 1, siit saame neli
F 3
sobivat paari (1, 1), (1,5), (5,1) ja (5,5). Juhul m = 4 on Zm =7 millele

F, 4
vastab n = 6, kus — = 3 Siit saame veel kaks paari (4, 6) ja (6,4).
n

Lahendus 2. Induktsiooniga n jdrgi tdestame, et iga n = 6 korral kehtib
F, > njaiga n = 8 korral kehtib F;, > 2n. Jarelikult kui m = 6 ja n = 6, siis
Fy, - F, > m - n. See tdhendab, et igas otsitavas paaris on iiks komponent
iilimalt 5. Vorduse siimmeetria tottu voime eeldada, et see komponent on
m, llejddnud sobivad paarid saame m ja n vahetamisel.
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e Kui m = 1, siis saame tilesande vordusest 1-F, = 1-n ehk F,, = n.
Eelneva pohjal sobivad ainukestena n = 1 ja n = 5. Sobivad paarid on
seega (1,1), (1,5), (5,1) ja (5,5).

e Kui m = 2, siissaame 1 F,, =2 - n ehk F,, = 2n. Et n < 8 korral sellise
omadusega arvu ei ole, siis sel juhul lahendeid ei leidu.

. " 3 3 .
e Kui m = 3, siis saame 2-F,, = 3-n ehk F,;, = En. Et En < 2n, siis
analoogiliselt eelmise juhuga lahendid puuduvad.

4
e Kui m =4, siis saame 3-F,, =4-n ehk F,, = gn Ainuke sobiv voimalus
on n = 6, mis annab paarid (4, 6) ja (6,4).

e Kui m =5, siis saame 5- F,, = 5- n ehk F,, = n, see on juba analiitisitud
esimeses punktis.

4. Olgu F, G ja H vastavalt kolmnurga tipust A, B ja C tommatud mediaa-
nide aluspunktid (joonis 8). Kolmnurk A'OA on vordhaarne ja OM on te-
ma korgus. Seega |A’M| = M A|. Et mediaanide Idikepunkt jaotab mediaa-

1
ni suhtes 2 : 1, siis |[FM| = EIMAI. Seega |A'F| = |FM]|. Teiselt poolt

IBF| = |FC|. Jérelikult on nelinurk A’BMC ro6pkiilik ja tema vastaskiil-
jed on paralleelsed. Siis aga on kolmnurk ABD sarnane kolmnurgaga AHC
paralleelsete kiilgede tottu, kusjuures sarnasustegur on loikude AB ja AH
pikkuste suhe ehk 2. Samamoodi on kolmnurk ACE sarnane kolmnurga-
ga AGB sama teguriga. Homoteetia keskpunktiga A ja teguriga 2 teisen-
dab kolmnurga ABC kolmnurgaks AED, kolmnurga ABC iimberringjoone

Joonis 8
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keskpunkt O aga teiseneb sirge AO teiseks ldikepunktiks nimetatud iim-
berringjoonega.

Midrkus. Homoteetia kasutamise asemel vdoime leida sirge AO teise loike-
punkti P antud ringjoonega ning téestada, et |AP| = 2|AO|, |DP| = 2|CO|
ja |EP| = 2|BO|.

. Vastus: n = 2k, kus k on suvaline positiivne tdisarv.

Toestame, et kui n on paarisary, siis sobiv teekond leidub. Jaotame mé&n-
gulaua plokkideks modtmetega 2 x 2 (joonis 9) ning paigutame nupu iile-
misele vasakule ruudule. Seda ruutu sisaldava ploki ldbimiseks nihutame
nuppu jargmiselt: alla-paremale, iiles, alla-vasakule, alla. Sama kdigukom-
binatsiooni kordame kuni jouame plokkide veeru alumisse plokki. Seal lii-
gume jargmiselt: alla-paremale, vasakule, iiles-paremale, paremale. Niitid
on esimene plokkide veerg ldbitud. Teise veeru alumises plokis liigume
alla-paremale, vasakule, iiles-paremale, iiles ning edasi analoogiliselt esi-
mese plokkide veeruga plokkhaaval iilespoole. Sellisel viisil veerge vahel-
dumisi {iles ja alla ldbides satub nupp iga ploki igale ruudule tdpselt iiks
kord.

Toestame, et kui n on paaritu arv, siis sobivat teekonda ei leidu. Vaatleme
suvalist teekonda, milles kdigutiitibid vahelduvad ja mille jooksul nupp ei
viibi {ihelgi ruudul rohkem kui iiks kord. Varvime ruudustikus teise, nel-
janda, kuuenda jne rea ruudud tumedaks (joonis 10), tumedaid ruute on

n? —
siis kokku

ruut, sest selline kdik peab alati kas algama voi 16ppema tumedal ruu-
dul. Et teekond ei 14bi ruute korduvalt ja kahte diagonaalkiiku ei tehta jér-

jest, siis vastavad erinevatele kidikudele erinevad tumedad ruudud. Jareli-
2 _

. Iga diagonaalsuunas tehtud kdiguga seostub iiks tume

kult saab teekond sisaldada tlimalt

2_n

diagonaalkiiku ja jarelikult tili-

+1 mitte-diagonaalkiiku, kokku iilimalt 7 — n+1 kiiku. Juhul

Rl
i
R
EIEsS

malt

LS ST
L= SB35
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n = 3 on see arv vdiksem kui koigi ruutude ldbimiseks vajalik kdikude arv
2
n°—1.

12. klass

1. Eeldame, et n-ruudulise laeva mirkimiseks on paaritu arv voimalusi. Jao-
tame koik laevad klassidesse nii, et samasse klassi kuuluvad parajasti need
laevad, mis on iiksteisest saadavad vertikaalsete ja horisontaalsete peegel-
duste ning nihete abil. Siis peab leiduma klass, milles on paaritu arv laevu.

Valime sellest klassist mingi laeva L. Oletame, et L ei ole siimmeetriline
teda tihedalt timbritseva ristkiiliku vertikaalse voi horisontaalse siimmeet-
riatelje suhtes. Siis mitte {ikski laev sellest klassist ei ole vastava telje suh-
tes slimmeetriline. Seetottu jagunevad koik vaadeldava klassi laevad paari-
deks: laev ise ja tema peegeldus vastavast teljest; siis aga kuuluks vaadel-
davasse klassi paarisarv laevu. Jarelikult peab laev L olema siimmeetriline
nii vertikaal- kui ka horisontaaltelje suhtes.

Laeva L tmbritseva ristkiiliku kiiljepikkus peab nii horisontaalsuunas kui
ka vertikaalsuunas olema paarisarv ruute, sest paaritu laiusega ristkiili-
ku paigutamiseks paarisarvulisele (10-ruudulisele) kiiljepikkusele on paa-
risarv voimalusi; siis kuuluks vaadeldavasse klassi jillegi paarisarv laevu.
Seega jaotavad vertikaalne ja horisontaalne stimmeetritelg laeva L ruu-
dud neljaks ldikumatuks osaks, mis on iiksteisega peegelsiimmeetrilised.
Et igasse ossa kuulub vordne arv ruute, siis jagub laeva ruutude arv 4-ga.

1+Inln2
V2In2

Leiame koigepealt funktsiooni h(x) = 2° — x miinimumkoha. Et selle funkt-
siooni tuletis on A'(x) = 2*In2—1, siis peab kehtima vordus 2*In2-1 =0,
millest

2. Vastus:

1 . Inln2

R — =
" In2 ja X In2 °

See on toesti miinimumkoht, sest %'(x) on kasvav. Funktsiooni & vdirtus

sellel kohal on

hx) = 1 N Inln2 B 1+Inln2
" In2 In2 ~ In2

Siin 1 +Inln2 =In(eln2). Et 2 < e < 4, siis In(eln2) > In(2In2) = Inln4 >
> Inlne = 0. Jérelikult on funktsiooni h vairtus miinimumkohal positiiv-
ne ehk funktsiooni g(x) = 2* graafik asub koikjal funktsiooni f(x) = x
graafikust korgemal. Vaatleme niitid punkte koordinaatidega A(x, f(x)) ja
B(x, g(x)) ning olgu C punkti B projektsioon funktsiooni f graafikule.
Kolmnurk ABC on tdisnurkne ja vérdhaarne, sest ZBAC = 45°. Jarelikult
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|AB| h(x) .
IBC| = — = ——. Seega saavutab kaugus |BC| minimaalse vdadrtuse
V2 V2
parajasti siis, kui /(x) saavutab minimaalse vddrtuse. Otsitav minimaalne
kaugus on niisiis
h(x) 1+Inln2

V2 V22

log, e —log, log, e

V2

Miirkus. Ulesande vastusel on ka teisi kujusid, néiteks

. Vastus: a) vdide kehtib; b) viide ei kehti.

Lahendus 1. a) Votame nendeks n arvuks arvud (n%)!, 2(n?)!, 3(n)), ...,
n(nz)!. Suvalise kahe arvu korrutis jagub arvuga (nz)!(nz)!, tilejadnud arvu-
de summa aga avaldub kujul k(n®)!, kus k on mingi positiivne tdisarv, mis

on kindlasti vdiksem arvust 1+ 2 + ... + n, seega ka arvust n?.

b) Oletame, et mingi n korral sellised n arvu leiduvad, olgu nad jérjestatud
kasvavas jarjekorras: a; < a» < ... < ay. Siis iihelt poolt

al+a+...+ap2<an2+ano2+...+an—2=Mm-2)a,—o,

teiselt poolt aga
ap-1an, =2 n—1a, > (n—-2)a,—».

Seega a) + az + ...+ ay—» < a,—1a,, millest jareldub, et arvude a;, ay, ...,
a,-, summa ei saa jaguda arvude a,-; ja a, korrutisega.

Lahendus 2. a) Valime suvalised paarikaupa erinevad arvud by, by, ..., b,
ning olgu m nendest arvudest moodustatud koéikvoimalike (n — 2)-liik-
meliste summade vidhim iihiskordne. Iga i = 1, 2, ..., n korral votame
a; = mb;. Suvalise kahe arvu ay ja a; korrutis axa; = (mby) - (mby) ja-
gub iilejaznud arvude summaga, sest sellega jagub m?.

b)-osa tdestame nagu esimeses lahenduses.

. Lahendus 1. Toestame, et sama timberringjoone raadiuse puhul on suurim
pindala vordkiilgsel kolmnurgal. Kui kolmnurgal KLM leidub kaks erineva
pikkusega kiilge, nditeks KM ja LM, siis valime kolmnurga KLM tmber-
ringjoonel sellise punkti M’, et |[KM'| = |LM'| (joonis 11). Kolmnurkade
KLM ja KLM' alused on iihised, aga esimese kolmnurga kérgus on viik-
sem, jarelikult on ka esimese kolmnurga pindala teise omast vidiksem. See-
ga ei saa KLM olla suurima pindalaga.

Toestame, et sama siseringjoone raadiuse puhul on vdhim pindala sa-
muti vordkiilgsel kolmnurgal. Kui kolmnurga KLM puhul niiteks kehtib
/KLM > ZKML, siis vaatleme kolmnurka KL'M’, kus punktid L' ja M’
on valitud vastavalt sirgetel KL ja KM nii, et /ZKL'M' = /KM'L’ ja loik
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Q
M/
X
P
K L L
Joonis 11 Joonis 12

L' M’ on siseringjoone puutuja (joonis 12). Olgu X sirgete LM ja L' M’ 16i-
kepunkt. Tombame punktidest L ja M sirgele L' M’ vastavalt ristldigud LP
ja MQ. Siis | XM'| > |XL'|, samuti |MQ| > |LP], sest |XQ| > |XP| ja
tdisnurksed kolmnurgad MQX ja LPX on sarnased. Seega on kolmnurga
MM'X pindala suurem kui kolmnurga LL' X pindala ning jérelikult on ka
kolmnurga KLM pindala suurem kui kolmnurga KL' M’ pindala. Seega ei
saa KLM olla vdhima pindalaga.

Olgu R kolmnurga ABC iimberringjoone raadius. Et kolmnurga A'B'C’
kiiljed on risti vastavalt 16ikudega OA, OB ja OC (joonis 13) ning pooli-
tavad neid, siis on O kolmnurga A'B’C’ siseringjoone keskpunkt ning selle

R
kolmnurga siseringjoone raadius on 7 Vordkiilgne kolmnurk timberring-

R
joone raadiusega R ja vordkiilgne kolmnurk siseringjoone raadiusega 5

on vordse pindalaga S, sest vordkiilgse kolmnurga mediaanide 16ikepunkt
jaotab iga mediaani nii, et tipu poole ja kiilje poole jddva osa pikkused suh-
tuvad nagu 2 : 1. Eelneva pohjal seega Sapc < S < Sapc-

Lahendus 2. Olgu R kolmnurga ABC timberringjoone raadius ning a, § ja
¥ kolmnurga nurgad tippude jarjekorras. Siis Z/BOC = 2a, ZCOA = 28 ja
/AOB = 2y. Seetottu

2

R
Sasc = Spoc + Scoa + Saos = j(sinZa +sin2pf + sin 2y).

Et kolmnurk BOC on vordhaarne, siis on kiilje BC keskristsirge OA’ te-
ma nurgapoolitaja, seetéttu /BOA' = Z/COA' = a. Samamoodi /COB' =
= ZAOB' = B ja ZAOC' = ZBOC' = y. Vaatleme kolmnurka B'OC’. Kiil-

R R
jele B'C’ tommatud kdrgus on > jarelikult |B'C'| = E(tanﬁ + tany) ning
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Joonis 13

R2
selle kolmnurga pindala on Sggcr = 5 (tan B + tany). Analoogiliselt leia-

2 2
R
me Scipa = ?(tany +tana) ja Sayop = ?(tana + tan f8). Seega

RZ
SA’B’C’ = SB’OC’ + SC’OA’ + SA’OC’ = T(tana + tanﬁ + tany).

7
Funktsioon f(x) = tanx — 2sin2x on ldigul [0; E] nogus, sest tema teine

tuletis o
" sin x .
= +8sin2
(%) o x sin2x
on sellel 1oigul mittenegatiivne. Jenseni vorratuse pohjal
a+p+ 2
f@+fP+fy) = 3f($ - 3(tan% — 2sin ?”) -0,

millest tan @ + tan f + tany = 2sin 2a + 2sin 2 + 2 sin 2y. Viimase vorduse
abil saamegi S = Sapc.
Lahendus 3. Kolmnurga ABC pindala on

SaBc = 2R’ sin a sin Bsiny,

1
nagu ndhtub kolmnurga pindala valemist S = 3 absiny, kui avaldada seal

a ja b siinusteoreemist. Kolmnurga A'B'C’ pindala on analoogiliselt eel-
mise lahendusega

R? R?
Sapic = T(tana +tanf +tany) = i tanatan ftany,
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sest kui @ + f+y = 7, siis tana + tan f + tany = tanatan ftany. Seega
kolmnurkade pindalade suhe on

Sasc
———— =8cosacos fcosy.

SA!Brcl
. . T L . s
Funktsioon f(x) = cosx on ldigul [0; E] kumer, mistdttu aritmeetilise ja

geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse ning Jenseni vorratuse abil

3 a7
=8cos” —=1.
3

=

3
SaBC <38 cosa+cosﬁ+cosy) sS(co a+pB+y
SA/Brcr 3

. Et igal konstruktsioonisammul kummaski keeles sona pikkus kahekordis-
tub, siis esinevad kummaski keeles ainult sonad pikkustega kujul 2", need
on parajasti sonad, mis on saadud n sammuga.

Toestame, et tdpselt n konstruktsioonisammuga saadavaid sénu on kum-
maski keeles 2". Toepoolest, 0 sammuga on voimalik kummaski keeles
saada ainult iiks s6na A. Iga k-sammuline sona annab kaks erinevat (k+1)-
sammulist sdna ning kaks erinevat k-sammulist sona annavad ka erinevad
(k + 1)-sammulised sdnad, sest esialgne sona moodustab tuletatud séna
osa. Jdrelikult on k + 1 sammuga saadud sonu parajasti kaks korda roh-
kem kui k sammuga saadud sonu. Ulesande lahendamiseks piisab seega
toestada, et iga ababi keele sona kuulub ululu keelde.

Kui ababi sona on saadud 0 sammuga, siis ta ilmselt kuulub ululu keel-
de. Eeldame, et vdide kehtib koigi ababi keeles k sammuga saadud sonade
korral ja vaatleme mingit k + 1 sammuga saadud sona t. Siis ababi keele
mingi sona s korral ¢ = s&s voi t = s&5. Eelduse pdhjal leidub k-liikmeline
operatsioonide jarjend ululu keele reeglite jargi (igal sammul moodustada
kas sona kujul a® a voi a® a), millega sonast A saab konstrueerida séna s.

e Kui sona t saadakse ababi keeles reegliga t = s @ s, siis rakendame
ululu keeles eelnimetatud operatsioonide jarjendit sonale AA. Lihtne
on n#ha, et pérast iga sammu tekkiv séna on kujul a @ a, kus a on pa-
rajasti sona s konstrueerimisprotsessi vahetulemus pdrast samu ope-
ratsioone, sest ululu keeles on iga operatsiooni moju kahest vordsest
poolest koosneva sdona esimesele ja teisele poolele sama.

e Kui sona t saadakse ababi keeles reegliga t = s& 3, siis rakendame ulu-
lIu keeles seda operatsioonide jarjendit sonale AB. Sellisel juhul saame
pdrast iga sammu sdna kujul a & a, kus a on sdna s konstrueerimis-
protsessi vastav vahetulemus, sest kui sona iiks pool on teise ,peegel-
pilt*, siis pérast ululu keele operatsiooni rakendamist saame jélle sama
omadusega sona.

Seega kummalgi juhul kuulub ¢ ululu keelde.
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Eesti koolinoorte LIII matemaatikaoliimpiaad

1. aprill 2006 L&ppvoor Hindamisskeemid

9. klass

1. (Kaie Kubjas) Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Taislahendus:

o Oige vastus ja tihelepanek, et a'b’ + 1 = da'b’ (vaata lahen-
dust 3):

o Oige vastus ja tihelepanek SUT(a, b) - VUK(a, b) = SUT(a, b) +
+ VUK(a, b):

o Ainult dige vastus:

o Ebatdpsuste eest votsime maha 1 voi 2 punkti olenevalt vea
suurusest.

7p
3p

2p
Ip

2. (Jekaterina Prostakova ja Anton Stalnuhhin) Tilpiliste lahenduste eest

anti punkte jargmiselt.

Taielik lahendus:

Oige lahendus, aga selgitused pole piisavad:

o Oige idee ja dige joonis, aga selgitused puuduvad:
o Oige idee, aga selgitused puuduvad:

(e}

o

3. (Hannes Jukk) Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
Lahendus 1.

o Lahenduses on pohjendamata, miks viitevastase eelduse koha-
selt (leidub ,suurim® arv) suurim arv on suurem kui tilejddnud
arvude aritmeetiline keskmine:

o Taielik lahendus:
Lahendus 2
o Pdhjendatakse erijuhtum (nt n = 2):
o Pohjendab, et mingid kaks arvu on vordsed (nt a; = ap), kuid
jatab sel kohal lahenduse pooleli:
o Tiéielik lahendus:

4. (Jan Willemson) Tiitpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Tiielik lahendus:
o Lahendus, milles on kasutatud t6estamata viidet, et AABC ~

~ AACD, viidet, et AACD on vordhaarne voi midagi sama-
vaarset:

7p
6p
4p
3p

5p
7p

lp

5p
7p

7p

lp



o Niidatud, et ACDE on vordhaarne: 1p
o Leitud AABC nurgad: 0p

5. (Kati Smotrova) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Ndidatud, et ndutud omadustega laevastikus saab olla 16 ruutu: 3p
o Ndidatud, et noutud omadustega laevastikus ei saa olla vihem
kui 16 ruutu: 4p
Sealhulgas:
e nididatud, et iihe ,riba“ jaoks on vaja vihemalt 4 laeva: 1p

Kui dpilane luges iilesandest vilja, et laev peab koosnema vihemalt kahest
ruudust, ja leidis selle jaoks dige néite, sai ta esimeses osa eest 2 p.

10. klass

1. (Mati Abel) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Téielik lahendus: 7p

2. (Aleksei Lissitsin) Lahenduse a)-osa ja b)-osa eest antud punktid summee-
riti.
o o0sas a) ndite toomine: 1p
o osa b) eest anti punkte jargmiselt:

* Tihelepanek, et paaritu arvu x korral arv x> — 1 jagub

neljaga: 1p

e Niidatud ainult, et arvude a, b ja c seas leidub paarisarv: 3p
e Ndidatud ainult, et kolmik, kus koik arvud annavad neljaga
jagamisel jadgi 2, ei sobi, ehk ekvivalentselt, kui ab + 1 on

paaritu ruut, siis iiks arvudest a voi b jagub neljaga: 4p

e Korralik lahendus: 6p

3. (Elts Abel) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summee-
riti.

o Oige joonis: 1p
o Leitud moned diged seosed nurkade vahel, kuid ei selgu, kuidas

siit joutakse eesmargini: 2p
o Joutud tthe sammu kaugusele 16ppeesmaérgist: 2p
o Tdestus viidud lopule: 2p

Kui oli ainult tdestatud tulemus mingil erijuhul (mis taandub vordkiilgse
kolmnurga juhule), anti 2 punkti.



4. (Uve Nummert) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Taielik lahendus: 7p
o Tiielik lahendus, kuid vastuses on lisatud arvud -2, —3, —4,
=5, =7: 6p

n n
o Lahendades 6 vorrandit, vottes [E] vadrtuseks 5 ja ning

2n—1 . 2n-2

2ny .. 2n
[—] vaartuseks —,
3 3

3 ja —3 on saadud odige vastus,

kuid seda ei ole kontrollitud ega nédidatud, et saadud lahendid
rahuldavad vastava vorrandi aluseks olnud tingimusi: 6p

o Muidu 6ige lahendus, kuid negatiivse arvu tdisosa tolgenda-
takse valesti voi on pohjendamata, miks x = 0: 5p

o Piirkond, kust lahendeid otsitakse, on leitud sisuliselt proovi-
mise teel; vastus on dige voi moni lahend puudu: 3p

o Piirkond, kust lahendeid otsitakse, on leitud sisuliselt proovi-
mise teel; vastus on poolik voi sisaldab ka negatiivseid arve: 2p

o On iritatud vorrandit analiilisida, kuid tehtud seda vigaselt;
vastus vale: Ip

Paljud lahendajad olid tdisosa definitsiooni negatiivsete arvude korral tol-
gendanud valesti (lilemise tdisosana), kuigi see definitsioon oli iilesande
tekstis kirjas.

5. (Hdrmel Nestra) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Nditamine, et kirjeldatud omadusega arv ei saa olla suurem kui

25: 3p
Sealhulgas:
e idee nididata, et n > 25 iihest ruudust koosneva laeva pai-
gutamine on voimatu: 1p
o Nditamine, et 25 on kirjeldatud omadusega: 4p
Sealhulgas:
e konstruktsioon 25 iihest ruudust koosneva laevaga: 1p

Rohkem kui pooled joudsid dige vastuseni. Paraku sai ka enamik dige vas-
tuse esitanutest punkte vihe, sest pohjendused olid liiga ebaméairased.

Nditeks ei saanud arvu 25 sobivuse osas punkte pohjenduste eest, mis
rohusid vaid suuremate laevade paigutamise suuremale mugavusele selle
tottu, et neid saab panna kompaktsemalt kui véikseid ja jatavad seetottu
rohkem ruumi vabaks. Niisugune arutlus pole veenev. Nditeks tekib kiisi-
mus, kas vaba ruum ei voi jaotuda ruudustikul nii halvasti, et tema olema-
solust hoolimata pole voimalik vajaliku suurusega laevu paigutada.

Selleks, et ndidata, et n > 25 iihest ruudust koosneva laeva paigutamine on
voimatu, ei piisa ndgemisest, et kui 25 iithest ruudust koosnevat laeva on
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mingil konkreetsel viisil juba paigutatud, siis sinna pole enam iihtki laeva
voimalik lisada. Jadb kiisimus, kas mingi teise paigutuse korral ehk oleks
see siiski voimalik.

Kahjuks terve rida voistlejaid oli teksti tihel voi teisel viisil valesti moistnud.
Uks tisna levinud véirtolgendus oli, et arvati, et kiisitakse suurimat natu-
raalarvu n, mille jaoks leidub selline laevastik, et n iga esituse korral posi-
tiivsete tdisarvude summana sisaldab see laevastik iga liidetava jaoks laeva,
mille suurus on see liidetav. Niimoodi méistnud said vastuseks 7 voi 9.

Mitu voistlejat olid ka eeldanud, et liidetavate arv peab olema tédpselt 2.

11. klass

1. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Leidmine, milliste x vaartuste korral on avaldise sin cos x viar-

tus maksimaalne: 3p
o Leidmine, milliste x vaartuste korral on avaldise cos sin x viir-

tus maksimaalne: 2p
o Lahenduse l6puleviimine: 2p

Mitmel lahendajal oli leitud antud avaldise tiks voi mitu maksimumkohta,
ent polnud pdhjendatud, miks on leitud koik maksimumkohad.

2. (Juhan Aru) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
2
+n+ +n+
m+n+p voi (m+n+p)

o Naidatud, et peab olema tdisarv: 2p
m+p-n 2mp

o Pythagorase teoreemist jareldatud, et m + n = p® jan—m = 1: 2p

o Néidatud, et p—1]2: 2p

o Ndidatud, et p # 2: 1p

Vahel harva sai punkte antud ka méne d4rmiselt huvitava tdhelepaneku
eest.

3. (Martin Pettai) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Mainitud, et iga n = 6 korral F,, > n voi et iga n = 8 korral

F, >2n: 1p
o Toestatud, et iga n = 6 korral F,, > n: 1p
o Toestatud, et iga n = 8 korral F,, > 2n: 1p
o Eeldusel, etiga n = 6 korral F,, > n, ndidatud, et m=6jan =6

korral lahendeid ei leidu: 1p



o Eeldusel, et iga n = 8 korral F,, > 2n, ndidatud, et m < 8 ja

n = 8 korral lahendeid ei leidu: 1p
o Leitud igast simmeetriliste lahendite paarist ((x, y), (, X)) vé-

hemalt iiks lahend: 1p
o Leitud koik lahendid: 1p

4. (Oleg Petsonkin) Tipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Kui ilma toestuseta eeldatud, et kolmurgad ABC ja ADE on

sarnased sarnasusteguriga 2, aga edasine toestus on tdielik: 2p
o Kui ilma tdestuseta eeldatud, et MB | A'C ja MC | A'B, aga

edasine toestus on tdielik: 3p
o Téislahendus: 7p

5. (Konstantin Tretjakov) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Ainsa lahendusena leitud n = 2: Op
o Nadidatud ainult, kuidas on vdimalik ruutu ldbida juhul, kui n
on paaris: 3p
o Taislahendus: 7p
12. klass

1. (Meelis Kull) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
o Laevade kategooriatesse jagamine: 3p
o Toestus, et koigis kategooriates peale iihe on paarisarv laevu: 2p
o Toestus, et kui viimases kategoorias on paaritu arv laevu, siis n
jagub 4-ga: 2p

2. (Mart Abel) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Lahendus 1.
o Funktsiooni h(x) :=2* — x miinimumkoha leidmine: 2p
o Funktsiooni 4 miinimumvéiirtuse hmin leidmine: 2p
o Tédhelepanek (koos pohjendustega), et otsitav suurus on \I/n%n : 2p
o Vastus: 1p
Lahendus 2.
o Téhelepanek (pohjendusega), et punktis Q peab funktsiooni
y = 2% puutuja olema paralleelne sirgega y = x: 2p
o Punkti Q koordinaatide leidmine: 1p
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o Téhelepanek, et PQ on risti sirgega y = x: 1p
o Punkti P koordinaatide leidmine: 1p
o Punktide P ja Q vahelise kauguse leidmine: 2p

3. (Oleg Kosik) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
o osa a): 4p
o osab): 3p
Kui b)-osas esinesid vorratustes pisivead, siis voeti selle osa eest 1 punkt
maha.

4. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Kolmnurga ABC pindala avaldamine R, «a, 8, y kaudu: 2p
o Kolmnurga A'B'C’ pindala avaldamine R, @, 8, y kaudu: 2p
o Saadud avaldiste omavaheline vordlemine: 3p

5. (Reimo Palm) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Leitud ainult moned konkreetsed sonad kummaski keeles viik-
sema sammude arvu korral: Op

o Tehtud mitu kasulikku esialgset jareldust, mis ei puuduta iihe
keele sonade kuulumist teise keelde, niiteks et pikkusega 2" so-

nu on 2" voi kummaski klassis ithepalju: 1p
o Piiitakse tdestada sisalduvust ainult iihes suunas, tdestuse

ideed saab lihtsasti laiendada erijuhult {ildjuhule: 3p
o Téielik lahendus: 7p

Mittepiisavate pohjenduste eest vois 1-2 punkti kaotada.
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