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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia suurim selline naturaalarv, mille iga number peale esimese on eelmi-
sest tihe vorra vdiksem ning mis jagub iga oma numbriga.

2. Kolmnurga ABC tippudest A ja B tommatud mediaanid on omavahel risti.
Tdesta, et kolmnurga kiilg AB on lithem kolmnurga kummastki tilejaanud
kiiljest.

3. Kooli direktor soovib palgata lisaks olemasolevatele dpetajatele teatud ar-
vu uusi opetajaid. Kui ta palkaks lisaks 10 dpetajat, viheneks kooli dpilaste
arv iihe opetaja kohta 5 vorra. Kui aga direktor palkaks 20 uut dpetajat, va-
heneks opilaste arv iihe opetaja kohta 8 vorra. Kui palju opilasi ja kui palju
opetajaid on selles koolis?

4. Joonisel on nididatud 5 tihikruudust koosnev kujund, kree- ]
ka rist. Milline on suurim arv kreeka riste, mida saab tdie-
likult ja ilma omavaheliste kattumisteta paigutada ruudus-
tikule mootmetega 8 x 8, kusjuures risti iga tthikruut katab
ruudustikus parajasti tihe ruudu? L

5. Juhan tahab vihtideta kangkaalu abil raskuse jirjekorda seada viis erineva
kaaluga kuuli. Enne kaalumise alustamist nummerdab ta kuulid arvudega
1 kuni 5 ja koostab kaalumiste nimekirja, mis koosneb kuulide jarjekorra-
numbrite paaridest (st nimekiri on selliste paaride loetelu). Seejirel vord-
leb ta iikshaaval iga nimekirjas oleva numbripaari jaoks vastava kahe kuuli
raskust. Kas Juhan saab koostada kaalumiste nimekirja, kus on vihem kui
10 paari, nii et selle abil saaks kuulide raskuse jarjekorra igal juhul tdielikult
maddrata?



Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Seitsmekohalise naturaalarvu numbrid on paarikaupa erinevad ja see arv
jagub iga oma numbriga.

a) Leia koik voimalused, millised saavad olla need kolm numbrit, mis sel-
les arvus ei sisaldu.

b) Too niide sellisest arvust.

2. Ringjoonele c keskpunktiga O on tdommatud ristuvad raadiused OA ja OB.
Nende raadiustega piiratud sektori sisse joonestatakse ringjoon, mis puu-
tub raadiusi vastavalt punktides C ja D ning ringjoont ¢ punktis Q. Leia
nurga AQC suurus.

3. Toesta, et kolme erineva positiivse paaritu tdisarvu ruutude summa saab
esitada kuue (mitte tingimata erineva) positiivse tdisarvu ruutude summa-
na.

4. Kaks kolmnurka paigutatakse tasandile nii, et nendega kokku kaetud ala
moodustab hulknurga (mitte tingimata kumera). Leia koik voéimalused,
milline saab olla selle hulknurga tippude arv.

5. Raamatu identifikaator koosneb n-liitkmelisest jadast, kus liikmetena voi-
vad esineda ainult numbrid 0, 1, ..., 9, ning 16pus asuvast naturaalarvust
— kontrollkoodist. Viimane leitakse jada pohjal kindla reegli jargi, kusjuu-
res alati, kui jadas muuta iihte suvalist numbrit suuremaks (jéttes tilejaa-
nud samaks), muutub ka vastav kood suuremaks. Milline on vdhim véima-
lik erinevate kontrollkoodide arv, kui koik n-liikmelised numbrijadad on
identifikaatorites kasutusel?



Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik sellised reaalarvud a, mille korral ruutvérrandi x> — ax + a = 0
lahendid on tdisarvud.

2. On antud ruumiline malelaud méo6tmetega 4 x 4 x 4. Ruumiline vanker
saab tthe sammuga liikuda tihikkuubist K suvalisse teise tihikkuupi, mil-
lel on kuubiga K iihine tahk. Ruumiline oda saab iithe sammuga liikuda
ithikkuubist K suvalisse teise tihikkuupi, millel on kuubiga K iihine serv,
kuid pole iihist tahku. Nii vankri kui oda iiks kdik koosneb mingist posi-
tiivsest arvust jdrjestikustest sammudest iihes suunas. Leia kummagi ma-
lendi keskmine voimalike kdikude arv, kui malendi lihtekohaks voib olla
suvaline malelaua tithikkuup.

3. Vordhaarse kolmnurga ABC haara AB otspunkte ldbiv ringjoon ldikab
kolmnurga alust BC punktis P. Sellele ringjoonele punktist B tdmma-
tud puutuja 16ikab kolmnurga ABC {imberringjoont punktis Q. Toesta, et
punkt P asub sirgel AQ parajasti siis, kui sirge AQ on risti kolmnurga alu-
sega BC.

4. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (m, n), mille korral

5. Tasandile on paigutatud teatud arv ringe raadiusega 2. Tdesta, et nende
ringidega kaetud ala kogupindala on arvuliselt vihemalt niisama suur kui
seda ala piiravate kaarte kogupikkus.



Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Antud on iihise pohjaga piistsilinder ja piistkoonus. Silindri see osa, mis
jaab koonuse sisse, on ruumalalt vordne silindri osaga véljaspool koonust.
Leia koonuse korguse suhe silindri korgusesse.

2. Positiivsed reaalarvud x, y ja z on sellised, et arvud x", y" ja z" on iga
naturaalarvu n korral mingi kolmnurga kiiljepikkused. Tdesta, et vihemalt
kaks arvudest x, y ja z on vordsed.

3. Kas leidub selline vordkiilgne kolmnurk

a) tasandil;
b) ruumis,
mille koik tipud on tdisarvuliste koordinaatidega?

4. Olgu a, b ja c niisugused positiivsed tdisarvud, et SUT(a, b, ¢) = 1 ning iga

kahe arvu korrutis jagub kolmanda arvuga.

a) Tdesta, et igaiiks neist arvudest on vordne kahe iilejianud arvu vihima
tihiskordse ja suurima tihisteguri jagatisega.

b) Too niide sellistest iihest suurematest arvudest a, b ja c.
5. Ruudustikus mootmetega n x n margitakse osa ruute ristidega nii, et igas

4 x 4 ruudus margitakse vdhemalt pooled ruudud. Leia vdhim voimalik
margitud ruutude koguarv ruudustikus.



LIV Onumnuaga ScTtoHun no matemaTuke

31 mapTa 2007 r. 3aK0HUTENBHBI TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

Haiiti HauboJbiee HaTypaJibHOE YMCJIO, KOTOPOE JEJIMTCS Ha KaXIylo CBOIO
mdpy, a Kaxgasi ero uudpa Kpome NepBoi Ha eJUHHIYY MEHbIIE ITPE bl ayIIeH.

. Meauanel TpeyronpHuka ABC, poBeJEHHBIE U3 BEPIIUMH A U B, NEpNeHAuKY-

JISIpHBL ApYT Apyry. Jlokasark, UTO CTOPOHA TPEYroyibHUKa AB Kopoue Kakaou
JOpYyTOH €ro CTOPOHBI.

JIMPEKTOp MKOJIBI XOYET B JJOMOJHEHHE K YK€ UMEIOIMNMCS YUHUTEIISIM HaHSITh
Ha paboTy emg HEKOTOPOe KOJMUECTBO yuuTesen. Eciu Obl OH ZOMOJHUTEIb-
HO HaHsa 10 yuuTenei, TO KOJUYECTBO YUECHUKOB MIKOJIbl HA OJHOTO y4HTe-
JIS. yMEHBIIMJIOCH OBl Ha 5. A ecyi OBl AUPEKTOp HaHsUI Ha paboTy 20 HOBBIX
YUHTeseH, KOJIMUECTBO YUCHUKOB Ha OJHOTO YUMTEJIsl YMEHBIIMIIOCHh Obl Ha 8.
CKOJIPKO YUEHHKOB U CKOJIbKO yUHMTEJeH B 3TON mKoe?

Ha pucyHnke u3o0paxéH epeueckuii kpecm — urypa, cocto-
smasi U3 5 eJMHUYHBIX KBajApaToB. UeMy paBHO HauOoJbliee
YUCJIO FPEYECKUX KPECTOB, KOTOPOE MOKHO MOJHOCTBIO U 6e3
nepeceueHrit Mex Iy COOOM BBIJIOKUTb HA KJIETUATOE MOJIe pas-
Mepamu 8 x 8, IpUUEM Kask AbIi € JUHIYHBINA KBaJIpaT rpeuecKo- L
ro KpecTa MOKpPHIBaJ Obl POBHO OJHY KJIETKY IOJIs1?

FOpa xouet npu MOMOIIM PHUAKHBIX BECOB O3 rPy30B YHOPSIIOUNUTH 1O BECY
MSITh MApPOB pa3HOro Beca. [lepes HauaoM B3BENIMBAHUSI OH HyMEPYET IIaphl
yrcjaaMu OT 1 JI0 5 W COCTaBJisSIeT CIMCOK B3BEIIMBAHMI, KOTOPHIM COCTOUT
Y3 Map MOPSIIKOBBIX HOMEPOB IAPOB (T.€. CIIUCOK — 3TO MEPEUKUCIICHUE TaKUX
nap). [Tociie 9Toro oH 1o ouepeu CPaBHUBACT JUIsl KAXI0M [IPUCY TCTBYIOMIEH
B CIIMCKE Mapbl HOMEPOB BeC COOTBETCTBYIOIUX ABYX IapoB. MoxeT i FOpa
COCTaBUTH CIIMCOK B3BENIMBAHUIA, B KOTOpOM MeHee 10 map, Takoi, uTo npu ero
MOMOIIM MOKHO B KQ)XAOM CJIydae MOJIHOCTBIO OMPEAEIUTh MOPSIAOK MApOB MO
Becy?



LIV Onumnuaga ScTtoHun no matemaTuke

31 mapTa 2007 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

Lucpbl ceMU3HAYHOrO HATYPAJIbHOT'O UKCJIA MIOMAPHO PA3JIMYHBL, @ CAMO UUCIIO
JeJIMTCsI Ha Kak 10 CBOIO LUdpy.

a) Haiitu Bce BO3MOKHOCTH, UEMY MOTYT PaBHSITbCSI TPU LUQPBI, KOTOPHIE
9TO UMCIIO HE COJEPIKUT.

6) IIpuBecTu mprUMep TaKOro YMCIa.

. K okpyxnocTu ¢ ¢ nentTpom O NnpoBeeHbl NepreH UKy IsspHble paguycsl OA 1

OB. BHyTpb CeKTOpa, OrPaHUUEHHOT 0 STUMU PAJUyCaAMU, BIIUCBIBAIOT OKPY K-
HOCTb, KOTOpasi KacaeTcsl pajuyCoB COOTBETCTBEHHO B Toukax C u D, a
OKpY>KHOCTHU ¢ B Touke Q. Haiitn Besmuuny yria AQC.

HOKaSaTb, UTO CYMMY KBaJApaTOB TpéX PA3JINMYHBIX MOJIOKUTCIIBHBIX HEUYETHBIX
LEJIbIX YUCEJI MOKHO MPEACTABUTD B BUJIE CYMMbI KBAaApPAaTOB MIECTH (HC 00s1-
3aTCJIbHO paSJ’II/ILIHI)IX) TIOJIOKHUTEJIbHBIX LCJIBIX UHCCII.

JIBa TpeyroJjbHMKa pacroJaraioT Ha MJIOCKOCTU TaK, YTO MOKPBITast UMU BMe-
cTe 001acTb SIBJISIETCSI MHOTOYT'OJIbBHUKOM (He 00s513aTeJIbHO BBIMYKJIbIM). Haii-
TH BCE BO3MOJKHbIC 3HAUCHHST KOJIMYECTBA BEPIIMH 3TOTO MHOTOYTOJIbHHUKA.

HneHTu(rKaTOp KHUTH COCTOUT U3 MOCJIEIOBATEIBHOCTH, B KOTOPYIO BXOJUT
1 WICHOB, KaXIbIM U3 KOTOPBIX MOXKeET ObITh OfjHa U3 ugp 0, 1, ..., 9, a Tak-
K€ HAXOJSIMIErocsi B KOHIE HATYPAJIbHOTO YUCIIA — KOHMPOAbHO20 Koda. T1o-
CJIeTHUM BBIYUCIISICTCS] UCXOJIs1 U3 TIOCJICOBATEIBHOCTH MPU TIOMOIIH OTIpejie-
JIEHHOT'O TIpaBUJIa, MPUYEM BCerjia, KOrja B MOCJEJOBATEIbHOCTH YBEJIMUMBA-
10T KaKyl-TO OJJHY MPOU3BOJIbHYIO U Py (OCTABUB OCTAJIbHbIC IUMPHI MPEIK-
HHMH), YBEJIMUMBACTCS TAKIKE U COOTBETCTBYIONMIMI KOHTPOJIBHBIN Ko, Uemy
PaBHO HaWMEHbIIIee BO3MOKHOE UUCIIO PA3UUHBIX KOHTPOJIBHBIX KOIOB, €CJIU
BCE 71-WJICHHBIE TI0CJIeIOBATEIbHOCTH [U(P 3aAeHCTBOBAHBI B MACHTU(PHUKATO-
pax?



LIV Onumnuaga ScTtoHun no matemaTuke

31 mapTa 2007 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

Haritu Bce Takue HeﬁCTBHTeHbeIe urciia d, Npyu KOTOPbIX KOPHU KBAAPATHOT'O
YpaBHEHUSA xz —ax + a = 0 — ueJsble ynca.

JlaHa mpocTpaHCTBEHHAs MaxMaTHas IocKa pasmepamu 4 x 4 x 4. [Ipoctpan-
CTBEHHAsl JIaJibsi MOKET OJJHUM IIAaroM NepeABUHYTHCS M3 €AMHUYHOro KybOa
K B moboit apyroit efUHWYHBIA KyO, uMmelomuil ¢ kyoom K oOImyio rpab.
[TpocTpaHCTBEHHBII CJIOH MOXKET OJJHUM IIaroM MepeJBUHYTbCS W3 €JIMHUU-
HOro Kyba K B Jm00O¥ Opyroii e JMHIYHBIN KyO, IMeromuii ¢ Kyoom K obmee
pedpo, HO He UMeroIIMET 00mel rpaHu. Xod Kak JafibH, TaK U CJIOHA COCTOUT U3
HEKOTOPOTr'o MOJIOKUTEJIBHOTO UMCIIA TOCIEA0BATE bHBIX IIaroB B OJHOM Ha-
npasyieHuH. HaiiTu cpeHee 4nciio BO3MOKHBIX XOJIOB KakJOH (hUTypbl, €CU
HayaJIbHBIM MECTOM (DUTYypPBI MOXKET ObITh JIIOOOM €JMHUYHBIN KyO MmaxmMaTHOM
JOCKH.

OKpyKHOCTb, MPOXOSIIAst Yepe3 BEPIIMHBI OOKOBOM CTOPOHB AB paBHOOE[-
peHHoro TtpeyronbHuka ABC, mepecekaeT OCHOBaHME TpeyroybHuka BC B
Touke P. KacarenbHas K 9TOW OKpPYKHOCTH, MPOBEJEHHAS U3 TOUKU B, me-
peceKaeT ONMCaHHYI0 OKPYKHOCTb TpeyrojbHuka ABC B Touke Q. Jloka3ats,
4yTO TOUKa P pacrnoJioxeHa Ha npsiMo AQ TOrja v TOJIbKO TOrja, KOrja mpsi-
Mast AQ mepreHguKyJsipHa OCHOBAaHMIO TpeyrosibHuka BC.

Haritu Bce napbl (m, n) NONOKUTEIIbHBIX LEJIbIX YUCECJI, ITPU KOTOPBIX

Ha miockocTu pacmosioxkeHo HEKOTOPOE UKCIIO KpYroB paauyca 2. Jlokasars,
yTo 00Ias MIomagb 00JACTH, MOKPHIBAEMOM STUMH KPyraMH, YMCJIEHHO He
MEHbIIIe CYMMApHOM JJIUHBI YT, O'PAHUUMBAIOIIKX 9Ty 00JIACTb.



LIV Onumnuaga ScTtoHun no matemaTuke

31 mapTa 2007 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro obocHOBaHHOE pelieHHe KaxLOH 3353491 JAET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJIBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

JlaH npsiMOl LMWJIMHAP U MPSIMOM KOHYC ¢ obmuM ocHoBaHHeM. OOBEM Toi
YacTH HUIMHAPA, KOTOPast HAXOAWUTCSI BHYTPU KOHYycCa, paBeH 0O0BEMY 4acTh
OWIMHApPA, OCTaIoIENcst BHEe KOHyca. HaliTh OTHOIEHME BBICOTHI KOHYCa K BbI-
COTe LUJIUHApA.

[TonoxuTensHbIC ,I[eﬁCTBHTeJ'H:HbIC yucia X, y U Z TaKOBBI, UTO YHCJia x", yn
uz" IMpH KaXXA0OM HATYypPaJIbHOM 71 ABJIAIOTCS AJIMHAMH CTOPOH KaKOIr'0-TO TPE-
YroJibHUKa. HOKa3aTb, 4ToO 110 Kpaﬁﬂeﬁ MEpeE 1Ba U3 UMCEJ X, Y U Z PABHBI.

Hanipércs nmu
a) Ha IJIOCKOCTH,
6) B IpPOCTpaHCTBE

paBHOCTOpOHHI/Iﬁ TPEYIOJIbHUK, BCE€ BEPUIMHBI KOTOPOI'0 UMEIOT LEJIOYUCIICH-
HBIC KOOp,]II/IHaTI:I?

[Iycte a, b u ¢ — Takve MOJOXKUTENbHBIE HeJbie urcia, uto HOIl(a, b, ¢) = 1,
a TPOM3BEICHNE JIFOOBIX JIBYX UHCEN IEJIUTCS HA TPEThE.

a) HOKaSaTb, UTO KaXa0€ U3 3THUX YUCEIT ABJISACTCA OTHOIICHHUEM HAWMMCHb-
mero 0611{61"0 KpaTHOIro 1 Ha0OJIbIIEro 0611{61"0 ACJIUTEIS ABYX OCTAJIbHBIX
UHCeCJI.

6) IlpuBecTn mpuMep TakWX umcen a, b U ¢, KakJgoe U3 KOTOPeIX OoJbIe
€JIVHHIIBI.

B xieTuaTom mose pasMe€paMu 711 X 1 4aCTb KJIETOK OTMEUYAIOT KPECTUKAMU
TaK, YTO B KaXJOM KBaaparte 4 x 4 OTMEUEeHa Mo Kpaﬁﬂeﬁ MEpE MOJIOBUHA
KJIeTOK. HaliTu HaumeHblee BO3MOKHOE KOJMUYECTBO OTMEUEHHBIX KJIETOK B
KJIETUATOM IIOJIC.



Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: 432.

Ilmselt ei saa see arv sisaldada numbrit 0. Iga vihemalt kahekohaline nou-
tud omadusega arv sisaldab paarisnumbrit ning peab seega olema paa-
risarv, st tema viimane number peab olema paaris. Seega ei saa selline arv
sisaldada ka numbrit 5, sest siis peaks ta jaguma 5-ga ehk loppema 0-ga
vOi 5-ga. Seega saab otsitav arv olla tilimalt neljakohaline. Ainus kone alla
tulev neljakohaline arv on 9876, mis aga ei jagu 8-ga (tegelikult ka mitte 7-
ga ega 9-ga). Kolmekohalistest arvudest tulevad kone alla 876, mis ei jagu
8-ga (ega ka 7-ga), ning 432, mis sobib.

2. Lahendus 1. Olgu M mediaanide ldikepunkt ning F tipust C tdommatud
mediaani aluspunkt (joonis 1). Punkt F on siis tdisnurkse kolmnurga ABM
hiipotenuusi keskpunkt ehk kolmnurga timberringjoone keskpunkt. See-
tottu |AB| = 2|F M| Et mediaanide 16ikepunkt M jaotab mediaani CF suh-
tes 2 : 1, siis 2|FM| = |CM]|. Jarelikult |AB| = |CM|. Kolmnurgas AMC

C

A F B
Joonis 1

10



suurim nurk on ZAMC, sest see on niirinurk, ning selle nurga vastas asub
kolmnurga pikim kiilg. Seega |AC| > |[MC| ehk AC on pikem kui AB. Ana-
loogiliselt toestame, et BC on pikem kui AB.

Lahendus 2. Olgu D ja E vastavalt kolmnurga tippudest A ja B tommatud
mediaanide aluspunktid. Tdhistame |MD| = x ja IME| = y. Siis |AM| = 2x
ning |BM| = 2y. Pythagorase teoreemist kolmnurgas ABM saame

|ABJ? = 4x° + 4y

. 2 2 2 |AC|
Kolmnurgast AME saame samamoodi |AE|® = 4x° + y“. Et |AE| = —,
siis

|AC|? = 4 - (4x> + y*) = 16x% + 4)°.
Analoogiliselt

IBCP? = 4- (x® + 4y%) = 4x% + 16)°.

Siit ndeme, et |AC|* > |ABJ? ja |IBC|?> > |AB|?, mis tihendab, et kolmnurga
kiiljed AC ja BC on pikemad kui kiilg AB.
. Vastus: 600 opilast ja 30 dpetajat.

Olgu x opilaste arv ja y Opetajate arv koolis. Siis iihe opetaja kohta tuleb

X
— opilast. Kui lisanduks 10 uut dpetajat, siis oleks opilaste arv tihe dpetaja

kohta . Seega saame vorrandi
X b
== +5,
y y+10

millest pérast teguriga y(y + 10) korrutamist xy + 10x = xy + 5y(y + 10)
1
ehk x = 5y(y+ 10).

Kui aga lisanduks 20 uut dpetajat, siis oleks opilaste arv iihe dpetaja kohta
X

ning me saame vorrandi
y+20

x_ X
y  y+20

+ 8.

. 2
Siit xy +20x = xy + 8y(y + 20) ehk x = gy(y + 20).
Jarelikult peab kehtima vordus

1 2
—y(y + 10) = = y(y + 20),
2y(y ) 5y(y )

11
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Joonis 2

millest parast 10-ga korrutamist saame 5y(y + 10) = 4y(y + 20) ning pérast
lilkkmete tihele poole toomist y(5y+50—4y —80) = 0 ehk y(y—30) = 0. Siit

1
¥y = 30, sest y peab olema positiivne. Jarelikult x = 2 -30- (30 + 10) = 600.

Koolis on seega 600 opilast ja 30 dpetajat.

. Vastus: 8.

Lahendus 1. Ruudustiku igal serval paiknevast 8 ruudust saab ristidega kae-
tud olla dlimalt 2 (sest 3 risti korvuti ei mahu). Seega saab servades kaetud
olla iilimalt 4 - 2 = 8 ruutu. Ruute, mis ei asu servadel, on kokku 6 - 6 = 36.
Jarelikult saab ruudustikus kokku kaetud olla 8 + 36 = 44 ruutu. Et rist
koosneb 5 ruudust, siis saab riste olla tilimalt 8. Tapselt 8 risti on vdimalik
ruudustikule paigutada, nagu néitab joonis 2.

Lahendus 2. Téestame, et ruudustiku suvalises 3 x 3 ruudus saavad paikne-
da tilimalt 2 risti keskmised ruudud (joonis 3). Kui iihe risti keskmine ruut
katab 3 x 3 ala keskmise ruudu, siis ei saa enam {iihegi risti keskmine ruut
selle 3 x 3 ala kohal olla. Kui tihe risti keskmine ruut katab 3 x 3 ala {ihe
ddreruudu, mis pole nurgas, siis saab teise risti paigutada kiill kahel viisil,
kuid molemat korraga paigutades tekiks omavaheline kattumine. Kui iihe
risti keskmine ruut katab 3 x 3 ala nurgaruudu, siis saab teise risti paiguta-
da kolmel viisil, kuid tikskdik millised kaks neist samal pohjusel vélistavad
teineteist.

L [ ) [ ]
° °
[ )
T
Joonis 3
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Antud 8 x 8 ruudustikule paigutatud risti keskmine ruut ei saa asuda selle
ala &drel, vaid peab asuma sisemises 6 x 6 alas. Jaotame selle neljaks 3 x 3
alaks. Igatihes neist saab eelpool 6eldut arvesse vottes asuda tilimalt 2 risti
keskmine ruut. Seega kokku saab olla iilimalt 4 x 2 ehk 8 risti. Selles, et
tdpselt 8 risti saab paigutada, veendume nagu lahenduses 1.

. Vastus: ei.
Viie kuuli puhul on vdimalik vorrelda 10 erinevat kuulide paari:

1,2, (1,3), (1,4, (1,5), 2,3), 2,4, 2,5), 3,4, 3,5, 45).

Kui nimekirjast on méni paar puudu, néiteks (1, 2), siis ei ole voimalik eris-
tada kaalujarjestust 1, 2, 3, 4, 5 kaalujdrjestusest 2, 1, 3, 4, 5, sest koik tile-
jaanud kaalumised annavad nende korral sama tulemuse. Jérelikult peavad
sobivas nimekirjas koik 10 paari esindatud olema.

13



Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: a) 0, 4 ja 5; b) sobib nditeks 7639128.

a) Ilmselt ei saa see arv sisaldada numbrit 0. Iga noutud omadusega arv
sisaldab paarisnumbreid ning peab seega olema paarisarv, st tema viimane
number peab olema paaris. Seega ei saa selline arv sisaldada ka numbrit 5,
sest siis peaks ta jaguma 5-ga ehk loppema 0-ga voi 5-ga. Et iilejadnud
8 numbri summa on 40, siis saab see arv jaguda 9-ga (ja seega sisaldada
numbrit 9) vaid juhul, kui kolmandana jdab vélja number 4. Kui see arv aga
9-ga ei jaguks, siis jadks kolmandana vilja number 9 ning arvu numbrite
summa oleks 31, mistottu see arv ei jaguks ka 3-ga — vastuolu.

b) Otsitav arv jagub kindlasti 3-ga ja 9-ga, sest tema numbrite summa on
36. Paigutame arvu I6ppu numbrid 128, siis jagub arv kindlasti 2-ga, 4-ga,
6-ga ja 8-ga. Et arv jaguks 7-ga, paneme numbri 7 esimesele kohale, siis
voib ta vaatluse alt dra jdtta, kahele jargmisele kohale paneme 63, mille
voib ka seejdrel vaatluse alt vélja jitta. Jarele jadb number 9 ja arv 9128,
mis ilmselt jagub 7-ga.

Miirkus. Uldse leidub 105 iilesande tingimustele vastavat arvu.

2. Vastus: 45°.
Lahendus 1. Simmeetria tottu ilmselt ZAQC = ZBQD (joonis 4). Et nurk
AQB on korrapérase kaheksanurga sisenurk, siis

8 —2)-180°
ZAQB = + =135°.

Olgu O' punkte C, D ja Q ldbiva ringjoone keskpunkt. Nelinurgas OCO’'D
on kolm nurka tdisnurgad: nurk COD eelduse pohjal, nurgad OCO’ ja
ODO' aga moodustuvad raadiuse ja puutuja vahel. Seega on ka CO’D tiis-

1
nurk, mistdttu ZCQD = EACO'D =45° ja
]' ]' o o o
ZAQC = E(AAQB— ZCQD) = 5(135 —457) =45".
Lahendus 2. Olgu O' punkte C, D ja Q ldbiva ringjoone keskpunkt ning

A’ ringjoone ¢ punktist A tommatud diameetri teine otspunkt. Vordhaar-
sed kolmnurgad QO'D ja QOA’ on sarnased, sest nende tipunurgad on

14



Joonis 4

vordsed sirgete O'D ja AA' paralleelsuse tttu. See tihendab, et sirge QD
ldbib punkti A’. Jérelikult toetub nurk AQA’ diameetrile ning on seega
tdaisnurk. Siimmeetria tottu ZDQO = Z0QC = ZQCO'. Seega ZOQA =
= 90° - ZDQO = 90° — ZQCO' = ZACQ. Niiiid nieme, et kolmnurgad
QAO ja ACQ on sarnased, sest neil on kaks vastavalt vordset nurka. Seega
/AQC = ZQOA = 45°.

Lahendus 3. Olgu O’ punkte C, D ja Q labiva ringjoone keskpunkt. Ring-
joone c raadius on iihelt poolt |OC|+|CA|, teiselt poolt aga |00'|+|0’Q|. Et
OCO'D on ristkiilik, sest tal on kolm tdisnurka, siis |OC| = |O0'D| = |0'Q|.
Jarelikult |CA|] = |00'| = |DC|. Stimmeetria tottu ka |QC| = |QD|. Teoreem
l6ikajast ja puutujast annab LZACQ = ZCDQ. Seega on kolmnurgad AQC
ja CQD sarnased. Jarelikult ZAQC = ZCQD. Kasutades veelkord teoreemi
1oikajast ja puutujast, saame edasi Z/CQD = ZOCD = 45°, sest OCD on
vordhaarne tdisnurkne kolmnurk.

. Olgu a, b ja c vaadeldavad arvud, iildisust kitsendamata voime eeldada, et
a > b > c. Kehtivad seosed

2

a b b E P oa
2

AAPP P = —F—+—+
2 2 2 2 2

a+b\? (a-b\* (b+c\®? (b-c\®> [a+c\2 (a-c)\2
+ + + + ( ) + ( )
2 2 2 2 2 2
Et a, b ja c on paaritud, siis on koik sulgudes olevad arvud positiivsed tdis-
arvud.

Miirkus. Ulesande tekstis oli viga — puudus sona ,,positiivsete. Kui arvude
seas voib olla ka negatiivseid, siis viide ei kehti, niiteks (-1)%+12+3% = 11
pole esitatav 6 positiivse tdisarvu ruutude summana.
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Joonis 5

4. Vastus: koik tdisarvud 3-st 12-ni, vélja arvatud 11.

Igal saadaval hulknurgal on ilmselt vihemalt 3 tippu. Nditame, et hulknur-
gal ei saa olla rohkem kui 12 tippu. Toepoolest, saadava hulknurga tippu-
deks saavad olla ainult nende kahe kolmnurga tipud ning iihe kolmnurga
kiilgede 16ikepunktid teise kolmnurga kiilgedega. Esimest liiki tippe saab
hulknurgal olla {ilimalt 6, teist liiki tippe samuti tilimalt 6, sest esimese
kolmnurga iga kiilg saab l6igata tilimalt kahte teise kolmnurga kiilge.

Néitame, et 11 tipuga hulknurk ei ole vdoimalik. Tdéepoolest, siis peaksid
neist 11 tipust olema kas 6 kolmnurkade tipud ja 5 kiilgede 16ikepunktid
voi vastupidi. Esiteks, kui hulknurgal on 6 tippu on kolmnurkade tipud, siis
ei tohi kummagi kolmnurga iikski tipp paikneda teise kolmnurga sees. See-
ga 1oikab kummagi kolmnurga iga kiilg kas 0 voi 2 teise kolmnurga kiilge
ning kiilgede 16ikepunkte ei saa olla paaritu arv. Teiseks, kui hulknurgal on
6 tippu, mis on moodustunud esialgsete kolmnurkade kiilgede 16ikepunk-
tidena, siis 16ikab kummagi kolmnurga iga kiilg teise kolmnurga kaht kiilge,
mistottu kummagi kolmnurga iikski tipp ei saa paikneda teise kolmnurga
sees (siis sellest tipust ldhtuvad servad ldikaksid kumbki iilimalt iihte tei-
se kolmnurga kiilge). Jarelikult on ka kolmnurkade kéik 6 tippu vaadeldava
hulknurga tippudeks.

Koik iilejadnud tippude arvud 3-st 12-ni on voimalikud, nagu néitab joonis
5.

5. Vastus: 9n + 1.

Jadale (0,0, ...,0) vastab mingi iiks kontrollkood. Muutes esimest numbrit
jadas sammukaupa suuremaks, saame jadad (1,0,...,0), ..., (9,0,...,0),
millest tekib veel 9 erinevat kontrollkoodi. Muutes niitid viimati saadud
jadas analoogiliselt teist numbrit sammukaupa suuremaks, saame jadad
91,...,0), ..., 9,9,...,0), millest tekib veel 9 kontrollkoodi. Iga numbri
muutmisel saame 9 uut koodi, koos esialgsega peab koode kokku olema
seega vihemalt 97 + 1.
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Toestame, et koode saab olla tdpselt 9n + 1. Loeme jada koodiks jada liik-
mete summa. See rahuldab {ilesande tingimusi, sest alati, kui jada ménda
ithte numbrit suurendatakse, suureneb ka numbrite summa. Kuid numb-
rite summa saab muutuda ainult piirides 0 kuni 97, kuhu kuulub 97 + 1
arvu. Seega on erinevaid koode antud juhul iilimalt 97 + 1. Et neid ei saa
lahenduse esimese osa pohjal ka vihem olla, peab erinevaid koode olema
tdpselt 9n + 1.
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: 0 ja 4.
Lahendus 1. Olgu x ja y vaadeldava ruutvorrandi lahendid. Viete'i valemi-
test x + y = xy = a. Juhul y = 1 saame vastuolulise vorduse 1 + x = x,
muidu aga
x=—2.
y—-1
Siin on tegemist kahe jérjestikuse tdisarvu jagatisega, mis saab olla tdisarv
ainult juhtudel y = 2 ja y = 0. Téepoolest, kui y > 2, siis 2 > % > 1;

Yy

kui aga y < 0, siis 1 >

] > 0. Niid, kui y = 2, siis x = 2, mistottu
a=x+y=4,kuiagay=0,slisx=0jaa=x+y=0.
; . . . atva*-4a

Lahendus 2. Ruutvorrandi lahendivalemist x; 2 = — nieme, et
nullkohtade summa on « ja nullkohtade vahe on V a? — 4a. Kui nullkohad
on tdisarvud, siis on nii nende vahe kui ka summa tiisarvud. Jarelikult on
a tdisarv ja a® — 4a on tdisruut. Siin a® - 4a = (a — 2)2 — 4. See arv ei
saa olla tdisruut, kui (@ — 2)% = 9, sest siis erineks (a — 2)% eelmisest tiis-
ruudust rohkem kui 4 vorra. Et ilmselt ei saa see arv olla tdisruut ka juhul
(a — 2)? < 4, siis ainsa voimalusena jaab jarele (a - 2)%? = 4, millest a = 0
voi a = 4. Kontroll niitab, et kummalgi juhul on x*> — ax + a = 0 lahendid
tdisarvulised.

2. Vastus: vankri puhul 9, oda puhul 10,5.

Vankri puhul on iihes sihis liikumiseks alati 3 erinevat voimalust (joonis 6)
ning koigi kolme sihi peale seega 9 voimalust. Et kdiguvoimaluste arv ei
soltu siin lahtekuubist, siis on ka keskmine kdiguvoimaluste arv 9.

Kui oda asub malelaua ,tsentris“ ehk tihikkuubis, mis ei piirne malelaua
tahuga, siis on tal mingi tahuga paralleelsel tasandil 5 kdiguvoimalust. Et
selliseid tasandeid on 3, siis on odal tsentris asudes 3 x 5 = 15 kdiguvoi-
malust. Tsentrikuupe on ilmselt 8. Kui oda asub iihikkuubis, mis piirneb
malelaua tahuga, aga mitte servaga, siis on tal vastava tahuga paralleelsel
tasandil 5 kdiguvoimalust, tilejadnud kahel tasandil aga 3 kdiguvoimalust,
kokku 5+ 3 +3 = 11. Et kuubil on 6 tahku ja iga tahuga piirneb 4 vaadelda-
vat liiki tihikkuupi, siis on selliseid {ihikkuupe kokku 6 - 4 = 24. Ulejdinud
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k=3 =3 ° °

Joonis 6

juhtudel asub oda koigi kolme tasandi suhtes malelaua &érel, sel juhul on
tal igal tasandil 3 kdiguvoimalust, kokku 3 -3 = 9. Voimalikke ldhtekuupe
on 64 — 8 — 24 = 32. Keskmine kdiguvoimaluste arv on kokkuvottes

8-15+24-11+32-9
64

=10,5.

Midrkus. Malendi kdiguvoimaluste arv iseloomustab teataval mdiral ma-
lendi tugevust. Lahendusest nédhtub, et ,ruumilises“ males vdiks oda olla
vankrist tugevam (,tasandilises“ males on vastupidi). Samas kahandab oda
tugevust asjaoluy, et talle on ikka kdttesaadavad ainult pooled malelaua val-
jad, erinevalt vankrist.

Et 4 x 4 x 4 ruumilisel malelaual on viljade arv sama nagu 8 x 8 tasandili-
sel malelaual, siis saab ruumiliste malendite tugevust vorrelda ka tavaliste
malendite tugevusega. Viimaste puhul on niiteks vankril alati 14 kdiguvoi-
malust ja odal keskmiselt 8,75.

. Lahendus 1. Olgu R sirge AQ ldikepunkt alusega BC (joonis 7). Uhelt
poolt kolmnurga vordhaarsuse tottu ZACR = ZABP, teiselt poolt aga,
kasutades teoreemi puutujast ja loikajast, Z/CAR = ZCBQ = ZPAB. Ja-
relikult on kolmnurgad ACR ja ABP sarnased. Kui AQ L BC, siis AR
on korgus ning ZARC = ZAPB = 90°. Siit P = R, mis tdhendabki,
et P asub sirgel AQ. Kui aga P asub sirgel AQ, siis P = R, mis annab
/CRA = ZCPA = 180° — Z/BPA = 180° — ZCRA ehk ZCRA = 90° ehk
AQ 1 BC.

Lahendus 2. Vaatleme algul juhtu, kus AB on punktidega A, B ja P méaédra-
tud ringjoone diameeter. Siis ZAPB = 90° ja ZQBA = 90°. Viimasest vor-
dusest saame, et AQ on kolmnurga ABC {imberringjoone diameeter. Vord-
haarse kolmnurga tipust tdommatud diameeter on aga risti alusega. Seega
AQ L BC ja P asub sirgel AQ.

Teiselt poolt, kui haara AB otspunkte ldbiva ringjoone keskpunkt nihkub
haarast AB kaugemale pooltasandil, millele jddb punkt C, siis punkt Q
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Joonis 7

nihkub punkti B poole, punkt P aga punkti C poole. Seega P ei saa asu-
da sirgel AQ ega AQ olla kiiljega BC risti. Samuti, kui ringjoone kesk-
punkt nihkub haarast AB kaugemale teisel pooltasandil, siis punkt Q nih-
kub punkti C poole, punkt P aga punkti B poole. Seega ka sel juhul ei saa
P asuda sirgel AQ ega AQ olla BC-ga risti.

. Vastus: (4,1).
Kui m ja n oleksid sama paarsusega, siis oleks vorduse vasak pool paaris.
Jarelikult peavad m ja n olema erineva paarsusega.

» Kui m on paaritu ja n paaris, siis m" annab 4-ga jagades jadgi 1. Jére-
likult peab n”" andma 4-ga jagades jéégi 2. See on voimalik ainult siis,
kui m = 1. Siis aga m” = 1 ning vérduse vasaku poole viirtus oleks
vdiksem kui 3. Seega sel juhul lahendeid ei leidu.

e Kui m on paaris ja n paaritu, siis n™ annab 8-ga jagades jdigi 1. Siis
aga m’' annab 8-ga jagades ji#gi 4. See tdhendab, n < 2 ning et n on
paaritu, siis n = 1, millest m = 4.

. Lahendus 1. Kujundi rajajoon koosneb ringjoonte kaartest. Konstrueerime
iga sellise kaare jaoks ringi sektori, mis toetub sellele kaarele. Vastavalt sek-

l
tori pindala valemile S = %, kus r on ringi raadius ja [ kaare pikkus, saa-

me, et juhul r = 2 vordub sektori pindala arvuliselt sama sektori kaare pik-
kusega.

20



Toestame, et tihelgi kahel sektoril ei ole {ihiseid sisepunkte. Kui kaks sekto-
rit kuuluvad samale ringile, siis on nende ainus iihine punkt ringi kesk-
punkt. Eeldame niitid, et tiks sektor kuulub ringile w; keskpunktiga O
ja teine ringile w, keskpunktiga O». Kui sektoritel leidub {ihine sisepunkt
C, siis tombame 14bi selle ringidele w; ja w, vastavalt raadiused O; A
ja OyB. Ilmselt asuvad A ja B ringidega kaetud ala rajajoonel. Siis B ei
asu ringi w; sisepiirkonnas ja A ei asu ringi w» sisepiirkonnas. Jarelikult
|O1B| = |014| ja |O2A] = |0O2B|. Tombame 16igu AB keskristsirge (joo-
nis 8). Viimased vorratused nditavad, et punkt O; asub keskristsirgest sa-
mal pool nagu punkt A ning punkt O, samal pool nagu punkt B. Jarelikult
ei saa loikudel O; A ja O, B olla iihiseid punkte, vastuolu.

Seega saame, et kogu kujundi rajajoone pikkus vordub sektorite kaarte pik-
kuste summaga, kujundi pindala on aga vihemalt niisama suur kui sekto-
rite kogupindala.

Lahendus 2. Toestame viite matemaatilise induktsiooniga ringide arvu jar-
gi. Uhe ringi korral on nii pindala kui ka imbermoot vordsed arvuga 47.
Uhe ringi lisandumisel tuleb nii kaetud ala pindalale kui piiravate joonte
pikkusele liita 47, kuid lisaks tuleb vastavalt lahutada uue ringi ja senise
kujundi tihisosa pindala ja seda piiravate joonte pikkus. Seega piisab tdes-
tada, et tekkiva iihisosa iga sidusa komponendi pindala on tilimalt niisama
suur kui imbermaoot.

Kui tihisosa sidusa komponendi {imbermé6t on suurem kui 47, siis védide
kehtib, sest komponendi pindala ei saa olla suurem kui 4. Kui aga im-
bermdot on vdiksem kui 47, siis avaldame ta kujul 277, kus r < 2. Ka-
sutades fakti, et sama timbermd6du juures on suurim pindala ringil, néde-
me, et iihisosa pindala ei saa iiletada suurust 772, Tingimuse r < 2 tottu
wr? < 27r, st pindala ei iileta imbermootu.

0
0

Joonis 8
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

1
1. Vastus: 1+ —.
V3

Olgu V ja Vj vastavalt silindri ja koonuse ruumala, h ja H vastavalt si-
lindri ja koonuse korgus ning S nende iihine p6hjapindala. Koonuse tipp
ulatub silindrist véljapoole, sest vastasel korral moodustaks nende kehade

2
tihisosa iilimalt — silindri ruumalast ja silindri tilejadnud osa vdhemalt 3

nagu ndhtub koonuse ja silindri ruumala valemite vordlemisel.

h
Tédhistame lithiduse mottes - x. Silindrist vdljapoole jddv koonuse osa

on antud koonusega sarnane koonus sarnasusteguriga = 1-x, tema

ruumala on jirelikult (1 — x)3Vj. Silindri sisse jiiva koonuse osa ruumala
on siis Vi —(1— x)3Vk =(1-(1-x% Vi = (x®-3x%+3x) V. Ulesande tingi-
1
muste jargi vordub see poolega silindri ruumalast. Et V = Shja Vi = §SH ,
3h

1 3
siis =V = ——V} = —xVj. Seega saame vorrandi
2 2H 2

3
(x® = 3x% + 3%) Vi = Ex Vi

3+43 Et3+\/§
2 2

3
ehk x? —3x + 5 = 0, mille lahendid on x1, = > 1, kuid

h < H tottu x < 1, siis sobib ainult lahend x =

3 ~
. Koonuse korguse

suhe silindri kérgusesse on

2. Eeldame, et arvud x, y ja z on kdik erinevad, tildisust kitsendamata olgu
X < y < z. Siis peab iga n korral kehtima kolmnurgavorratus x" + y" > z*

ehk samavaarselt
x\" z\"
(_) i1 (_) .
y y
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x o x)" z o :
Et — < 1, siis iga n korral [—| < 1. Et — > 1, siis leidub tdisarv N, et iga
y y y

n
n > N korral (E) > 2. Seega kui n > N, siis ei saa vaadeldav kolmnurga-
y

vorratus kehtida, sest vasaku poole védartus on védiksem kui parema poole
vadrtus. Jarelikult peab arvude x, y ja z seas leiduma vordseid.

. Vastus: a) ei; b) jah.

Lahendus 1. a) Oletame, et leidub selline kolmnurk ABC. Siis peavad vek-
torid AB ja AC olema tdisarvuliste koordinaatidega. Olgu AB = (x, y). Kiil-

3
jele AB tommatud korgusvektor on %(y, —X), sest niisugune vektor on

risti vektoriga AB ja tema pikkus on vordne kiiljele AB joonestatud vord-
kiilgse kolmnurga kérgusega. Vektori AC koordinaadid on siis kas
— 1 V3 ) (x+\/?_>y y—\/§x)
X) =

AC=~(x, )+ —(y, -
2(xy) 2(y

)

2 2

— 1 V3 x—V3y y+V3x

AC = — ) - ——— U~ = ’ .
¢ 2 x.7) 2 =0 ( 2 2

Ent kummagi vektori koordinaatides saavad lugejad korraga tdisarvud olla

ainult juhul x = y = 0.

b) Sobib niiteks kolmnurk tippudega A(1,0,0), B(0,1,0) ja C(0,0,1).

Lahendus 2. a) Uldisust kitsendamata eeldame, et iiks kolmnurga tipp on
A(0,0). Voime ka eeldada, et iilejaddnud tippude B ja C ordinaadid on mit-
tenegatiivsed ning need tipud ei asu y-teljel, sest koordinaatide vahetami-
ne ja suuna vastupidiseks muutmine ei muuda koordinaatide tédisarvuli-
sust.

Et koik koordinaadid on tdisarvud, siis on sirgete AB ja AC tdusunurkade
tangensid tdisarvude suhted ehk ratsionaalarvud. Olgu need toéusunurgad
vastavalt 8 ja y, siis y = B + 60°. Tdhistame tan § = k. Summa tangensi
valemi pohjal

tanf+tan60°  k+v3  (k+v3)1*kV3)
1 FtanBtan60° 17 kyv3 1-3k?

tany =
Kuid
(k+v3)(1 + kV3) = k+ k*V3 +V3+3k =4k + (k* + 1)V3.

Et k% + 1 > 0, siis siit nihtub, et tany ja k ei saa olla korraga ratsionaalar-
vud.
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Lahendus 3. Eeldame viitevastaselt, et tasandil leidub vordkiilgne kolm-
nurk, mille tippude koordinaadid on tiisarvulised. Uldisust kitsendamata
eeldame, et selle kolmnurga tipud on A(0,0), B(xy, y1) ja C(x1, ¥1), kus ar-
vud x1, y1, X2 ja y» on iihistegurita (iihisteguri olemasolul voime punkti-
de B ja C koordinaadid sellega 1dbi jagada ning saadud kolmnurk on ik-
ka vordkiilgne ja tema tipud on tédisarvuliste koordinaatidega). Pythagorase
teoreemi kasutades jouame vorduste ahelani

+yi=x5+y5= (- x)*+ 02—y
Siit jareldub kergesti vorduste ahel
X4y = X5+ Y5 =200x2 + y1y2).

Jarelikult on nii punkti B kui ka punkti C koordinaadid sama paarsusega.

e Et x1, y1, X2 ja y» on thistegurita, siis ei saa need arvud koik olla paa-
risarvud.

e Kui x ja y; paarisarvud ning x; ja y» paaritud arvud, siis annab x§+ yf
jagamisel 4-ga jadgi 0, aga xg + y§ jadgi 2, mistdottu need ruutude sum-
mad ei saa olla vordsed.

e Kui x; ja y; on paaritud ning x» ja y» paarisarvud, siis tekib analoogi-
line vastuolu.

e Kui x1, y1, X2, ¥2 on koik paaritud, siis annab arv (x; — x)%+ (y2 — y1)2
jagamisel 4-ga jadgi 0, aga nditeks arv xf + yf jadgi 2, vastuolu.

Jarelikult sellist kolmnurka ei leidu.

Lahendus 4. Samamoodi ning samadel eeldustel nagu lahenduses 3 joua-
me vorduste ahelani

Yy =2+ s =200% + 0y =
kus a on kolmnurga kiiljepikkus. Siit jareldub, et
(X1 + x2)% + ()1 + y2)% =34,

ehk tiisarv (x; + x2)? + (y1 + y2)* jagub 3-ga. Et tdisruudud annavad 3-ga
jagades ainult jagid 0 ja 1, siis jaguvad (x1 +x2)? ja (y1 +y2)? ning seega ka
X1+ X2 ja y1 + ¥ arvuga 3. Niisiis x; + x» =3sja y1 + )2 = 3t, kus sja t on
mingid tiisarvud. Jarelikult 9(s*> + £?) = 3a?, millest jdreldub, et a? jagub
3-ga. Kasutades vordusi xf + yf = xg + y% = 4° ning jillegi tiisruutude
jadke jagaja 3 jdrgi, saame, et arvud x;, y1, X2 ja y» jaguvad koik 3-ga.
See on vastuolus eeldusega, et need arvud on iihistegurita. Jarelikult sellist
kolmnurka ei leidu.
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Lahendus 5. Eeldame viitevastaselt, et tasandil leidub vordkiilgne kolm-
nurk, mille tippude koordinaadid on tdisarvud. Olgu (x1, 1), (x2,)2) ja
(x3, y3) selle kolmnurga tippude koordinaadid, a kiiljepikkus ja S pindala.
Uhelt poolt

X1 X2 X3
28=|n y2 3
1 1 1

on tdisarv. Teiselt poolt on arv a® = (xp — x1)2 + ()2 — y1)2 samuti tdisarv,
mistottu

2
on irratsionaalarv. Joudsime vastuoluni. Jarelikult sellist kolmnurka ei lei-
du.
. Vastus: b) Sobivad niiteks a = 6, b = 10, ¢ = 15.
Lahendus 1. a) Olgu d = SUT(a,b) ning a = a'd ja b = b'd, kusjuures
VUK(a,b)
SUT(a, b)

28

SUT(d, b'") = 1. Siis VUK(a, b) = a'b'd ja a'b' . Toestame, et

ab =c.

Uhelt poolt, et arv ab = a'b’d? jagub arvuga c ja tingimuse SUT(a, b, ¢) = 1
tottu ka SUT(d, ¢) = 1, siis a'b’ jagub arvuga c. Teiselt poolt, vastavalt iiles-
ande tingimustele ca = ca'd jagub arvuga b = b'd ehk ca’ jagub arvuga
b'.Et SUT(d, b)) = 1, siis ¢ jagub arvuga b’. Analoogiliselt niitame, et c ja-
gub arvuga a’. Et d’ ja b’ on {ihistegurita, siis jagub ¢ arvuga a’b’. Kokku-
vottes seega tdesti ¢ = a'b’ ehk iilesande viide kehtib arvu ¢ puhul. Viited
arvude a ja b kohta tdestame analoogiliselt.

b) Olgu x, y ja z erinevad paarikaupa tihistegurita arvud, néiteks erinevad
algarvud. Vottes a = xy, b = yz ja ¢ = xz, rahuldavad arvud a, b ja ¢
iilesande tingimusi. Téepoolest,

VUK(a, b) _ Xyz _ 2
SUT(a,b) vy

Il
o

ning analoogiliselt iilejidnud juhtudel. Konkreetse nidite saamiseks véime
votta x =2, y =3, z =5, mis annab arvud 6, 15 ja 10.

Lahendus 2. a) Vaatleme suvalist arvudes a, b ja c¢ esinevat algtegurit p.
Et SUT(a, b,c) = 1, peab see algtegur iihes arvus puuduma, olgu selleks
arvuks nditeks c. Samal ajal, et ca jagub b-ga ja cb jagub a-ga, peab alg-
tegur p esinema arvudes a ja b samas astmes . Seega on antud kolmes
arvus algteguri p astendajad mingis jarjekorras «, a ja 0. Neist igatiks vor-
dub iilejadnud kahest suurima ja vdhima vahega. Et selline omadus kehtib
iga algteguri korral, siis on iga arv tdepoolest iilejadnud kahe vihima iihis-
kordse ja suurima tihisteguri jagatis.
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XXX XXX XX XXX [ X[X[X] [ X[X[X
XXX XXX XX XX X (X (X X
XXX [ X[X[X] [ X[X[X
XXX XXX XX XXX [ X[X[X] [ X[X[X
XXX XXX XX XX X (X (X X
XXX [ X[X[X] [ X[X[X
XXX XXX XX XXX [ X[X[X] [ X[X[X
XXX XXX XX XX X (X (X X
XXX [ X[X[X] [ X[X[X
n=4q n=4q+1
X X X
XX XXX XX
X X X
XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX X XXX XXX
XXX XXX XXX XX XXX X X X
XX X (X X[ [X] X
X X X
XXX XXX KX XXX XXIXE XXX XXX X XXX XXX X
XXX XXX XXX XXX XX X X X
XX X (X X[ [X] X
X X X
XXX XXX XXX XXX XX XXX XXX X XXX XXX
XXX XXX XXX XXX XX X X X
XX XXX XX
X X X
n=4q+2 n=4q+3
Joonis 9

5. Vastus: 8g%, kui n = 4q voi n = 4q+1; 8g° +4q, kui n = 4q+2; 8q° +8q+1,
kuin=4g+3jag=1;0, kuin=3.
Lahendus. Olgu A(n) tilesandes kiisitud vihim margitud ruutude arv. Koik-
jal jargnevas olgu n = 4q + r, kus 0 < r < 4. Uurime koigepealt A(n) iile-
misi piire.

e Kui r = 0, siis mdrgime kodik ruudud kahe rea kaupa, nagu ndidatud
joonisel 9. Ilmselt saavad tipselt pooled ruudud ehk 842 tiikki mirgi-
tud. Seega A(4g) < 84°.

e Kui r = 1, siis jitame mérkimata koik ruudud esimeses, viiendas, ithek-
sandas jne reas ja veerus, lilejaddnud ruudud moodustavad 3 x 3 riih-
mad, milles mérgime koik ruudud peale keskmise. Et riihmad moodus-
tavad g x g tabeli ja igas rithmas on 8 margitud ruutu, on kokku maér-
gitud 8¢ ruutu. Jarelikult siingi A(4g + 1) < 84°.
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Joonis 10

e Kui r = 2, siis méargime kdik ruudud kahe rea kaupa, jittes nii alu-
misest kui iilemisest ddrest kaks rida tiihjaks. Kahest reast koosnevaid
rithmi on ¢, igas reas on n ehk 4g + 2 ruutu. Kokku on maérgitud
2q(4q + 2) ehk 84 + 4¢ ruutu. Seega A(4q + 2) < 8¢° + 44.

e Kui r = 3 ja g > 0, siis mirgime koik ruudud neljandas, kaheksandas,
kaheteistkiimnendas jne reas ja veerus, iilejidnud ruudud moodusta-
vad 3 x 3 riihmad, millest igaiihes méirgime keskmise ruudu. Keskmisi
ruute on (g+1)? tiikki, mirgitud ridu ja veerge kumbagi g tiikki. Jareli-
kult on mirgitud ruutude arv (g +1)*>+2(4g +3)g — g° ehk 8> +8q +1.
Seega A(4g+3) <8g*+8g+1.Kuir =3ja g =0 ehk n =3, siis ilmselt
A@3) =0.

Néitame niitid, et leitud piirid on iihtlasi alumisteks piirideks.

e Olgu r = 0 vdi r = 1. Siis saab n x n ruudustikus valida ruudu moot-
metega 4¢ x 44 ja jaotada see ¢ ruuduks modtmetega 4 x 4 (joonis 10,
vasakul). Vastavalt iilesande tingimustele peab igas neist ruutudest ole-
ma vihemalt 8 tthikruutu mérgitud. Seega kokku peab olema margitud
vihemalt 8¢ tihikruutu, ehk A(n) = 84°.

e Olgu r = 2 vdi r = 3. Eraldame vasakust alumisest nurgast r x r ruudu
ning jaotame iilejadnud ala g ribaks laiusega 4 iihikut, nagu nédidatud
joonisel 10 paremal. Ribasid on ¢, nummerdame need arvudega 1 ku-
ni g. Igas ribas eraldame kummastki otsast jarjestikused 4 x 4 ruudud,
i-ndas ribas saame neid kokku 2i. Viimased 4 x 4 ruudud léikuvad,
16ikumisel tekib (4 —r) x (4 — r) ruut. Peale selle jadb iga riba nurka iile
iiks r x r ruut. Méargitud ruutude arvu hindamiseks liidame koikides
4 x 4 ruutudes mirgitud ruutude vihima voimaliku arvu, lahutame 16i-
kuvate ruutude iihisosades mirgitud ruutude suurima voimaliku arvu
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ja liidame tilejadvates r x r ruutudes margitud ruutude vihima voima-
liku arvu.

Juhul r =2 on maérgitud ruutude koguarv seega vihemalt

2g +2)q

5 —4q = 8q¢° + 4q.

8-2+4+...+29)-4-q+0-q=8-
Juhul r = 3 arvestame, et igasse 3 x 3 ruutu (sealhulgas ruutu all va-
sakul) kuulub vdahemalt iiks méargitud ruut, mistdttu margitud ruutude
koguarv on vihemalt

8-Q+4+...42q)-1-q+1-(g+1) =8- =8g° +8q +1.

2g +2)q +1
2

Seega A(4q +2) = 8g° + 4q ning A(4q + 3) = 8> +8q + 1.

Medirkus. Eeltoodud niidetest ndhtub, et iga n korral saab ruudud ris-

tidega maérkida nii, et igas 4 x 4 ruudus on margitud tdpselt pooled
ruudud.
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Dmitri Petsonkin) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Madrgatud, et arvus ei saa olla numbrit 0 ehk et arv peab 16ppma

paarisnumbriga: 1p
o Tdestatud, et arvus ei saa olla numbrit 5: 2p
o Neljakohaliste arvude kontroll ja méirkus et rohkem kui neljako-

haline ei saa arv olla: 2p
o Kolmekohaliste arvude kontroll ja dige vastus: 2p

2. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Tédhelepanek, et mediaanide 16ikepunkt jaotab mediaani suhtes

1:2: 2p
o Kiilje AB pikkuse avaldamine ristuvate mediaanide pikkuste

kaudu: 2p
o Kiilgede AC ja BC pikkuste avaldamine mediaanide kaudu ja

veendumine, et AB on toesti lihim kiilg: 3p

3. (Elts Abel) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summee-

riti.
o Voetud kasutusele sobivad tdhistused: 1p
o Koostatud kaks 6iget vorrandit: 2p
o Lisatud selgitused vdrrandite koostamise kohta: 1p
o Lahendatud vorrandid: 2p
o Leitud kiisitud suurused: 1p

4. (Emilia Késper) Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Ainult ndidatud, kuidas 8 kreeka risti ruudustikku paigutada: 3p

o Néidatud 8 risti paigutus ja lisaks tehtud moni kasulik tdhele-
panek (nditeks margitud, et ithes reas saab asuda iilimalt kahe

risti keskpunkt): 4p
o Naiidatud 8 risti paigutus ja tdestatud, et rohkem riste paiguta-

da ei saa, kuid toestuse iiks samm on korralikult pohjendamata: 5p
o Téaislahendus: 7p
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Koigis toodes oli leitud 8 risti paigutus. Mitmes lahenduses viideti, et roh-
kem riste paigutada ei saa, kuna leitud paigutus on ,kompaktne“ voi mui-
du ,parim voimalik“. Sellised t66d said 3 punkti, kuna péhjendus ei ole
matemaatiliselt veenev. Paljud lahendajad olid kiill 6igesti aru saanud, et
alati jadb vabaks vihemalt 20 serva- ja nurgaruutu, kuid see viide oli poh-
jendamata voi oli pohjenduseks toodud {iiks joonis. Sellised t66d said 5
punkti.

. (Peeter Laud) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Leitud, et mingi kahe kuuli vordlemata jatmisel ei dGnnestu méaa-
rata nende omavahelist jarjestust, kui need kaks kuuli juhtuvad

olema {ildises jdrjestuses teineteise naabrid: 4p
o Konstateeritud, et vdhem kui kiimne vordlemise korral peab
mingi kuulipaar 1&bi vordlemata jadma: 2p

o Jareldatud, et iilesandes kirjeldatud viisil vordlemine ei ole voi-
malik: Ip
Kui oli leitud vérdlusviis ainult juhuks, kui vorreldavaid kuule voib valida
vordlemise ajal, siis anti 0 punkti.
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Nikita Salnikov) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o a)-osa: 5p
o b)-osa: 2p

Kui on ainult tdestatud, et 0 ja 5 ei kuulu arvu koosseisu, siis anti 1 punkt.
Kui pole kontrollitud jaguvust 9-ga, siis voeti 2 punkti maha.

2. (Maksim Ivanov) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.
o Pohjendus, et siimmeetria tottu on 16ik OQ nurgapoolitaja: 1p
o Kolmnurga nurgapoolitajad 16ikuvad siseringjoone keskpunk-
tis, seega antud ringjoonte keskpunktid ja punkt Q asuvad iihel

sirgel: 1p
o Ringjoone puutuja antud punktis ja sellest punktist tommatud

raadius on risti: 1p
o Lisakonstruktsiooni péhjal nurkade leidmine: 4p

Kui otsitava nurga suurus oli arvutatud 6igesti, siis anti selle osa eest anti 4
punkti. Kui tiks punktides 1 kuni 3 toodud lausetest oli pohjendamata, siis
voeti selle eest 1 punkt maha.

3. (Kaie Kubjas) Lahendused, kus oli toestus leitud mone erijuhu jaoks, said
2 punkti.

Ulesande tekstis esinev viga (puudus sona ,positiivsete“) lahendamist siis-
ki oluliselt ei mojutanud — ainult iithes t66s oli 6eldud, et kui me vaatame
ka negatiivseid paarituid arve, siis vdide ei kehti. Selle mérkuse eest anti 1
punkt. Ulejddnud téddes koigi paaritute arvude vaatamine lahenduskéiku
ei mojutanud ning paljudes téodes piirdutigi ainult positiivsete paaritute
arvudega.

4. (Uve Nummert) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Pohjendus, miks tippude arv saab olla piires 3-st 12-ni: 1p
o Naited 3 kuni 12 tipu kohta, v.a 11: 4p
o Pohjendus, miks 11 tippu ei ole véimalik: 2p
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Kui 9-st vajalikust néitest oli esitatud 7-8, sai selle osa eest 3 punkti; 5-6
ndite eest 2 punkti ja 34 néite eest 1 punkti.

5. (Konstantin Tretjakov) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Leitud, et identifikaatori numbrite summa on tiks voimalik ree-

gel kontrollkoodi arvutamiseks: 3p
o Selgelt nédidatud, et erinevaid kontrollkoode peab olema véhe-

malt 9n + 1: 3p
o Oige lahenduse selge ja korrektne kirjapanek: 1p
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Eno Tonisson) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Ndidatud, et x + y = xy: 2p
o Juht y =1 eraldi vaadeldud: 1p
o Avaldise x = y 1 kasutamine: 1p
o Pdhjendatud, et y =2 voi y = 0: 2p
o Loppvastuse leidmine: 1p

2. (Hdrmel Nestra) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Vankri analiiiis: 2p
o Oda analiiiis: 5p

3. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Tdestatud iilesande viite tarvilikkuse osa, st et kui P asub sirgel

AQ, siis AQ ja BC on risti: 4p
o Toestatud iilesande viite piisavuse osa, st et kui AQ ja BC on
risti, siis P asub sirgel AQ: 3p

Kui algusest peale on eeldatud, et AB on esimese ringjoone diameeter, siis
anti 0 punkti. Kui algusest peale on eeldatud mdlema vdite, mille sama-
vadrsust on vaja toestada, kehtivust, siis anti 0 punkti.

4. (Aleksei Lissitsin) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o T&dhelepanek, et arvud m ja n peavad olema erineva paarsuse-

ga: 1p
o Uhe paarsuse variandi (nditeks, m on paaris ja n on paaritu)

korralik vaatlemine: 3p
o Vastupidise juhu korralik vaatlemine: 2p
o Oige vastus: 1p

Ideede eest, mida eelmises skeemis pole eraldi vélja toodud, anti punkte
jargmiselt.
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o Jadkide vaatlemine mooduli 4 jargi: 1p
o Jadkide vaatlemine mooduli 8 jargi: 1p
o Nditamine, et m ja n ei jagu arvuga 3: 1p

5. (Mart Abel) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Viide toestatud juhul, kui on tegemist vaid iihe ringiga voi koik

ringid kattuvad: 1p
o Viide toestatud juhul, kui ringidel ei ole iihiseid sisepunkte: 1p
o Viide toestatud 2 16ikuva ringi jaoks: 2p
o Viide toestatud 3 voi enama loikuva ringi jaoks: 3p

Ideede eest, mida eelmises skeemis pole eraldi vélja toodud, anti punkte
jargmiselt.
o Téhelepanek, et etteantud timbermddduga kujunditest suurima
pindalaga on ring: 1p
o Ringi sektori kaare pikkuse ja sektori pindala dige leidmise eest: 1p
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Eesti LIV matemaatikaoliimpiaad

31. marts 2007 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Hannes Jukk) Tuipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Leitud koonuse ja silindri ruumala ning korguste ja raadiuste

vaheline seos: 2p
o Eelmine, kuhu on lisandunud seos ruumalade vahel: 3p
o Joutud vorrandini (nt H? —6Hh+2h? = 0), kus on kaks korgust: 4p
o Korrektne lahendus: 7p

Arvutusviga vdhendas punktide arvu 1 vorra.

2. (Mati Abel) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jairgmiselt.

o Midagi 6iget: 1p
o Idee on 6eldud, kuid ei ole tdestatud voi on toestatud néite abil: 2p
o Idee dige, kuid ei ole tdestatud; lisaks vaadeldud erijuhte: 3p
o Oigesti alustatud tdestust: 4-5p
o Toestuses esineb pisiviga: 6p
o Toestus taielik: 7p
3. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
o a)-osa: 5p

Variant 1 (lahendus mod 4 lisalahenduse jéirgi).
e Valitud otstarbekalt kolmnurga iihe tipu koordinaadid ning
joutud vorduseni, millest saab vahetult teha olulisi jareldu-
si tilejadnud tippude koordinaatide paarsuse kohta: 1p
e Lahenduse l6puleviimine: 4p
Variant 2 (Ziirii lahendused).
e Valitud otstarbekalt kolmnurga iihe tipu koordinaadid ning

joutud vordusteni, millest saab jareldada vastuolu: 4p
e Lahenduse lopuleviimine: 1p
o b)-osa: 2p

Kommentaarid. Ulesandele leidus mitu lisalahendust: valides iihe kolm-
nurga tipu koordinaatide alguspunktiks, saab kiiljepikkuse ruudu avaldisi
sobiva mooduli jargi vaadeldes tuletada vastuolu. Jouti ka lisalahenduseni,
mis kasutab kaht kolmnurga pindala avaldist (iiks tippude koordinaatide,
teine kiiljepikkuse ruudu kaudu): iihest avaldisest ndhtus, et pindala kahe-
kordne on tdisary, teise valemi pohjal aga oli see irratsionaalarv.
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4. (Vladimir Kutsmei) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o a)-osa:
o b)-osa:

5p
2p

Juhul kui a)-osa toestus kehtib eeldusel, et SUT(a, b) = 1, siis anti 2 punkti.

5. (Jan Willemson) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Nédide n = 4q jaoks:
o Nédide n = 4q + 1 jaoks:
o Nédide n = 4q + 2 jaoks:
o Ndide n = 4qg + 3 jaoks:

o Minimaalsuse tdestus juhul n = 4g voi juhul n =4qg + 1:
o Minimaalsuse tdestus juhul n = 4g + 2 v6i juhul n = 4q + 3:
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