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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Linnu A ja B ühendaval raudteel sõidab rong täiskiirusega, välja arvatud
kahel lõigul, mille halva seisukorra tõttu peab rong kiirust vähendama. Kui
ükskõik kumb neist lõikudest remonditaks, suureneks rongi keskmine kii-
rus A ja B vahel kolmandiku võrra. Kui palju suureneks rongi keskmine kii-
rus A ja B vahel, kui remonditaks mõlemad lõigud?

2. Leia kõik võimalused, milline saab olla abc ·(a+b+c), kui bca = (a+b+c)3

ja b 6= 0. (Kirjutis x y z tähistab arvu numbritega x , y , z .)

3. a) Ringjooned c1 ja c2 puutuvad väliselt punktis A , samuti puutuvad vä-
liselt ringjooned c2 ja c3 punktis B ning ringjooned c3 ja c1 punktis C .
Kas alati, kui kolmnurk ABC on võrdkülgne, on ringjooned c1 , c2 , c3

võrdse raadiusega?

b) Ringjooned c1 ja c2 puutuvad väliselt punktis A , samuti puutuvad vä-
liselt ringjooned c2 ja c3 punktis B , ringjooned c3 ja c4 punktis C ning
ringjooned c4 ja c1 punktis D . Kas alati, kui nelinurk ABCD on ruut,
on ringjooned c1 , c2 , c3 , c4 võrdse raadiusega?

4. Kuubi iga tahk on jaotatud n×n ühesuuruseks ruuduks. Kas saab tõmmata
igale sellisele ruudule ühe diagonaali nii, et kõigist tõmmatud diagonaali-
dest moodustub üks kinnine joon, mis ei läbi ühtegi punkti korduvalt?

5. Teatri pöördlava on keskpunktist X lähtuvate kiirte-
ga jaotatud 2n+2 võrdseks sektoriks, kus n on posi-
tiivne täisarv (joonisel n = 3). Sektorid on värvitud
vaheldumisi mustaks ja valgeks. Pöördlavast välja-
poole jääv liikumatu põrandaosa on punktist X läh-
tuvate kiirtega jaotatud 2n nurgamõõdult võrdseks
sektoriks, mis on samuti värvitud vaheldumisi mus-
taks ja valgeks. Tõesta, et sõltumata pöördlava pöör-
deasendist leidub sellel alati vähemalt üks sektor, mis on terves ulatuses
kohakuti liikumatu põrandaosa samavärvilise sektoriga.



Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia kõik reaalarvude kolmikud (a, b, c), mis rahuldavad võrrandisüsteemi















ab − 1 = c

bc − 1 = a

ca − 1 = b.

2. Malelaual suurusega 8×8 asub esimese rea igal ruudul valge lipp ja viimase
rea igal ruudul must lipp. Igal käigul saab liigutada ühte (emba-kumba vär-
vi) lippu suvalise arvu ruutude võrra ühes suunas (vertikaalis, horisontaa-
lis või diagonaalis) tühjale ruudule nii, et ta ei astu oma käigul üle ühestki
teisest lipust. Milline on vähim arv käike, millega saab vahetada valgete ja
mustade lippude asukohad (sama värvi lippude omavaheline järjestus võib
seejuures muutuda)?

3. Ringjooned c1 ja c2 keskpunktidega vastavalt O1 ja O2 lõikuvad punktis
P . Lõik O1O2 ja ringjoon c2 lõikuvad punktis A . Tõesta, et ringjoon, mis
puutub ringjoont c1 punktis P ja lõiku O1O2 punktis A , leidub parajasti
siis, kui ∠O1PO2 = 90◦ .

4. Kas tasandil saab valida 5 erinevat punkti nii, et kõik kolmnurgad tippude-
ga valitud punktides on täisnurksed ning

a) ükski valitud punktide nelik ei asu ühel sirgel;

b) ükski valitud punktide kolmik ei asu ühel sirgel?

5. Tühjale tahvlile kirjutatakse algul arvud 1 ja 2. Edasi valitakse igal käigul
mingid juba tahvlil olevad arvud m ja n (võib olla ka m = n) ning kirjuta-
takse tahvlile juurde arv mn + m + n . Kas lõpliku arvu selliste käikude abil
on võimalik tahvlile kirjutada arv 2008?



Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Milliste mõõtmetega on pindalalt vähim ristkülikukujuline plaat, mida on
võimalik tükeldada kaheks või enamaks ruudukujuliseks osaks, mille külje-
pikkused on täisarvud ja millest väikseim esineb ainult ühes eksemplaris?

2. Leia kõik positiivsete täisarvude paarid (a, b), mille korral

2a − 3b + 1 = 0.

3. Erineva raadiusega ringjooned c1 ja c2 puutuvad väliselt punktis K . Ring-
joonte ühine väline puutuja puutub ringjooni vastavalt punktides A ja C .
Ringjoontele on tõmmatud diameetrid AB ja CD . Sirge BD lõikab ring-
joont c1 teist korda punktis L ning ringjoont c2 punktis M . Tõesta, et
kolmnurgad AK L ja BK M on sarnased.

4. Tõesta, et suvaliste reaalarvude a , b ja c korral kehtib võrratus

a2 + 4b2 + 8c2 Ê 3ab + 4bc + 2ca.

Millal kehtib võrdus?

5. Kas leidub selline kumer kuusnurk ABCDEF , et kolmnurkade ABC , CDE

ja EF A ümberringjooned lõikuvad kuusnurga sees ühes punktis?



Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia avaldise (1+u2)(1+ v2) vähim võimalik väärtus, kui u ja v on sellised
reaalarvud, et u + v = 1.

2. Kumeras nelinurgas ABCD on |AB | = |BC | = |CD|. Nelinurga diagonaa-
lid AC ja BD lõikuvad punktis O . Tõesta, et kolmnurkade AOB ja COD

ümberringjooned puutuvad parajasti siis, kui AC ja BD on risti.

3. Kõik naturaalarvust n väiksemad temaga ühistegurita positiivsed täisarvud
liidetakse kasvavas järjekorras. Mitu korda tekib pärast järjekordse arvu liit-
mist vahesumma, mis jagub n-ga, kui

a) n on paaritu algarv;

b) n on paaritu algarvu ruut?

4. Antud on punkt A , seda mitteläbiv sirge l ja sirgel asuv punkt X . Tõesta,
et kui sirgel l leidub selline punkt Z1 , et kolmnurga AX Z1 kõigi külgede
pikkused on ratsionaalarvud, siis leidub sirgel l veel kaks punkti Z2 ja Z3 ,
mille korral kolmnurkade AX Z2 ja AX Z3 kõigi külgede pikkused on ratsio-
naalarvud.

5. Vertikaalsele seinale on kinnitatud lõplik arv peenikesi sirgeid pulki, mis
üksteist ei puutu. Pulga lahtilaskmisel kukub see seina mööda otse alla,
jäädes kogu aeg paralleelseks oma esialgse asendiga. Tõesta, et leidub pulk,
mis lahtilaskmisel (ülejäänud pulgad jäävad paigale) kukub põrandani, il-
ma et ükski teine pulk tema liikumist takistaks.



LV Олимпиада Эстонии по математике

29 марта 2008 г. Заключительный тур 9 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. По железной дороге, соединяющей города A и B, поезд едет с максималь-

ной скоростью, за исключением двух участков, на которых поезд должен

снижать скорость по причине их плохого состояния. Если отремонтиро-

вать любой один из этих участков, то средняя скорость поезда между го-

родами A и B увеличится на одну треть. На сколько увеличится средняя

скорость поезда между городами A и B, если отремонтировать оба участ-

ка?

2. Найти все возможности, чему может равняться abc · (a + b + c), если

bca = (a + b + c)3 и b 6= 0. (Запись x y z обозначает число с цифрами

x , y , z .)

3. а) Окружности c1 и c2 касаются внешне в точке A , окружности c2 и c3

касаются внешне в точке B , а окружности c3 и c1 касаются внешне в

точке C . Всегда ли, когда треугольник ABC равносторонний, радиу-

сы окружностей c1 , c2 и c3 равны?

б) Окружности c1 и c2 касаются внешне в точке A , окружности c2 и c3

касаются внешне в точке B , окружности c3 и c4 касаются внешне в

точке C , а окружности c4 и c1 касаются внешне в точке D . Всегда ли,

когда четырёхугольник ABCD квадрат, радиусы окружностей c1 , c2 ,

c3 и c4 равны?

4. Каждая грань куба разделена на n × n одинаковых квадратов. Можно ли

провести в каждом таком квадрате по одной диагонали так, что из всех

проведенных диагоналей образуется одна замкнутая линия, ни через одну

точку не проходящая более одного раза?

5. Вращающаяся сцена театра разделена лучами, ис-

ходящими из центра X , на 2n + 2 равных секто-
ра, где n –– положительное целое число (на рисунке
n = 3). Секторы раскрашены поочерёдно в чёрный
и белый цвет. Неподвижный пол, расположенный за

пределами сцены, разделён лучами, исходящими из

центра X , на 2n равных по величине угла сектора,

которые также раскрашены поочерёдно в чёрный и

белый цвет. Доказать, что независимо от угла поворота вращающейся сце-

ны на ней всегда найдётся по крайней мере один сектор, полностью рас-

положенный напротив сектора пола такого же цвета.



LV Олимпиада Эстонии по математике

29 марта 2008 г. Заключительный тур 10 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. Найти все тройки (a, b, c) действительных чисел, удовлетворяющие си-
стеме уравнений















ab − 1 = c

bc − 1 = a

ca − 1 = b.

2. На шахматной доске размерами 8 × 8 на каждой клетке первого ряда на-
ходится белый ферзь, а на каждой клетке последнего ряда находится чёр-

ный ферзь. Одним ходом можно подвинуть одного ферзя (любого цвета)

на любое число клеток в одном направлении (по вертикали, горизонтали

или диагонали) на свободную клетку, если при этом он не перепрыгива-

ет через какого-либо другого ферзя. Каково наименьшее число ходов, за

которое можно поменять местами белые и чёрные ферзи (порядок распо-

ложения ферзей одного цвета может при этом измениться)?

3. Окружности c1 и c2 с центрами соответственно O1 и O2 пересекаются

в точке P . Отрезок O1O2 и окружность c2 пересекаются в точке A . До-

казать, что окружность, касающаяся окружности c1 в точке P и отрезка

O1O2 в точке A , существует тогда и только тогда, когда ∠O1PO2 = 90◦ .

4. Можно ли выбрать на плоскости 5 различных точек так, что все треуголь-

ники с вершинами в выбранных точках прямоугольные, а также

а) никакие четыре выбранные точки не лежат на одной прямой;

б) никакие три выбранные точки не лежат на одной прямой?

5. На пустую доску записывают сначала числа 1 и 2. Затем на каждом ходу
выбирают какие-то уже записанные на доске числа m и n (может быть и

m = n) и записывают на доску дополнительно число mn + m + n . Мож-

но ли при помощи конечного числа таких ходов записать на доске число

2008?



LV Олимпиада Эстонии по математике

29 марта 2008 г. Заключительный тур 11 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. Каковы размеры наименьшей по площади пластины прямоугольной фор-

мы, которуюможно разрезать на две или большее количество частей квад-

ратной формы, длины сторон которых целые числа, а наименьшая из них

представлена только в одном экземпляре?

2. Найти все пары (a, b) положительных целых чисел, при которых

2a − 3b + 1 = 0.

3. Окружности c1 и c2 с разными радиусами касаются друг друга внешне в

точке K . Общая внешняя касательная окружностей касается их соответ-

ственно в точках A и C . В окружностях проведены диаметры AB и CD .

Прямая BD пересекает окружность c1 второй раз в точке L , а окружность

c2 –– в точке M . Доказать, что треугольники AK L и BK M подобны.

4. Доказать, что при любых действительных числах a , b и c выполняется

неравенство

a2 + 4b2 + 8c2 Ê 3ab + 4bc + 2ca.

Когда справедливо равенство?

5. Найдётся ли такой выпуклый шестиугольник ABCDEF , что описанные

окружности треугольников ABC , CDE и EF A пересекаются внутри ше-

стиугольника в одной точке?



LV Олимпиада Эстонии по математике

29 марта 2008 г. Заключительный тур 12 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Пользоваться калькулятором не разрешается.

1. Найти наименьшее возможное значение выражения (1 + u2)(1 + v2), где u

и v –– действительные числа, для которых u + v = 1.

2. В выпуклом четырёхугольнике ABCD выполняется |AB | = |BC | = |CD|.
Диагонали четырёхугольника AC и BD пересекаются в точке O . Дока-

зать, что описанные окружности треугольников AOB и COD касаются

тогда и только тогда, когда AC и BD перпендикулярны.

3. Все положительные целые числа, меньшие натурального числа n и вза-

имно простые с ним, складывают в возрастающем порядке. Сколько раз

после прибавления очередного числа возникнет сумма, делящаяся на n ,

если

а) n –– нечётное простое число;

б) n –– квадрат нечётного простого числа?

4. Дана точка A , не проходящая через неё прямая l и расположенная на пря-

мой точка X . Доказать, что если на прямой l найдётся такая точка Z1 , что

длины всех сторон треугольника AX Z1 –– рациональные числа, то на пря-
мой l найдутся ещё две точки Z2 и Z3 , при которых все длины сторон

треугольников AX Z2 и AX Z3 –– рациональные числа.

5. На вертикальную стену прикреплено конечное число тоненьких прямых

палочек, которые не касаются друг друга. При отпускании палочки она

падает вдоль стены прямо вниз, оставаясь всё время параллельной свое-

му начальному положению. Доказать, что найдётся палочка, которая при

отпускании (все остальные палочки остаются на месте) упадёт на пол, не

встретив по ходу движения препятствий со стороны какой-либо другой

палочки.



Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: 2 korda.

Olgu t aeg, mis kulub rongisõiduks A ja B vahel, kui mõlemad probleemsed
lõigud on remontimata. Kui esimene lõik remonditaks, suureneks keskmi-

ne kiirus
1

3
võrra ehk

4

3
korda ning rongisõiduks kuluks aega

3

4
t . Seega

esimese lõigu remontimine annab ajavõidu
1

4
t . Esimese asemel teise lõi-

gu remontimine annab samuti ajavõidu
1

4
t . Mõlema lõigu remontimine

annab järelikult ajavõidu
1

4
t + 1

4
t = 1

2
t . Rongi keskmine kiirus suureneks

siis 2 korda.

2. Vastus: 2008.

Arv bca on kolmekohaline täiskuup. Sellised on 125 = 53 , 216 = 63 ,
343 = 73 , 512 = 83 ja 729 = 93 . Ainult arvu 512 puhul kehtib võrdus

bca = (a + b + c)3 . Järelikult a = 2, b = 5, c = 1 ning abc · (a + b + c) =
= 251 · (2 + 5 + 1) = 2008.

3. Vastus: a) jah; b) ei.

a) Olgu O1 , O2 , O3 vastavalt ringjoonte c1 , c2 , c3 keskpunktid (joonis 1).
Kolmnurgad O1C A , O2 AB ja O3BC on võrdhaarsed, sest igaühe kaks külge
on ringjoone raadiused. Olgu ∠O1C A = ∠O1 AC = α, ∠O2 AB = ∠O2B A =
= β ja ∠O3BC = ∠O3CB = γ. Eeldame, et kolmnurk ABC on võrdkülgne,
tema nurgad on siis kõik 60◦ . Et ∠O1 AC + ∠C AB + ∠O2 AB = 180◦ , siis
α + 60◦ + β = 180◦ , millest α + β = 120◦ . Analoogiliselt β + γ = 120◦ ja
γ + α = 120◦ . Liites kolm viimast võrdust ja jagades tulemuse pooli 2-ga,
leiame α + β + γ = 180◦ . Lahutades sellest võrdusest ükshaaval eelmised
võrdused, saame α = 60◦ , β = 60◦ , γ = 60◦ . Seega on kolmnurgad O1C A ,
O2 AB , O3BC võrdkülgsed ja kolmnurga ABC võrdkülgsuse tõttu võrdsed.

b) Valime ringjoonte keskpunktid O1(6; 0), O2(0; 3), O3(−6; 0), O4(0;−3)
(joonis 2). Nelinurk O1O2O3O4 on romb ning punktid A(2; 2), B(−2; 2),
C (−2;−2), D(2;−2), mis moodustavad ruudu, asuvad tema külgedel. Joo-
nistame rombi iga tipu kui keskpunkti ümber ringjoone, mis läbib kahte
lähimat ruudu tippu. Need ringjooned puutuvad üksteist väliselt punktides
A , B , C , D , aga ei ole võrdse raadiusega, sest näiteks |O1 A| 6= |O2 A|.
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A

B

C

O1

O2

O3

Joonis 1

AB

C D

O1

O2

O3

O4

Joonis 2

4. Vastus: ei.

Lahendus 1. Väikeste ruutude tippe asub kuubi tippudes 8, servadel veel
12(n − 1) ja tahkude sisepiirkondades 6(n − 1)2 , kokku on neid tippe seega

8 + 12(n − 1) + 6(n − 1)2 = 6n2 + 2. Et kuubi igal tahul on n2 väikest ruutu,

siis läbib otsitav murdjoon 6n2 väikese ruudu diagonaalid ja seega ka 6n2

tippu. Järelikult leidub väikese ruudu tipp, mida murdjoon ei läbi. See tipp
on ühine kas 3 või 4 väikesele ruudule. Nendel ruutudel peavad diagonaa-
lid olema valitud nii, et nad vaadeldavat tippu ei läbi, aga siis moodustavad
nad ümber selle tsükli. Sel juhul läbiks murdjoon mõnda tippu korduvalt,
mis ei ole võimalik.

Lahendus 2. Värvime kõik punktid, mis on vaadeldavate väikeste ruutude
tippudeks, malekorras kahe värviga (st punaseks, kui koordinaatide summa
on paaris, ja siniseks, kui paaritu). Siis iga diagonaali otspunktid on sama
värvi. Seega saab murdjoon läbida ainult ühte värvi tippe. Murdjoon läbib

6n2 tippu. Kuubi tahkudel ja tema sisemuses on (n+1)3 täisarvuliste koor-

dinaatidega punkti, sisemuses sealhulgas (n −1)3 . Seega tahkudel on tippe

kokku (n + 1)3 − (n − 1)3 = 6n2 + 2. Järelikult peavad 6n2 + 2 tipust 6n2

olema ühte värvi. See on võimatu, sest juba kahel naaberruudul on kokku
3 ühte ja 3 teist värvi tippu.

Märkus. Loobudes nõudest, et murdjoon peab läbima iga punkti ülimalt
ühe korra, aga säilitades nõude, et ta peab läbima iga diagonaali täpselt
üks kord, saab kõikidele ruutudele diagonaalid tõmmata parajasti siis, kui
n on paarisarv.

5. Lahendus 1. Vaatleme pöördlava keskpunktist lähtuvaid kiiri, mis jaotavad
pöördlava 2n + 2 sektoriks. Et ülejäänud põrand on jaotatud 2n sektoriks,
siis leidub kaks naaberkiirt, mis kuuluvad samasse põrandasektorisse. Kui
nende kahe kiire vahele jääv pöördlava sektor on põrandasektoriga sama
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värvi, siis on otsitav sektor leitud. Kui aga värvid on erinevad, siis sobib ot-
sitavaks vaadeldava sektoriga lava pöördekeskpunkti suhtes sümmeetriline
sektor. See asub tervenisti esialgse põrandasektoriga sümmeetrilise sekto-
ri koosseisus, kuid vaatesuuna pööramisel 180◦ võrra muutub pöördlava
sektori värv n + 1 korda, põrandasektori värv aga n korda, mistõttu uute
sektorite värvid on samad.

Lahendus 2. Pöörame kõigepealt pöödlava sellisesse asendisse, et tema
mingi sektor A oleks tervenisti kohakuti liikumatu lavaosa mingi sektoriga
A′ . Selline olukord on võimalik, sest pöördlava sektori kesknurk on väik-
sem ülejäänud lava sektori kesknurgast Hakkame nüüd pöördlava pööra-
ma päripäeva. Kui saabub hetk, mil sektor A sektor ei ole enam tervenisti
vastava välimise sektoriga A′ kohakuti, siis on kohakuti sektorit A pöördla-
val talle päripäeva järgnevast sektorist B eraldav joon ja liikumatu lavaosa
sektorit B järgnevast sektorist B ′ eraldav joon. Sel juhul aga on sektor B

tervenisti kohakuti sektoriga B ′ . Seega võime nüüd sektorite A ja A′ rollis
vaadelda neid sektoreid. Jätkame pööramist seni, kuni pöördlava on läbi-
nud täisringi.
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: (0,−1,−1), (−1, 0,−1), (−1,−1, 0),
(1 +

p
5

2
,

1 +
p

5

2
,

1 +
p

5

2

)

ning

(1 −
p

5

2
,

1 −
p

5

2
,

1 −
p

5

2

)

.

Kui üks arvudest a , b , c on 0, siis kahe võrrandi vasaku poole väärtus on
−1, mistõttu kaks ülejäänud arvu on mõlemad −1. Siit saame lahendid
(0,−1,−1), (−1, 0,−1) ja (−1,−1, 0). Kui üks arvudest a , b , c on −1, siis
vaatleme võrrandit, mille parem pool on see arv. Näeme, et ülejäänud ka-
he arvu korrutis on 0, seega üks neist arvudest on 0. See juht on aga juba
vaadeldud.

Eeldame nüüd, et ükski arvudest ei ole −1. Lahutades esimesest võrran-
dist teise, saame b(a − c) = c − a ehk (b + 1)(a − c) = 0. Et eelduse kohaselt
b 6= −1, siis peab olema a = c . Lahutades teisest võrrandist kolmanda, saa-
me analoogiliselt a = b . Seega on kõik arvud võrdsed ja süsteemi võrrandid

taanduvad üheks võrrandiks a2 − 1 = a , mille lahendid on a =
1 +

p
5

2
ja

a =
1 −

p
5

2
.

2. Vastus: 23.

Näitame esmalt, et vähemalt 23 käiku on vaja teha. Tõepoolest, iga lipp
peab tegema vähemalt ühe käigu (kokku 16 käiku). Lisaks peab neljast nur-
galipust vähemalt üks tegema 1 lisakäigu, sest igaüks neist saab ühe käigu-
ga liikuda ainult mõne teise nurgalipu kohale, ent selleks tuleb esmalt vä-
hemalt üks neist kohtadest vabastada. Ülejäänud 6 lippude paarist igaühes
peab samuti vähemalt üks lippudest tegema 1 lisakäigu, sest ühe käiguga
saab kumbki neist liikuda ainult oma paarilise kohale, ent selleks tuleb es-
malt vähemalt üks neist kohtadest vabastada. Niisiis läheb kokku vaja vä-
hemalt 16 + 1 + 6 = 23 käiku.

Näitame nüüd, et 23 käiguga saab lippude kohad vahetada. Tähistame
nüüd malelaua ruudud nii, et valged lipud on algselt ruutudel a1 kuni h1
ja mustad lipud ruutudel a8 kuni h8.

a) Vahetame 5 käiguga nurgalippude kohad: a1–a2, h8–a1, h1–h8, a8–h1,
a2–a8.
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A

P

O1 O2

O

Joonis 3

b) Vahetame 6 käiguga liinidel b ja c asuvate lippude kohad: b1–f5, c1–f4,
b8–b1, c8–c1, f4–b8, f5–c8.

c) Vahetame 6 käiguga liinidel d ja e asuvate lippude kohad: d1–h5, e1–a5,
d8–d1, e8–e1, h5–e8, a5–d8.

d) Vahetame 6 käiguga liinidel f ja g asuvate lippude kohad: f1–c4, g1–c5,
f8–f1, g8–g1, c4–g8, c5–f8.

3. Eeldame, et leidub ringjoon, mis puutub ringjoont c1 punktis P ja lõiku
O1O2 punktis A (joonis 3). Olgu O selle ringjoone keskpunkt. Siis ring-
joonte keskpunkte ühendav sirge O1O läbib punkti P . Vaatleme kolmnurki
OPO2 ja O AO2 . Ilmselt |OP | = |O A| ja |O2P | = |O2 A| kui vastavate ring-
joonte raadiused, külg OO2 on aga ühine. Järelikult on need kolmnurgad
võrdsed. Et ∠O AO1 = 90◦ , siis ka ∠OPO2 = 90◦ .

Eeldame nüüd, et ∠O1PO2 = 90◦ . Siis sirge O2P puutub ringjoont c1

punktis P , sest ta on risti ringjoone c1 raadiusega O1P . Et |O2P | = |O2 A|,
siis sirgele O2P punktist P tõmmatud ristsirge ja sirgele O2 A punktist A

tõmmatud ristsirge lõikuvad punktis O , mille korral |OP | = |O A|. Ringjoon
keskpunktiga O ja raadiusega |OP | puutub siis nii ringjoont c1 punktis P

kui ka lõiku O1O2 punktis A .

4. Vastus: a) jah; b) ei.

Lahendus 1. a) Sobivateks punktideks on näiteks ruudu tipud ja selle dia-
gonaalide lõikepunkt.

b) Olgu tasandil valitud mingi hulk punkte nii, et kõik kolmnurgad tippu-
dega valitud punktides on täisnurksed ja ükski valitud punktide kolmik ei
asu ühel sirgel. Fikseerime mingid kaks valitud punkti A ja B , ülejäänud
valitud punktid peavad siis asuma kas ringjoonel diameetriga AB või lõigu-
le AB selle otspunktidest tõmmatud ristsirgetel (joonis 4). Ringjoonel dia-
meetriga AB saab paikneda kokku ülimalt neli valitud punkti (koos punk-
tidega A ja B ), sest mis tahes kolme sellise punkti korral peavad kaks neist
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A B

C D

D ′

Joonis 4

olema selle ringjoone mingi ühe diameetri otspunktid. Kummalgi mainitud
sirgel saab aga paikneda lisaks punktile A või B veel ainult üks punkt.

Eeldame, et leiduvad ülesande tingimustele vastavad punktid C ja D nii,
et C paikneb ringjoonel diameetriga AB ja D lõigule AB selle otspunktist
– olgu selleks näiteks B – tõmmatud ristsirgel. Kui punktid C ja D paikne-
vad sirgest AB samal pool, siis ∠ACD > ∠ACB = 90◦ , st kolmnurk ACD

ei ole täisnurkne. Kui punktid C ja D paiknevad sirgest AB erineval pool,
siis ∠DBC > ∠DB A = 90◦ , st kolmnurk DBC ei saa olla täisnurkne. Järeli-
kult saavad ülejäänud punktid peale A ja B paikneda kas ainult ringjoonel
diameetriga AB või ainult lõigu AB otspunktidest tõmmatud ristsirgetel.
Kummalgi juhul saab punkte kokku olla ülimalt 4.

Lahendus 2. a) Sobivad punktid konstrueerime samamoodi nagu lahen-
duses 1.

b) Oletame väitevastaselt, et 5 punkti saab nõutud viisil valida. Et iga punk-
tikolmik annab täisnurkse kolmnurga, siis leidub 10 täisnurkset kolmnur-
ka, mille tipud asuvad antud punktides. Seega leidub antud 5 punkti hul-
gas selline, mille juures asub vähemalt kahe kolmnurga täisnurk. Olgu see
punkt O ning A ja B ühe vastava kolmnurga ülejäänud tipud.

Vaatleme teist kolmnurka OX Y , mille täisnurk asub tipus O . Kui X või
Y asuks sirgel O A , siis peaks ta punktiga A kokku langema, muidu oleks
kolm punkti ühel sirgel. Siis teine punktidest X ja Y asuks sirgel OB , st
ikkagi oleks kolm punkti ühel sirgel. Analoogiliselt ei saa X ega Y asuda
ka sirgel OB . Nüüd kui mõni antud punktidest asuks punktiga B võrreldes
teisel pool sirget O A , siis määraks ta koos punktidega O ja B nürinurkse
kolmnurga. Analoogiliselt ei saa ükski antud punkt asuda punktiga A võr-
reldes teisel pool sirget OB . Seega peavad punktid X ja Y asuma nurga
AOB sees, kuid siis pole XOY täisnurk.
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5. Vastus: ei.

Lahendus 1. Võtame arvude kirjutamiseks tahvli kõrval abiks ka paberi ning
kirjutame sinna esialgu arvud 2 ja 3. Iga kord, kui valime tahvlil min-
gid arvud m ja n ning kirjutame tahvlile juurde arvu mn + m + n , va-
lime paberil arvud m + 1 ja n + 1 ning kirjutame seejärel paberile arvu
(m + 1)(n + 1) = mn + m + n + 1. Nii on kõik paberil olevad arvud ühe võr-
ra suuremad vastavatest tahvlil olevatest arvudest. Paberile saavad tekkida
ainult arvud kujul 2a 3b ning tahvlile seega ainult arvud kujul 2a 3b − 1. Arv
2008 aga ei esitu sellisel kujul, sest arv 2009 ei jagu 2-ga ega 3-ga.

Lahendus 2. Arv 2008 annab 7-ga jagamisel jäägi 6. Selleks, et niisuguse
omadusega arv tahvlile tekiks, peavad seal enne olema sellised m ja n , et
arv mn + m + n + 1 ehk arv (m + 1)(n + 1) jagub 7-ga. Et 7 on algarv, peab
selleks kas m+1 või n+1 jaguma 7-ga. Selleks aga peab m või n andma 7-
ga jagamisel jäägi 6. Et aga algselt tahvlil ühtegi niisuguse omadusega arvu
ei ole, siis ei saa seda ka kunagi tekkida.

Lahendus 3. Kui mingil käigul valitakse arvud m ja n , millest vähemalt üks
on paaritu, siis on ka uus arv mn + m + n kindlasti paaritu. Seega niisugu-
sed käigud ei osale paarisarvude tekkes. Järelikult kui arv 2008 on võimalik
saavutada, siis saab seda teha käikudega, kus alati valitakse paarisarvulised
m ja n .

Näitame, et kõik selliste käikudega tekkivad arvud on kujul 3k −1, kus k on
positiivne täisarv. Tõepoolest, ainus algselt tahvlil olev paarisarv 2 esitub

kujul 31 − 1 ning kui käigul valitakse arvud 3k − 1 ja 3l − 1, tekib uus arv

(3k −1)(3l −1)+3k −1+3l −1 ehk 3k+l −1. Et 2008 sellisel kujul ei avaldu,
pole teda võimalik saavutada.
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: 5 × 7.

Vähim ruut ei saa asuda ristküliku küljel, sest siis asuks tema kõrval kum-
malgi pool suurem ruut ning nende vahele jääva ala saab katta ainult teise
vähima ruuduga. Analoogiliselt ei saa vähim ruut asuda nurgas. Edasi, vä-
hima ruudu ja ristküliku külje vahele peab jääma vähemalt ühe võrra roh-
kem ruute kui on vähima ruudu küljepikkus, sest muidu saaks sinna paigu-
tada ainult teise vähima ruudu, kui üldse midagi. Seega on ristküliku kum-
magi külje pikkus vähemalt 1+2+2 = 5. Kui ristküliku lühema külje pikkus
on 5, siis peab selle külje ääres asuma ruut küljepikkusega vähemalt 3. See
aga tähendab, et vähima ruudu ja selle külje vahele peab jääma vähemalt
3 ruutu. Analoogiline on olukord vastasküljega. Järelikult on ristküliku pi-
kema külje pikkus sel juhul vähemalt 1 + 3 + 3 = 7. Ristküliku mõõtmetega
5 × 7 saab katta nõutaval viisil, nagu näidatud joonisel 5, selle ristküliku
pindala on 35. Kui ristküliku lühema külje pikkus oleks 6 või rohkem, siis
oleks ristküliku pindala vähemalt 6 ·6 = 36 ja ta ei oleks vähima pindalaga.

2. Vastus: (1, 1) ja (3, 2).

Eeldame, et b on paaritu. Et arvu 3 mis tahes paarituarvuline aste annab
4-ga jagamisel jäägi 3, siis peab 2a andma 4-ga jagamisel jäägi 2, st a = 1.

Võrdusest 2 − 3b + 1 = 0 ehk 3 = 3b leiame b = 1.

Eeldame nüüd, et b on paaris. Kirjutame seose kujul 3b−1 = 2a , tegurdame
vasaku poole ja saame

(3
b
2 − 1)(3

b
2 + 1) = 2a .

Joonis 5
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A

B

C

D

K

L

M

O1 O2

Joonis 6

A

B

C

D

K

L

M

O1 O2

Joonis 7

Et vasaku poole tegurite vahe on 2 ja nad mõlemad peavad olema 2 ast-

med, siis ainsa võimalusena 3
b
2 − 1 = 2 ja 3

b
2 + 1 = 4. Siit b = 2 ja a = 3.

3. Olgu O1 ja O2 vastavalt ringjoonte c1 ja c2 keskpunktid (joonised 6 ja 7).
Võrdhaarsed kolmnurgad BO1K ja CO2K on sarnased, sest nende haarad
on vastavalt paralleelsed: AB ∥ CD ja punkt K asub lõigul O1O2 . Järeli-
kult on ka nende kolmnurkade alused paralleelsed ehk punkt K asub sirgel
BC . Nüüd ühelt poolt ∠K AL = ∠K B M , teiselt poolt ∠ALK = ∠ABK =
= ∠KCD = ∠K MB . Seega on kolmnurkadel AK L ja BK M kaks paari võrd-
seid nurki ning need kolmnurgad on sarnased.

4. Vastus: võrdus kehtib parajasti siis, kui a = 2b = 4c .

Lahendus 1. Viime liikmed vasakule poole ja teisendame:

a2 + 4b2 + 8c2 − 3ab − 4bc − 2ca =

=
(

3

4
a2 − 3ab + 3b2

)

+
(

b2 − 4bc + 4c2)

+
(

4c2 − 2ca + 1

4
a2

)

=

=
(
p

3

2
a −

p
3b

)2

+ (b − 2c)2 +
(

2c − 1

2
a

)2

Ê 0.

Võrdus kehtib parajasti siis, kui kehtivad võrdused

p
3

2
a =

p
3b , b = 2c ,

2c =
1

2
a ehk a = 2b = 4c .

Lahendus 2. Viime liikmed vasakule poole ja teisendame:

a2 + 4b2 + 8c2 − 3ab − 4bc − 2ca =

=
(

a2 + 9

4
b2 + c2 − 3ab + 3bc − 2ca

)

+
(

7

4
b2 − 7bc + 7c2

)

=
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=
(

a − 3

2
b − c

)2

+
(
p

7

2
b −

p
7c

)2

Ê 0.

Võrdus kehtib siin parajasti siis, kui kehtivad võrdused a = 3

2
b + c ja

p
7c =

p
7

2
b , mis on samaväärsed võrdustega a = 2b = 4c .

Lahendus 3. Kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist võr-
ratust:

1,5a2 + 6b2

2
+ 0,5a2 + 8c2

2
+ 2b2 + 8c2

2
Ê

Ê
√

9a2b2 +
√

4a2c2 +
√

16b2c2 Ê
Ê 3|a||b| + 2|a||c| + 4|b||c| Ê 3ab + 4bc + 2ca.

Võrdus kehtib parajasti sel juhul, kui kehtivad võrdused 1,5a2 = 6b2 ,

0,5a2 = 8c2 , 2b2 = 8c2 ning a , b ja c on samamärgilised. Teiste sõnadega,
a = 2b = 4c .

Lahendus 4. Vaatleme ruutvõrrandit a2 − (3b + 2c)a + (4b2 + 8c2 − 4bc) = 0
muutuja a suhtes. Selle ruutvõrrandi diskriminant on

D = (3b + 2c)2 − 4(4b2 + 8c2 − 4bc) =
= −7b2 + 28bc − 28c2 = −7(b − 2c)2

Näeme, et diskriminant saab mis tahes b ja c korral omandada ainult mit-
tepositiivseid väärtusi. Et vastava ruutvõrrandi pealiikme kordaja on posi-

tiivne, siis suvalise reaalarvude korral a2−(3b+2c)a+(4b2 +8c2 −4bc) Ê 0,

A

B

C

D

E

F

O

Joonis 8
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mis on samaväärne ülesande võrratusega. Koostades analoogsed ruutvõr-

randid b ja c suhtes, siis saame vastavalt diskriminandid D = −7(2a −4b)2

ja D = −7(a − 4c)2 . Seega võrdus kehtib parajasti siis, kui b = 2c , 2a = 4b ,
a = 4c ehk a = 2b = 4c .

5. Vastus: ei.

Eeldame, et selline kumer kuusnurk leidub, olgu O ümberringjoonte ühi-
ne lõikepunkt (joonis 8). Siis nelinurgad ABCO , CDEO ja EF AO on kõik
kõõlnelinurgad, järelikult ∠B AO + ∠BCO = 180◦ , ∠DCO + ∠DEO = 180◦

ja ∠F EO + ∠F AO = 180◦ . Liites need kolm võrdust kokku, saame

∠BCD +∠DEF +∠F AB = 3 · 180◦.

Teiselt poolt, et kumeras kuusnurgas on kõik sisenurgad väiksemad kui
180◦ , peab viimase kolme nurga summa olema väiksem kui 3 ·180◦ . Vastu-
olu, järelikult niisugust kuusnurka ei leidu.
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus:
25

16
.

Lahendus 1. Esitame arvud u ja v kujul u = 1

2
+ x ja v = 1

2
− x . Siis

(1 + u2)(1 + v2) =
(

1 +
(1

2
+ x

)2
) (

1 +
(1

2
− x

)2
)

=
(

1 + 1

4
+ x2 + x

)

·

·
(

1 + 1

4
+ x2 − x

)

=
(5

4
+ x2

)2
− x2 = 25

16
+ 5

2
x2 + x4 − x2 = 25

16
+ 3

2
x2 + x4.

Et
3

2
x2 ja x4 on mittenegatiivsed, siis realiseerub avaldise vähim väärtus

juhul x = 0. Sel juhul (1 + u2)(1 + v2) = 25

16
.

Lahendus 2. Et u + v = 1, siis

(1 + u2)(1 + v2) = 1 + u2 + v2 + u2v2 =
= 1 + (u + v)2 − 2uv + u2v2 = 2 − 2(uv) + (uv)2.

Võtame s = uv . On teada, et kahe muutuva, kuid konstantse summaga
suuruse korrutis on suurim, kui need suurused on võrdsed. Järelikult suu-

ruse s suurim võimalik väärtus on
(1

2

)2
ehk

1

4
, seega s kuulub piirkonda

(

−∞;
1

4

]

. Uuritav väärtus on 2 − 2s + s2 = (s − 1)2 + 1. Viimane avaldis on

kogu nimetatud piirkonnas kahanev ja omandab seega juhul s = 1

4
vähima

väärtuse
(1

4
− 1

)2
+ 1 = 25

16
.

Lahendus 3. Et u + v = 1, siis

(1 + u2)(1 + v2) = (1 + u2)(1 + (1 − u)2) =
= (1 + u2)(2 − 2u + u2) = 2 − 2u + 3u2 − 2u3 + u4.

Funktsiooni g (u) = 2 − 2u + 3u2 − 2u3 + u4 tuletis on

g ′(u) = −2+ 6u − 6u2 + 4u3 = 2(2u3 − 3u2 + 3u − 1) = 2(2u − 1)(u2 −u + 1).
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Et ruutkolmliikmel u2 − u + 1 puuduvad reaalarvulised nullkohad, siis tu-

letise ainuke nullkoht on u = 1

2
. Funktsioon g saavutab sel kohal tõesti

minimaalse väärtuse, sest g pealiikme kordaja on positiivne. Seega otsitav

vähim väärtus on g
(1

2

)

=
(

1 +
(1

2

)2
)2

=
25

16
.

Lahendus 4. Võime eeldada, et u ja v kuuluvad lõigule [0; 1], sest kui u > 1

või v > 1 (ehk v < 0 või u < 0), siis (1 + u2)(1 + v2) > 2, aga näiteks
juhul u = 1, v = 0 on vaadeldava avaldise väärtus 2. Uurime funktsiooni

l(x) = ln(1 + x2):

l ′(x) =
2x

1 + x2
, l ′′(x) =

2(1 + x2) − 2x · 2x

(1 + x2)2
=

2(1 − x2)

(1 + x2)2
.

Kui x ∈ [0; 1], siis 1 − x2 Ê 0, seega funktsioon l(x) on kumer. Järelikult
Jenseni võrratusest

l(u) + l(v)

2
Ê l

(u + v

2

)

= l
(1

2

)

= ln

(

1 +
(1

2

)2
)

= ln
5

4
,

millest

l(u) + l(v) Ê 2 ln
5

4
= ln

(5

4

)2
= ln

25

16
,

kusjuures võrdus kehtib parajasti juhul u = v = 1

2
. Nüüd saame

(1 + u2)(1 + v2) = e l (u)e l (v) = e l (u)+l (v) Ê e ln 25
16 = 25

16
,

kusjuures võrdus kehtib parajasti juhul u = v = 1

2
.

Lahendus 5. Vaatleme kolmnurka ABC , mille külg BC ja kõrgus AH (joo-
nis 9) on pikkusega 1 ning aluspunkt H jaotab külje BC osadeks pikkuste-
ga u ja v (analoogiliselt lahendusega 4 võime eeldada, et u ja v on mitte-

negatiivsed). Siis u+v = 1 ning (1+u2)(1+v2) = |AB |2|AC |2 = 1

sin2
∠B AC

,

sest pindala valemitest
1

2
·|AB |·|AC |·sin ∠B AC =

1

2
·|BC |·|AH | =

1

2
. Ent sel-

leks, et sin ∠B AC oleks suurim, peab kõrguse aluspunkt H poolitama lõigu
BC : kui c on kolmnurga ABC ümberringjoon niisugusel juhul, siis punk-
ti H iga muu asukoha korral jääks tipp A väljapoole ringjoont c , mistõttu
nurga B AC suurus oleks väiksem (nurga B AC suurus on alati väiksem kui
90◦ , sest BC ei saa olla kolmnurga ABC pikim külg). Kui H on lõigu BC

keskpunkt, siis |AB |2 = |BC |2 =
5

4
, millest |AB |2|BC |2 =

25

16
.
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Hu v

Joonis 9

2. Eeldame, et kolmnurkade AOB ja COD ümberringjooned puutuvad (joo-
nis 10). Tõmbame ringjoontele punktist O ühise puutuja, olgu E selle lõi-
kepunkt küljega BC . Siis ∠EOB = ∠O AB = ∠BCO , sest |AB | = |BC |.
Analoogiliselt ∠EOC = ∠ODC = ∠CBO . Kolmnurgast BOC saame nüüd
∠EOB + ∠EOC + ∠OBC + ∠OCB = 180◦ ehk 2∠EOB + 2∠EOC = 180◦ ,
millest ∠BOC = ∠EOB +∠EOC = 90◦ .

Eeldame nüüd, et lõigud AC ja BD on risti. Et kolmnurgad AOB ja COD

on täisnurksed, asuvad nende kolmnurkade ümberringjoonte keskpunktid
O1 ja O2 vastavatel hüpotenuusidel AB ja CD . Siis ∠O1O A = ∠O1 AO =
= ∠BCO ja ∠O2OD = ∠O2DO = ∠CBO . Et kolmnurk BOC on täisnurk-
ne, siis ∠BCO + ∠CBO = 90◦ . Seetõttu ∠O1O A + ∠AOD + ∠O2OD =
= ∠BCO + 90◦ +∠COB = 180◦ . Järelikult kolmnurkade AOB ja COD üm-
berringjooned puutuvad punktis O .

3. Vastus: a) 1 b) 1.

a) Algarvust n väiksemad ja temaga ühistegurita naturaalarvud on parajasti

A

B

C

D

E

OO1

O2

Joonis 10
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kõik arvud 1 kuni n − 1. Vahesumma 1 + . . . + k =
k(k + 1)

2
jagub paaritu

algarvuga n parajasti siis, kui k(k+1) jagub n-ga ehk k jagub n-ga või k+1
jagub n-ga. Et aga 1 É k É n−1, siis n-ga jaguva vahesumma annab ainult
k = n − 1.

b) Olgu n = p2 , kus p on paaritu algarv. Arvuga n ühistegurita on parajasti
need arvud, mis p -ga ei jagu:

1 2 . . . p − 1
p + 1 p + 2 . . . 2p − 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
(p − 1)p + 1 (p − 1)p + 2 . . . p2 − 1.

Kui mingi vahesumma jagub p2 -ga, jagub ta ka p -ga. Et eelneva tabeli read
erinevad üksteisest ainult p kordsete võrra, siis vastavalt a)-osa lahenduse-
le jaguvad p -ga need ja ainult need vahesummad, mis tekivad pärast iga
rea viimase arvu lisamist.

Esimese rea arvude summa on
p(p − 1)

2
, iga järgmise rea arvude sum-

ma on eelnevast p(p − 1) võrra suurem. Järelikult ridade summad on

1 · p(p − 1)

2
, 3 · p(p − 1)

2
, 5 · p(p − 1)

2
jne ning esimese i rea arvude summa

on (1 + 3 + 5 + . . . + (2i − 1)) ·
p(p − 1)

2
= i 2 ·

p(p − 1)

2
. Viimane avaldis

jagub p2-ga parajasti siis, kui i 2 · p(p − 1) jagub p2 -ga ehk i 2(p − 1) ja-
gub p -ga. See on võimalik ainult siis, kui i jagub p -ga ehk i = p . Niisiis

jagub vaadeldavatest vahesummadest p2-ga ainult see, mis sisaldab kõiki
liidetavaid.

Märkus. Võib tõestada, et kõiki võimalikke liidetavaid sisaldav summa ja-
gub n-ga iga n > 2 korral. Kui n ei ole algarv ega algarvu ruut, siis võib
leiduda teisigi n-ga jaguvaid vahesummasid. Näiteks juhul n = 16 lisan-
dub üks vahesumma 1 + 3 + 5 + 7, juhul n = 39 kaks vahesummat jne.

4. Lahendus 1. Olgu O punktist A sirgele l tõmmatud ristlõigu aluspunkt.
Vaatleme järgmisi juhte.

• Kui punktid X ja Z1 erinevad punktist O ning |AX | 6= |AZ1|, siis ol-
gu Z2 ja Z3 vastavalt punktide X ja Z1 peegeldused punktist O (joo-
nis 11). Kõik need punktid on erinevad. Lõigu OX pikkus on ratsio-
naalarv, sest |OX | = |AX | cos ∠AX Z1 ja koosinusteoreemi põhjal on
ratsionaalarvuliste küljepikkustega kolmnurga AX Z1 nurkade koosi-
nused ratsionaalarvud. Nüüd on kolmnurga AX Z2 küljepikkused rat-
sionaalarvud, sest |X Z2| = 2|OX | ja |AZ2| = |AX |. Ka kolmnurga AX Z3

küljepikkused on ratsionaalarvud, sest |X Z3| = |Z2Z1| = |X Z1| − |X Z2|
ja |AZ3| = |AZ1|.
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A

X Z1Z2Z3 O

Joonis 11

• Kui punktid X ja Z1 erinevad punktist O , kuid |AX | = |AZ1| ning
∠X AZ1 6= 60◦ , siis valime sirgel l punktid Z2 ja Z3 nii, et |AZ2| = |Z2X |
ja |AZ3| = |Z3Z1| (joonis 12). Kolmnurgad Z2X A ja Z3Z1 A on siis mõ-
lemad võrdhaarsed ja sarnased kolmnurgaga AX Z1 sarnasusteguritega

vastavalt
|AX |
|X Z1|

ja
|AZ1|
|X Z1|

. Seega on nende kolmnurkade küljepikkused

samuti ratsionaalarvud. Punktid Z2 ja Z3 erinevad punktidest X ja Z1 ,
sest vaadeldavate võrdhaarsete kolmnurkade tipunurk on alusnurgast
erineva suurusega, samuti erinevad nad omavahel, sest vastasel kor-
ral oleks ∠X AZ1 = 90◦ , aga võrdhaarse täisnurkse kolmnurga kaatet ja
hüpotenuus ei saa olla korraga ratsionaalarvud.

• Kui punktid X ja Z1 erinevad punktist O , kuid |AX | = |AZ1| ning
∠X AZ1 = 60◦ , siis valime punkti Z2 nii, et ta asub lõigu Z1X pi-
kendusel üle punkti X ja |X Z2| = 0,6 |AX |, punkt Z3 olgu punkti Z2

peegeldus punktist O (joonis 13). Koosinusteoreemist |AZ2| = |AX |2+
+|X Z2|2 −2 · |AX | · |X Z2 | ·cos 120◦ = (1+0,36−2 ·1 ·0,6 · (−0,5))|AX |2 =
= 1,96 |AX |2 , järelikult |AZ2| = 1,4 |AX |. Seega on kolmnurga AX Z2 ja
analoogiliselt kolmnurga AX Z3 küljepikkused ratsionaalarvud.

• Kui üks punktidest X ja Z1 , näiteks X , langeb kokku punktiga O , siis
olgu Z2 punkti Z1 peegeldus punkti O suhtes. Kolmnurk Z1 AZ2 on

A

X Z1 Z2Z3 O

Joonis 12

A

X Z1Z2 Z3

Joonis 13
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X Z1 Z2Z3

Joonis 14

A

X Z1 Z2Z3

Joonis 15

siis võrdhaarne ja ratsionaalarvuliste küljepikkustega ning punkti Z3

saame konstrueerida samamoodi nagu eelmisel juhul.

Lahendus 2. Kui kolmnurk AX Z1 on võrdkülgne, st |AX | = |AZ1| ning
∠X AZ1 = 60◦ , siis toimime samamoodi nagu lahenduses 1. Vaatleme nüüd
juhtu, kus kolmnurk AX Z1 ei ole võrdkülgne.

• Eeldame, et |X Z1| 6= |AX | ja |X Z1| 6= |AZ1|. Valime kiirel X Z1 punk-
ti Z2 nii, et ∠Z2 AX = ∠AZ1X , ning kiirel Z1X punkti Z3 nii, et
∠Z3 AZ1 = ∠AX Z1 (joonis 14). Punktid Z2 ja Z1 on erinevad, sest
∠AZ1X 6= ∠Z1 AX , samuti on punktid Z3 ja X erinevad, sest ∠AX Z1 6=
6= ∠X AZ1 . Kolmnurgad Z2X A ja Z3 AZ1 on sarnased kolmnurgaga

AX Z1 vastavalt sarnasusteguritega
|AX |
|Z1X |

ja
|Z1 A|
|Z1X |

, järelikult on nende

kolmnurkade küljepikkused ratsionaalarvud ning ka lõigu X Z3 pikkus
on ratsionaalarv.

• Eeldame, et |X Z1| = |AX | või |X Z1| = |AZ1|, üldisust kitsendama-
ta kehtigu neist võrdustest teine (joonis 15). Punkti Z2 valime samal
viisil nagu eelmisel juhul. Siis punkt Z2 erineb punktidest X ja Z1

ning kolmnurga AX Z2 küljepikkused on ratsionaalarvud. Punkt Z3 ol-
gu punkti Z1 peegeldus lõigu X Z2 keskristsirge suhtes. Punkt Z3 eri-
neb punktist Z1 , sest muidu oleks AX Z1 võrdhaarne täisnurkne kolm-
nurk. Kolmnurk AX Z3 on võrdne kolmnurgaga AZ2Z1 , mille küljepik-
kused on ratsionaalarvud.

5. Lahendus 1. Kui pulkade seas leidub vertikaalne pulk, mille kukkumist üks-
ki teine pulk ei takista, siis väide kehtib. Eeldame järgnevas, et ükski verti-
kaalne pulk vabalt kukkuda ei saa. Joonistame seina alla horisontaalse sir-
ge. Vaatleme pulkade otspunkte, mille all ei asu teiste pulkade punkte. Kui
see otspunkt on oma pulgal vasak otspunkt, siis värvime tema all asuva
sirge punkti siniseks, parempoolse otspunkti korral aga kollaseks. Vasak-
poolseim sirge punkt, mille kohal üldse pulkade punkte asub, on ilmselt
värvitud siniseks, analoogiline parempoolseim punkt aga kollaseks. Liiku-
des mööda sirget vasakult paremale, leidub seega koht, kus sinisest punk-
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tist järgmine värvitud punkt on kollane. Need kaks punkti märgivad ühe
ja sama pulga otspunkte, sest nende punktide vahele jääva lõigu iga sise-
punkti kohal olev madalaim pulgapunkt peab kuuluma samale pulgale nii
lõigu vasaku otspunkti kohal asuva punktiga kui ka parema otspunkti kohal
asuva punktiga. Ühtlasi nähtub sellest, et see pulk saab vabalt kukkuda.

Lahendus 2. Tõestame väite induktsiooniga pulkade arvu järgi. Kui pulki
on ainult üks, siis väide ilmselt kehtib. Olgu pulki rohkem. Vaatleme kolme
juhtu.

a) Leidub pulk p , mille iga punkti all asub mõne teise pulga punkt. Ee-
maldame selle pulga. Induktsiooni eelduse kohaselt leidub nüüd pulk
v , mis saab kukkuda. Paneme pulga p tagasi. See pulk ei saa olla ain-
sana pulga v liikumise takistaja, sest p iga punkti all asub mõne teise
pulga punkt ja koos p -ga peaks v liikumist takistama veel mõni pulk.

b) Leidub pulk p , mis kukkuda ei saa ja mille langemist takistavad pul-
gad asuvad kõik terves ulatuses tema all. Eemaldame selle pulga ja kõik
ülejäänud pulgad, mis ei asu p all. Et saadud seisus on vähem pulki
kui esialgu, leidub pulk v , mis saab kukkuda. See pulk saab kukkuda
ka esialgses seisus, sest teda saaksid takistada ainult need pulgad, mis
asuvad ühtlasi p all.

c) Kui eelmised kaks juhtu ei kehti, siis igal pulgal leidub punkte, mille
all on vaba ruum, ja iga pulk kas saab kukkuda või vähemalt üks teda
takistav pulk ei asu tema ees tervenisti. Olgu p pulk, millele kuulub
kõige parempoolsem punkt pulkade hulgas (kui neid pulki on mitu,
siis valime selle, millele kuulub kõige ülemine selline punkt). Eemal-
dame pulga p . Induktsiooni eelduse kohaselt leidub nüüd pulk v , mis
saab kukkuda. Paneme pulga p tagasi. Kui v saab ka nüüd kukkuda,
siis väide kehtib. Vastasel korral takistab tema kukkumist ainult pulk
p . Et pulgal v leidub punkte, mille all on vaba ruum, siis ulatub v va-
sak otspunkt kaugemale p vasakust otspunktist. Pulga p nende punk-
tide all, mis asuvad ühtlasi v all, ei leidu kukkumist takistavaid pulki,
sest muidu ei oleks saanud v kukkuda. Pulga p ülejäänud punktide
all ei leidu samuti kukkumist takistavaid pulki, sest p ulatub pulkade
seas kõige rohkem paremale, mistõttu iga tema langemist takistav pulk
peaks asuma tervenisti tema all. Järelikult saab p kukkuda.

Lahendus 3. Vaatleme suunatud graafi, mille tippudeks on pulgad ning mil-
les leidub kaar tipust a tippu b parajasti siis, kui pulga a liikumist takistab
pulk b . Piisab tõestada, et see graaf ei sisalda suunatud tsükleid. Siis leidub
graafis tipp väljundastmega 0, st pulk, mille kukkumist ükski teine pulk ei
takista.

Oletame väitevastaselt, et graafis leidub suunatud tsükleid, olgu p1 , p2 , . . . ,
pn vähima pikkusega tsükkel. Selles ei saa leiduda kaart ühegi kahe tipu
vahel, mis ei ole tsüklis järjestikused, sest vastasel korral saaksime tsükli
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pikkust vähendada. Olgu p1 üldisust kitsendamata see pulk tsüklis, mil-
le vasak otspunkt asub kõige kaugemal vasakul (kui selliseid on mitu, siis
vaatleme neist kõige alumist). Siis p2 parempoolne otspunkt asub p1 pa-
remast otspunktist kaugemal paremal, sest vastasel korral takistaks pulk p3

nii p2 kui ka p1 kukkumist, st tsükli sees leiduks kaar p1 ja p3 vahel. Samal
põhjusel asub p3 vasak otspunkt p1 paremast otspunktist paremal. Nüüd
saame analoogiliselt eelnevaga, et p3 parem otspunkt asub kaugemal pa-
remal kui p2 parem otspunkt jne kuni pn parem otspunkt asub kaugemal
paremal kui pn−1 parem otspunkt. Järelikult pn parem otspunkt asub kau-
gemal paremal kui p1 parem otspunkt. Tehes aga veel ühe sammu mööda
tsüklit, saame, et p1 parem otspunkt asub kaugemal paremal kui pn parem
otspunkt, vastuolu.

Märkus. Ülesande väide ei kehti üldiselt, kui pulgad ei ole sirged. Näiteks
kaks poolkaarekujulist pulka võivad vastastikku teineteise langemist takis-
tada.
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Hannes Jukk) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Korrektne lahendus (sarnane ametlikule lahendusele): 7 p
◦ Ilma põhjendamata eeldati, et parandatavate teelõikude pikku-

sed on võrdsed, edasi tehti algebraliselt rehkendused õigesti: 6 p
◦ Teisendusviga, mille parandamisel oleks saanud õige tulemuse: 5 p

◦ Teisendusviga lahenduses, mil kasutati väära eeldust tõõlõiku-
de võrdsuse kohta: 4 p

◦ Tähistati muutujad korrektselt ning loodi õiged seosed muutu-
jate vahel võrreldes aegasid kolmes situatsioonis, kuid ei suu-
detud leida otsitavat seost kiiruste vahel: 2 p

◦ Eksiti selle vastu, et mõlema teelõigu remontimisega võib üldist
keskmist lineaarselt suurendada kolmandiku võrra: 0 p

2. (Elts Abel) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summee-
riti.

◦ Leitud ainuke sobiv arv 512: 5 p

◦ Muudetud õigesti numbrite järjekorda ja leitud korrutis 2008: 2 p

3. (Oleg Košik) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Tähelepanek, et ringide keskpunktid ja puutepunkt asuvad ühel
sirgel: 1 p

◦ a)-osa lahendus: 3 p
◦ b)-osa lahendus (näide koos selgitusega): 3 p

4. (Emilia Käsper) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ Ruutude arvu 6n2 leidmine: 1 p

◦ Lõikepunktide arvu 6n2 + 2 leidmine: 2 p
◦ Lahenduse lõpuleviimine: 4 p

Tööd, mis selle skeemi järgi punkte ei saanud, aga kus oli läbi vaadatud
juht n = 1, said 1 punkti.

Mitmes töös oli väidetud, et murdjoon peab kuupi katma „siksakina“ või
„sirgena“, see aga pole võimalik. Üheski sellises töös aga ei olnud veen-
vat põhjendust, miks murdjoon ühelgi teisel kujul olla ei saa. Kuna pole
põhjust arvata, et viimase väite tõestamine on lihtsam kui algne ülesanne,
selline arutlus punkte ei andnud.
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5. (Toomas Krips)

Lahendus 1.

◦ Näidatud, et peab leiduma kaks sisemist sektorit, mis on täieli-
kult kohakuti mingisuguste välimiste sektoritega: 3 p

◦ Pandud tähele seaduspärasust, kuidas see, kas vastassektorid
on sama või eri värvi, sõltub paarsusest: 2 p

◦ Rakendatud seda näitamaks, et vastassektorite paarist üks on
sama ja teine eri värvi: 2 p

Lahendus 2.

◦ Leitud suvaline tingimustega sobiv asend: 1 p

◦ Konstruktsioon, kuidas keerates alati leidub mingisugune sise-
mine sektor, mis on välimisega kohakuti: 4 p

◦ Põhjendus: 2 p

Kui leidus idee alge, mis oleks arendamisel sihile viinud, siis anti vastavalt
idee kasutatavusele üks või kaks punkti.
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Mati Abel) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Leitud 1 lahend või alustatud lahendamist: 1 p

◦ Leitud 2 lahendit: 2 p

◦ Leitud 3 lahendit, kuid selgitused puuduvad: 3 p

◦ Leitud 3 lahendit, kuid teiste lahendite leidmisel tehtud vigu: 4 p

◦ Leitud 4 lahendit, kuid põhjendused ebatäpsed: 5 p

◦ Leitud kõik lahendid, kuid selgitused ebatäpsed: 6 p

◦ Korrektne lahendus: 7 p

2. (Aleksei Lissitsin) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Ei ole õiget näidet, kuid on tähelepanek vahetada kaks lippu
keskel 3 sammuga: 2 p

◦ Õige näide on olemas, kuid ei ole tõestust, miks see on mini-
maalne: 4 p

◦ On olemas õige näide ja selgitus, miks 4 nurgalippu saab vahe-
tada minimaalselt 5 käiguga: 5 p

◦ On olemas õige näide ja selgitus, miks keskel olevate lipude va-
hetamiseks on tarvis minimaalselt 18 käiku: 6 p

◦ Täislahendus: 7 p

Väikese vea korral sai lahendus 1 punkti vähem.

3. (Juhan Aru) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Tõestatud väide ühes suunas: 3 p

◦ Tõestatud väide teises suunas: 3 p

◦ Märgatud, et on vaja tõestada kahes suunas: 1 p

4. (Toomas Paaver) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ a)-osa täislahendus: 2 p

◦ b)-osa täislahendus: 5 p

Sealhulgas tüüpiliste lahenduste eest

• õige vastus koos üldise selgitusega: 1 p
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• lahendus, mille koosseisus kasutatakse mõnda õiget, aga
tõestamata väidet: 3 p

5. (Kalle Kaarli) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Põhimõtteliselt õige lahenduskäik, kus esines väiksemaid puu-
dusi (arvutusvead, mõne juhu äraunustamine: 5–6 p

◦ Lahendus, kus oli tähele panemata jäetud võimalus m = n (näi-
teks saab tahvlile kirjutatud arvudest genereerida 2·2+2+2 = 8): 3 p

◦ Lahendused, kus oli küll mingil määral analüüsitud, milliseid
arve saab genereerida, kuid lõplikule lahendusele viivat ideed
ei olnud: 1 p
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Härmel Nestra) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ Näitamine, et lühema külje pikkus on vähemalt 5: 2 p

◦ Näitamine, et kui lühema külje pikkus on 5, siis pikema külje
pikkus on vähemalt 7: 2 p

◦ Näitamine, et 5 × 7 ristküliku saab tükeldada: 2 p

◦ Mainimine, et kui lühema külje pikkus on vähemalt 6, siis pind-
ala pole minimaalne: 1 p

2. (Jevgeni Martjušev) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ Juhtum, kui b on paaritu arv: 4 p

◦ Juhtum, kui b on paarisarv: 3 p

Ainult õige vastuse eest anti 0 punkti. Tõestuse eest, et a on paaritu arv,
anti 0 punkti.

3. (Jan Willemson) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

◦ Tõestatud, et AB ∥ CD : 1 p

◦ Tõestatud, et ∠K AL = ∠K B M : 2 p

◦ Tõestatud, et K asub sirgel BC või ∠BK D = 90◦ või mõni sa-
maväärne väide: 2 p

◦ Tõestatud, et ∠ALK = ∠K MB : 2 p

Kui muidu suuremas osas täielikus lahenduses unustati ära, et on võimalik
kaks põhimõtteliselt erinevat pilti ja lahendus sõltus punktide järjekorrast
sirgel BD , siis võeti summast maha 1 punkt.

4. (Kaie Kubjas) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt (lahendus-
käik sarnane žürii poolt toodule, proovitakse avaldise teisendamist ruutude
summaks).

◦ Leitud üks kolmest žürii lahenduses toodud ruudust: 2 p

◦ Leitud kaks kolmest žürii lahenduses toodud ruudust: 4 p

◦ Avaldis esitatud ruutude summana: 6 p

◦ Täislahendus: 7 p
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Esines mitmeid žürii lahendusest erinevaid lahendusi. Neid hinnati vasta-
valt sellele, kui suur osa ülesandest oli lahendatud. Tööd, kus oli idee tei-
sendada avaldis ruutude summaks, kuid õigeid ruute ei saadud, said 1–2
punkti olenevalt sellest, kas oli ka muid edasiviivaid ideid. Paljudes töödes
oli kirjutatud, et võrdus kehtib, kui a = b = c = 0 – selle eest punkte ei
antud.

5. (Laur Tooming) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Kasutatud kuusnurga nurkade summat 720◦ : 1 p

◦ Kasutatud keskristsirgete seost ümberringjoontega: 1 p

◦ Tõmmatud lõigud kolme ringjoone ühisest punktist punktides-
se A , C ja E : 1 p

◦ Leitud alumised või ülemised tõkked kumera kuusnurga nurka-
de hulgas olla võivate nüri- või teravnurkade arvule: 2 p

◦ Kasutatud kõõlnelinurkade omadusi: 4 p

◦ Peaaegu täielik lahendus ebatäpsustega: 6 p

◦ Täislahendus: 7 p
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Eesti LV matemaatikaolümpiaad

29. märts 2008 Lõppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Mart Abel) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Skeem 1.

◦ Avaldise (1+u2)(1+v2) esitamise eest vaid ühe muutuja kaudu: 1 p

◦ Funktsiooni f (u) = u4 − 2u3 + 3u2 − 2u + 2 või funktsiooni

f (v) = v4 − 2v3 + 3v2 − 2v + 2 sissetoomise eest: 1 p

◦ Funktsiooni f tuletise leidmise eest: 1 p

◦ Funktsiooni tuletise f ′ avaldamise eest kujul f ′(u) =
= 2(2u − 1)(u2 − u + 1) või kujul f ′(v) = 2(2v − 1)(v2 − v + 1): 1 p

◦ Näitamise eest, et tagumisel ruutvõrrandil lahendid puuduvad: 1 p

◦ Kontrolli eest, et f ′′
(1

2

)

> 0: 1 p

◦ Õige vastuse eest: 1 p

Skeem 2.

◦ Asenduste u = 1

2
+ x ja v = 1

2
− x sissetoomise eest: 2 p

◦ Teisenduse (1 + u2)(1 + v2) =
25

16
+

3

2
x2 + x4 eest: 2 p

◦ Järelduse eest, et miinimum saavutatakse, kui x = 0, ja sellele
vastavate u ja v korral õige vastuse leidmise eest: 3 p

Skeem 3.

◦ Teisenduse (1 + u2)(1 + v2) = 2 − 2uv + (uv)2 eest: 2 p

◦ Uuele muutujale s = uv ülemineku eest: 1 p

◦ Näitamise eest, et s ∈
(

−∞,
1

4

]

: 1 p

◦ Funktsiooni kahanevuse põhjal järelduse, et miinimum saavu-

tatakse kohal s =
1

4
, tegemise eest: 2 p

◦ Vastuse leidmise eest: 1 p

2. (Reimo Palm) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

◦ Tõestatud tarvilikkuse osa, st et kui kolmnurkade AOB ja COD

ümberringjooned puutuvad, siis AC ja BD on risti: 3 p
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◦ Tõestatud piisavuse osa, st et kui AC ja BD on risti, siis kolm-
nurkade AOB ja BOC ümberringjooned puutuvad: 4 p

Sealhulgas

• põhjendatud, miks ABCD on romb: 2 p

• tõestatud, et rombi puhul vastavate kolmnurkade ümber-
ringjooned puutuvad: 2 p

3. (Konstantin Tretjakov) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

◦ Alamülesande a) puhul tõestatud, et leidub vähemalt üks n-ga
jaguv vahesumma: 2 p

◦ Alamülesande a) puhul tõestatud, et leidub ülimalt üks n-ga ja-
guv vahesumma: 2 p

◦ Alamülesande b) puhul tõestatud, et leidub parajasti üks n-ga
jaguv vahesumma: 3 p

Alamülesande b) pooliku lahenduse eest punkte ei antud.

4. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Lahendused, mis kasutasid žürii esimese lahenduse ideid.

◦ Juht, kus X 6= O , Z1 6= O ja |AX | 6= |AZ1|: 3 p

◦ Juht, kus |AX | = |AZ1| (sealhulgas juht, kus |AX | = |AZ1| =
= |X Z1|): 2 p

◦ Juhud, kus X = O või Z1 = O : 2 p

Lahendused, mis kasutasid žürii teise lahenduse ideid.

◦ Juht, kus kolmnurk AX Z1 on võrdkülgne: 1 p

◦ Ülejäänud juhud: 6 p

Sealhulgas:

• leitud ainult üks punkt Z2 : 3 p

• leitud mõlemad punktid Z2 ja Z3 : 6 p

5. (Peeter Laud) Tüüpiliste lahenduste eest anti punkte järgmiselt.

◦ Täislahendus: 7 p

◦ Leitud, et ülesande lahendamiseks piisab näitamisest, et seos
„takistab kukkumist“ pulkade vahel on tsükliteta: 1 p
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