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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Linnu A ja B iithendaval raudteel sdidab rong tidiskiirusega, vilja arvatud
kahel 16igul, mille halva seisukorra tottu peab rong kiirust vihendama. Kui
tikskdik kumb neist 16ikudest remonditaks, suureneks rongi keskmine kii-
rus A ja B vahel kolmandiku vorra. Kui palju suureneks rongi keskmine kii-
rus A ja B vahel, kui remonditaks mélemad 16igud?

2. Leia koik voimalused, milline saab olla abc- (a+b+c), kui beca = (a+b+c)?
ja b # 0. (Kirjutis Xxyz tdhistab arvu numbritega x, y, z.)

3. a) Ringjooned c; ja ¢, puutuvad véliselt punktis A, samuti puutuvad va-
liselt ringjooned c; ja c3 punktis B ning ringjooned c3 ja ¢; punktis C.
Kas alati, kui kolmnurk ABC on vordkiilgne, on ringjooned c;, ¢, c3
vordse raadiusega?

b) Ringjooned c; ja ¢, puutuvad véliselt punktis A, samuti puutuvad vi-
liselt ringjooned ¢, ja c3 punktis B, ringjooned c3 ja ¢4 punktis C ning
ringjooned ¢4 ja ¢; punktis D. Kas alati, kui nelinurk ABCD on ruut,
on ringjooned c;, ¢z, c3, ¢4 vordse raadiusega?

4. Kuubi iga tahk on jaotatud n x n ihesuuruseks ruuduks. Kas saab tommata
igale sellisele ruudule iihe diagonaali nii, et kdigist tommatud diagonaali-
dest moodustub {iiks kinnine joon, mis ei ldbi iihtegi punkti korduvalt?

5. Teatri poordlava on keskpunktist X ldhtuvate kiirte-

ga jaotatud 2n + 2 vordseks sektoriks, kus n on posi- —
tiivne tdisarv (joonisel n = 3). Sektorid on vérvitud
vaheldumisi mustaks ja valgeks. Poordlavast vilja-
poole jdav liikkumatu pdrandaosa on punktist X ldh-

tuvate kiirtega jaotatud 2n nurgamoddult vordseks ‘
sektoriks, mis on samuti varvitud vaheldumisi mus-
taks ja valgeks. Toesta, et sdltumata poordlava poor-
deasendist leidub sellel alati vdhemalt iiks sektor, mis on terves ulatuses
kohakuti liikumatu pérandaosa samavérvilise sektoriga.




Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 10. klass
Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik reaalarvude kolmikud (a, b, ¢), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

ab—-1=¢
bc—1=a
ca—1=h.

2. Malelaual suurusega 8x 8 asub esimese rea igal ruudul valge lipp ja viimase
rea igal ruudul must lipp. Igal kdigul saab liigutada tihte (emba-kumba var-
vi) lippu suvalise arvu ruutude vorra iihes suunas (vertikaalis, horisontaa-
lis voi diagonaalis) tithjale ruudule nii, et ta ei astu oma kaigul iile tihestki
teisest lipust. Milline on vdhim arv kdike, millega saab vahetada valgete ja
mustade lippude asukohad (sama varvi lippude omavaheline jérjestus voib
seejuures muutuda)?

3. Ringjooned c; ja c¢» keskpunktidega vastavalt O; ja O, ldikuvad punktis
P. Loik 010, ja ringjoon c, 16ikuvad punktis A. Tdesta, et ringjoon, mis
puutub ringjoont ¢; punktis P ja loiku O;0, punktis A, leidub parajasti
siis, kui Z01P0O» = 90°.

4. Kas tasandil saab valida 5 erinevat punkti nii, et kdik kolmnurgad tippude-
ga valitud punktides on tdisnurksed ning
a) tikski valitud punktide nelik ei asu iihel sirgel;
b) iikski valitud punktide kolmik ei asu tihel sirgel?

5. Tiihjale tahvlile kirjutatakse algul arvud 1 ja 2. Edasi valitakse igal kdigul
mingid juba tahvlil olevad arvud m ja n (voib olla ka m = n) ning kirjuta-
takse tahvlile juurde arv mn + m + n. Kas 1opliku arvu selliste kdikude abil
on voimalik tahvlile kirjutada arv 20082



Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Milliste mootmetega on pindalalt vdhim ristkiilikukujuline plaat, mida on
voimalik tiikeldada kaheks vdi enamaks ruudukujuliseks osaks, mille kiilje-
pikkused on tdisarvud ja millest vdikseim esineb ainult iihes eksemplaris?

2. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (a, b), mille korral

2¢ _3b 11 =0.

3. Erineva raadiusega ringjooned c; ja c; puutuvad viliselt punktis K. Ring-
joonte tihine viline puutuja puutub ringjooni vastavalt punktides A ja C.
Ringjoontele on tdmmatud diameetrid AB ja CD. Sirge BD ldikab ring-
joont c¢; teist korda punktis L ning ringjoont ¢, punktis M. Toesta, et
kolmnurgad AKL ja BKM on sarnased.

4. Toesta, et suvaliste reaalarvude a, b ja c korral kehtib vorratus
a’ + 4b* + 8¢® = 3ab + 4bc + 2ca.

Millal kehtib vordus?

5. Kas leidub selline kumer kuusnurk ABCDEF, et kolmnurkade ABC, CDE
ja EFA tiimberringjooned l6ikuvad kuusnurga sees iihes punktis?



Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tlilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia avaldise (1 + u?)(1 + v?) vihim voimalik véirtus, kui u ja v on sellised
reaalarvud, et u + v = 1.

2. Kumeras nelinurgas ABCD on |AB| = |BC| = |CD]|. Nelinurga diagonaa-
lid AC ja BD loikuvad punktis O. Toesta, et kolmnurkade AOB ja COD
imberringjooned puutuvad parajasti siis, kui AC ja BD on risti.

3. Koik naturaalarvust n vdiksemad temaga tihistegurita positiivsed tdisarvud
liidetakse kasvavas jarjekorras. Mitu korda tekib pérast jarjekordse arvu liit-
mist vahesumma, mis jagub n-ga, kui

a) n on paaritu algarv;
b) n on paaritu algarvu ruut?

4. Antud on punkt A, seda mitteldbiv sirge [ ja sirgel asuv punkt X. Tdesta,
et kui sirgel [ leidub selline punkt Z;, et kolmnurga AXZ; koigi kiilgede
pikkused on ratsionaalarvud, siis leidub sirgel ! veel kaks punkti 7, ja Zs,
mille korral kolmnurkade AX 7, ja AXZ3; koigi kiilgede pikkused on ratsio-
naalarvud.

5. Vertikaalsele seinale on kinnitatud 16plik arv peenikesi sirgeid pulki, mis
iiksteist ei puutu. Pulga lahtilaskmisel kukub see seina modda otse alla,
jaddes kogu aeg paralleelseks oma esialgse asendiga. Tdesta, et leidub pulk,
mis lahtilaskmisel (iilejaanud pulgad jadvad paigale) kukub pérandani, il-
ma et {ikski teine pulk tema liikumist takistaks.



LV Onumnuaga IcTtoHuUn no matemaTuke

29 mapTa 2008 r. 3aK0HUTENBHBI TYp 9 knacc

Bpems, orBoaumoe 41 pelieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocraroyno ob6ocHOBaHHOE pellieHHe Ka)JOH 3a4a49H AAET 7 OaJLIOB.
Tlonp30BaThCS KAJBKYJIATOPOM HE Pa3PEIacTCsl.

1

ITo :xenesHolt gopore, coeauHsoLed ropoga A v B, noesn ener ¢ MakcUMalib-
HOM CKOPOCTBIO, 32 HCKJIIOUEHHEM ABYX YUACTKOB, HA KOTOPBIX MOE3[, JOJIKEH
CHHKATb CKOPOCTb 10 MPHUHHE UX MJIOXOTO COCTOsIHUA. Ecim oTpeMOHTHpO-
BaTh JIIOOOH OAMH U3 9THX YYaCTKOB, TO CPEAHSISI CKOPOCTb MOE3a MEXIY ro-
poramu A u B yBenmuuTcest Ha ofHy TpeTb. Ha CKOJIBKO yBEJMUUTCS CpeaHsIst
CKOPOCTb T0€31a Mek Iy ropogaMu A u B, ecim oTpeMOHTHpOBATh 00a y4acT-
Ka?

HaiiTu Bce BO3MOKHOCTH, UEMY MOKET PaBHSTHCS abc - (a+ b+ ¢), eciu
beca = (a+b+c3ub#o0. (Bammce Xyz oOO3HAUaeT YHCIO ¢ HHdpamu
X, ¥, z.)

a) OKpYXKHOCTH €] U C2 KacaloTcs BHEIIHE B TOUKe A, OKPYKHOCTH C2 U C3
KacaloTcsl BHEIHE B TOUKe B, a OKPYKHOCTH €3 M €] KacaloTCs BHEIIHE B
touke C. Bcerga i, korjaa TpeyrojbHUK ABC paBHOCTOPOHHHUH, paiuy-
Chbl OKPYKHOCTEH €], C2 U €3 PAaBHbI?

6) OKpYXHOCTH C] M Cp KacalioTCsl BHEIIHE B TOUKE A, OKPYXKHOCTH C2 H C3
KacalTcs BHENIHE B TOYKE B, OKPYKHOCTH C3 U €4 KacaloTCs BHENIHE B
Touke C, a OKPYKHOCTH C4 U €] KacaloTcs BHelIHe B Touke D. Beerpa i,
KOT'/1a 4eThIpEXYTronbHUK ABCD KBajapaT, paJlychl OKpYXKHOCTEH ¢y, C2,
€3 U C4 paBHBI?

Kaxpas rpanp KyOa pasyiesieHa Ha 1 X 1 OJHHAKOBBIX KBagpaToOB. MOXKHO JIH
MPOBECTH B KakJIOM TaKOM KBaJpaTe MO OJHOH JAHAroHajM TaK, 4TO U3 BCEX
MIPOBEICHHBIX IHaroHaned ooOpasyeTcst OJiHa 3aMKHYTas! IMHU S, HU Uuepe3 OAHy
TOUKY He Mpoxojsumas 6oJjiee 0IHOro pasa?

Bpamarommasicst ciieHa TeaTpa pasjmesieHa JyyamH, HC-

XOISIIAMH W3 HeHTpa X, Ha 21 + 2 paBHBIX CEKTO- —
pa, TIae 1 — MOJIOKUTEJIbHOE IIeJI0e YHCIIO (Ha pHCYHKE
n = 3). CeKTOpbl pacKpalleHbl MOOUYEPENHO B UEPHBIH
1 Oesbiii 1BeT. HeroABUIKHBIN MOJI, PACTIOJIOKEHHbIH 3a
MpeesamMy CLIeHbl, pa3AeiéH JJyuaMu, HCXOASIMMU U3
neHTpa X, Ha 21 PaBHBIX MO BEJWYMHE yIJia CEKTOpa,
KOTOpBIE TaKKe pacCKpalieHbl TOOUepETHO B UYEPHBIA U
Oesbii uBeT. [JoKasaTh, UTO HE3ABUCHUMO OT YIJia MOBOPOTA BpALIAIONIEHCSI Clie-
HBI Ha Hel Bcerja HauaETCs Mo KpalHeH Mepe OAMH CEKTOp, MOJHOCTBIO pac-
TMOJIOKEHHBIH HAMTPOTHUB CEKTOPA MOJIa TAKOTO Ke LBETA.




LV Onumnuaga IcTtoHuUn no matemaTuke

29 mapTa 2008 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 10 knacc

Bpems, orBoaumoe 41 pelieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocratoyno ob6ocHOBaHHOE pelieHHe KaxqOH 3a4a49H AAET 7 OaJLIOB.
Tlonp30BaThCS KAJBKYJIATOPOM HE Pa3PEIacTCl.

1. Hawitu Bce Tpolku (a, b, c) OeHCTBUTENIbHBIX UWCEJN, YAOBJIETBOPSIONINE CH-
cTeMe ypaBHEHHH

ab—1=c¢
bc—1=a
ca—1=h.

2. Ha maxmMaTHOH fOCKe pasmepaMu 8 x 8 Ha KaKJOH KJIETKe NepBOro psiaa Ha-
X0auTCst Oesibli hep3b, a Ha KaxkJJOH KJIETKE MOCJIeAHEro psiia HaXOJUTCs Uép-
HbIA (pep3b. OOHUM XOJIOM MOKHO MOJBHHYTh OAHOTO (pep3st (JiioOoro 1BeTa)
Ha mo00e YUCJIO KJIETOK B OJHOM HAIpaBJIeHHH (IO BEPTHKAJIN, TOPH3OHTAIH
WJIM JMAroHaJIM) Ha CBOOOJHYIO KJIETKY, €CJIM TIPH 9TOM OH HE NepenphiruBa-
eT uepes Kakoro-iuoo apyroro ¢epss. KakoBo HanMeHslee yucio X0I0B, 3a
KOTOpOE MOKHO ITOMEHSTh MecTaMHt OeJible ¥ uépHble (hep3u (TOpsIoK pacro-
JIoxKeHUst (pep3er OJHOTO IBETA MOXKET MPH 9TOM U3MEHHUThCS)?

3. OKpyXKHOCTH €] U C2 C LEHTpaMH COOTBeTCTBeHHO O; U Oy mepeceKaloTcs
B Touke P. OTpe3ok O102 U OKPYKHOCTb €y mepecekalTcs B Touke A. Jlo-
Kas3aTb, YTO OKPYKHOCTb, KACaIOMAsACsI OKPYKHOCTH €] B TOUKE P M OTpe3Ka
070, B TOuke A, CymEeCTBYeT TOTJa U TOJIBKO Toraa, korga Z0; PO, = 90°.

4. MoXHO T BI:I6paTI> Ha TJIOCKOCTH 5 PA3JIMUYHBIX TOUCK TAK, UTO BCC TPEYIroOJib-
HHKH C BEpIIMHAMH B BbIGpaHHbIX TOUKaXx NpsAMOYTOJIbHBIE, 4 TAKKE

a) HHKAKHE YETbIPpE BbI6paHHI>I€ TOUKH HC JIC)KAT HA O,HHOI:I HPHMOfI;

6) HHUKaKWe TPH BHIOpAHHBIC TOUKH HE JISKAT HA OJHOH MPSIMOH ?

5. Ha nycTtyio nocky 3anuchiBaloT CHavasia yucia 1 u 2. 3aTeM Ha KakJIOM XOIy
BBIOMPAIOT KaKHe-TO YXKe 3allCaHHble Ha JOCKE YHCIA M U 1 (MOXET ObITh U
M = 7) W 3aIUCBIBAIOT HA JIOCKY AOMOJIHHUTEJBHO UYHCIO mn + m + n. Mox-
HO JIM MTPHU MOMOIIM KOHEYHOT'O YHUCJIA TAKMX XOAOB 3aMUCcaTh Ha JOCKE UHCIIO
20087



LV Onumnuaga IcTtoHuUn no matemaTuke

29 mapTa 2008 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 11 knacc

Bpems, orBoaumoe 41 pelieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocratoyno ob6ocHOBaHHOE pelieHHe KaxqOH 3a4a49H AAET 7 OaJLIOB.
Tlonp30BaThCS KAJBKYJIATOPOM HE Pa3PEIacTCl.

1.

KaxoBbl pasMepbl HaHMEHbIIEH I10 TJIoIaJx IJIAaCTHHBI npﬂMoyroanoﬁ q)Op-
MbI, KOTOPYIO MOKHO pa3pe3aTb Ha ABEC HJIK OoJiblliee KOJIMYECTBO YacTeH KBana-
paTHOfI CbOprI, JJIMHBI CTOPOH KOTOPBIX HEJIbIC YHCJId, 4 HAUMEHbIIAA U3 HUX
NpeacTaBJICHA TOJIBKO B OJHOM GKSCMHHHPC?

Haittu Bce maps! (a, b) OJTOKUTEIBHBIX IEJBIX YHCEN, TIPH KOTOPBIX

2¢ _3b 11 =0.

OKpy’KHOCTH €] H C2 C Pa3HBIMH paJHyCaMH KacaloTCsl IpYyT Ipyra BHEIIHE B
Touke K. OOmas BHENHsISI KacaTesbHAsI OKPY/KHOCTEH KacaeTcst HX COOTBET-
CTBEHHO B TOukax A u C. B OKpYKHOCTSIX NIpoBeJeHbl auameTpel AB u CD.
IIpsimast BD nepecekaeT OKPYKHOCTb €] BTOPOH pa3 B TOUKE L, a OKPYKHOCTh
¢, —B Touke M. JIokasaTp, uTo TpeyroabHUKH AKL 1 BKM momoOHBI.

. HOKaCiaTb, UTO IpH JII0OBIX HCﬁCTBHTCﬂbeIX yuciaax a, b U C BBIIOJHSIETCS

HEepaBEHCTBO
a® + 4b® + 8¢* = 3ab + 4bc + 2ca.

Korpga cripaBe 1JIuBO paBeHCTBO?

Haiinércs nu TakoH BBIMYKIIbIH mecTHyronbHUK ABCDEF, 4TO ONMCaHHbBIE
OKPYKHOCTH TpeyrosbHUKoB ABC, CDE n EF A nepeceKkalTcs BHYTPH Ile-
CTHYTOJIbHHKA B OJHOH Touke?



LV Onumnuaga IcTtoHuUn no matemaTuke

29 mapTa 2008 r. 3akat0HUTENBHBIR TYp 12 knacc

Bpems, orBoaumoe 41 pelieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocratoyno ob6ocHOBaHHOE pelieHHe KaxqOH 3a4a49H AAET 7 OaJLIOB.
Tlonp30BaThCS KAJBKYJIATOPOM HE Pa3PEIacTCl.

1. HaiiTy HauMeHblIee BO3MOKHOE 3HaUeHHE Bblpaxenus (1 + uz)(l + vz), roe u
U U — AEHCTBUTEJIbHBIE UUCIIA, IJIs1 KOTOPBIX U + v = 1.

2. B Bbimykiiom uetelpéxyronbauke ABCD Bwmodsnsiercst |AB| = |BC| = |CD].
Huaronanu uvetbipéxyrospHuka AC u BD nepecekaiorcs B Touke O. [Joka-
3aTb, YTO ONMCAHHBIE OKPYXXHOCTH TpeyrojbHHUKOB AOB u COD xacawTtcs
TOrJa 1 TOJIbKO Torna, korga AC u BD nepneHIuKyJIsSIpHbL

3. Bce nosiokHUTENIbHBIC LEJIbIC YHUCJia, MCHbBIIUE HATYpPAJbHOI'O YHUCJja 1 WU B3a-
HMHO IPOCTBIE C HUM, CKJIAAbIBAIOT B BO3pACTAOIEM MOPAIKE. CKOJIBKO pas
nocJe HpI/I6aBJ'IeHI/IH OYEPEOHOro Yncja BOSHUKHET CyMMa, OEJAasacs Ha 11,
€CJin

a) 1 — HEYETHOE MPOCTOE UHCIIO;

0) n — KBagpaT HEUETHOTO MPOCTOro uncia?

4. Jlana Touka A, He MPOXoasimasi yepes He€ npsiMast [ U pacnoJiosKeHHasl Ha Mpsi-
Mol Touka X . [lokasarp, UTO eCJii Ha IPsIMOH [ HaHAETCsI Takasi TOUKa /j , UTO
IUTMHBI BCEX CTOPOH TPEyrojbHUKa AX 7] — pauyOHaJIbHbIE UHCIA, TO Ha Mpsi-
MO [ HaHIyTCs eme OBe TOUKH Z» U 73, TIPH KOTOPBIX BCE IIMHBI CTOPOH
TPEYTroJbHUKOB AX Zp u AX Z3 — palMOHAJIbHbIE YUCJIA.

5. Ha BepTHKaJIbHYIO CTEHY NPUKPEIJICHO KOHEUHOE UHCJIO TOHEHBKUX MPSMBIX
MajoueK, KOTOpble He KacaloTcst Apyr Apyra. IIpu oTnmycKaHHU MaJoukH OHa
najgaeT BIOJb CTEHBI MPSIMO BHU3, OCTaBasICh BCE BpeMsl Mapalie/IbHOH CBOe-
My Ha4yaJbHOMY MOJIOKEHHIO. [JoKas3aTh, YTO HAHAETCS MaJIOUKa, KOTOpas MpH
OTITyCKaHHH (BCE OCTaJIbHBIE MAJIOYKH OCTAIOTCSI HA MECTE) yNaAET Ha MOJI, He
BCTPETHB IO XOJly ABH)KEHHS MPEMSITCTBUH CO CTOPOHBI KaKOH-JIHOO Apyrou
MaJIOYKH.



Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: 2 korda.

Olgu t aeg, mis kulub rongisdiduks A ja B vahel, kui mélemad probleemsed
16igud on remontimata. Kui esimene 16ik remonditaks, suureneks keskmi-

1 4 3
ne kiirus 3 vorra ehk 3 korda ning rongiséiduks kuluks aega 1 t. Seega
1
esimese 16igu remontimine annab ajavoidu 1 t. Esimese asemel teise 16i-
1
gu remontimine annab samuti ajavéidu 1 t. Molema 16igu remontimine

1 1
annab jarelikult ajavoidu 1 r+—t= > t. Rongi keskmine kiirus suureneks

siis 2 korda.

2. Vastus: 2008.

Arv bca on kolmekohaline taiskuup. Sellised on 125 = 5°, 216 = 6°,
343 = 7%, 512 = 8 ja 729 = 9°. Ainult arvu 512 puhul kehtib vordus
beca = (a+b+c)3.lﬁrelikult a=2,b=5c¢c=1 ning%-(a+b+c) =
=251-(2+5+1) =2008.

3. Vastus: a) jah; b) ei.

a) Olgu O, O, O3 vastavalt ringjoonte c;, ¢z, c3 keskpunktid (joonis 1).
Kolmnurgad O;CA, 02 AB ja O3BC on vordhaarsed, sest igaiihe kaks kiilge
on ringjoone raadiused. Olgu Z01CA = L0, AC = a, LO2AB = ZO2BA =
= fBja LO3BC = ZO3CB = y. Eeldame, et kolmnurk ABC on vordkiilgne,
tema nurgad on siis koik 60°. Et Z01AC + ZCAB + Z0,AB = 180°, siis
a +60° + f = 180°, millest & + B = 120°. Analoogiliselt § +y = 120° ja
Y + @ = 120°. Liites kolm viimast vordust ja jagades tulemuse pooli 2-ga,
leiame « + B +y = 180°. Lahutades sellest vordusest iikshaaval eelmised
vordused, saame a = 60°, § = 60°, ¥ = 60°. Seega on kolmnurgad O;CA,
0, AB, O3BC vordkiilgsed ja kolmnurga ABC vordkiilgsuse tottu vordsed.

b) Valime ringjoonte keskpunktid O;(6;0), O2(0;3), O3(—6;0), O4(0;—3)
(joonis 2). Nelinurk O;0,0304 on romb ning punktid A(2;2), B(-2;2),
C(-2;-2), D(2;-2), mis moodustavad ruudu, asuvad tema kiilgedel. Joo-
nistame rombi iga tipu kui keskpunkti {imber ringjoone, mis 1dbib kahte
ldhimat ruudu tippu. Need ringjooned puutuvad iiksteist véliselt punktides
A, B, C, D, aga ei ole vordse raadiusega, sest nditeks |0y A| # |02 Al.

10



Joonis 1 Joonis 2

4. Vastus: ei.

Lahendus 1. Vdikeste ruutude tippe asub kuubi tippudes 8, servadel veel
12(n — 1) ja tahkude sisepiirkondades 6(7n — 1)2, kokku on neid tippe seega
8+12(n—-1)+6(n- 1)2 = 6n° + 2. Et kuubi igal tahul on n® viikest ruutu,
siis lidbib otsitav murdjoon 61 viikese ruudu diagonaalid ja seega ka 61°
tippu. Jarelikult leidub vdikese ruudu tipp, mida murdjoon ei ldbi. See tipp
on iihine kas 3 voi 4 vdikesele ruudule. Nendel ruutudel peavad diagonaa-
lid olema valitud nii, et nad vaadeldavat tippu ei 1dbi, aga siis moodustavad
nad iimber selle tsiikli. Sel juhul ldbiks murdjoon monda tippu korduvalt,
mis ei ole voimalik.

Lahendus 2. Varvime koik punktid, mis on vaadeldavate vdikeste ruutude
tippudeks, malekorras kahe virviga (st punaseks, kui koordinaatide summa
on paaris, ja siniseks, kui paaritu). Siis iga diagonaali otspunktid on sama
varvi. Seega saab murdjoon ldbida ainult {ihte varvi tippe. Murdjoon ldbib
6n° tippu. Kuubi tahkudel ja tema sisemuses on (n+ 1) tiisarvuliste koor-
dinaatidega punkti, sisemuses sealhulgas (1 — 1)3. Seega tahkudel on tippe
kokku (n + 1)® — (n — 1) = 6n? + 2. Jarelikult peavad 61 + 2 tipust 61>
olema iihte vérvi. See on vdimatu, sest juba kahel naaberruudul on kokku
3 tihte ja 3 teist varvi tippu.

Midirkus. Loobudes ndudest, et murdjoon peab ldbima iga punkti ilimalt
iihe korra, aga siilitades noude, et ta peab ldbima iga diagonaali tdpselt
iiks kord, saab koéikidele ruutudele diagonaalid tdmmata parajasti siis, kui
n on paarisarv.

5. Lahendus 1. Vaatleme poordlava keskpunktist 1dhtuvaid kiiri, mis jaotavad
poordlava 2n + 2 sektoriks. Et iilejaddnud porand on jaotatud 2n sektoriks,
siis leidub kaks naaberkiirt, mis kuuluvad samasse porandasektorisse. Kui
nende kahe kiire vahele jadv poordlava sektor on porandasektoriga sama
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varvi, siis on otsitav sektor leitud. Kui aga varvid on erinevad, siis sobib ot-
sitavaks vaadeldava sektoriga lava poordekeskpunkti suhtes siimmeetriline
sektor. See asub tervenisti esialgse porandasektoriga siimmeetrilise sekto-
ri koosseisus, kuid vaatesuuna pddramisel 180° vorra muutub péordlava
sektori varv n + 1 korda, poérandasektori virv aga n korda, mistdttu uute
sektorite vdrvid on samad.

Lahendus 2. Poorame koigepealt poodlava sellisesse asendisse, et tema
mingi sektor A oleks tervenisti kohakuti liikumatu lavaosa mingi sektoriga
A'. Selline olukord on voimalik, sest poordlava sektori kesknurk on viik-
sem iilejadnud lava sektori kesknurgast Hakkame niitid poordlava poora-
ma péripdeva. Kui saabub hetk, mil sektor A sektor ei ole enam tervenisti
vastava vilimise sektoriga A’ kohakuti, siis on kohakuti sektorit A p6ordla-
val talle paripdeva jargnevast sektorist B eraldav joon ja liikumatu lavaosa
sektorit B jirgnevast sektorist B’ eraldav joon. Sel juhul aga on sektor B
tervenisti kohakuti sektoriga B'. Seega voime niiiid sektorite A ja A’ rollis
vaadelda neid sektoreid. Jatkame pdoramist seni, kuni poordlava on 14bi-
nud tdisringi.
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: (0,-1,-1), (~1,0,-1), (~1,~1,0), (1+2\/§, 1+2\/§, 1+2‘/§)
(1 -v5 1-v5 1- \/5)

2 72 7 2

Kui tiks arvudest a, b, ¢ on 0, siis kahe vorrandi vasaku poole véartus on
—1, mistottu kaks iilejadnud arvu on moélemad —1. Siit saame lahendid
0,-1,-1), (-1,0,-1) ja (-1,—1,0). Kui iiks arvudest a, b, ¢ on —1, siis
vaatleme vorrandit, mille parem pool on see arv. Ndeme, et iilejadnud ka-
he arvu korrutis on 0, seega iiks neist arvudest on 0. See juht on aga juba
vaadeldud.

Eeldame niitid, et ikski arvudest ei ole —1. Lahutades esimesest vorran-
dist teise, saame b(a—c) = ¢ — a ehk (b+1)(a— c) = 0. Et eelduse kohaselt
b # —1, siis peab olema a = c. Lahutades teisest vorrandist kolmanda, saa-
me analoogiliselt a = b. Seega on koik arvud vordsed ja siisteemi vorrandid

1+V5 |
2

ning

taanduvad iiheks vorrandiks a® — 1 = a, mille lahendid on a =
1-v5
a= .
2

ja

2. Vastus: 23.

Niitame esmalt, et vihemalt 23 kidiku on vaja teha. Téepoolest, iga lipp
peab tegema vihemalt {ihe kdigu (kokku 16 kdiku). Lisaks peab neljast nur-
galipust vihemalt tiks tegema 1 lisakdigu, sest igaiiks neist saab iihe kdigu-
ga liikuda ainult mone teise nurgalipu kohale, ent selleks tuleb esmalt va-
hemalt iiks neist kohtadest vabastada. Ulejddnud 6 lippude paarist igaiihes
peab samuti vihemalt {iks lippudest tegema 1 lisakidigu, sest iihe kdiguga
saab kumbki neist liikuda ainult oma paarilise kohale, ent selleks tuleb es-
malt vihemalt {iks neist kohtadest vabastada. Niisiis 1dheb kokku vaja va-
hemalt 16 + 1 + 6 = 23 kiiku.

Néitame niitid, et 23 kdiguga saab lippude kohad vahetada. Tdhistame
niiiid malelaua ruudud nii, et valged lipud on algselt ruutudel al kuni hl
ja mustad lipud ruutudel a8 kuni h8.

a) Vahetame 5 kdiguga nurgalippude kohad: al-a2, h8-al, h1-h8, a8-hl,
a2-a8.
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Joonis 3

b) Vahetame 6 kdiguga liinidel b ja ¢ asuvate lippude kohad: b1-f5, c1-4,
b8-b1, c8-cl, f4-b8, {5-c8.

¢) Vahetame 6 kédiguga liinidel d ja e asuvate lippude kohad: d1-h5, el-a5,
d8-d1, e8—el, h5-e8, a5-d8.

d) Vahetame 6 kdiguga liinidel f ja g asuvate lippude kohad: f1-c4, gl—c5,
f8-f1, g8-gl, c4-g8, c5-18.

3. Eeldame, et leidub ringjoon, mis puutub ringjoont c¢; punktis P ja loiku

010, punktis A (joonis 3). Olgu O selle ringjoone keskpunkt. Siis ring-
joonte keskpunkte {ithendav sirge O; O ldbib punkti P. Vaatleme kolmnurki
OPO; ja OAO;. llmselt |OP| = |OA| ja |02P| = |02 A| kui vastavate ring-
joonte raadiused, kiilg OO, on aga iihine. Jarelikult on need kolmnurgad
vordsed. Et ZOAO; = 90°, siis ka ZOPO» = 90°.
Eeldame niiiid, et Z0; PO, = 90°. Siis sirge O»P puutub ringjoont ¢
punktis P, sest ta on risti ringjoone ¢ raadiusega O, P. Et |O2P| = |0, A|,
siis sirgele O, P punktist P tdmmatud ristsirge ja sirgele O, A punktist A
tommatud ristsirge 16ikuvad punktis O, mille korral |OP| = |OA|. Ringjoon
keskpunktiga O ja raadiusega |OP| puutub siis nii ringjoont ¢; punktis P
kui ka 16iku O; O, punktis A.

4. Vastus: a) jah; b) ei.

Lahendus 1. a) Sobivateks punktideks on nditeks ruudu tipud ja selle dia-
gonaalide 16ikepunkt.

b) Olgu tasandil valitud mingi hulk punkte nii, et kéik kolmnurgad tippu-
dega valitud punktides on tdisnurksed ja iikski valitud punktide kolmik ei
asu tihel sirgel. Fikseerime mingid kaks valitud punkti A ja B, iilejidnud
valitud punktid peavad siis asuma kas ringjoonel diameetriga AB voi 16igu-
le AB selle otspunktidest tommatud ristsirgetel (joonis 4). Ringjoonel dia-
meetriga AB saab paikneda kokku iilimalt neli valitud punkti (koos punk-
tidega A ja B), sest mis tahes kolme sellise punkti korral peavad kaks neist
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Joonis 4

olema selle ringjoone mingi tihe diameetri otspunktid. Kummalgi mainitud
sirgel saab aga paikneda lisaks punktile A voi B veel ainult tiks punkt.

Eeldame, et leiduvad iilesande tingimustele vastavad punktid C ja D nii,
et C paikneb ringjoonel diameetriga AB ja D ldigule AB selle otspunktist
- olgu selleks nditeks B — tommatud ristsirgel. Kui punktid C ja D paikne-
vad sirgest AB samal pool, siis ZACD > ZACB = 90°, st kolmnurk ACD
ei ole tdisnurkne. Kui punktid C ja D paiknevad sirgest AB erineval pool,
siis ZDBC > Z/DBA = 90°, st kolmnurk DBC ei saa olla tdisnurkne. Jireli-
kult saavad tilejadnud punktid peale A ja B paikneda kas ainult ringjoonel
diameetriga AB v6i ainult 16igu AB otspunktidest tdommatud ristsirgetel.
Kummalgi juhul saab punkte kokku olla iilimalt 4.

Lahendus 2. a) Sobivad punktid konstrueerime samamoodi nagu lahen-
duses 1.

b) Oletame viitevastaselt, et 5 punkti saab néutud viisil valida. Et iga punk-
tikolmik annab tdisnurkse kolmnurga, siis leidub 10 tdisnurkset kolmnur-
ka, mille tipud asuvad antud punktides. Seega leidub antud 5 punkti hul-
gas selline, mille juures asub vdhemalt kahe kolmnurga tdisnurk. Olgu see
punkt O ning A ja B iihe vastava kolmnurga iilejidnud tipud.

Vaatleme teist kolmnurka OXY, mille tdisnurk asub tipus O. Kui X voi
Y asuks sirgel OA, siis peaks ta punktiga A kokku langema, muidu oleks
kolm punkti iihel sirgel. Siis teine punktidest X ja Y asuks sirgel OB, st
ikkagi oleks kolm punkti tihel sirgel. Analoogiliselt ei saa X ega Y asuda
ka sirgel OB. Niitid kui méni antud punktidest asuks punktiga B vorreldes
teisel pool sirget OA, siis médraks ta koos punktidega O ja B niirinurkse
kolmnurga. Analoogiliselt ei saa tikski antud punkt asuda punktiga A vor-
reldes teisel pool sirget OB. Seega peavad punktid X ja Y asuma nurga
AOB sees, kuid siis pole XOY tdisnurk.

15



5. Vastus: ei.

Lahendus 1. Votame arvude kirjutamiseks tahvli korval abiks ka paberi ning
kirjutame sinna esialgu arvud 2 ja 3. Iga kord, kui valime tahvlil min-
gid arvud m ja n ning kirjutame tahvlile juurde arvu mn + m + n, va-
lime paberil arvud m + 1 ja n + 1 ning kirjutame seejérel paberile arvu
(m+1)(n+1) =mn+ m+ n+ 1. Nii on koik paberil olevad arvud iihe vor-
ra suuremad vastavatest tahvlil olevatest arvudest. Paberile saavad tekkida
ainult arvud kujul 243" ning tahvlile seega ainult arvud kujul 293” — 1. Arv
2008 aga ei esitu sellisel kujul, sest arv 2009 ei jagu 2-ga ega 3-ga.

Lahendus 2. Arv 2008 annab 7-ga jagamisel jadgi 6. Selleks, et niisuguse
omadusega arv tahvlile tekiks, peavad seal enne olema sellised m ja n, et
arv mn+m+n+1 ehkarv (m+ 1)(n + 1) jagub 7-ga. Et 7 on algarv, peab
selleks kas m+1 voi n+1 jaguma 7-ga. Selleks aga peab m v6i n andma 7-
ga jagamisel jadgi 6. Et aga algselt tahvlil iihtegi niisuguse omadusega arvu
ei ole, siis ei saa seda ka kunagi tekkida.

Lahendus 3. Kui mingil kdigul valitakse arvud m ja n, millest vihemalt tiks
on paaritu, siis on ka uus arv mn + m + n kindlasti paaritu. Seega niisugu-
sed kdigud ei osale paarisarvude tekkes. Jarelikult kui arv 2008 on vdimalik
saavutada, siis saab seda teha kdikudega, kus alati valitakse paarisarvulised
mijan.

Niitame, et kaik selliste kiikudega tekkivad arvud on kujul 3¥—1, kus k on
positiivne tdisarv. Toepoolest, ainus algselt tahvlil olev paarisarv 2 esitub
kujul 3' — 1 ning kui kiigul valitakse arvud 3k -1 ja 3! — 1, tekib uus arv
B¥-1@E' - 1) +3%—1+3"—1 ehk 3¥*' — 1. Et 2008 sellisel kujul ei avaldu,
pole teda voimalik saavutada.
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: 5% 7.

Véhim ruut ei saa asuda ristkdiliku kiiljel, sest siis asuks tema korval kum-
malgi pool suurem ruut ning nende vahele jdédva ala saab katta ainult teise
vihima ruuduga. Analoogiliselt ei saa vihim ruut asuda nurgas. Edasi, vi-
hima ruudu ja ristkiiliku kiilje vahele peab jidma vdhemalt iihe vorra roh-
kem ruute kui on vdhima ruudu kiiljepikkus, sest muidu saaks sinna paigu-
tada ainult teise vdhima ruudu, kui {ildse midagi. Seega on ristkiiliku kum-
magi kiilje pikkus vdhemalt 1+2+2 = 5. Kui ristkiiliku lithema kiilje pikkus
on 5, siis peab selle kiilje d4res asuma ruut kiiljepikkusega vdhemalt 3. See
aga tdhendab, et vdhima ruudu ja selle kiilje vahele peab jaédma vdhemalt
3 ruutu. Analoogiline on olukord vastaskiiljega. Jarelikult on ristkiiliku pi-
kema kiilje pikkus sel juhul vdhemalt 1 + 3 + 3 = 7. Ristkiiliku modtmetega
5 x 7 saab katta noutaval viisil, nagu ndidatud joonisel 5, selle ristkiiliku
pindala on 35. Kui ristkiiliku lithema kiilje pikkus oleks 6 vdi rohkem, siis
oleks ristkiiliku pindala vihemalt 6-6 = 36 ja ta ei oleks vihima pindalaga.

2. Vastus: (1,1) ja (3,2).
Eeldame, et b on paaritu. Et arvu 3 mis tahes paarituarvuline aste annab
4-ga jagamisel jddgi 3, siis peab 2% andma 4-ga jagamisel jdégi 2, st a = 1.
Vordusest 2 —3” +1 = 0 ehk 3 = 3 lejame b = 1.
Eeldame niiiid, et b on paaris. Kirjutame seose kujul 3b_1 =29, tegurdame
vasaku poole ja saame

3% - 1@ +1) =20

Joonis 5
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Joonis 6 Joonis 7

Et vasaku poole tegurite vahe on 2 ja nad molemad peavad olema 2 ast-
b b
med, siis ainsa vdoimalusena 32 —1=2ja3z +1=4.Siit b=2ja a=3.

3. Olgu O; ja O, vastavalt ringjoonte c; ja c; keskpunktid (joonised 6 ja 7).
Vordhaarsed kolmnurgad BO; K ja CO2K on sarnased, sest nende haarad
on vastavalt paralleelsed: AB || CD ja punkt K asub 16igul O;0,. Jareli-
kult on ka nende kolmnurkade alused paralleelsed ehk punkt K asub sirgel
BC. Nid iihelt poolt /ZKAL = ZKBM, teiselt poolt ZALK = ZABK =
= /KCD = ZKMB. Seega on kolmnurkadel AKL ja BKM kaks paari vord-
seid nurki ning need kolmnurgad on sarnased.

4. Vastus: vordus kehtib parajasti siis, kui a = 2b = 4c.
Lahendus 1. Viime liikkmed vasakule poole ja teisendame:
a® + 4b* + 8¢® —3ab — 4bc — 2ca =
3
= Zaz - 3ab + sz) + (b* - 4bc + 4¢®) +

= (?a— V3b

1
4c® = 2ca + Zdz) =

2 1 2
+(b-20)°%+ (2c— za) > 0.

3
Vordus kehtib parajasti siis, kui kehtivad vordused %a =v3b, b = 2¢,
1
2c = Eaehka=2b=4c.

Lahendus 2. Viime liikkmed vasakule poole ja teisendame:

a® + 4b* + 8¢®> —3ab — 4bc — 2ca =

9 7
= a2+Zb2+c2—3ab+3bc—2ca)+ Zb2—7bc+702 =
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2
+

V7

3 2
=(a——b—c —b—ﬁc) = 0.
2 2

3
Vordus kehtib siin parajasti siis, kui kehtivad vordused a = Eb + c ja

7
V7c = Tb’ mis on samavéadrsed vordustega a = 2b = 4c.

Lahendus 3. Kasutame aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vor-
ratust:

1,5a° + 6b° . 0,5a® + 8c? . 2b% +8c?
2 2 2
> V9a2b? + Vaa’c? + V16b2c? >
= 3|allb| + 2|allc| + 4|bllc| = 3ab + 4bc + 2ca.

=

Vordus kehtib parajasti sel juhul, kui kehtivad vordused 1,54° = 6b°,
0,5a> = 8¢%, 2b* = 8¢? ning a, b ja ¢ on samamirgilised. Teiste sonadega,
a=2b=4c.

Lahendus 4. Vaatleme ruutvorrandit a® — Bb+2c)a+ (4b* +8¢% — 4bc) =0
muutuja a suhtes. Selle ruutvorrandi diskriminant on

D = (3b +20)% — 4(4b” + 8¢* — 4bc) =
= —7b* + 28bc — 28¢* = —7(b - 2¢)*
Néeme, et diskriminant saab mis tahes b ja ¢ korral omandada ainult mit-

tepositiivseid vadrtusi. Et vastava ruutvorrandi pealiikme kordaja on posi-
tiivne, siis suvalise reaalarvude korral a? — (3b+2c)a+ (4b® +8c¢* —4bc) = 0,

E

Joonis 8
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mis on samavéirne tilesande vorratusega. Koostades analoogsed ruutvor-
randid b ja ¢ suhtes, siis saame vastavalt diskriminandid D = —7(2a — 4b)*
ja D = —7(a — 4¢)?. Seega vordus kehtib parajasti siis, kui b = 2¢, 2a = 4b,
a=4c ehk a =2b = 4c.

. Vastus: ei.

Eeldame, et selline kumer kuusnurk leidub, olgu O timberringjoonte iihi-
ne loikepunkt (joonis 8). Siis nelinurgad ABCO, CDEO ja EFAO on koik
kodlnelinurgad, jérelikult /BAO + Z/BCO = 180°, /DCO + Z/DEO = 180°
ja Z/ZFEO + /FAO = 180°. Liites need kolm vordust kokku, saame

/BCD + /DEF + /FAB =3 -180°.

Teiselt poolt, et kumeras kuusnurgas on koik sisenurgad vdiksemad kui
180°, peab viimase kolme nurga summa olema viiksem kui 3 -180°. Vastu-
olu, jarelikult niisugust kuusnurka ei leidu.
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

25
1. Vastus: —.
16

1 1
Lahendus 1. Esitame arvud u ja v kujul u = > +xjav= >3- x. Siis

A+ >+ v?) = (1 + (% + x)z) (1 + (% - x)2

[rege
=(l+-+x"+x
4

1 5 2 25 5 25 3
-(1+—+x2—x) = (—+x2) — = ot - = T S et
4 4 16 2 16 2
3 2 . 4 . .. .. . . s
Et Ex ja x* on mittenegatiivsed, siis realiseerub avaldise vihim vairtus

25
juhul x = 0. Sel juhul (1 + W1+ v = T

Lahendus 2. Bt u+ v = 1, siis

A+ + ) =1+’ +v*+ 2P =

=1+ (u+ v)2 —2uv+ P =2- 2(uv) + (uv)z.
Votame s = uv. On teada, et kahe muutuva, kuid konstantse summaga
suuruse korrutis on suurim, kui need suurused on vordsed. Jarelikult suu-

1)2 1
ruse s suurim voimalik vddrtus on (E) ehk 7 seega s kuulub piirkonda
1
(—oo; Z] Uuritav vadrtus on 2 — 2s + s° = (s — 1)? + 1. Viimane avaldis on

kogu nimetatud piirkonnas kahanev ja omandab seega juhul s = i vihima
25

=T

Lahendus 3. Et u+ v = 1, siis

1 2
vidirtuse (Z - 1) +1

A+uHA+)=0+1H)0+0-w? =

:(1+u2)(2—2u+u2):2—2u+3u2—2u3+u4.
Funktsiooni g(u) =2 —-2u + 3u? — 2u® + u* tuletis on
Feon 2 3 _ 3 2 _ 2
g =-2+6u—-6u"+4u” =2Qu -3u"+3u—-1)=2Cu-1)Ww —u+1).
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Et ruutkolmliikmel #? — u + 1 puuduvad reaalarvulised nullkohad, siis tu-
1
letise ainuke nullkoht on u = > Funktsioon g saavutab sel kohal toesti

minimaalse véartuse, sest g pealiikme kordaja on positiivne. Seega otsitav
vdhim viirtus on g(l) = (1 + (1)2)2 = §

2 2 16
Lahendus 4. Voime eeldada, et u ja v kuuluvad 16igule [0; 1], sest kui © > 1
voi v > 1 (ehk v < 0 voi u < 0), siis (1 + u*)(1 + v*) > 2, aga niiteks
juhul u = 1, v = 0 on vaadeldava avaldise vddrtus 2. Uurime funktsiooni
1(x) = In(1 + x):

;o 2x g 20+ xH)—2x-2x  2(1-x%)
=12 PO T 0ier . T user

Kui x € [0;1], siis 1 — x*> > 0, seega funktsioon I(x) on kumer. Jérelikult
Jenseni vorratusest

I(w) + 1(v) > l(”"'”) _ (l) :ln(1+(l)2) :1n§,

2 2 2 2
millest

5 52 25

I Iv) =22 =n(2) =mZ2,

(W) +1(w) >2In n(4) -

1
kusjuures vordus kehtib parajasti juhul u = v = > Niitid saame

25 25
1+ uZ)(l + UZ) — el(u)el(l/) — el(u)+l(u) > elnﬁ — E’

1
kusjuures vordus kehtib parajasti juhul u = v = >

Lahendus 5. Vaatleme kolmnurka ABC, mille kiilg BC ja korgus AH (joo-
nis 9) on pikkusega 1 ning aluspunkt H jaotab kiilje BC osadeks pikkuste-
ga u ja v (analoogiliselt lahendusega 4 voime eeldada, et © ja v on mitte-
negatiivsed). Siis u+ v = 1 ning (1+ u?)(1+ v?) = |AB]*|AC)? = ———,

8 ) 1 g ( ) ) |1 I“IACI silllzéBAC
sest pindala valemitest E-IABI-IACl-sin /BAC = §~|BC|-|AH| = > Ent sel-
leks, et sin ZBAC oleks suurim, peab korguse aluspunkt H poolitama 16igu
BC: kui ¢ on kolmnurga ABC iimberringjoon niisugusel juhul, siis punk-
ti H iga muu asukoha korral jadks tipp A viljapoole ringjoont ¢, mistottu
nurga BAC suurus oleks vdiksem (nurga BAC suurus on alati vdiksem kui
90°, sest BC ei saa olla kolmnurga ABC pikim kiilg). Kui H on 16igu BC

5 25
keskpunkt, siis |AB|* = |BC|* = 7 millest |ABI*|BC|* = &
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Joonis 9

2. Eeldame, et kolmnurkade AOB ja COD tumberringjooned puutuvad (joo-
nis 10). Tombame ringjoontele punktist O iihise puutuja, olgu E selle 16i-
kepunkt kiiljega BC. Siis ZEOB = ZOAB = /BCO, sest |AB| = |BC]|.
Analoogiliselt ZEOC = Z0DC = ZCBO. Kolmnurgast BOC saame niiiid
/EOB + ZEOC + ZOBC + ZOCB = 180° ehk 2/EOB + 2/EOC = 180°,
millest /BOC = ZEOB + ZEOC = 90°.

Eeldame niitid, et 16igud AC ja BD on risti. Et kolmnurgad AOB ja COD
on tdisnurksed, asuvad nende kolmnurkade timberringjoonte keskpunktid
0O, ja O, vastavatel hiipotenuusidel AB ja CD. Siis Z0,0A = Z0,1AO =
= /BCO ja £0,0D = Z0,DO = ZCBO. Et kolmnurk BOC on tdisnurk-
ne, siis ZBCO + ZCBO = 90°. Seetottu Z0;0A + ZAOD + Z0,0D =
= /BCO +90° + ZCOB = 180°. Jarelikult kolmnurkade AOB ja COD iim-
berringjooned puutuvad punktis O.

3. Vastus:a) 1 b) 1.

a) Algarvust n vdiksemad ja temaga {ihistegurita naturaalarvud on parajasti

Joonis 10
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k(k+1)

koik arvud 1 kuni n — 1. Vahesumma 1 +... + k = jagub paaritu
algarvuga n parajasti siis, kui k(k+1) jagub n-ga ehk k jagub n-ga voi k+1
jagub n-ga. Etaga 1 < k < n—1, siis n-ga jaguva vahesumma annab ainult
k=n-1.

b) Olgu n = p?, kus p on paaritu algarv. Arvuga n iihistegurita on parajasti
need arvud, mis p-ga ei jagu:

1 2 p-1
p+1 p+2 2p-1
(p-Dp+1 (p-Dp+2 ... p2—1.

Kui mingi vahesumma jagub p?-ga, jagub ta ka p-ga. Et eelneva tabeli read
erinevad iiksteisest ainult p kordsete vorra, siis vastavalt a)-osa lahenduse-
le jaguvad p-ga need ja ainult need vahesummad, mis tekivad pérast iga
rea viimase arvu lisamist.

plp-1)

Esimese rea arvude summa on , iga jargmise rea arvude sum-

ma on eelnevast p(p — 1) vorra suurem. Jérelikult ridade summad on
pip-1) _ plp-1) _ plp-1
1- 2 R 3 2 R 5.

on (1+3+5+...+2i—-1))

jne ning esimese 7 rea arvude summa

Cplp-1 o pp-D)
2 ! 2
jagub pz-ga parajasti siis, kui i p(p — 1) jagub pz-ga ehk iz(p - 1) ja-
gub p-ga. See on voimalik ainult siis, kui i jagub p-ga ehk i = p. Niisiis
jagub vaadeldavatest vahesummadest pz-ga ainult see, mis sisaldab koiki
liidetavaid.

. Viimane avaldis

Medirkus. Voib toestada, et koiki voimalikke liidetavaid sisaldav summa ja-
gub n-ga iga n > 2 korral. Kui n ei ole algarv ega algarvu ruut, siis voib
leiduda teisigi n-ga jaguvaid vahesummasid. Néiteks juhul n = 16 lisan-
dub iiks vahesumma 1 + 3 + 5 + 7, juhul n = 39 kaks vahesummat jne.

. Lahendus 1. Olgu O punktist A sirgele [ tdmmatud ristldigu aluspunkt.
Vaatleme jargmisi juhte.

e Kui punktid X ja Z; erinevad punktist O ning |AX| # |AZ;], siis ol-
gu Z, ja Z3 vastavalt punktide X ja Z; peegeldused punktist O (joo-
nis 11). Koik need punktid on erinevad. Loigu OX pikkus on ratsio-
naalarv, sest |OX| = |AX|cos ZAXZ; ja koosinusteoreemi pohjal on
ratsionaalarvuliste kiiljepikkustega kolmnurga AXZ; nurkade koosi-
nused ratsionaalarvud. Niitid on kolmnurga AX 7, kiiljepikkused rat-
sionaalarvud, sest | X Z,| = 2|0X] ja |[AZ,| = |AX]|. Ka kolmnurga AX 73
kiiljepikkused on ratsionaalarvud, sest |XZ3| = |Z2 21| = | X Z1| — | X Zs|
jalAZs| = |AZ)].
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Z3 X O 2 Z

Joonis 11

e Kui punktid X ja Z; erinevad punktist O, kuid |AX| = |AZ;| ning
/XAZ; #60°, siis valime sirgel [ punktid 7, ja Z3 nii, et |AZy| = |22 X|
ja |AZ3| = |Z3Z1] (joonis 12). Kolmnurgad Z>X A ja Z37Z; A on siis mo-
lemad vordhaarsed ja sarnased kolmnurgaga AXZ; sarnasusteguritega

|AX] - |AZ;|

xz " ixz]
samuti ratsionaalarvud. Punktid Z, ja Z3 erinevad punktidest X ja 7,
sest vaadeldavate vordhaarsete kolmnurkade tipunurk on alusnurgast
erineva suurusega, samuti erinevad nad omavahel, sest vastasel kor-
ral oleks /X AZ; = 90°, aga vordhaarse tdisnurkse kolmnurga kaatet ja
hiipotenuus ei saa olla korraga ratsionaalarvud.

e Kui punktid X ja Z; erinevad punktist O, kuid |AX| = |AZ;| ning
/XAZy = 60°, siis valime punkti Z, nii, et ta asub ldigu Z; X pi-
kendusel iile punkti X ja |XZ»| = 0,6|AX]|, punkt Z3 olgu punkti Z,
peegeldus punktist O (joonis 13). Koosinusteoreemist |AZ,| = |[AX |2+
+|XZ|* =2+ |AX|-|X Z5]-cos 120° = (1+0,36 —2-1-0,6- (-0,5))| AX|* =
= 1,96|AX|2, jarelikult |[AZ>| = 1,4|AX]|. Seega on kolmnurga AX 7, ja
analoogiliselt kolmnurga AXZ3 kiiljepikkused ratsionaalarvud.

vastavalt . Seega on nende kolmnurkade kiiljepikkused

e Kui iiks punktidest X ja 7, nditeks X, langeb kokku punktiga O, siis
olgu Z, punkti Z; peegeldus punkti O suhtes. Kolmnurk Z;AZ, on

A
A
Zs X 0] 2 Zy X Z 73
Joonis 12 Joonis 13
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Zg X Zl Zg X Z3 Zl Z2

Joonis 14 Joonis 15

siis vordhaarne ja ratsionaalarvuliste kiiljepikkustega ning punkti Z3
saame konstrueerida samamoodi nagu eelmisel juhul.

Lahendus 2. Kui kolmnurk AXZ; on vordkiilgne, st |[AX| = |AZ;| ning
/XAZ; =60°, siis toimime samamoodi nagu lahenduses 1. Vaatleme niitid
juhtu, kus kolmnurk AX7; ei ole vordkiilgne.

e Eeldame, et | X 7| # |AX| ja |XZ;| # |AZ;|. Valime kiirel XZ; punk-
ti Zp nii, et LZpAX = LAZ1 X, ning kiirel Z;X punkti Z3 nii, et
L7Z3AZy = LAXZ) (joonis 14). Punktid Z, ja Z; on erinevad, sest
LAZ1 X # £ 71 AX, samuti on punktid Z3 ja X erinevad, sest ZAX 7 #
# /XAZ,. Kolmnurgad Z,XA ja Z3AZ, on sarnased kolmnurgaga

|AX| . 1Z1 A

12x1% 1Z,x]
kolmnurkade kiiljepikkused ratsionaalarvud ning ka 16igu X 73 pikkus
on ratsionaalarv.

e Eeldame, et | XZ;| = |AX| voi |XZ1| = |AZ;], tildisust kitsendama-
ta kehtigu neist vordustest teine (joonis 15). Punkti Z, valime samal
viisil nagu eelmisel juhul. Siis punkt Z, erineb punktidest X ja Z;
ning kolmnurga AXZ, kiiljepikkused on ratsionaalarvud. Punkt Z3 ol-
gu punkti Z; peegeldus 16igu X7, keskristsirge suhtes. Punkt Z3 eri-
neb punktist Z;, sest muidu oleks AXZ; vordhaarne tidisnurkne kolm-
nurk. Kolmnurk AXZ3 on vordne kolmnurgaga AZ,Z;, mille kiiljepik-
kused on ratsionaalarvud.

AX 7, vastavalt sarnasusteguritega , jarelikult on nende

5. Lahendus 1. Kui pulkade seas leidub vertikaalne pulk, mille kukkumist {iks-
ki teine pulk ei takista, siis vdide kehtib. Eeldame jargnevas, et tikski verti-
kaalne pulk vabalt kukkuda ei saa. Joonistame seina alla horisontaalse sir-
ge. Vaatleme pulkade otspunkte, mille all ei asu teiste pulkade punkte. Kui
see otspunkt on oma pulgal vasak otspunkt, siis vdrvime tema all asuva
sirge punkti siniseks, parempoolse otspunkti korral aga kollaseks. Vasak-
poolseim sirge punkt, mille kohal iildse pulkade punkte asub, on ilmselt
varvitud siniseks, analoogiline parempoolseim punkt aga kollaseks. Liiku-
des mooda sirget vasakult paremale, leidub seega koht, kus sinisest punk-
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tist jargmine varvitud punkt on kollane. Need kaks punkti mérgivad iihe
ja sama pulga otspunkte, sest nende punktide vahele jadva 16igu iga sise-
punkti kohal olev madalaim pulgapunkt peab kuuluma samale pulgale nii
16igu vasaku otspunkti kohal asuva punktiga kui ka parema otspunkti kohal
asuva punktiga. Uhtlasi ndhtub sellest, et see pulk saab vabalt kukkuda.

Lahendus 2. Toestame viite induktsiooniga pulkade arvu jargi. Kui pulki
on ainult iiks, siis vdide ilmselt kehtib. Olgu pulki rohkem. Vaatleme kolme
juhtu.

a) Leidub pulk p, mille iga punkti all asub mone teise pulga punkt. Ee-
maldame selle pulga. Induktsiooni eelduse kohaselt leidub niitid pulk
v, mis saab kukkuda. Paneme pulga p tagasi. See pulk ei saa olla ain-
sana pulga v liikumise takistaja, sest p iga punkti all asub mone teise
pulga punkt ja koos p-ga peaks v liikumist takistama veel méni pulk.

b) Leidub pulk p, mis kukkuda ei saa ja mille langemist takistavad pul-
gad asuvad koik terves ulatuses tema all. Eemaldame selle pulga ja koik
tilejadnud pulgad, mis ei asu p all. Et saadud seisus on vihem pulki
kui esialgu, leidub pulk v, mis saab kukkuda. See pulk saab kukkuda
ka esialgses seisus, sest teda saaksid takistada ainult need pulgad, mis
asuvad {ihtlasi p all.

¢) Kui eelmised kaks juhtu ei kehti, siis igal pulgal leidub punkte, mille
all on vaba ruum, ja iga pulk kas saab kukkuda v6i vdhemalt iiks teda
takistav pulk ei asu tema ees tervenisti. Olgu p pulk, millele kuulub
koige parempoolsem punkt pulkade hulgas (kui neid pulki on mitu,
siis valime selle, millele kuulub koige iilemine selline punkt). Eemal-
dame pulga p. Induktsiooni eelduse kohaselt leidub niiiid pulk v, mis
saab kukkuda. Paneme pulga p tagasi. Kui v saab ka niitid kukkuda,
siis vdide kehtib. Vastasel korral takistab tema kukkumist ainult pulk
p. Et pulgal v leidub punkte, mille all on vaba ruum, siis ulatub v va-
sak otspunkt kaugemale p vasakust otspunktist. Pulga p nende punk-
tide all, mis asuvad iihtlasi v all, ei leidu kukkumist takistavaid pulki,
sest muidu ei oleks saanud v kukkuda. Pulga p iilejadnud punktide
all ei leidu samuti kukkumist takistavaid pulki, sest p ulatub pulkade
seas koige rohkem paremale, mistottu iga tema langemist takistav pulk
peaks asuma tervenisti tema all. Jdrelikult saab p kukkuda.

Lahendus 3. Vaatleme suunatud graafi, mille tippudeks on pulgad ning mil-
les leidub kaar tipust a tippu b parajasti siis, kui pulga a liilkumist takistab
pulk b. Piisab tdestada, et see graaf ei sisalda suunatud tstikleid. Siis leidub
graafis tipp véljundastmega 0, st pulk, mille kukkumist tikski teine pulk ei
takista.

Oletame viitevastaselt, et graafis leidub suunatud tsiikleid, olgu p;, p2, ...,
pn vdhima pikkusega tsiikkel. Selles ei saa leiduda kaart iihegi kahe tipu
vahel, mis ei ole tsiiklis jarjestikused, sest vastasel korral saaksime tsiikli
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pikkust vdhendada. Olgu p; ildisust kitsendamata see pulk tsiiklis, mil-
le vasak otspunkt asub kdige kaugemal vasakul (kui selliseid on mitu, siis
vaatleme neist koige alumist). Siis p» parempoolne otspunkt asub p; pa-
remast otspunktist kaugemal paremal, sest vastasel korral takistaks pulk p3
nii py kui ka p; kukkumist, st tsiikli sees leiduks kaar p; ja p3 vahel. Samal
pohjusel asub p3 vasak otspunkt p; paremast otspunktist paremal. Niid
saame analoogiliselt eelnevaga, et p3 parem otspunkt asub kaugemal pa-
remal kui p, parem otspunkt jne kuni p, parem otspunkt asub kaugemal
paremal kui p,—; parem otspunkt. Jarelikult p, parem otspunkt asub kau-
gemal paremal kui p; parem otspunkt. Tehes aga veel iihe sammu méoda
tsiiklit, saame, et p; parem otspunkt asub kaugemal paremal kui p, parem
otspunkt, vastuolu.

Medirkus. Ulesande viide ei kehti tildiselt, kui pulgad ei ole sirged. Niiteks
kaks poolkaarekujulist pulka voivad vastastikku teineteise langemist takis-
tada.
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Hannes Jukk) Tuipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Korrektne lahendus (sarnane ametlikule lahendusele): 7p
o Ilma pohjendamata eeldati, et parandatavate teeldikude pikku-

sed on vordsed, edasi tehti algebraliselt rehkendused digesti: 6p
o Teisendusviga, mille parandamisel oleks saanud dige tulemuse: 5p
o Teisendusviga lahenduses, mil kasutati vdédra eeldust t66l6iku-

de vordsuse kohta: 4p

o Téhistati muutujad korrektselt ning loodi 6iged seosed muutu-
jate vahel vorreldes aegasid kolmes situatsioonis, kuid ei suu-

detud leida otsitavat seost kiiruste vahel: 2p
o Eksiti selle vastu, et mdlema teeldigu remontimisega voib tildist
keskmist lineaarselt suurendada kolmandiku vorra: 0p

. (Elts Abel) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summee-
riti.

o Leitud ainuke sobiv arv 512: 5p

o Muudetud 6igesti numbrite jarjekorda ja leitud korrutis 2008: 2p
. (Oleg Kosik) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Téhelepanek, et ringide keskpunktid ja puutepunkt asuvad iihel

sirgel: 1p
o a)-osa lahendus: 3p
o b)-osa lahendus (nédide koos selgitusega): 3p

. (Emilia Kdsper) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Ruutude arvu 61 leidmine: 1p
o Loikepunktide arvu 612 + 2 leidmine: 2p
o Lahenduse l6puleviimine: 4p

To6d, mis selle skeemi jargi punkte ei saanud, aga kus oli 1dbi vaadatud
juht n =1, said 1 punkti.

Mitmes t66s oli vdidetud, et murdjoon peab kuupi katma ,siksakina“ voi
,sirgena‘“, see aga pole voimalik. Uheski sellises t66s aga ei olnud veen-
vat pohjendust, miks murdjoon {iihelgi teisel kujul olla ei saa. Kuna pole
pohjust arvata, et viimase vdite tdestamine on lihtsam kui algne {ilesanne,
selline arutlus punkte ei andnud.
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5. (Toomas Krips)
Lahendus 1.
o Naiidatud, et peab leiduma kaks sisemist sektorit, mis on tdieli-
kult kohakuti mingisuguste vilimiste sektoritega:

o Pandud tdhele seaduspédrasust, kuidas see, kas vastassektorid
on sama voi eri virvi, s6ltub paarsusest:

o Rakendatud seda nditamaks, et vastassektorite paarist iiks on
sama ja teine eri varvi:
Lahendus 2.
o Leitud suvaline tingimustega sobiv asend:

o Konstruktsioon, kuidas keerates alati leidub mingisugune sise-
mine sektor, mis on vdlimisega kohakuti:

o Pohjendus:

3p

2p

2p

lp

4p
2p

Kui leidus idee alge, mis oleks arendamisel sihile viinud, siis anti vastavalt

idee kasutatavusele iiks voi kaks punkti.
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Mati Abel) Tilipiliste lahenduste eest anti punkte jairgmiselt.

o Leitud 1 lahend voi alustatud lahendamist: 1p
o Leitud 2 lahendit: 2p
o Leitud 3 lahendit, kuid selgitused puuduvad: 3p
o Leitud 3 lahendit, kuid teiste lahendite leidmisel tehtud vigu: 4p
o Leitud 4 lahendit, kuid pohjendused ebatdpsed: 5p
o Leitud koik lahendid, kuid selgitused ebatidpsed: 6p
o Korrektne lahendus: 7p

2. (Aleksei Lissitsin) Tilpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Ei ole diget ndidet, kuid on tdhelepanek vahetada kaks lippu

keskel 3 sammuga: 2p
o Oige nidide on olemas, kuid ei ole tdestust, miks see on mini-

maalne: 4p
o On olemas 6ige ndide ja selgitus, miks 4 nurgalippu saab vahe-

tada minimaalselt 5 kdiguga: 5p
o On olemas dige ndide ja selgitus, miks keskel olevate lipude va-

hetamiseks on tarvis minimaalselt 18 kdiku: 6p
o Tiislahendus: 7p

Viikese vea korral sai lahendus 1 punkti vihem.

3. (Juhan Aru) Lahenduse allpool méirgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o Toestatud vdide lihes suunas: 3p
o Toestatud vdide teises suunas: 3p
o Mirgatud, et on vaja toestada kahes suunas: 1p

4. (Toomas Paaver) Lahenduse allpool mairgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o a)-osa tdislahendus: 2p
o b)-osa tdislahendus: 5p
Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest
* Oige vastus koos iildise selgitusega: 1p
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e lahendus, mille koosseisus kasutatakse monda oiget, aga
tdestamata vaidet: 3p

5. (Kalle Kaarli) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Pohimotteliselt 6ige lahenduskiik, kus esines védiksemaid puu-

dusi (arvutusvead, mone juhu draunustamine: 5-6 p
o Lahendus, kus oli tdhele panemata jaetud véimalus m = n (ndi-

teks saab tahvlile kirjutatud arvudest genereerida 2-:2+2+2 = 8): 3p
o Lahendused, kus oli kiill mingil méaral analiiiisitud, milliseid

arve saab genereerida, kuid 16plikule lahendusele viivat ideed

ei olnud: Ip
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Hdrmel Nestra) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Naiitamine, et lithema kiilje pikkus on vdhemalt 5: 2p
o Nditamine, et kui lithema kiilje pikkus on 5, siis pikema kiilje
pikkus on vihemalt 7: 2p
o Nditamine, et 5 x 7 ristkiiliku saab tiikeldada: 2p
o Mainimine, et kui lithema kiilje pikkus on vdhemalt 6, siis pind-
ala pole minimaalne: 1p

2. (Jevgeni Martjusev) Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Juhtum, kui b on paaritu arv: 4p
o Juhtum, kui b on paarisarv: 3p

Ainult 6ige vastuse eest anti 0 punkti. Téestuse eest, et a on paaritu arv,
anti 0 punkti.

3. (Jan Willemson) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Toestatud, et AB || CD: 1p
o Toestatud, et /KAL = /KBM: 2p
o Toestatud, et K asub sirgel BC voi Z/BKD = 90° voi moni sa-
mavdadrne viide: 2p
o Toestatud, et ZALK = ZKMB: 2p

Kui muidu suuremas osas tdielikus lahenduses unustati dra, et on véimalik
kaks pohimotteliselt erinevat pilti ja lahendus séltus punktide jarjekorrast
sirgel BD, siis voeti summast maha 1 punkt.

4. (Kaie Kubjas) Tiitpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt (lahendus-
kiik sarnane Ziirii poolt toodule, proovitakse avaldise teisendamist ruutude
summaks).

o Leitud iiks kolmest Ziirii lahenduses toodud ruudust: 2p
o Leitud kaks kolmest Ziirii lahenduses toodud ruudust: 4p
o Avaldis esitatud ruutude summana: 6p
o Téislahendus: 7p
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Esines mitmeid Ziirii lahendusest erinevaid lahendusi. Neid hinnati vasta-
valt sellele, kui suur osa iilesandest oli lahendatud. T66d, kus oli idee tei-
sendada avaldis ruutude summaks, kuid 6igeid ruute ei saadud, said 1-2
punkti olenevalt sellest, kas oli ka muid edasiviivaid ideid. Paljudes t66des
oli kirjutatud, et vordus kehtib, kui a = b = ¢ = 0 - selle eest punkte ei
antud.

5. (Laur Tooming) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o

o

o

Kasutatud kuusnurga nurkade summat 720°:

Kasutatud keskristsirgete seost imberringjoontega:

Tommatud I6igud kolme ringjoone tihisest punktist punktides-
se A, CjaE:

Leitud alumised voi iilemised tokked kumera kuusnurga nurka-
de hulgas olla voivate niiri- voi teravnurkade arvule:

Kasutatud ko6lnelinurkade omadusi:

Peaaegu tidielik lahendus ebatédpsustega:

Téislahendus:
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Eesti LV matemaatikaoliimpiaad

29. marts 2008 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Mart Abel) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Skeem 1.

o

o

o

o

Avaldise (1+u?)(1+ v?) esitamise eest vaid ithe muutuja kaudu:
Funktsiooni f(u) = u* — 2u® + 3u® — 2u + 2 voi funktsiooni
f() = v* = 20% + 30% — 20 + 2 sissetoomise eest:

Funktsiooni f tuletise leidmise eest:

Funktsiooni tuletise f' avaldamise eest kujul f'(u) =
=2Qu-1)(u? - u+1) véikujul f'(v) =2Qv -1 -v+1):
Niitamise eest, et tagumisel ruutvorrandil lahendid puuduvad:

1
Kontrolli eest, et f”(z) > 0:

Oige vastuse eest:

Skeem 2.

o

(0]

(0]

1 1
Asenduste u = 3 +xjav= 3" X sissetoomise eest:

25 3
Teisenduse (1 + u?)(1 + v°) = 6 + Exz + x* eest:

Jéarelduse eest, et miinimum saavutatakse, kui x = 0, ja sellele
vastavate u ja v korral dige vastuse leidmise eest:

Skeem 3.

o

(0]

(0]

(0]

(0]

Teisenduse (1 + uz)(l + vz) =2-2uv+ (uv)2 eest:
Uuele muutujale s = uv iilemineku eest:

1
Nditamise eest, et s € (—oo, Z]:
Funktsiooni kahanevuse pohjal jarelduse, et miinimum saavu-
1
tatakse kohal s = 7 tegemise eest:

Vastuse leidmise eest:

Ip

Ip
lp

lp
Ip
Ip
Ip

2p
2p
3p
2p

lp
lp

2p
lp

2. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

(0]

Toestatud tarvilikkuse osa, st et kui kolmnurkade AOB ja COD
imberringjooned puutuvad, siis AC ja BD on risti:

35

3p



o Tdestatud piisavuse osa, st et kui AC ja BD on risti, siis kolm-

nurkade AOB ja BOC timberringjooned puutuvad: 4p
Sealhulgas
e pohjendatud, miks ABCD on romb: 2p

e tdestatud, et rombi puhul vastavate kolmnurkade {imber-
ringjooned puutuvad: 2p

3. (Konstantin Tretjakov) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Alamiilesande a) puhul toestatud, et leidub vihemalt iiks n-ga

jaguv vahesumma: 2p
o Alamiilesande a) puhul toestatud, et leidub tilimalt iiks n-ga ja-

guv vahesumma: 2p
o Alamiilesande b) puhul tdestatud, et leidub parajasti iiks n-ga

jaguv vahesumma: 3p

Alamiilesande b) pooliku lahenduse eest punkte ei antud.

4. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Lahendused, mis kasutasid Ziirii esimese lahenduse ideid.

o Juht, kus X # O, Z; # O ja |AX]| # |AZy|: 3p
o Juht, kus |AX| = |AZ;| (sealhulgas juht, kus |AX| = |AZ;| =
= [XZA1): 2p
o Juhud, kus X = O vbi Z; = O: 2p
Lahendused, mis kasutasid Ziirii teise lahenduse ideid.
o Juht, kus kolmnurk AX7; on vordkiilgne: 1p
o Ulejddnud juhud: 6p
Sealhulgas:
e leitud ainult iiks punkt Z,: 3p
e leitud molemad punktid Z, ja Zs: 6p

5. (Peeter Laud) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jairgmiselt.

o Taislahendus: 7p
o Leitud, et iilesande lahendamiseks piisab nditamisest, et seos
ytakistab kukkumist“ pulkade vahel on tsiikliteta: 1p
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