Ulesanded 2 8.klass . . .......
7.Klass . ... ..o oL 2 9.klass . ........
8. klass . . ............ 4 10.klass . .......
9.klass . . ............ 6 11.klass . .......
7.Klass . ... ... 8 12.klass ... .....
8. klass . . ............ 9
9.klass . . ............ 10 Hindamisjuhised
10.klass . .. .......... 11 Hindamisjuhised
11.klass . .. .......... 12 7.Klass . ... .....
12.klass . . ........... 13 8.klass . ... .....
.. 9.klass . . .......
Ulesanded vene keeles 14 ass
7.klass . ... ... ..
TEKIACC © v v v v v e e e e 14
8.klass . ........
8xmacc . .. ... ... 16
9.klass . ........
OKJAcC . . . . . v v v v i 18 10.
TEKIACC . o v v v v e 20 ’ klass """"
8Kjmacc . ... ... 21 11. klass .. ......
OKIACC .+ v v v v v v e e e e 22 12.Kass . .......
0wnace o 23 Kontrollijate kommentaarid
Il xmace ... .......... 24 .
Kommentaarid
12xmace . ............ 25
7.klass . ... ... ..
Lahendused 26 8.klass . ........
7.Klass . ... 26 9.klass . . .......
8. klass . . ............ 28 10. klass ... ... ..
9.klass . . ............ 31 11.klass . .......
7.kKlass . ... ... 34 12.klass . .......

Piirkonnavoor 2009



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused.
Iga iilesande oige vastus annab 2 punkti.
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvuta:

2007 + 2 - (2008 + 2009 + 2010) + 2011 _
2009 .

2. Paiguta sulud nii, et kehtiks vordus:

4. Korrutatakse koik paaritud arvud alates arvust 1 ja lopetades arvuga 2009.
Leia korrutise iiheliste number.

5. Olgu ZAOB =58° ja ZAOC = 24° (vt joonist). Ol- B
gu OB; nurga AOB poolitaja ja OC; nurga AOC
poolitaja. Leia nurga B; OC; suurus. B
o
G
.......... A



6. Ruudu iga kiilg on jaotatud kolmeks vordseks osaks. Tu-

10.

medaks varvitud nelinurga tipud asuvad ruudu kiilgedel
jaotuspunktides (vt joonist). Leia ruudu kiilje pikkus, kui |
tumedaks virvitud nelinurga pindala on 50 cm?.

Punktid A, B ja C asuvad tihel sir-

gel ning punktid K ja L asuvad vil-
jaspool seda sirget (vt joonist). Loiku- M
de AB ja BC pikkused on tdisarvuli-

sed ning |AK| = |KB| = 4 ja |BL| = A B C
|ILC| = 5. Leia ldigu AC suurim voimalik pikkus.

Ruudulisel paberil on mérgitud 13 punkti joonisel ndidatud
viisil. Kui palju leidub ruute, mille koik tipud asuvad maérgi-
tud punktides? (Loendada tuleb ka need ruudud, mis ei lan-
ge kokku ruudulise paberi ruutudega.)

Uuel CD-plaadil on laule nii eesti kui vene keeles. Rohkem kui 95% laulu-
dest on eestikeelsed. Milline on vihim voimalik laulude arv sellel plaadil?

Kuubist mootmetega 3 x 3 x 3 on eemaldatud
moned iithikkuubid ja saadud joonisel olev ke-
ha. Mitu tihikkuupi on eemaldatud?




Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused.
Iga tilesande dige vastus annab 2 punkti.
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvud A, B, C, D ja E on viis jarjestikust naturaalarvu kasvavas jdrjekorras.
Leia arvude A ja E summa, kui B+ C + D = 63.

3. Juku leidis riidekappi korrastades, et pooltel tema vasaku kde kinnastest ja
kahel kolmandikul parema ke kinnastest puudub paariline. Mitu protsenti
Juku kinnastest on ilma paariliseta?

4. Koik algarvud, mis pole suuremad kui 2009, korrutatakse omavahel. Leia
korrutise {iheliste number.

5. Kui palju on selliseid naturaalarve m, et mingi naturaalarvu n korral
n
m” =167



6. Kaks ruutu kattuvad joonisel nédidatud viisil. Leia nurkade

10.

X ja y summa.

Ruudu iga kiilg on jaotatud viieks vordseks osaks. Tu-
medaks vérvitud nelinurga tipud asuvad ruudu kiilgedel
jaotuspunktides (vt joonist). Leia ruudu kiilje pikkus, kui
tumedaks virvitud osa pindala on 8 cm? vérra suurem
ruudu vérvimata osa pindalast.

Loik on jaotatud neljaks osaks nii, et esimese osa pikkus on vordne teise ja
kolmanda osa pikkuste summaga. Kaks pikimat osa on mélemad pikkusega
4 cm. Leia terve 16igu pikkus.

Ruudulisel paberil on mérgitud 9 punkti joonisel ndidatud
viisil. Mitu sellist vordhaarset tdisnurkset kolmnurka leidub,
mille koik tipud asuvad margitud punktides?

Kuubist mootmetega 3 x 3 x 3 on eemaldatud
moned {ihikkuubid ja saadud joonisel olev ke-
ha. Leia selle keha tédispindala.




Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused.
Iga iilesande dige vastus annab 2 punkti.
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Arvud A, B, C, D ja E on viis jarjestikust naturaalarvu kasvavas jdrjekorras.
Leia arvude B ja D summa, kui A + C + E = 63.

3. Algarvude p ja g korral kehtib vordus 4p + 11g = 66. Leia arvude p ja g
summa.

5. Avaldises (a + b + ¢ + d)(a + b — ¢ — d) avatakse sulud ja koondatakse
sarnased liilkmed. Mitu liidetavat on tulemuses?



6.

10.

Uhe reklaamipausi ajal ndidatud klippidest vihem kui 50%, aga rohkem
kui 40% reklaamisid toiduaineid. Leia vdhim vdimalik klippide arv selle
pausi ajal.

Kaks ruutu kattuvad joonisel ndidatud viisil. Leia nur-
kade x ja y summa.

X
Y
Ruudu iga kiilg on jaotatud neljaks vordseks osaks. Tu-
medaks vérvitud kolmnurkade tipud asuvad ruudu kiil-
gedel jaotuspunktides (vt joonist). Leia ruudu virvimata |
ja tumedaks varvitud osade pindalade suhe.
Poolringjoonel diameetriga KL ja keskpunk- B
tiga O asuvad punktid A ja B nii, et 16ik AL
on risti 16iguga OB. Leia nurga ABO suurus, A
kui ZKOB =110°.
K o) L

Mitu sellist tdisnurkset kolmnurka leidub, mille kdik tipud asuvad ettean-
tud kuubi tippudes?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga iilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Ema, isa ja lapse eelmise kuu telefoniarved on kokku 550 krooni. Kui lapse
telefoniarve oleks kaks korda suurem, ema oma kolmandiku vorra vdiksem
ning isa oma 50 krooni vdrra suurem, siis oleksid need kolm telefoniarvet
vordsed. Kui suured on ema, isa ja lapse telefoniarved?

2. Neli kolmekohalist arvu kasvavas jarjekorras on ab4, b03, b3c ja bal, kus-
juures iga kahe jérjestikuse arvu vahe on iiks ja sama. Leia numbrid a, b ja
c.

Mirkus. Kirjutis Xyz tdhistab arvu, mille numbrid vasakult paremale luge-
des on x, y ja z.

3. Poolringi diameetrile AB pikkusega 16 cm toe-
tuvad kaks poolringi diameetritega AC ja CB
(vt joonist). Punkt O poolitab 16igu AB, punkt
C poolitab 16igu AO.

a) Leia tumedaks vérvitud ala tdpne pindala. 4 cC 0 B

b) Mitu protsenti moodustab poolringi tumedaks varvitud ala pindala sel-
le poolringi tilejadnud osa pindalast?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga iilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Markol, Ovel ja Kristjanil on igaiihel tépselt iiks arvutimangudest Need for
Speed, FIFA Soccer ja Counter-Strike. Igal poisil on erinev arvutiméang. Pois-
test tiks opib 7. klassis, {iks 8. klassis ja tiks 9. klassis. Tee kindlaks, mitmen-
da klassi poiss on Ove ja milline arvutiméng tal on, kui jairgnevad viited on
toesed.

a) Marko ei opi 7. klassis.
b) Kaheksanda klassi poisil on méng Need for Speed.
c) Seitsmenda klassi poisil ei ole mangu Counter-Strike.

d) Kristjanil ei ole méngu FIFA Soccer.

2. Olgua, b, ¢, d, eja f erinevad arvud 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ja 9 seast. On
teada,et a-b=c-d-e- f.Leilasumma a+ b+ c+d + e+ f voimalikud
vadrtused.

3. Poolringi diameetrile AB pikkusega
20 cm toetuvad kaks vordset poolrin-
gi diameetritega AC ja DB, mille kesk-
punktid on vastavalt O; ja Oz, ning
kolmas poolring diameetriga CD, mil-
le keskpunkt on O (vt joonist). Loik
CO on 4 korda lithem lgigust AC. 4 00 COD O B

a) Leia tumedaks vérvitud osa tdpne pindala.

b) Kui suur on sellise poolringi raadius, mille pindala vordub tumedaks
varvitud osa pindalaga?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga iilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Lahendamiseks lubatakse kasutada kirjutus- ja joonistusvahendeid
ning korraldajate poolt antavat lisapaberit. Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik kolmekohalised naturaalarvud, mille lisamisel arvu 2009 16ppu
tekib 7-kohaline arv, mis jagub arvudega 2, 3, 4, 5, 6, 7 ja 8.

2. Kortermajas on kaht tiilipi kortereid: ithed on teistest kaks korda suure-
ma pinnaga, kuid esimesi on teistest kaks korda vdhem. Kui maja remon-
di maksumus jagataks korterite vahel vordselt, tuleks iga korteri omanikul
maksta 1000 krooni. Kui palju tuleks remondi eest maksta vdiksema korteri
omanikul, kui remondi maksumus jagataks vordeliselt korterite pinnaga?

3. Vordhaarse trapetsi diagonaal on niisama pikk kui pikem alus ja haar on
niisama pikk kui lithem alus. Leia trapetsi nurkade suurused.

4. Banaanias on 2009 drimeest, kes sooritavad dritehinguid ainult omavahel
(iseendaga tehinguid sooritada ei saa). Loppeval kuul oli igal Banaania &ri-
mehel paarisarv tehingupartnereid (vdib olla ka 0). Toesta, et Banaanias
leidub kolm drimeest, kellel oli 16ppeval kuul sama arv tehingupartnereid.



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Ristkiiliku imberma6t ja pindala on samad nagu veerandringil raadiusega
1. Leia ristkiiliku méo6tmed.

2. Leia vorrandisiisteemi

f_;,_z_i — 2
y x Xy
f_Z_Fi - 1
y X Xy

koik reaalarvulised lahendid.

3. Matemaatik korrutab enne t66pédeva algust soojenduseks koik algarvud,
mis ei iileta tema vanust pdevades, ja lildab saadud korrutisele 1. Kas on
voimalik, et ta saab tulemuseks tdisarvu ruudu?

(1_:'%)'(1_4%)""'(1_20;92)>;

5. Ruudu ABCD sees voetakse punktid E ja F nii, et

4, Toesta vorratus

ZEAB = /EBA = /FBC = /FCB =15".
Leia nurga FAE suurus.

6. Iga tdisarv arvteljel on vérvitud kas siniseks voi punaseks. Toesta, et lei-
duvad kolm sama varvi tdisarvu, mis paiknevad arvteljel vordsete vahede
tagant.



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Rombi kiiljepikkus on 1 ja iihe sisenurga suurus on 45°. Leia selle rombi
diagonaalide pikkused ja siseringjoone raadius.

2. Leia koik sellised nurgad «, et 0° < @ < 360° ja sina + cosa = 1.

3. Kas saab valida tdisarvud a, b, cjad nii,et a+b, a+c, a+d, b+c, b+d
ja ¢ + d on kuus erinevat algarvu?

4. Leia koik sellised reaalarvud x, mille korral v1+ x — V1 — x = 2x.

5. Tasandil on antud neli horisontaalset sirget, kusjuures kahe tilemise vahe-
line kaugus ja kahe alumise vaheline kaugus on erinevad. Kas saab valida
igal sirgel iihe punkti selliselt, et nende punktide ithendamisel sirgldikude-
ga tekib roopkiilik?

6. Naturaalarvud 1 kuni 100 kirjutatakse ruudustikku mootmetega 10 x 10
nii, et igas ruudus asub iiks arv ja igas reas on arvud kasvavalt jarjestatud.
Milline on kuuenda veeru arvude summa suurim voimalik véartus?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Vordhaarse kolmnurga imberringjoone keskpunkt paikneb koordinaatide
alguspunktis ning itihe haara otspunktid on koordinaatidega (-3,-1) ja
(1, -3). Leia selle kolmnurga kolmanda tipu véimalikud koordinaadid.

2. Ruutfunktsiooni y = ax? + bx + ¢ graafik on siimmeetriline y-telje suh-
tes. Kui peegeldada seda graafikut x-telje suhtes ja nihutada 2 iihiku vorra
x-telje positiivses suunas, siis tulemuseks saadav graafik ja esialgne graa-
fik 16ikavad x-telge iihes ja samas punktis ning nende {ihine puutuja selles
punktis moodustab x-teljega nurga 45°. Leia koik sellised arvukomplektid
(a,b,c).

3. Leia vdhim positiivne tdisarv, millest pool on mingi tdisarvu ruut ja kol-
mandik on mingi tdisarvu kuup.

4. Jada ay, ap, ... ildliige on a; = 2k 1. Toesta, et kui selle jada suvaliselt
valitud liikmest lahutada koigi temale eelnevate liikmete summa, on tule-
museks valitud liikme jdrjekorranumber.

5. Toesta, et kui tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus on neli korda pikem te-
male tommatud korgusest, siis selle kolmnurga iiks nurkadest on 15°.

6. Koordinaattasandi igasse tdisarvuliste koordinaatidega punkti kirjutatakse
iiks arv, kusjuures need arvud ei ole koik vordsed ning igaiiks neist arvudest
on oma nelja ldhima naaberpunkti arvude aritmeetiline keskmine. Kas on
voimalik, et

a) koik kirjutatud arvud on tdisarvud;
b) koik kirjutatud arvud on naturaalarvud?



LVI Onnmnuaga cTtoHun no matemaTuke

31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 7 knacc

I yacre. Bpewms, orBognmoe fiis pemernst: 40 MUHYT.
Ha srom smctke HanucaTs TOJBKO OTBETBL.
BepHbiit oTBET Kak oM 3aaqn Jaét 2 Oania.
Bo Bpems pelieHHsT MOKHO HCITOJIB30BATH IIHCHMEHHBIE H YePTEKHBIE
TPUHAJJIEKHOCTH, & TaK:Ke JONOJIHHTEIbHYI0 Oymary,
BBLJAHHYIO OpraHH3aTOPaMH COBEPHOBAHMISL.
Tlonp30BaThCs KaJIbKYJIATOPOM HE Pa3pernacTcsl.

1. Brrumciurs:

2007 + 2 - (2008 + 2009 + 2010) + 2011
2009 [

2. TMocTaBuTbh CKOOKM TaK, YTOOBI IEHCTBOBAJIO PABEHCTBO

1 + 2 - 3 - 4 : 5 = 1

3. Ywucno 222000000999 noaemim Ha yucio 111. CKOJIbKO3HAUHOE YaCTHOE T0-
Jyunnun?

4. TlepemMHOKXEHBI BCE HEUETHBIE UMCJIA, HAUMHAS C UMCIIa 1 ¥ 3aKaHYMBasl YUCJIOM
2009. Haitt nudppy euHUL TPOU3BEACHHUSI.

5. Iycts ZAOB = 58° u ZAOC = 24° (CM PUCYHOK). B
ITycte OB, Ouccexktpuca yrina AOB u OC; Ouccek-
Tpuca yria AOC. Halitu Benmuuny yria B; OCy. By
C
G
.......... A



10.

Kaxpas ctopona kBajpaTa NoJeJieHa Ha TPU PABHbIE YACTH. ‘ 1
BepmmHbl 3aKpameHHoOro TEMHBIM LBETOM YETBHIPEXYTOJIb-
HMKa HaXOJSITCS B TOUKAX Pa3fesieHus CTOPOH KBajpata (cM
pucyHoK). HaliTu ajiuHy CTOpOHBI KBajipaTa, eCiu MIomaab
3aKpaIIEHHOIO0 TEMHBIM LIBETOM UYETHIPEXYTOJIbHUKA paBHA
50 cm?. *

Touku A, B u C nexar Ha OAHOM Npsi-
MOM, a Touku K U L jexaTr BHE 3TOM
NpsIMOH (CM PUCYHOK). JIJMHBI OTpes-
KOB AB u BC SIBASIOTCS LI€JIOUMCIICH-
uoivn, |[AK| = |KB| = 4u [BL] = 4 B ¢
|LC| = 5. Haiitu HanOoJiblyI0 BO3MOKHYI0 JJIMHY oTpeska AC.

Ha knetuatoii 6ymare o00o3HaueHsl 13 TOuek Tak, Kak MoKa3aHo
Ha pucyHke. CKOJIbKO HaUAETCS] TAKUX KBAJPATOB, BCE BEPIIIU-
Hbl KOTOPBIX HaXOASTCsI B 0003HaueHHbIX Toukax? ([Tocuutath
HYKHO U Te KBaJpaThl, KOTOPbiE HE COBIAJAIOT C KBagpaTaMu
KJleTyaTon Oymarm.)

Ha noBom CD-picKe ecTb ECHH Kak Ha 9CTOHCKOM, TaK U Ha PyCCKOM sI3bIKe.
Bosee 95% mneceH 3cTOHOsI3bIUHBIE. KaKOBO HavMeHblee BO3MOKHOE UHCIIO
MIeCeH Ha 9TOM JicKe?

H3 ky6a pasmepom 3 x 3 x 3 BeIpe3ad HECKOJIBKO
€JJMHUUHBIX KyOOB U MOJIy UMM U300pakEHHOE Ha
pucyHke Tesio. CKOJIbKO e IMHUYHBIX KYyOOB BBIpe-
3asm’?




LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke
31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 8 knacc

I yacrp. Bpewms, orBogrmoe A perieHus: 40 MHHYT.
Ha s10M JIHCTKE HAITHCATH TOJIBKO OTBETHI.
BepHbiit oTBeT Kax0H 3agaun Jaét 2 6aia.
Bo BpeMst perieHHST MOKHO HCITOJIB30BATH ITHCHMEHHBIE H YePTEKHBIE
TPHHAJJIEKHOCTH, 4 TAKKe JOMOJHHTEJIbHYI0 OyMary,
BBIJAHHYIO OPraHH3aTOPAMH COBEPHOBAHHSL.
THob30BaThCSI KAJBKYJIATOPOM HE Pa3pernaeTcsl.

1. Yucna A, B, C, D u E sBASIIOTCS NSATHIO NOCJIEAOBATEIbHBIMU HATY PAJIbHBI-
MU YyMCJIaMU B Bo3pacTtaioumem nopsigke. Haitu cymmy uucen A u E, eciu
B+ C+ D =63.

2. TlocTaBUTh CKOOKH Tak, YTOOBI ,[[eﬁCTBOBaJIO PaBEHCTBO

1 : 2 + 3 : 4 = 5 = 4,

3. Pasbupas coit mkad, FOky oOHapyXui1, 4TO y NOJOBHUHBI M3 €r0 IepuaToK Ha
MpaByIo PyKYy U Y JIBYX TPETbUX U3 €0 MIEPUATOK Ha JIEBYIO PYKY OTCYTCTBYET
napHasi nepyartka. Y CKOJIbKM IPOLEHTOB rnepuatok FOKy oTcyTcTByeT napHas
nepyartka?

4. TlepemHO:XeHBI BCE NMPOCTHIE UMCIa, KOTOphie He Ooubme 2009. Hattu nudpy
€VHUII TIPOU3BEJEHMSI.

5. CKOJIbKO HalAETCS TAaKUX HATypaJIbHBIX UMCEJ 171, UTO MPHU KaKOM-JIMOO0 HaTy-
pajibHOM uMciie n gercteyer m'” = 167



10.

JIBa KBajpaTa pacnojoKeHbl TaK, KaK MOKa3aHO Ha PUCYH-
ke. Haiitn cymmy yriioB x u y.

Kaxpast ctopoHa kBajpara nojesieHa Ha NsTh paBHbIX ua-
creil. BepmmHbl 3aKpamieHHOro TEMHBIM IIBETOM UETHIPEX-
YTOJIbHUKA HAXOJSITCSl B TOUKAX pasfiesIeHrsi CTOPOH KBaj-
pata (cM pyucyHOK). HaliTu [jiMHYy CTOpOHBI KBaJparta, eciiu
MJIOIAAb 3aKPAIIEHHOrO TEMHBIM LIBETOM UYETBIPEXYrOJib-
HUKa Ha 8 cM? GoJblue MJIOWAAX HEe3aKpalleHHOH 4acTh
KBajpara.

OTpe3ok pasfesi€H Ha UeThIpE YacTU TaK, YTO JAJIMHA €ro MepBOd 4acTU paB-
Ha CyMMe [UIMH BTOPOI U TpeThbei uactel. [nrHa obenx yacteit HaubobImei
IUIMHBI paBHa 4 cM. Haiitu nimHy nesnoro otpeska.

Ha knetuaroii Oymare o003HaueHbl 9 TOUEK TaK, KaK MOKA3aHO
Ha pucyHKe. CKOJIbKO HaJETCs TaKUX PaBHOOEIPEHHBIX Ipsi-
MOYTOJIHBIX TPEYTOJIBHUKOB, BCE BEPIIMHBI KOTOPBIX HAXOJST-
cs1 B 0003HAUEHHBIX TOUKaX?

U3 xyba pasmepom 3 x 3 x 3 BeIpe3asv HECKOJIBKO
€JJMHUUHBIX KyOOB U MOJIy UMM U300pakEHHOE Ha
pucyHke Teso. HaiiTu miomaap NojaHoH noBepx-
HOCTHU 9TOrO TeJa.




LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 9 knacc

I yacrb. Bpems, orBogumoe jiis perienusi: 40 MUHYT.
Ha 2T0oM JIHCTKE HAITHCaTh TOJBKO OTBETBI.
Bepupiit oTBeT Kaxn0¥H 3agaun Jaét 2 basa.
Bo Bpems peliieHHsT MOKHO HCIIOJIB30BATh ITHCHMEHHBIE H YEPTEKHbIC
TPHHAJIEKHOCTH, & TAKKe JONOJHUTEIbHYIO OyMary,
BBITAHHYIO OPraHH3aTOPAMH COBEPHOBAHHS.
Tlosp30BaThCA KaJIbKYIATOPOM HE Pa3pellaeTcs.

1. Yucna A, B, C, D u E sBASIIOTCS NSTHIO NMOCJIeAOBATEIbHBIMU HATY PAJIbHBI-
MU UMCJIaMM B BospacrtawoueM nopsake. Haiitu cymmy uucen B u D, eciu
A+ C+ E =63.

2. Haiitu apudmeTtrueckoe cpenHee nepsblx 2009 MONOKUTENbHBIX HEUETHBIX
yucell.

3. Jluis mpoCTBIX YMCeN p U ¢ AEHUCTBYET paBeHCTBO 4p + 11g = 66. Haiitu
CyMMYy YHCEN P U (.

4. CKoJbKO HaWAETCS TAaKUX LEJIBIX YUCEN M1, UTO MPU KAKOM-JIMOO LIEJIOM UHucie
n gevcteyer m" = 817

5. Beolpakenuu (a + b + ¢ + d)(a + b — ¢ — d) packpbBalOT CKOOKHU U
MPUBOJAT NOJJ0OHBIE WwieHbl. CKOJIbKO CllaraeéMbIX OCTAHETCs B pe3yJbTaTe?



10.

U3 Bcex KIMIOB, MMOKA3aHHBIX BO BPeMsi OJTHOM PEeKJIAMHOM 1maysbl, MeHee 50%,
HO Oosee 40% peKIaMUpPOBAIIH MTPOAYKTH UTaHus. HaliTh HanMeHbInee BO3-
MOJKHOE YHCJIO KJIUIIOB, TIOKA3aHHBIX BO BPEMSI 9TOM May3Hbl.

IBa KBajipaTa pacroJIOKEeHH TaK, KaK MOKa3aHO Ha pH-
cyHke. Halitu cymmy yrjos x u y.

Kaxmast cropoHa KBajipaTa mofeJieHa Ha UeThIpe paBHBIC S
yacCTU. BepI_I_II/IHbI SaKpalﬂeHHbIX TEMHBIM IBETOM TprFOJ’Ib—
HUKOB HaXOJSITCSI B TOUKAX pasjieJieHtsl CTOPOH KBaJparta
(cMm pucyHOK). HaliTu oTHOIIEHWe Momaaei He3akpameH- r
HOM M 3aKpanieHHOW TEMHBIM IIBETOM YacTel KBajpara.

Touku A u B nexaT Ha MOJYOKPYKHOCTU C
nrametpoM KL v nienTpom O Tak, 4TO OTPE3OK

AL nepnieniukyJisipes otpesky OB. Haiitu Be- A
suuuny yria ABO, eciu ZKOB = 110°.

CKOJIBKO HAMAETCS TAKUX MPSIMOYTOJIbHBIX TPEYTOJbHUKOB, BCE BEPIIMHBI KO-
TOPBIX HAXOJATCS B BEpPLIMHAX 3aJaHHOro Kyba?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 7 knacc

II yacrp. Bpems, orBogumoe g perieHus: 2 yaca.
Perienris 3agay HalmHcaTh Ha OTAEJIbHOM JIHCTE.
BepHoe u JOCTaTOYHO 0OOCHOBAHHOE PEIICHHE KaKJOH 3a4a9H
JaéT 7 6anoB. Hamrcate TOJIBKO OTBET HEAZOCTATOYHO!
Bo BpeMsI perieHHST MOKHO HCIIOJIb30BATh MMUCHMEHHBIE H YePTEKHbIE
TPHHAICKHOCTH, & TAKKE JOMOJHATETBHYI0 OyMary,
BBIJAHHYI0 OPraHH3aTOPAMH COBEPHOBAHHSL.
Tlos1p30BaTBCS KAJIBKYJIATOPOM HE Pa3permaeTcs.

1. Cuera 3a TesiecpoH MaMbl, TIarbl ¥ peOEHKA 3a MPEAbIAY MM MeCSIl] COCTABUJIU B
cymme 550 kpoH. Ecyiu Obl cuéT 3a TenedoH pebEHKa ObLT B 1Ba pasa OoJibiie,
MaMUH CUET Ha TPeTh MEHbIIE, a ManuH CYET Ha 50 KpOH OoJiblie, TO CueTa 3a
TeJepoH BCeX TPouX ObUH OBl paBHBIMHU. KakoBbI cueta 3a TexeoH y MaMbl,
narsl 1 peOéHKa?

2. Yucna ab4, b03, b3c u bal — yeTblpe TPEX3HAUHBIX UKCJIA B BO3PACTAIONIEM
MOpsIIKe, MPUYEM Pa3HOCTD JIOOBIX ABYX PSIAOM CTOSIIMX UYMCEJ OfHA U Ta JKe.
Haiitu nudpet a, b u c.

3ameuanue. 3anuch Xyz 0003HAYALT YUCIIO, [P PaMU KOTOPOTO MPU MpouTe-
HUY CJIEBA HAIIPABO SIBJIIOTCS X, J U Z.

3. Ha mguamerp AB, mimHa Kotoporo 16 cm, mo-
JIyKpyra OnMpaioTcs ABa MOJyKpyra ¢ AUaMeT-
pamu AC u CB (cMm pucyHok). Touka O genut
onoJiaM oTpe3ok AB, Touka C AeJUT Nomojaam
otpesok AO.

A C [0} B
a) Haiitu TOUHYyIO TUTOMANb 3aKpaMeHHON B TEMHBIN [BET 00JIaCTH.

6) CKOJIbKO MPOLEHTOB 00pasyeT MO b 3aKPAIIEHHOM B TEMHBIN 1IBET 00-
JIACTH MOJIyKPyra OT TUIOIIA1 He3aKpalieHHOM ero odactu?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 8 knacc

II yacrp. Bpems, orBogumoe g perieHus: 2 yaca.
Perienris 3agay HalmHcaTh Ha OTAEJIbHOM JIHCTE.
BepHoe u JOCTaTOYHO 0OOCHOBAHHOE PEIICHHE KaKJOH 3a4a9H
JaéT 7 6anoB. Hamrcate TOJIBKO OTBET HEAZOCTATOYHO!
Bo BpeMsI perieHHST MOKHO HCIIOJIb30BATh MMUCHMEHHBIE H YePTEKHbIE
TPHHAICKHOCTH, & TAKKE JOMOJHATETBHYI0 OyMary,
BBIJAHHYI0 OPraHH3aTOPAMH COBEPHOBAHHSL.
Tlos1p30BaTBCS KAJIBKYJIATOPOM HE Pa3permaeTcs.

1. ¥ Mapxko, Oe u KpucTbsiHa poBHO OJjHa M3 KOMIIbIOTepHBIX Urp Need for
Speed, FIFA Soccer u Counter-Strike. Y Kaxaoro u3 MaJbUMKOB pa3Hasi KOM-
nbloTepHasi urpa. OfMH U3 MaJbUMKOB YUMTCS B 7-OM KJlacce, OJJUH B §-0M
KJIacce U OJWH B 9-0M Kilacce. Y CTaHOBHUTb, M3 KaKoro kijacca OBe M Kakas
KOMIBIOTEPHASI UTPa y HETO eCTh, €CJIH CIEAYIOMUE YTBEPK JCHUSI PABIUBBL.

a) Mapko He yuuTcs B 7-0M KJiacce.
06) Y masbunka U3 BOCBMOTO Kjacca ecTb urpa Need for Speed.
B) Y MajbuMKa U3 celbMoro kjuacca Het urpsl Counter-Strike.

r) Y KpuctbsHza HeT urpet FIFA Soccer.

2. Ilycth a, b, ¢, d, e v [ pasnuunble uncna u3 crvicka 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8
u 9. HsBecTHO, uT0 @ - b = c- d - e - f. HaiiTu BO3MOXHbIE 3HAUEHHUST CyMMBbI
a+b+c+d+e+f.

3. Ha nmuametp AB, niuHa KOToporo 20 cM,
MOJIyKpYyTa ONMUPAIOTCS [iBa PABHBIX MO-
Jgykpyrac guamerpamu AC v DB, 1eH-
TpaMU KOTOPBIX SIBJISIIOTCSI COOTBET-
cTBeHHO TOukM O; u O, a TaKkxke Tpe-
TUM NOJTYKPYT ¢ guameTpom CD, nen-
TPOM KOTOPOTO siBiisieTcsi Touka O (cm A 00 COD O B
pucyHok). Otpe3ok CO B 4 pa3sa kopoue oTpe3ka AC.

a) Haiitu Touny10 rulomaap 3aKpameHHoN B TEMHBIN IBET YaCTH.

6) Uemy paBeH pajiiyc TaKOTo NOJyKpyra, IIONMa b KOTOPOro paBHA IUIOMA-
IV 3aKpanieHHON B TEMHBIM L[BET YacTh?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 auBaps 2009 r. PervionanbHblii Typ 9 knacc

II yacrp. Bpems, orBogumoe jiid perieHus: 4 daca.
Perienris 3agay HalmHcaTh Ha OTAEJIbHOM JIHCTE.
BepHoe u JOCTaTOYHO 0OOCHOBAHHOE PEIICHHE KaKJOH 3a4a9H
JaéT 7 6anoB. Hamrcate TOJIBKO OTBET HEAZOCTATOYHO!
Bo BpeMsI perieHHST MOKHO HCIIOJIb30BATh MMUCHMEHHBIE H YePTEKHbIE
TPHHAICKHOCTH, & TAKKE JOMOJHATETBHYI0 OyMary,
BBIJAHHYI0 OPraHH3aTOPAMH COBEPHOBAHHSL.
Tlos1p30BaTBCS KAJIBKYJIATOPOM HE Pa3permaeTcs.

1. Haritu Bce TpEX3HAUHBIE HATYpPAJIbHBIE YKCIIa, TPU AOOABIEHUH KOTOPBIX B KO-
Hel yrcsa 2009 mojayuuTcs 7-3HayHOe YMCIIO, KOTOPOE AEJIMTCS Ha yucia 2,
3,4,5,6,7u8.

2. B KBapTHpPHOM AOMe JiBa BUAA KBAPTHP: MJIONIA b IepBOro BUAA KBApTUP B ABA
pasa Oosplue MIomaay BTOPOro BUAa KBapTHP, 3aTO MEPBOro BUAa KBAPTHP B
JiBa pa3a MEHbIIE, YeM BTOPOro Buja KBapTup. Ecim croumocTs peMoHTa 10-
Ma [IOAEJIMTb MEK Yy KBAPTUPAaMU B PABHBIX JIOJISIX, XO351€Ba KaK JOW KBaPTUPHI
3araTiii 661 1000 kpoH. CKOJIBKO 3arulaTHIIM Obl 32 PEMOHT X035€Ba MEHb-
KX KBapTUP, €CJIM CTOUMOCTb PEMOHTA MO JEJUTh IIPOHOPLMOHANBHO [UIONIA-
1 KBapTup?

3. ,HI/IEIFOHEIJ'IB paBH060KOfI Tpaneuun TOM ke JUIMHBI, YTO U Ooublnee OCHOBAHHE, a
OoKoBast CTOpPOHA Tpaleuuu TOM K€ JUIMHBI, UTO 1 MEHbIICEC OCHOBAHUC. Haritu
BCJIMYMUHBI YTJIOB TpaleuuH.

4. B ctpane banaauu 2009 nesblioB, KOTOPHIE COBEPIIAIOT CAEIKH TOJIBKO MEKIY
cobott (c camum coOO¥t CAeNIKY COBEPLIMTh HEBO3MOXKHO). B 3aBepmatomemcst
MecsIle Y KakJI0ro fesblia bananuu 6bu10 4ETHOE UMCIIO MApTHEPOB MO CHETKE
(ux moxet ObITh U 0). JokasaTe, uto B baHaHuu HaMAETCS TpU Jebla, y KO-
TOPBIX B 3aBEPHIAIOIIEMCS MECSIIIE OJTHO U TO K€ UMCJIO MAPTHEPOB IO CEIIKE.



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 anBaps 2009 r. PervioHanbHbIi Typ 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1.

IMepumeTp 1 miomaap MPsIMOYTOJIbHUKA TaKHe K€ KaK U y UeTBEPTOM YacTH
Kpyra ¢ paguycoM 1. HaliTi pasmepbl psSIMOYTOJIbHUKA.

. Haiitu Bce pemenyst cucTeMsl ypaBHeHHUM

E+Z_i - 2
y x Xy
f_z_i_i — 1
y x Xy

B HeﬁCTBHTCHbeIX yuciax.

UtoOBl HaCTpOUTBCS Ha paboumii JiaJ MaTeMaTHK JO Hauyaja paboyero s
YMHO’aeT Bce NMPOCThIE YKciia, KOTOPhIE HE MPEBBIIAOT €ro Bo3pacT B Iepe-
cyéTe Ha JTHU, U MpUOABJISIeT K MOJIyUeHHOMY Mpou3BeAeHHIo 1. BoamoxHO su,
YTO B pe3yJbTaTe OH MOJIyYNT KBaJpaT LEeJoro yncia?

JlokasaTb HEPABEHCTBO

() a) [ )5
32 4z) T 20002) T3

BuyTpu kBagpata ABCD BeIOpansl TOUKH E U F Tak, 4To
/EAB = /EBA = /FBC = /ZFCB = 15°.
Haritu Benmunny yria FAE.

Kaxnoe nenoe uucio Ha YMCJIOBOM OCH MOKpameHo JMOO B CUHUM, OO B
KpacHbIi 1BeT. JJoKa3aTh, YTO HAMAYTCS TPU LEJbIX UUCIIA OJHOIO LBETA, KO-
TOPBIE JIEKAT HA UACJIOBOM OCHU Uepe3 PaBHbIE POMEKY TKH.



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 anBaps 2009 r. PervioHanbHbIi Typ 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1.

JlnHa cTOpoHBI poMOa paBHa 1 M BeJIMYMHA OJHOTO BHYTPEHHEro yrja paBHa
45°. HaiiTi [UIMHBI qUaroHaei 9Toro poM6a 1 pajuyc BIMCAHHOM OKPYIKHO-
CTH.

Haritu Bce Takue yriel @, 4yTo 0°<a<360°usina +cosa = 1.

HaiiyTest i Takue nessle uncia a, b, cu d,uro a+ b, a+c,a+d, b+ c,
b+ d v ¢+ d SBASIOTCS MECTHIO PA3TUUHBIMU TPOCTHIMU UUCTaMU?

Hariitu Bce Takue JEMCTBUTEINBHBIE UUCTIA X, IIPU KOTOPBIX V1 + X — V1 — x =
2x.

Ha miockocTu 1aHbl YeTblpe FOPU30OHTAJIbHBIE MPsIMbIE, MPUYEM PACCTOSIHUE
MEXKJY ABYMSI BEPXHUMH M PAcCTOSHUE MEXKJY ABYMS HMKHUMH HPSIMBIMU
pasnuHbl. MOKHO JM BHIOpaTh Ha KakJIOW MPSIMOM OJHY TOYKY Tak, YTOOBI
MIPY COEJMHEHNH 9THX TOUEK OTpe3KamMy 00pa3oBajIcs napauierorpamm?

HarypanpHble uncia ot 1 go 100 3anmcaHbl Ha KJIETYATOM HOCKE pasMepoM
10 x 10 Tak, 4To B KakJOM KBaJpaTe OJJHO YHCJIO U B KAXKAOM Psily UMCIIa pac-
HOJIOXKEHB! B Bo3pacTaiomeM nopsiake. KakoBo Haubosibliee BO3MOXKHOE 3Ha-
YeHHe CyMMBI YHCeJl IecToro cToomna?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

31 anBaps 2009 r. PervioHanbHbIi Typ 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1.

LleHTp onmucaHHOM OKPYKHOCTU PAaBHOOEAPEHHOTO TPEYTOJbHUKA HAXOAUTCS B
TOUKEe HayaJia KOOPJMHAT, a KOHEUHble TOUKH OJHOM 13 OOKOBBIX CTOPOH UMe-
10T KoopauHathl (—=3,—1) u (1, —3). HaliTi BO3MOKHbIE KOOPAUHATHI TPEThEH
BEPILIMHBI 9TOI'O TPEYTrOJIbHUKA.

I'padpuk kBagpaTUUHON (DYHKIUHU y = ax® + bx + ¢ CHMMETpHYeH OTHOCH-
TesbHO ocu Y. Ecim 0ToOpasuTth e€ rpadpk OTHOCHUTENBHO OCH X U CABUHYTh
€ro Ha 2 €JUHULBI B MOJOKUTEILHOM HAPABJIEHUU OCU X, TO TMOJyYEHHbINA B
pesyJbTaTe rpadUK U NEPBOHAYAIBHBINA rpaduK NEPeceKyT OCb X B OJHON U
TOM e TOUKe, a UX 00masi KacaTesibHasi B 9TOM TOUKe 00pasyeT ¢ OChblo X yroJ
45°. HailTu BCe Takre KOMILIEKTH uncen (a, b, ¢).

HaritTu HameHblee MoJIOKUTENIbHOE eJja0€ unciio, oJIOBUHA KOTOPOIro sABJIs-
€TCH KBaAPaTOM HEKOTOPOT'O LEJIOro UMcjia U TPETh KOTOPOI'O ABJIACTCSA Ky60M
HEKOTOPOIo HeJioro u1cia.

OO0IKM YJICHOM IOCJIeIOBATENIbHOCTH A1, 4y, ... SBISETCS a) = 2k 1. Ioxa-
3aTh, YTO €CJIM OT MPOU3BOJIBHO BHIOPAHHOT'O WIEHA STOM MOCIe[0BATEIbHOCTH
BBIUECTh CYMMY BCEX MPEABIAYIUX WIEHOB, TO B Pe3yJbTaTe MOJYUUTCS T10-
PSIKOBBIA HOMEP BBIOPAHHOT'O UJIeHa MOCJIeI0BATEIbHOCTH.

JloKasaTh, UTO €CJIM TMIIOTEHY3a PSIMOYTOJILHOIO TPEYTOJIbHUKA B UETHIPE pa-
3a JUIMHHEE OIYIIEHHON Ha HeE BBICOTBI, TO OJIMH U3 YIJIOB 9TOIO TPEYTOJIbHUKA
paBen 15°.

Ha xoopauHaTHOM MJIOCKOCTH B KaXAYK0 TOUKY C LEJOUYMCIEHHBIMU KOOPIU-
HATaMH 3aIFCaHO OJJHO UKCIIO, TPUUYEM HE BCE 9TH UKCIIA PaBHBI MEXIY COO0
Y KaKA0€ U3 9TUX UMCEJ SIBJISIETCS] CPEJHUM apyupMETUUECKUM UMCEJ], 3au-
CaHHBIX B UETHIPEX OJMKAMIIUX COCEAHUX TOUKaX. BO3MOKHO Jiv, UTO

a) BCC 3allMCAHHBIC UMCJIa ABJIAIOTCA LEJIBIMU,

6) BCC 3allMCaHHbIC UKCJIa ABJIAIOTCA HElTypEU'IBHI)IMI/I‘.7



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass
I osa vastused
1. 8. 6. 10 cm.
2. (1+2):3-4):5=1. 7. 16.
3. 10. 8. 11.
4, 5. 9. 21.
5. 17°. 10. 15.
Lahendused

1. Vorduste 2007 + 2011 = 2 - 2009 ja 2008 + 2010 = 2 - 2009 abil saame, et

2007 + 2 - (2008 + 2009 +2010) + 2011  2-2009 + 2 (3-2009)
2009 - 2009 -
_ 82009
T 2009

2. (1+2):3-4):5=(3-3-4):5=5:5=1.
3. Kuna 222 000 000 999 : 111 = 2 000 000 009, siis on jagatis 10-kohaline.

4. Paaritute arvude korrutis on alati paaritu arv. Antud arvude seas leidub arv
5. Kui korrutada mingi paaritu arv 5-ga, siis tulemuseks on alati 5-ga 16p-
pev arv.

1 1 1 1
5. /B1OC, = -/AOB - -/AOC = = -58° — — - 24° = 17°.
2 2 2 2

6. Tombame tumedaks vérvitud nelinurga diagonaalid ja ndeme, et tumedaks
varvitud osa pindala on tédpselt pool ruudu pindalast (joonis 1). Seega ruu-
du pindala on 100 cm?, millest jireldub, et ruudu kiilje pikkus on 10 cm.

7. Teame, et |AB| < |AK|+|KB|=4+4=28ja|BC| < |BL|+|LC| =5+5 =10.
Seega 16igu AB suurim voimalik tdisarvuline pikkus on 7 ja 16igu BC suu-
rim voimalik tdisarvuline pikkus on 9. Jarelikult 16igu AC suurim véimalik
pikkus on 16.

26



8.

10.

<> 0]
<><><> Q L0

Joonis 1 Joonis 2 Joonis 3 Joonis 4

Utleme, et ruudustik koosneb iihikruutudest. Siis leidub

¢ 1 ruut, mille kiiljepikkus vordub tihikruudu diagonaali kahekordse pik-
kusega; 5 ruutu, mille kiiljepikkus vordub tihikruudu diagonaali pikku-
sega (joonised 2 ja 3);
¢ 1 ruut, mille kiiljepikkus vordub tihikruudu kahekordse kiiljepikkuse-
ga; 4 ruutu, mille kiiljepikkus vordub iihikruudu kiiljepikkusega (joo-
nis 4).
Seega leidub tépselt 11 ruutu.

Vastavalt iilesande tingimustele leidub vdhemalt iiks venekeelne laul. Kuna
venekeelseid laule on vihem kui 5%, siis laulude arv peab olema suurem
kui 1 : 0,05 = 20. Laulude vdhim véimalik arv on 21, sest kui plaadil on
tapselt 20 eestikeelset ja 1 venekeelne laul, on tilesande tingimused rahul-
datud.

Vahetu loendamise teel leiame, et alles on 12 tihikkuupi. Seega eemaldati
3:3-3-12 =27 - 12 = 15 tihikkuupi.

27



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass
I osa vastused
1. 42. 6. 180°.
2. 1:(2+3):4:5) =4 7. 10 cm.
3. 60%. 8. 12 cm.
4. 0. 9. 28.
5. 3. 10. 48.
Lahendused

Kuna B, C ja D on kolm jirjestikust naturaalarvu, siis saame, et B+ C+D =
C-14+C+C+1=3C =63, millest C = 21. Seega A+E =21-2+21+2 = 42.

1:((2+3):4:5)=1:(5:4:5)=1:(1:4)=4.

Olgu vasaku kée kinnaste arv 2x, siis paariline on olemas x vasaku kie
kindal. Jarelikult on paariline olemas x parema kide kindal, mistottu pa-
rema kée kindaid on 3x. Kindaid on kokku 2x + 3x = 5x ja neist ilma paa-

3x
riliseta x + 2x = 3x. Niisiis on ilma paariliseta — - 100% = 60%.
X

Korrutise tegurite seas on algarvud 2 ja 5 ning seega peab korrutis jaguma
arvuga 10.

Voimalused on 16!, 42 ja 24, seega kokku 3 voimalust.

Lahendus 1. Ruutude iihisosaks on nelinurk, mille kaks nurka on 90° ja
kaks nurka on vastavalt vordsed nurkadega x ja y. Et nelinurga sisenur-
kade summa on 360°, siis nurkade x ja y summa on 180°.

Lahendus 2. Joonestame vdiksema ruudu kiilgedega paralleelsed sirged,
mis ldbivad suure ruudu tippu, mis asub vdiksema ruudu sees (joonis 5).
Paralleelsete sirgete kolmanda sirgega loikumisel tekkivad kaasnurgad on
vordsed, niisiis peab nurkade x ja y summa olema 180°.

28



Joonis 5 Joonis 6

7. Lahendus 1. Lugedes suure ruudu kiilje iihe jaotise pikkusiihikuks, ndeme,
et suur ruut koosneb 25 {ihikruudust. Paneme tdhele, et tumedaks varvitud
osa pindala on viarvimata osa pindalast suurem 2 tihikruudu pindala vorra
(joonis 6). Et see erinevus on 8 cm?, siis tihe tihikruudu kiilje pikkus on
2 cm ja jarelikult suure ruudu kiilje pikkus on 10 cm.

Lahendus 2. Olgu ruudu kiiljepikkus 5a. Ruudu varvimata osa (neli tdis-
nurkset kolmnurka) pindala on sel juhul

a-2a a-4a 2a-4a 3a-3a P 9 s 9, 23,
+ + + =a" +2a"+4a" +-a° = —a".
2 2 2 2 2 2
o . 2 23 5, 27 5 R
Virvitud osa pindala on seega 25a° — —a“” = 54 ning vérvitud ja var-

27 23 ..
vimata osa pindala vahe niisiis ?az - ?az = 2a?. Ulesande tingimus-
te pohjal 24> = 8 cm?, millest @ = 2 cm. Seega ruudu kiiljepikkus on
5a =10 cm.

8. Kuna esimene osa on ilmselt teisest ja kolmandast osast pikem ja kuna on
oeldud, et kaks pikimat 16iku on mélemad pikkusega 4 cm, siis esimese 16i-
guga saab sama pikk olla vaid neljas. Seega esimene ja neljas 16ik on pik-
kusega 4 cm ning teise ja kolmanda pikkuste summa on ka 4 cm. Jarelikult
terve 16igu pikkus on 12 cm.

9. Loetleme ruudustikus olevad tdisnurksed kolmnurgad hiipotenuusi pikku-
se jargi:

A u
@ =

Joonis 7 Joonis 8 Joonis 9 Joonis 10 Joonis 11

29



¢ kolmnurgad, mille hiipotenuusi pikkus on 2 tihikruudu kiilge — 16 tiik-
ki; kolmnurgad, mille hiipotenuusi pikkus on 4 tihikruudu kiilge - 4
tiikki (joonis 7 ning selle 90° vorra podratud variant).

¢ kolmnurgad, mille hiipotenuusi pikkus on 2 tihikruudu diagonaali — 8
tiikki (joonised 8 ja 9 ning esimese joonise 90° vorra péoratud variant);

10. Vahetu loendamise teel selgub, et saadud kehal on joonisel 10 kujutatud
tahkusid 6 ja joonisel 11 kujutatud tahkusid samuti 6. Kokkuvottes on keha
tdispindala 6 -5+ 6-3 =30 + 18 = 48.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

I osa vastused

1. 42. 6. 7.

2. 2009. 7. 270°.

3. 13. 8. 11:5

4, 5. 9. 55°.

5. 6 10. 48

Lahendused

1L.LEEA+ C+E=C-2+C+ C+ 2 =3C = 63,siis C = 21. Seega

B+ D =21-1+21+1 = 42.

Esimesed 2009 positiivset paaritut arvu on: 1,3,5,...,4015,4017. Esimese
ja vilmase summa on 4018, teise ja eelviimase summa on 4018, jne. Selli-
seid paare moodustub 1004, lisaks jadb keskmine arv 2009. Seega nende

arvude summa on 1004 - 4018 +2009 = (1004 - 2+ 1) - 2009 ning nende

. . . (1004 - 2+1) - 2009
aritmeetiline keskmine on 009 = 2009.

Et 4p ja 66 jaguvad arvuga 2, siis ka 11q peab jaguma arvuga 2 ja jérelikult
g = 2.Btdp = 44,siisp = 1ljap + g = 2 + 11 = 13.

Voimalused on 81%, 92, (—9)2, 34 ja (-3)4, seega kokku 5 voimalust.

@+ b+c+da+b-c-d =(a+ b* - (c+ d? Etkahe
liidetava summa ruudus on kolm liidetavat, siis pdrast sarnaste liikmete
koondamist saadavas avaldises on 6 liidetavat.

Olgu pausi ajal ndidatud reklaamiklippide arv x ja toiduainete reklaami-

klippide arv y. Tarvis on leida x vdhim voimalik véartus, mille korral on

voimalik, et 0,4 < Y < 0,5. Vahetu ldbivaatus néitab, et taoline vihima
X

3
nimetajaga murd on 7
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10.

Joonis 12 Joonis 13

Lahendus 1. Ruutude iihisosaks on viisnurk, mille kolm nurka on 90°. Nur-
kade x ja y summa on vordne viisnurga kahe mittetdisnurkse nurga sum-
maga: x + y =(5-2) - 180° — 3 - 90° = 270°.

Lahendus 2. Joonestame vdiksema ruudu kiiljega paralleelse sirge, mis la-
bib suure ruudu tippu, mis asub vdiksema ruudu sees (joonis 12). Paralleel-
sete sirgete kolmanda sirgega 16ikumisel tekkivad kaasnurgad on vordsed,
niisiis peab nurkade x ja y summa peab olema 270°.

Lugedes suure ruudu kiilje iihe jaotise pikkusiihikuks, ndeme, et suur ruut
koosneb 16 iihikruudust. Kasutades kolmnurga pindala valemit aluse ja

1
korguse kaudu, leiame, et varvitud osa pindala on 3 1-4+ 3 1-4+ 7 1.2=5
5
ruutiihikut. Seega moodustab tumedaks vérvitud osa pindala 6 kogu ruu-

11
du pindalast ja vdarvimata osa pindala 6 kogu ruudu pindalast. Jarelikult

varvimata ja tumedaks varvitud osade pindalade suhe on 11 : 5.
Lahendus 1. Nurk BAL on kaarele BL toetuv piirdenurk (joonis 13). Ku-
na /BOL = 70°, siis /BAL = 35°. Taisnurksest kolmnurgast saame, et
/ABO + /BAL = 90° jajarelikult ZABO = 55°.

Lahendus 2. Kuna ZBOL = 70°, siis tdisnurksest kolmnurgast ZALO = 20°.
Vordhaarsest kolmnurgast AOL leiame, et ZAOL = 180° — 2 - 20° = 140°.
Seega Z/AOB = ZAOL—-/BOL = 70°, mis on iihtlasi vordhaarse kolmnurga

, . 180° — 70° .
AOB tipunurk. Siit ZABO = —— =55°.
Lahendus 1. Paneme tdhele, et kuubi iga tahu diagonaal saab olla hiipote-
nuusiks kahele tdisnurksele kolmnurgale, mille kaatetiteks on siis selle tahu
kaks serva. Selliseid tdisnurkseid kolmnurki on voimalik saada 24.
Kuubi iga tahu diagonaal saab olla ka tdisnurkse kolmnurga kaatetiks, kus
hiipotenuusiks on kuubi diagonaal. Iga tahu iga diagonaal saab olla kaa-
tetiks kahele tdisnurksele kolmnurgale. Selliseid tdisnurkseid kolmnurki on
voimalik saada 24.
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Niisiis tdisnurkseid kolmnurki, mille koik tipud asuvad kuubi tippudes, on
48.

Lahendus 2. Kuubi tippusid on 8 ning seega saab iileiildse nendest tippu-
8
dest moodustada = 56 kolmnurka. Sealjuures parajasti need kolmnur-

gad, mille koik servad on tahkude diagonaalid, ei ole tdisnurksed. Selliseid
kolmnurki on 8 (kuubi iga tipu timber iiks), mistottu tdisnurkseid kolm-
nurki on 56 — 8 = 48.

33



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa lahendused

1. Vastus:lapse arve on 100 krooni, ema arve 300 krooni ja isa arve 150 kroo-
ni.

Olgu x tilesande eelviimases lauses nimetatud telefoniarve, mis koigil pe-
1
reliikmetel oleks vordne. Siis lapse telefoniarve on Ex, ema oma on Ex ja

isa oma on x — 50. Ulesande tingimus annab, et
1 3
—x+ —x+ (x —50) = 550.
2 2

Lihtsustamisel saame vorrandi 3x = 600, millest x = 200. Jarelikult on lap-
se telefoniarve 100 krooni, ema oma 300 krooni ja isa oma 150 krooni.

2. Vastus:a=6,b="7jac=2.

Kuna vahe b03 — ab4 16peb numbriga 9, siis ka vahe b3c — b03 peaks 16p-
pema numbriga 9, millest saame, et ¢ = 2. Kuna ¢ = 2, siis vdime leida,
mitme vOrra on iga arv talle vahetult eelnevast arvust suurem:

b3c — b03 = b32 — b03 = 32 —3 = 29.

Vordusest bal — b3c = 29 saame, et al = 29 + 32 = 61, millest jireldub, et
a = 6. Pidades silmas vordust b03 = ab4 + 29 ja asjaolu, et kolmekohalisele
arvule kahekohalise liitmisel saab sajaliste number suureneda iilimalt {ihe
vorra, saame vorratuse 3 < 29 tottu, et b=a+1=7.

3. Vastus: a) 12 cm?; b) 60%.
Kuna |AB| = 16 cm, siis |AO| = |OB| = 8 cm ja |AC| = |CO| = 4 cm. Viike-
se ja keskmise poolringi raadiused on siis 2 cm ja 6 cm. Nende poolringide

1 1
pindalad on vastavalt 5-71-22 =27 ja E-n~62 = 187 ruutsentimeetrit, kokku

1
207 cm?. Suure poolringi pindala on > 7 - 8% = 327 ruutsentimeetrit.

a) Tumedaks varvitud ala holmab 327 — 207 = 127 ruutsentimeetrit.

b) Varvitud ja vdrvimata alade pindalade suhe on

121
— - 100% = 60%.
207
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa lahendused

1. Vastus: Ove on 7. klassi poiss ja temal on arvutiméng FIFA Soccer.

Kuna méangu Counter-Strike ei ole 7. klassi opilasel ja ka mitte 8. klassi opi-
lasel, sest 8. klassi opilasel on mang Need for Speed, siis mang Counter-
Strike on 9. klassi opilasel. 7. klassi dpilasel on jarelikult mang FIFA Soccer.
Et Marko ei ole 7. klassi 6pilane ning Kristjan samuti mitte, sest temal pole
maéngu FIFA Soccer, siis 7. klassi 6pilane ongi Ove ja talle kuulub méng FIFA
Soccer.

Mdrkus. Taolisi loogikatilesandeid saab hélpsasti lahendada vastavuste ta-
beli koostamise teel (joonisel 14 on {ilesandele vastav kolme sisendiga vas-
tavuste tabel). Ulesande tingimuste kohaselt voib teadaolevad olukorrad
maérkida plussiga ning iga plussiga samas reas voi veerus iilejaidnud laht-
rid mérkida miinusega. Sedasi on voimalik tingimustest vahetult jareldata-
vad situatsioonid tabelis dra kirjeldada. Keerukamates tilesannetes on tar-
vis piistitada ka tdiendavaid hiipoteese: olgu mingis tiihjas lahtris pluss; kui
onnestub sellest jareldada vastuolu, siis selles lahtris tegelikult ei ole pluss.

&4 7L
Q@%&e&& > PR
Q&&J’ {9

_+_

- N+ Need for Speed
-+ = NN FIFA Soccer
- +\ "~ Counter-Strike

Joonis 14
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2. Vastus: 25 ja 31.
Vaatleme vordust a-b = c-d-e- f, kus a, b, ¢, d, e ja f on erinevad
uihekohalised arvud.
Koigepealt néditame, et iikski arvudest ei saa olla 0, 5 ega 7:

e kui iiks arvudest oleks 0, siis arvude erinevuse tottu vorduse iiks pool-
test vorduks 0-ga, teine aga mitte;
e kui iiks arvudest oleks 5 voi 7, siis vorduse iiks pooltest jaguks 5-ga voi
7-ga, teine aga mitte.
Seega voimalikud arvud on 1, 2, 3, 4, 6, 8 ja 9. Tédpselt iiks arvudest ei saa
vorduses a-b=c-d-e- f esineda.
Vaatleme olukorda, kui 9 kindlasti esineb. Siis vorduse teisel pool peavad
olema 3 ja 6. Ilmselt 3 ja 6 ei saa asuda vasakul poolel, sest vastasel korral
parem pool jaguks 4-ga, vasak pool aga mitte. Niisiis on vasakul pool 9 ja
veel mingi tegur. Vaatame, milline voib olla arv b.
e Kui b = 1, siis parem pool jagub 2-ga, vasak aga mitte, mis on voimatu.
e Kui b = 2, siis paremal muid tegureid peale 3 ja 6 olla ei saaks, mis on
voimatu.

e Kui b = 4, siis oleme saanud vorduse 9 - 4
summaon 9+4+6+3+2+1=25.

3-6-2-1 ning otsitav

e Kui b = 8, siis oleme saanud vorduse 9 - 8
summaon9+8+6+4+3+1=3l.

3-6-4-1 ning otsitav

Kui arv 9 vorduses ei esine, siis peavad 3 ja 6 olema vorduse eri pooltel. Igal
juhul arv 1 peab olema paremal, vastasel korral peaks 3 voi 6 avalduma
nelja 1-st erineva teguri korrutisena, mis on voimatu.

e Kui 3 oleks vasakul, siis arvudest 2, 4 ja 8 tuleks iiks vasakule ja kaks
paremale paigutada selliselt, et vasakul oleks tédpselt iiks tegur 2 roh-
kem. See pole aga voimalik.

¢ Kui 6 oleks vasakul, siis arvudest 2, 4 ja 8 tuleks iiks vasakule ja kaks
paremale paigutada selliselt, et paremal oleks tdpselt iiks tegur 2 roh-
kem. Ka see pole voimalik.

Midrkus: Tédhelepaneku, et 9 peab kindlasti vorduses esinema, saab teha
ka vahetumalt. Kuna selle vorduse molemal poolel peab olema sama palju
vordseid algtegureid, siis see {iks mitte esinev arv peab jaguma 2-ga: nimelt
korrutis 2 - 4 - 6 - 8 sisaldab arvu 2 paaritul astmel ega ole seega jaotatav
kaheks osaks nii, et kummalgi pool oleks sama kogus algtegurit 2.

3. Vastus: a) 32n cmz; b) 8 cm.

Tingimustest ilmneb, et O on suure poolringi keskpunkt (asub diameetri
otspunktidest ithekaugusel). Kuna |AB| = 20 cm, siis |AO| = |OB| = 10 cm.
Et |AC| = 4 -|CO|, siis |AO| = |AC| + |CO| = 5-|CO], kust |CO| = 2 cm
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ja |AO1| = |01C| = |DO2| = |02D| = 4 cm. Viikse ja keskmise suurusega

Lo . 1 2 1 2
poolringide pindalad on siis vastavalt — - 7 - 2° = 27 ja 3 m-4° = 8n
ruutsentimeetrit, kokku 27 + 2 - 87 = 187 ruutsentimeetrit. Suure poolringi

1
pindala on > 7 - 10? = 507 ruutsentimeetrit.
a) Tumedaks vérvitud ala holmab 507 — 187 = 327 ruutsentimeetrit.
1

b) Olgu otsitava poolringi raadius x. Siis 3 7 - x% = 327 cm?, kust x° =

64 cm?. Jarelikult x = 8 cm.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa lahendused

1. Vastus: 280.

Olgu saadud 7-kohalises arvus N = 2009xyz x sajaliste, y kiimneliste ja z
tiheliste number.

Arvu N jaguvusest 2 ja 5-ga jareldub, et z = 0. Niitid N jagub 4-ga para-
jasti juhul, kui y on paarisnumber.

Kuna 2009 = 7 - 287, siis arv N jagub 7-ga parajasti siis, kui kolmekohaline
arv xy0 jagub 7-ga, kusjuures y on paarisnumber. Seega tuleb vaadelda
kahekohalisi paarisarve Xy, mis jaguvad 7-ga. Need on 14, 28, 42, 56,70,
84 ja 98, millele lisandub voimalus x = y = 0. Et N jaguks ka 3-ga, peab
summa 2 + x + y jaguma 3-ga. Siit sobivad (x, y) = (7,0) ja (x,y) = (2,8).

Jaab kontrollida, kumb leitud arvudest 2009700 ja 2009280 jagub 8-ga. Sel-
gub, et viimane. Lopuks, N jagub 6-ga, sest ta jagub 2 ja 3-ga.

2. Vastus: 750 krooni.

Lahendus 1. Olgu suurte korterite arv k, siis vdikeste korterite arv on 2k,
korterite arv kokku 3k ning remondi kogumaksumus seega 3000k kroo-
ni. Paneme tdhele, et suurte ja vdikeste korterite kogupind on vordne, see-

ga jaotamisel vordeliselt pinnaga maksavad viikesed korterid kokku 1500k

1500k
krooni. Et véikesi kortereid on 2k, siis iga korter maksab K = 750

krooni.

Lahendus 2. Vastavalt iilesande tingimustele on nii vdiksemates kui suu-
remates korterites kokku tihepalju pinda. Seega vidiksemad korterid kokku
maksavad vordeliselt pinnaga jagades poole remondi maksumusest. Selle
poole remondi maksumusest vdib niisama hésti jagada vordselt vdikeste
korterite peale. Andmetest tuleneb, et 2 korda suurema rahasumma jaga-

3 2
misel 3 korda suurema arvu korterite vahel, mis annab igale korterile =
2
4
ehk 3 korda suurema osa, oleks maks korteri kohta 1000 krooni. Seega te-

4
gelikult maksab vdiksem korter remondi eest 1000 : 3 ehk 750 krooni.
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3. Vastus: 72° ja 108°.

Lahendus 1. Olgu trapets ABCD, kusjuures AB on pikem alus ja CD lithem
alus (joonis 15). Olgu @ = ZDCA ja p = ZBCA; vordusest |DA| = |DC|
jareldub siis ZDAC = «a ja vordusest |AB| = |AC| jareldub ZABC = . Tra-
petsi sisenurgad on niisiis § ja a+ . Et trapetsi haara ldhisnurkade summa
on sirgnurk, siis @ +26 = 180°. Kolmnurgast ACD leiame, et 3a+ f = 180°.
Vérrandisiisteemi
a+2f = 180°
{ 3a+pf = 180°

lahendamiseks lahutame kahekordsest teisest vorrandist esimese, mis an-
nab, et 5 = 180°. Siit @ = 36° ning § = 72°. Trapetsi nurgad on seega 72°
ja 108°.

D C

Joonis 15

Lahendus 2. Kasutame eelmise lahenduse tdhistusi. Vordusest |AD| = |CD|
jareldub vordus /DAC = ZDCA, vordusest |AC| = |AB| jareldub vor-
dus ZACB = ZABC. Aluste AB ja DC paralleelsusest saame, et ZDCA =
/CAB, millest /BAD = 2/DAC. Trapetsi vordhaarsuse tottu ZABC =
ZBAD = 2/DAC. Seega kolmnurga ABC sisenurgad on suurusega ZDAC,

180°
2/DACja2/DAC, kust ZDAC =

suurusega 72° ja 108°.

= 36°. Jdrelikult trapetsi nurgad on

4. Igal Banaania drimehel saab loppeval kuul olla kas 0, 2, 4, ..., 2006 voi
2008 tehingupartnerit, seega kokku 1005 voimalust. Kui kellelgi on 2008 te-
hingupartnerit, on ta teinud tehinguid koigi iilejaddnud Banaania drimees-
tega, mis tdhendab, et igaiihel iilejadnud drimeestest on rohkem kui 0 te-
hingupartnerit. Jarelikult ei saa Banaanias leiduda kaht drimeest, kel oleks
16ppeval kuul vastavalt 0 ja 2008 tehingupartnerit, nii et erinevaid voima-
likke tehingupartnerite arvusid on 1004.

Oletades, et tilimalt kahel drimehel on 16ppeval kuul sama arv tehingupart-
nereid, saame Banaania drimeeste arvuks tilimalt 2-1004 ehk 2008, mis on
vastuolus eeldusega. Jarelikult peab Banaanias leiduma vdhemalt kolm &ri-
meest, kellel on 16ppeval kuul sama arv tehingupartnereid.
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Midrkus 1. See tilesanne on rakendus Dirichlet’ printsiibile: kui on n pe-
sa ja nendesse pesadesse paigutatakse kn + 1 objekti, siis leidub pesa, kus
on vihemalt k + 1 objekti. Siin olid pesade rollis voimalused, mitu tehin-
gupartnerit voib ldppeval kuul olla, ja objektide rollis Banaania drimehed,
kusjuures n = 1004, k = 2.

Midrkus 2. Selline riik, kus on 2009 drimeest ja igatihel on l6ppeval kuul
paarisarv tehingupartnereid, on kindlasti véimalik — néiteks igaiiks neist
voib loppeval kuul olla tehinguid mitte teinud.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

4
1. Vastus: 1 ja e
Ristkiiliku pindala on ab ja imbermdot 2(a + b). Veerandringi pindala on

1 2 T, . 1 7T - - .
Z-ml = Z ja imbermaot 1+1+Z~(27z~1) = 2+5. Saame vorrandisiisteemi

ab

’

AN

2(a+b) = +

AR

b/

Kui teist vorrandit jagada 2-ga ning asetada esimese vorrandi pohjal 1 ko-

hale ab, saame tingimuse a+b = 1+ab. Siit (a—1)(b—1) = 0, mis tdhendab,
7

et iiks arvudest a v6i b on vordne 1-ga. Teine arv on vorduse ab = 1 tottu

jarelikult T
4
2. Vastus: (x,y) = (3,2) ja (x,y) = (=3,-2).

X
Lahendus 1. Vorrandite liitmisel saame tingimuse 2 - — = 3 ning esimesest
y

vorrandist teise lahutamisel saame, et

2. X2y 1)
X xy

2
Asetades saadud tulemuse 2 = 3 Seosesse (1) ning avaldades xy, saame,
X

2
et xy = 6. Korrutades niitid vordused X 3 ja xy = 6, leiame, et y* = 4,
X
mistéttu y = +£2. Vordusest xy = 6 saame vastavalt, et x = +3.

Lahendus 2. Korrutades esimese vorrandi xy-ga ja viies muutujatega liik-
med iihele poole, saame (x—y)? = 1. Liites aga antud kaks vorrandit, saame

x 3 1
— = —.Seega y = —x, kust x— y = —x. Jarelikult —x =1 v6i —x = -1, kust
y 2 3 3 3 3

vastavalt x =3 v6i x = -3 ning y =2 voi y = 2.
3. Vastus: ei.
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Lahendus 1. Olgu matemaatiku vanust (pdevades) mitte tiletavate algar-
vude korrutis P. Oletame viitevastaselt, et leidub tdisarv a, mille korral
P+1=d’. Siis

P=d’>-1=(a-1)(a+1).

Ent arvud a — 1 ja a + 1 on sama paarsusega. Seega peab arv P olema
paaritu voi jaguma vdhemalt 4-ga. Kumbki variant ei vasta toele, mistottu
niisugust tdisarvu a ei leidu.

Lahendus 2. Matemaatik on ilmselt rohkem kui 2 pédeva vana. Seega kor-
rutatavate arvude seas on 2 ja mingid paaritud arvud. Korrutis jagub 2-ga,
kuid mitte 4-ga, jarelikult annab 4-ga jagades jdagi 2. Arv, mis on 1 vorra
suurem, annab 4-ga jagades jadgi 3. Kuid tdisruudud annavad 4-ga jagades
vaid jadke 0 ja 1. Seega matemaatiku leitud arv ei ole tdisruut.

Midrkus. Positiivset tdisarvu n mitte iiletavate algarvude korrutist nimeta-
takse arvu n primoriaaliks ja tdhistatakse n#. Nditeks 2# = 2, 3# = 4# =
2.3 =6,5# =2-3-5 = 30 jne. Siin on analoogia naturaalarvu n fakto-
riaali n! definitsiooniga, mis on arvu n mitte iiletavate positiivsete tdisar-
vude korrutis. Sarnasel viisil on defineeritud ka tiihjad korrutised 1# =1 ja
0 =1.

Ulesande kiisimus on niisiis: kas voib mingit primoriaali iihe vorra suuren-
dades saada tdisarvu ruudu?

4. Paneme tdhele, et mistahes naturaalarvu n korral

1 nP-1_ (n-1-(n+1)

1_?: n? n?
Seega
(1_1).(1_L).m.(1_;):
32 42 20092
24 35 2008 - 2010
= T e =
2:4-3-5-...-2008-2010
"~ 3.3-4-4-...-2009-2009
2:2010 2
3.2009 ~ 3

5. Vastus: 15°.

Lahendus 1. Saame, et
/EBF = /ABC — ZABE — ZFBC =90° — 15° — 15° = 60°
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Joonis 16

(joonis 16). Kuna tilesande tingimuste pohjal on kolmnurgad AEB ja BFC
vordsed ja vordhaarsed, siis |EB| = |FB|, mistottu kolmnurk EBF on vord-
kiilgne. Jarelikult |EF| = |EB| = |EA|, mis omakorda tdhendab, et
180° — ZFEA

> .

Ent ZAEB =180° — 2 - 15° = 150°, seega

ZFAE =

/FEA=360°-/AEB - /FEB = 360° — 150° — 60° = 150°.

Kokkuvottes

180° — ZFEA _ 180° —150° _
2 B 2 B

/FAE = 15°.

Lahendus 2. Samuti nagu eelmises lahenduses nditame, et kolmnurk EBF
on vordkiilgne. Kuna /BAE = /FBC ja ZABC = 90°, siis on sirged AE
ja BF risti. Siit jareldub, et punkt A paikneb vordkiilgse kolmnurga EBF
tipust E tdommatud kérguse pikendusel, mistottu punktid B ja F on siim-
meetrilised sirge AE suhtes. Seega on kolmnurgad FEA ja BEA vordsed
ning /FAE = /BAE = 15°.

. Lahendus 1. Oletame viitevastaselt, et ei leidu kolme tiht vérvi arvu, mis
paikneksid vordse vahega. Siis arvud pole virvitud vaheldumisi, muidu
oleks kohe iiht varvi arvude kolmik vahega 2. Jarelikult leidub kaks jérjesti-
kust tiht varvi arvy; tildisust kitsendamata olgu need arvud 0 ja 1 ja varvi-
tud siniseks. Siis —1 ja 2 on vérvitud punaseks, muidu oleks siniste arvude
kolmik vahega 1. Siis —4 ja 5 on varvitud siniseks, muidu oleks punaste ar-
vude kolmik vahega 3. Niilid et —4 ja 0 on sinised, siis 4 on punane. Jadb
margata, et 3 ei saa olla punane, sest asub punastest arvudest 2 ja 4 vordsel
kaugusel, ega sinine, sest asub sinistest arvudest 1 ja 5 vordsel kaugusel.
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Lahendus 2. Oletame, et leidub kaks jarjestikust iiht vérvi paaritut arvu; tl-
disust kitsendamata olgu need —1 ja 1 ja varvitud siniseks. Kui niitid 0 on
sinine, siis leidub siniste arvude kolmik vahega 1; kui aga —3 v6i 3 on si-
nine, siis leidub siniste arvude kolmik vahega 2. Kuid kui -3, 0, 3 on koik
punased, siis moodustavad nad punaste arvude kolmiku vahega 3.

Lopuks kui ei leidu kaht jarjestikust {iht vérvi paaritut arvu, siis paaritud
arvud on varvitud vaheldumisi ja leidub {iht vdrvi arvude kolmik vahega 4.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: diagonaalide pikkused on \/ 2-v2ja \/ 2 + V2; siseringjoone raa-
2
dius on e
Lahendus 1. Rombi teise sisenurga suurus on 180° —45° = 135° (joonis 17).
Diagonaalide pikkused saame leida koosinusteoreemist: lithema diagonaa-
li pikkuse ruut on
V2

12+12—2~1~1-cos45°:2—2~?:2—\/5

ja pikema diagonaali pikkuse ruut on

2
12+12—2~1~1~005135°:2—2~(—§):2+\/§.

Rombi siseringjoone diameeter 2r vordub rombi korgusega. Tommates
korguse rombi tipust, tekib tdisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus on 1 ja
iiks nurk langeb kokku rombi viiksema nurgaga. Jarelikult 2r = sin45° =

V2 V2

—, kust r = —.
2 4

Lahendus 2. Olgu x pikema ja y liihema pooldiagonaali pikkus. Rombi
pindala S vordub iihelt poolt diagonaalide pikkuste poolkorrutisega ehk

1
S = > -2x -2y = 2xy, teiselt poolt aga kiiljepikkuse ruudu ja nurga siinuse
2
korrutisega, kust S = 1% - sin45° = % Seega

2
2xy = % 2)

Joonis 17
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Rombi diagonaalid on risti, seega Pythagorase teoreemi pohjal
X+ y2 =1. 3)

Liites ja lahutades vorrandist (3) vorrandi (2), saame uued seosed

x+y? = 1+§
x-p? = 1—%.

Pérast juurimist ja vorrandite liitmist-lahutamist saame diagonaalide pik-

kusteks
2 2 2
2x:\/1+£+\/1—£, 2y:\/1+£_\/1_£_
2 2 2 2

1 1
Siit(2x)2:2+2\/1—5:2+\/§ja(2y)2:2—2 1—522—\/§,kust

saame lihtsamad kujud

2x=\/2+V2, 2y=\/2-V2.

Stimmeetria tottu asub rombi siseringjoone keskpunkt tema diagonaalide
16ikepunktis. Siseringjoone raadius r on rombi keskpunkti kaugus rombi
kiiljeni. Rombi kiiljepikkuse ja selle kauguse korrutisest pool vordub iihe
kolmnurga pindalaga neljast, milleks diagonaalid rombi jaotavad; jarelikult

1
S=4-—-—-1-r=2r.
2

2
Koos vorrandiga (2) saame r = T

. Vastus: 0° ja 90°.

Lahendus 1. Olgu x = sina ja y = cosa, siis x + y = 1 ja x* + y* = 1.
Avaldame esimesest vorrandist y = 1 — x, siis saame teisest vorrandist, et
x*+(1-x)? = 1, mis on samaviirne vorrandiga —2x+2x% =0. Seega x =0
voi x = 1. Niilid vastavalt y = 1 voi y = 0.

Kui cos a = 1, siis & = 0°. Selle nurga siinus on 0.

Kui sin @ = 1, siis @ = 90°. Selle nurga koosinus on 0.

Lahendus 2. Téhistame x ja y nagu lahenduses 1 ja saame vorrandid
x+y=1]jax*+y? = 1. Téstes esimese ruutu, saame x> + y*> +2xy = 1; la-
hutades niitid teise vorrandi, saame 2xy = 0. Seega sina = 0 vdi cosa@ = 0.
Kui sina = 0, siis @ = 0° v6i a = 180°, millest esimene sobib ja teine mit-
te; teisel juhul @ = 90° voi @ = 270°, millest jéllegi esimene sobib ja teine
mitte.
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3. Vastus: ei.

Lahendus 1. Olgu antud tdisarvud a, b, c ja d nii, et a+b, a+c, a+d, b+c,
b+d ja c+d on koik algarvud. Uldisust kitsendamata a < b < ¢ < d. Pane-
me tdhele, et b+ ¢, b+ d ja ¢ + d ei saa olla kdik paaritud, sest siis peaksid
b, c¢ ja d olema paarikaupa eri paarsusega, mis on vdoimatu. Jarelikult tiks
neist kolmest summast on paaris algarv 2. Kuid vastavalt valitud jdrjestuse-
le on a+ b kuuest summast minimaalne (sest liidetakse kaks vidiksemat). Et
2 on védhim algarv ja, nagu ndidatud, esineb summade seas, peab ka a + b
olema 2. Seega summad ei ole koik erinevad.

Lahendus 2. Olgu a, b, ¢ ja d mingid tédisarvud. Vaatame ldbi voimalikud
variandid ldhtudes sellest, kui palju on arvude a, b, c ja d seas paarituid
arve ja paarisarve. Paneme tédhele, et kui vdhemalt kolm arvu nende nel-
ja seast on sama paarsusega, siis saadava kuue summa seas on vdhemalt
kolm paarisarvu. Kui aga neist neljast arvust kaks on paaris ja kaks on paa-
ritud, siis saadavast kuuest summast kaks on paarisarvud. Et aga paaris alg-
arvusid on tiksainus (arv 2), siis pole voimalik, et koik kuus summat oleksid
erinevad algarvud.

4. Vastus: 0.

Lahendus 1. Korrutades vorrandi pooled teguriga v1 + x + V1 — x ja jaga-
des 2-ga saame, et

x=x(V1+x+v1-1x).
Siit kas x = 0 voi V1 + x + V1 —x = 1. Votame viimase vorrandi pooled
ruutu, siis saame, et

l+x+2V1-x2+1-x=1.

Samas ilmselt 2+2v/1 — x2 > 2 > 1. Seega viimane vorrand on vastuoluline.
Kontroll néitab, et x = 0 sobib lahendiks.

Lahendus 2. Jatame iihe ruutjuure iihele poole ja muud liikmed viime tei-
sele poole:

Vi+x=2x+VvV1-x.
Ruutuvotmisel saame vorrandi 1+ x = 4x%+4xV1 — x+1— x, mis lihtsustub
kujule
x(1-2x-2Vv1-x)=0.
Siit on tiks voimalus x = 0. Kui x # 0, siis
2V1—x=1-2x,
mis ruutuvotmisel annab 4 — 4x = 1 — 4x + 4x°. Seega 4x*> = 3, millest
3
X = i%. Kontroll néditab, et x = 0 sobib ja {ilejadnud leitud lahendid on

tegelikult voorlahendid.
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Lahendus 3. Votame vorrandi pooled ruutu ja saame pérast lihtsustamist,

et
1-2x%=v1-2x2

T

Kuna ldhtevorrandist on selge, et —1 < x < 1, siis leidub nurk a € [—E, E]

selliselt, et x = sin a. Niiiid 1 — 2x*> = cos2a = 2cos’a — 1 ja V1 —x2 =
T

cosa. (Nurk a on valitud 16igult [—E, E] seetottu, et cosa = V1 —x2 =

0.) Oleme saanud vorrandi

2

2cos“a—1=cosa,

mis on ruutvorrand cos a suhtes. Selle lahendid on

1+V1+8 143
4 T4

cosa =

)

1
st cosa = 1 vdi cosa = —3 Et cosa = 0, tuleb kone alla vaid juhtum

cosa = 1, millest @ = 2kn, kus k on tdisarv. Nuitid x = sin2kn = 0. Kont-
roll néitab, et x = 0 sobib vorrandi lahendiks.

Lahendus 4. Olgu f(x) = VX — x. Paneme tihele, et vorrand on tingimus
kujul
fd+x)=f1-x), x€[-1,1].

Funktsiooni f(x) = v/x — x véidrtused on aga piirkonnas (0,1) positiivsed
ja piirkonnas (1,2) negatiivsed. Kuna juhul x € (-1,0) kehtib 1 + x € (0,1)
jal—x € (1,2) ning juhul x € (0,1) kehtib 1 + x € (1,2) jal—x € (0, 1),
on ainsad voimalikud lahendid x = —1,0, 1. Kontrolli teel selgub, et ainult
x = 0 rahuldab antud tingimust.

C
F B
E
D
A
Joonis 18

5. Vastus: ei.



1 2 3 4 5 | 51 | 52 | 53 | 54| 55

6 7 8 9 | 10 | 56 | 57 | 58 | 59 | 60

11 |12 | 13 | 14 | 15 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65

16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70
21 |22 |23 |24 |25 |71 72|73 |74 | 75
26 | 27 | 28 |29 |30 |7 | 77| 78|79 | 80
31 |32 |33 |34 |35 |81 |82|83]|84]| 8
36 | 37 | 38 | 39 | 40 | 86 | 87 | 88 | 89 | 90
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 91 | 92 | 93 | 94 | 95
46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 96 | 97 | 98 | 99 | 100

Joonis 19

Mairgime koigepealt, et roopkiiliku iihe kiilje otspunktid ei saa olla kahel
ddrmisel sirgel voi kahel keskmisel sirgel, kuna sel korral oleks selle kiilje
vastaskiilg vastavalt lithem vo6i pikem kui see kiilg. Oletame siis véitevas-
taselt, et nelinurk ABCD on ré6pkiilik (joonis 18). Olgu E ja F antud sir-
gete ja roopkdliku kiilgede l6ikepunktid. Siis BFDE on ka r66pkiilik, seega
|IBF| = |ED|. Lisaks ZAED = ZCFB ja ZADE = ZCBF. Seega kolmnurgad
AED ja CFB on vdrdsed. Niitid peavad ka vastavad kdrgused (tommatud
tippudest A ja C) olema vordse pikkusega. See on vastuolus eeldusega, et
kahe tilemise ja kahe alumise sirge vahelised kaugused on erinevad.

. Vastus: 735.

Kuna ridade omavahelise jirjestuse kohta ei ole iilesande tingimustes mi-
dagi 6eldud ning nende iimberjdrjestamine summat ei muuda, eeldame
iildisust kitsendamata, et read on jarjestatud kuuenda veeru jédrgi kasvavas
jarjekorras.

Kuuenda veeru igale arvule jargneb (samas reas) neli arvu, mistottu ei saa
kuuendas veerus olla k. real suurem arv kui 46 + 5k. Téepoolest, k. real 6.
veerus olev arv on vdiksem kui k. real olevad jirgmised 4 arvu ning ka vaik-
sem kui koik jargmistel ridadel olevad 6. veeru arvud, aga seega ka vdiksem
kui koigil jargmistel ridadel olevad 7.-10. veeru arvud. Kokku on arvusid,
millest on k. rea 6. veeru arv viaiksem, vihemalt 5(10 — k) + 4 = 54 — 5k.
Seega k. rea 6. veeru arv on iilimalt 100 — (54 — 5k) = 46 + 5k.

Niisiis saame suurima voimaliku summa, kui k. real on arv 46 + 5k. See
voimalus on realiseeritav (joonis 19) ja annab summa

1 1
10:46+5-(1+2+---+10) =460+ 5 - =735.

49



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: (-1,3) ja (3,1).

Lahendus 1. Olgu kolmas tipp (x, y) (joonis 20). Kuna ta asub kolmnurga

imberringjoonel, mille raadius on v/(-3)2 + (=1)2 = V10, siis peavad tema
koordinaadid rahuldama seost x> + y* = 10.

Vaadelda on tarvis kahte juhtu.

Kui tipunurk on punkti (-3, —1) juures, siis kolmas tipp (x, y) peab olema
sellest punktist sama kaugel kui teine tipp (1, —3). Seega saame teise vor-
randi (x +3)? + (y + 1) = (1 + 3)2 + (=3 + 1)? = 20. Vorrandisiisteemi

x* + y2 = 10

x+3%+(@y+1? = 20
lahendamiseks avame teises vorrandis sulud ning seejirel lahutame teisest
vorrandist esimese. Sedasi saame seose 6x + 9 + 2y + 1 = 10, millest y =

—3x. Asendades selle siisteemi esimesse vorrandisse, saame ruutvorrandi
10x? = 10, mille lahendid on x = +1. Siit vastavalt y = F3.

Kui tipunurk on punkti (1,-3) juures, siis kolmas tipp (x, y) peab olema
sellest punktist sama kaugel kui teine tipp (-3, —1). Seega saame teise vo-

A y
(x,¥)

(x,)

(_3; _1)

1,-3)

Joonis 20
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randi (x — 1)% + (y+ 3)2 = (=3 - 1)? + (=1 + 3)? = 20. Vorrandisiisteemi

{ P+y> = 10
x-1%+(y+3? = 20

lahendamiseks toimime samuti nagu eelmisel juhul, saades seose x = 3y
ning lahendid y = +1 ja x = 3.

Kokkuvottes on lahenditeks (1,-3), (-1,3), (3,1) ja (—3,—1). Ent punktid
(1, -3) ning (-3, —1) on juba kolmnurga tipud ning seega ei sobi.

Lahendus 2. Kuna vektorite (3; —1) ja (1; —3) skalaarkorrutis on vérdne nul-
liga, on need vektorid risti. Seega vordhaarse kolmnurga kaks antud tippu
asuvad koordinaatide alguspunktist vaadates teineteise suhtes tdisnurga
all, kusjuures tihe juures neist on tipunurk. Selleks, et haarad oleks vordse
pikkusega, peavad koordinaatide alguspunktist vaadatuna tipunurga tipp
ja kolmas tipp asuma teineteise suhtes samuti tdisnurga all. See tdhendab,
et aluse otspunktid on iimberringjoonel teineteise vastas.

Niisiis kui tipunurk on punktis (-3; —1), siis puuduv tipp asub (1; —3) vas-
tas punktis (—1;3), kui aga tipunurk on punktis (1;-3), siis puuduv tipp
asub (—3;—1) vastas punktis (3,1).

1 1) . 1 1
. Vastus: (—,0,——) ja (——,0, —).

2 2 2 2
Lahendus 1. Graafiku simmeetriast y-telje suhtes jareldame, et b = 0.
Loigaku esialgne graafik x-telge punktides x; ja —x; (vOime eeldada, et
x1 > 0). Siis peegeldatud ja nihutatud graafik ldikab x-telge punktides
X1 + 2 ja —x; + 2. Uhise 16ikepunkti leiame vorrandist x; = —x; + 2, seega
x; = 1. Niisiis axf +c¢=0,st a+c =0, kust a = —c, mistottu ruutfunkt-
sioon on kujul y = ax? — a. Et esialgse graafiku puutuja dikaks kohal x = 1
x-telge 45-kraadise nurga all, peab tema tdus, st tuletise y' = 2ax véirtus

kohal x = 1 olema 1 v6i —1. Siit a = % VvOi a = —% ning vastavalt ¢ = —%
- 1
voi c=—.
2
Lahendus 2. Graafiku simmeetriast y-telje suhtes jareldame, et b = 0. Nii-
siis on iilesandes antud ruutfunktsioon kujul y = ax® + c. Saadav x-telje
suhtes peegeldatud ja 2 tihiku vorra positiivses suunas nihutatud graafik
on funktsiooni y = —a(x — 2)*> — ¢ graafik. Olgu x; graafikute iihine 15ike-
punkt x-teljega, siis saame, et

axf+c:—a(x1—2)2—c:0.

See ahelvordus annab aga tingimuse 4a(x; — 1) = 0, kust x; = 1. Siit jitka-
me samal moel nagu eelmises lahenduses.
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3. Vastus: 648.
Lahendus 1. Olgu otsitav arv 2k* = 3. Siis k® jagub 3-ga, mistottu k jagub
3-ga; analoogselt [° jagub 2-ga, mistttu [ jagub 2-ga. Et vorrandi pooled
jaguvad 9-ga, sest vasakul on k2, siis I° jagub 3-ga, mistottu / jagub 3-ga.
Kokkuvottes [ jagub 6-ga.
Véttes [ kohale vdhima 6-ga jaguva positiivse tdisarvu 6, saame otsitavaks
arvuks 3 - 6% = 648, mis rahuldabki tingimust, sest tihtlasi 648 = 2 - 182.

X

Lahendus 2. Olgu otsitav arv x. Kuna 5= k? on tdisarv, jagub x 2-ga. Kuna
3 .. . . X . k 6

= [°, siis [ jagub 2-ga, mistottu 3’ seega ka x, jagub 8-ga. Arv 7] =

x\3 (x)2 b e k e
(5) : (5) = 9-5 on seetottu taisarv, seega ka 7 on tdisarv. Vihim tidisarvu

8
6. aste, mis jagub 9-ga, on 3% = 729. Selle korral x = 5 729 = 648. See

W&

rahuldab ka tilesande tingimusi.

4. Lahendus 1. Vdide avaldub kujul ay — (a; + ...+ ar-1) = k ehk
@ -n-(@'-D+..+ @ -] =k

Teisendame vasakut poolt: rithmitame 2 astmed omaette, kasutame geo-
meetrilise jada summa valemit ja lihtsustame. Saame

(2k—1)—((21—1)+...+(2k‘1—1)):
= 2kl 4214+ k-1 =
= 2k_@F-2)+k-2=
= k.
Viide on toestatud.

Lahendus 2. Vahetu kontroll niitab, et jada alguses védide kehtib. Kui min-
gi k-nda liikme jaoks vdide kehtib, st ax — (a1 + ... + ax-1) = k, siis
ay + ...+ ag_1 = ay — k, millest

a +...+ar = (ap— k) +ap =2a, — k.
Seega

a1 — (@ +...+ax) = agy—2ap+k=
= 2Ml_1_20F-D+k=
= 2kl 1 okl oy k=
= k+1,

st vdide kehtib ka jargmise liikme jaoks. Matemaatilise induktsiooni print-
siibi pohjal kehtib viide iga liikme jaoks.
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5. Lahendus 1. Olgu kolmnurk ABC tdisnurgaga tipus C (joonis 21). Olgu hii-
potenuusi AB keskpunkt D ning tipust C tdommatud kérguse aluspunkt H.
Punkt D on {iihtlasi kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt, mistottu

2|CD| = 2|AD| = |AB| = 4|CH]|, seega |CH| = @ Taisnurkses kolm-
nurgas DCH on kaatet CH kaks korda lithem hﬁpo%enuusist CD, mistottu
Z/CDH = 30°. (Seda on lihtne néha, mirgates, et sin /CDH = % voi pee-
geldades C sirge DH suhtes punktiks C' ja sedastades, et kolmnurk CC'D
on vordkiilgne.) Niitid ZCBA = %LCDH = 15°, sest need on kaarele AC

toetuvad piirdenurk ja kesknurk.

Lahendus 2. Kasutame eelmise {ilesande tdhistusi ning tdhistame |BH| =
f, |AH| = g ja |CH| = h. Korguse teoreemist h? = fg; iilesande tingimus-
te pohjal aga f + g = 4h. Avaldades viimasest seosest g ja asetades esi-
messe seosesse, saame vorduse h® = f(4h — ). Lahendades saadud seose
h? —4fh+ f? = 0 ruutvérrandina h suhtes, saame

h=2f +\/4f2 - f2 = f2 + V3).

h
tan ZABC = i 2+V3.

Oleme saanud, et

Kuna

22+Vv3)  2(2+V3)

1- (22 v3) T 6T4v3
+v3  (2+V3)-(372V3)

2
3+2V3 32 — (2v3)°

tan2/ABC

- -

’

siis 2/ ABC on kas 30° voi 150°. Jarelikult ZABC = 15° voi ZABC = 75°.
Viimasel juhul /BAC = 15°.

Lahendus 3. Ulesanne on lahendatud, kui

A H D
Joonis 21
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Joonis 22

* kontrollime, et tdisnurkne kolmnurk teravnurgaga 15° rahuldab iiles-
ande tingimusi,

¢ veendume, et iilesande tingimustega on kolmnurga nurgad theselt
maédratud.

Olgu tdisnurkse kolmnurga tdisnurga tipp C ja teravnurk suurusega 15° ti-
pus B. Olgu tipust C tdommatud korguse aluspunkt H ning hiipotenuusi
keskpunkt D. Tzhistame kolmnurga poole hiipotenuusi (ehk {imberring-
joone raadiuse) tdhega r. Kuna ka |CD| = r, on kolmnurk ADC vordhaar-
ne. Tingimusest ZCAD = 75° leiame, et ZADC = 180°—2-75° = 30°. Niiiid

1
ICH| =|CD|-sin ZADC = Er. Niisiis [AB| = 2r = 4|CH|.

Veendume niiiid, et iilesande tingimustega on kolmnurga nurgad tiheselt
madadratud. Olgu AB tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus. Teadaolevalt on
AB on {ihtlasi selle kolmnurga imberringjoone w diameeter (joonis 22).
Tombame hiipotenuusiga paralleelsed sirged s ja f, mis asub hiipotenuu-

|AB

sist kaugusel T| Ulesande tingimuse kohaselt saab tdisnurga tipp asuda
vaid sirge s voi ¢ ning ringjoone w 16ikepunktis. K6ik neli voimalikku l6ike-
punkti K, L, M ja N annavad samade nurkadega kolmnurgad, sest kaared
AK, AN, BL ja BM, aga siis ka nurgad ABK, ABN, BAL ning BAM, on
vordsed.

6. Vastus: a) jah; b) ei.

a) Kirjutame igasse tdisarvuliste koordinaatidega punkti selle punkti x-
koordinaadi. Sel juhul koik kirjutatud arvud ei ole vordsed ning punkti
(x, ¥) nelja 1dhima naaberpunkti arvude aritmeetiline keskmine on

(x—1)+x+(x+1)+x_
" =

’

nagu tarvis.
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b) Oletame, et koordinaattasandi noutaval viisil tditmine on voimalik. Ol-
gu K tdisarvuliste koordinaatidega punktidesse kirjutatud naturaalar-
vudest vahim. Olgu arv K kirjutatud punkti (x, y). Oletame, et monesse
punkti (x, y) neljast ldhimast naabrist on kirjutatud suurem arv kui K.
Kuna K on nelja ldhima naaberpunkti arvude aritmeetiline keskmine,
siis peab monesse punkti (x, y) neljast l1dhimast naabrist olema kirju-
tatud vdiksem arv kui K, mis on vastuolus arvu K valikuga. Jarelikult
on punkti (x,y) nelja 1dhimasse naaberpunkti kirjutatud arv K. Kor-
rates sama arutelu niitid nende nelja naaberpunkti ja nende naaber-
punktide jne. korral, saame, et koikidesse tdisarvuliste koordinaatide-
ga punktidesse on kirjutatud naturaalarv K. See on vastuolus iilesande
tingimusega, mille kohaselt koik kirjutatud arvud ei ole vordsed.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor Hindamisjuhised

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise tildised pohimotted ning seejarel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud méttekdigud, kui need on ametlikult puhtandipabe-
rilt viidatud). T66 mustandi arvestamine v6i mittearvestamine {ilesande
lahenduse hulka on hindaja otsustada (vdi piirkonna hindamiskomisjoni
tthine otsus koigi tilesannete suhtes), kuid see peab toimuma kaigis toodes
tihtmoodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejidnud
tilesannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mille
eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi {iks punkt (st vastavaid punkte
tihe kiisimuse piires ei tule liita). Testililesannete lahendusi opilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile voi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste lilesannete kohta tuleb esitada tédielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud vdimalust méoda osadeks (etappideks) ning ndidatud lahen-
duse iga osa eest antav punktide arv (st iihe iilesande eest antava punkti-
summa saamiseks fuleb lahenduse erinevate osade eest antud punktid lii-
ta).

3. Juhime hindajate tdhelepanu sellele, et testiiilesannete eest 1 punkti and-
mise pohimotted on sel aastal varasemaga vorreldes muutunud. Kui seni
négi hindamisjuhis ménikord ette 1 punkti ka arvuliselt vale vastuse eest,
mille lahendaja v6is toendoliselt saada, tehes arutluses mone véikese vea,
siis niilid antakse 1 punkt iildjuhul ainult arvuliselt 6ige vastuse eest, kus
on eksitud tihikuga.

4. Ziirii lahendustes ja kiiesolevates hindamisjuhistes on iilesannete arvulised
vastused esitatud enamasti ainult iihel, lihtsaimal v6i koige tdendolisemalt
esineval kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sa-
ma vastuse teised maistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna,
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segaarvuna, kiimnendmurruna, sonadega vilja kirjutatuna —, seejuures ka
osana pikemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgituste-
ga) antud vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest tild-
reeglist, on eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud tihikutes avaldub. Niiteks kiisimusele ,Kui suur pindala ...2“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte , 120“ (kui iilesande tekstis pole
kasutatud iihikuta pikkusi/pindalasid). Seejuures on vastused , 120 cm?“ ja
,1,2 dm?“ samaviirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisi-
tud kindlate iithikute arvu. Néiteks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?2“
antud vastused ,120“ ja , 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel
nagu kiisimusele ,Mitu karu ...?“ antud vastused ,3*“ ja ,,3 karu“ (vastus
koos liigisonaga). Niisuguse kiisimuse vastuseks on arv ning tihikul voi lii-
gisonal on vaid puhtkeeleline roll. Kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ... ?“

antud vastused , 120 cm?“ ja,1,2 dm?“ ei ole samaviirsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult
ithe sellise skeemi jdrgi (selle jdrgi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem
punkte).

. Enamiku {ilesannete korral (v.a testid ja tdestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud {iilesandest on opilasel lahendatud, kasutades lahen-
duse tiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punk-
tide jaotust meie pakutud hindamisskeemides.

. Millise tahes tdieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal
juhul anda maksimumpunktid, soltumata selle lahenduse pikkusest voi
otstarbekusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 8: 2p
2. o Lisatud sulud, mis méidravad tehete jarjekorra
(1+2)-3-4):5=1: 2p

Kui on lisatud tdiendavalt sulge, mis on tasakaalus ja tehete jdrjekorda ei
muuda, siis anda ikkagi 2 punkti.

3. o Antud bige vastus 10 (voi “10-kohaline”): 2p
4. o Antud dige vastus 5: 2p
5. o Antud dige vastus 17°: 2p
o Antud vastuseks arv 17 ilma kraadimaérgita: 1p

6. o Antud dige vastus 10 cm: 2p
o Antud vastuseks arv 10 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p

7. o Antud dige vastus 16 (voi “16 pikkusiihikut”): 2p
o Antud vastuseks arv 16 mingi vale ithikuga (nt cm): 1p

8. o Antud odige vastus 11: 2p
9. o Antud dige vastus 21: 2p
10. o Antud bige vastus 15: 2p
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 42: 2p
2. o Lisatud sulud, mis méidravad tehete jarjekorra
1:(2+3):4:5) =4: 2p

Kui on lisatud tdiendavalt sulge, mis on tasakaalus ja tehete jdrjekorda ei
muuda, siis anda ikkagi 2 punkti.

3. o Antud dige vastus 60 (protsendimérgiga voi ilma): 2p
4. o Antud dige vastus 0: 2p
5. o Antud dige vastus 3: 2p
6. o Antud odige vastus 180°: 2p
o Antud vastuseks arv 180 ilma kraadimaérgita: 1p

7. o Antud bdige vastus 10 cm: 2p
o Antud vastuseks arv 10 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p

8. o Antud dige vastus 12 cm: 2p
o Antud vastuseks arv 12 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p

9. o Antud dige vastus 28: 2p
10. o Antud dige vastus 48 (voi “48 pindalaiihikut”): 2p
o Antud vastuseks arv 48 mingi vale ithikuga (nt cm?): 1p
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 42:

o Antud 6ige vastus 2009:
o Antud 6ige vastus 13:
Antud 6ige vastus 5:

o Antud 6ige vastus 6:

o Antud 6ige vastus 7:

N e o & w DN
o]

o Antud &ige vastus 270°:
o Antud vastuseks arv 270 ilma kraadimargita:

8. o Antud bige vastus 11 : 5:

11
o Antud vastuseks arv E:

5
Kui vastuseks on antud suhe 5: 11 voi arv o’ anda 0 punkti.

9. o Antud dige vastus 55°:
o Antud vastuseks arv 55 ilma kraadimaérgita:

10. o Antud dige vastus 48:
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

II osa hindamisjuhised

1. o Joutud iihe muutujaga vorrandini iihe otsitava arve suuruse

jaoks: 3p
o Leitud iihe arve suurus: 2p
o Leitud iilejddnud arvete suurused ja antud 6ige 16ppvastus: 2p

Kui iilesande tingimused on kirja pandud 6ige vorrandisiisteemina, mis si-
2

saldab rohkem kui tiht muutujat (nt. x + y + z = 550 ja 2x = gy =z +50),

kuid ei ole joutud ainult {iht muutujat sisaldava vorrandini, anda 1 punkt.

Ainult 6ige vastuse eest (koigi kolme pereliikme telefoniarvete diged suu-
rused) ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui vastuses on kolm diget summat,
kuid omistatud need valedele pereliikmetele, siis anda 1 punkt. Kahe voi
iihe 6ige summa eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

2. o Leitud iihe numbri dige vadrtus: 3p
o Leitud teise numbri 6ige véartus: 2p
o Leitud kolmanda numbri 6ige vdartus: 2p

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest (koik kolm 6iget numbrit) ilma selgitusteta
anda 2 punkti. Kui vastuses on kahe numbri vdartused 6iged, anda 1 punkt.

3. o Leitud diameetrid AC ja CB (v6i vastavad raadiused): 1p
o Leitud kolme poolringi (v6i vastavate ringide) tdpsed pindalad: 2p
o Leitud vérvitud ala tdpne pindala: 2p
o Leitud ndutav protsent: 2p

Kui lahenduses on (pool)ringide pindalade leidmisel kasutatud s ldhis-
vadrtust ning seetottu saadud ligikaudsed vastused, anda 2 punkti vihem.
Kui aga arvutustes on 16puni kasutatud =, leides ka vérvitud ala pindala
arvvadrtuse 127, ja imardamine tehtud ainult 16ppvastuses, siis selle eest
punkte mitte maha votta.

Kui poolringide pindalade asemel on leitud ringide pindalad ja seetdttu on
vastuses varvitud ala pindala 6igest 2 korda suurem, siis anda 1 punkt vi-
hem.

Kui vastuses on pindala antud ilma tihikuta v6i vale {ihikuga, siis anda 1
punkt vdhem.
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Kui lahenduses esineb mitu eelmistes 16ikudest nimetatud puudust, siis va-
hendamised nende eest liituvad.

Ainult tédieliku dige vastuse eest (kiisitud tdpne pindala koos 6ige iihikuga
ja protsent) ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui vastuses on iiks neist ka-
hest dige, anda 1 punkt.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Leitud, et 7. klassi 6pilasel on ming FIFA Soccer: 3p
o Leitud, et Ove opib 7. klassis: 3p
o Antud o6ige l6ppvastus: 1p

Ainult tdieliku oige vastuse eest (klass ja mdng) ilma selgitusteta anda 2
punkti. Kui vastuses on iiks komponent dige, anda 1 punkt.

2. o Niidatud, et iikski arvudest ei saa olla 0, 5 ega 7: 2p
o Téhele pandud, et kui vorduse tihel pool on 9, siis teisel pool

peavad olema 3 ja 6: 1p

o Analiitisitud see juht 16puni ja leitud voimalikud summad: 2p

o Naidatud, et juht, kus arvude hulgas ei ole 9, ei anna lahendit: 2p

Kui arvudest 0, 5 ja 7 on vilistatud iiks voi kaks, anda selle osa eest 1
punkt.

Ainult tdieliku dige vastuse eest (kaks diget summat) ilma selgitusteta anda
2 punkti. Kui vastus sisaldab iiht diget summat, anda 1 punkt.

3. o Leitud diameetrid AC, CD ja DB (v0i vastavad raadiused): 1p
o Leitud nelja poolringi (v6i vastavate ringide) tdpsed pindalad: 2p
o Leitud vérvitud ala tdpne pindala: 2p
o Leitud noutav raadius: 2p

Kui lahenduses on (pool)ringide pindalade leidmisel kasutatud n ldhis-
vadrtust ning seetottu saadud ligikaudsed vastused, anda 2 punkti vihem.
Kui aga arvutustes on 16puni kasutatud =, leides ka vérvitud ala pindala
arvvaartuse 32w, ja imardamine tehtud ainult 16ppvastuses, siis selle eest
punkte mitte maha votta.

Kui poolringide pindalade asemel on leitud ringide pindalad ja seetdttu on
vastused odigetest 2 korda suuremad, siis anda 1 punkt vdhem.

Kui vastuses on pindala antud ilma iihikuta voi vale {ihikuga, siis anda 1
punkt vihem.

Kui lahenduses esineb mitu eelmistes 16ikudest nimetatud puudust, siis va-
hendamised nende eest liituvad.

Ainult tdieliku oige vastuse eest (kiisitud tdpne pindala ja raadius koos 6i-
gete tihikutega) ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui vastuses on tiks neist
kahest 6ige, voi molemad arvuliselt diged, kuid tihikud puudu voi valed,
anda 1 punkt.

63



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1.

4.

o Leitud, et viimane number peab olema 0:

o Eraldatud arvud, mis jaguvad 4-ga (leitud, et eelviimane num-
ber peab olema paaris):

o FEraldatud arvud, mis jaguvad 7-ga:

o FEraldatud arvud, mis jaguvad 3-ga:

o Eraldatud arvud, mis jaguvad 8-ga:

Ip

Ip
2p
2p
Ip

Kui 4-ga jaguvust pole eraldi vaadeldud, vaid on eraldatud kohe vilja 8-ga
jaguvad arvud (nditeks pannes tdhele, et 16ppu kirjutatav kolmekohaline

arv peab jaguma 8-ga), siis anda selle osa eest 2 punkti.

Kui Ioppvastuseks on arvu 280 asemel antud 2009280, siis selle eest punkti

mitte maha votta.

Ainult 6ige vastuse (280 voi 2009280) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
Selle tilesande lahenduses saab arutleda paljudel eri viisidel. Seetottu fik-
seerib pakutav hindamisskeem vaid punktid kahe vahetulemuse eest, mis

toendoliselt tihel voi teisel kujul paljudes lahendustes esinevad.

o Avaldatud remondi kogumaksumus suurte voi véikeste korteri-
te arvu kaudu:

o Tehtud tdhelepanek, et suurtel ja vidikestel korteritel on pinda
kokku vordselt:

o Lahendus lopule viidud (leitud rahasumma tihe viikese korteri
kohta pinnaga proportsionaalsel jagamisel):

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

o Tahele pandud, et trapets jaotub kaheks vordhaarseks kolm-
nurgaks:

o Kirja pandud sobivad seosed, millest on voimalik leida kas otse
trapetsi sisenurkade voi nende vordhaarsete kolmnurkade alus-
nurkade suurused:

o Lahendus l6pule viidud (leitud trapetsi sisenurkade suurused):

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

o Margitud, et vastavalt tilesande tingimusele on 1005 voimalikku
tehingupartnerite arvu:

o Naiidatud, et ei saa korraga olla kaht drimeest, kellel oli vasta-
valt 0 ja 2008 tehingupartnerit, st. tegelikult saab korraga reali-
seeruda 1004 voimalikku tehingupartnerite arvu:

o Lahendus ldpule viidud (rakendatud Dirichlet’ printsiipi):
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 10. klass
Hindamisjuhised
1. o Avaldatud ristkiiliku pindala ja imbermo6t a ja b kaudu: 1p
o Leitud veerandringi pindala ja imbermoot: 2p
o Leitud a ja b, 1dhtudes imbermootude ja pindalade vordsusest: 4p
Sealhulgas:
e Pandud tiimbermo6tude ja pindalade vordsuse tingimused
kirja dige vorrandisiisteemina a ja b suhtes: 1p
Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
2. o Leitud xja y (vdi y ja x) vddrtuste suhe: 2p
o Lahendus lopule viidud: 5p
Sealhulgas:
e Leitud, et xy = 6: 2p
Ainult tdieliku dige vastuse eest (molemad lahendid) ilma selgitusteta anda
1 punkt, iihe dige lahendi eest anda 0 punkti.
3. Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.
Lahendus seose a*> — 1 = (a + 1)(a— 1) abil.
o Ulesande tingimus kirja pandud kujul P + 1 = a?: 1p
o Teisendatud kujule P = (a+ 1)(a—1): 1p
o Lahendus lépule viidud: 5p
Sealhulgas:
¢ Analiitisitud tiks kahest juhust vastavalt a paarsusele: 2p
* Analiilisitud ka teine juht: 3p
Lahendus otsese jdckide analiiiisi abil.
o Téhele pandud, et vaadeldav algarvude korrutis annab 4-ga ja-
gamisel jaagi 2: 3p
o Margitud, et iga tdisruut annab 4-ga jagamisel jadgi 0 voi 1: 2p
o Lahendus lépule viidud: 2p
Ainult dige vastuse “ei” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
4. o Rakendades ruutude vahe valemit, esitatud tegur 1 — % kujul

( 1)( I)V()i (k+1)(k—1): 2p

1+=|-(1-=
k k k2
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o Téhele pandud, et tekivad korrutised g . Z ... ja 2.3 .., kus
jarjestikuste tegurite lugejad ja nimetajad saab taandada: 3p
Sealhulgas:

e Tdhele pandud {iiks neist taandamisvoimalustest: 1p

o Lahendus lépule viidud: 2p

5. Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.

Lahendus nurkade aritmeetika abil.

o Niidatud, et kolmnurk EFB on vordkiilgne: 2p
o Leitud nurga AEF suurus: 3p
o Lahendus lépule viidud: 2p
Lahendus tihelepaneku abil, et AE ja BF on risti.
o Niidatud, et kolmnurk EF B on vordkiilgne: 2p
o Ndidatud, et kolmnurgad AEF ja AEB on vordsed: 4p
Sealhulgas:

e Tdhele pandud, et 16igud AE ja BF on risti: 1p

o Lahendus lépule viidud: 1p

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

6. Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.
Lahendus, mis ldhtub kahest sama vdrvi jdrjestikusest arvust.

o Téahele pandud, et kui ei leidu kaht sama varvi jarjestikust arvu,

siis on noutav kolmik olemas: 2p
o Téhele pandud, et kui nende arvude naabrid moélemal pool ei

ole teist vdrvi, on ndéutav kolmik olemas: 1p
o Lahendus lépule viidud: 4p

Lahendus, mis ldhtub kahest sama vdrvi jdrjestikusest paaris- voi paaritust
arvust.

o Téhele pandud, et kui ei leidu kaht sama vérvi jarjestikust paa-

risarvu (voi paaritut arvu), siis on noutav kolmik olemas: 2p
o Téhele pandud, et kui nende vahel asuv arv ei ole teist varvi, siis

on noutav kolmik olemas: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 4p
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 11. klass
Hindamisjuhised
1. o Leitud rombi diagonaalide pikkused: 4p
Sealhulgas:
* Leitud oigesti {ihe diagonaali pikkus: 2p
o Leitud rombi siseringjoone raadius: 3p

4,

Kui rombi diagonaalide pikkused on esitatud lihtsustamata kujul, néiteks

V2 V2
\/ 1+ - +1/1- > siis selle eest punkti maha mitte votta.

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Mittetdieli-
ku voi osaliselt vale vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

o Koostatud sobiv vorrandisiisteem sin a ja cos a suhtes: 2p
o Leitud sobivad sin « ja cos @ vddrtuste paarid: 2p
o Leitud neile vastavad nurgad a: 3p

Kui nurkade a leidmisel pole kontrollitud, kas nende siinuse ja koosinuse
vadrtused molemad sobivad, ja seetottu antud vastuses ka voorlahendid
180° ja/voi 270°, anda nurkade leidmise osa eest iihe voorlahendi korral 2
punkti ja kahe voorlahendi korral 1 punkt.

Kui vastuses on lisaks antud ka nurk 360° (pole arvestatud ranget vorratust
iilesande tekstis), siis selle eest punkti maha mitte votta.

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest (kaks diget nurka) ilma selgitusteta anda
1 punkt. Mittetdieliku voi lisaks valesid nurki sisaldava vastuse eest ilma
selgitusteta anda 0 punkti.

o Esitatud idee uurida vaadeldavate summade paarsust: 1p
o Esitatud maistlik strateegia selleks (nt vaadeldes voimalusi, kui
antud nelja arvu seas on erinev arv paaris ja paarituid arve, voi
vaadeldes kolme suurema arvu paarikaupa summasid): 2p

o Lahendus lépule viidud: 4p
Ainult Gige vastuse “ei” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

o Leitud lahend x = 0 ja kontrollitud voi vdhemalt mainitud, et

see sobib: 2p
o Niidatud, et rohkem lahendeid ei ole: 5p
Sealhulgas:
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* Leitud mingid tdiendavad lahendid (nt i%) ja ndidatud,
et peale nende rohkem lahendeid ei ole: 3p
¢ Niidatud, et need tdiendavad lahendid on voorlahendid: 2p

Kui on leitud lahend x = 0 ja ei ole mingit viidet sellele, et selle sobivust on
kontrollitud, siis anda selle osa eest 1 punkt.

Kui lahenduses mingi sammu lubatavust ei ole kontrollitud (nt on jaga-
tud x-ga ldbi ilma uurimata, kas x voiks olla 0) ja selle tulemusena lahend
x = 0 1dheb kaduma, siis selle eest tdiendavalt punkte mitte maha votta (st
selline lahendus v6ib saada kuni 5 punkti, kui on ndidatud, et lahendeid
x # 0 eiole).

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

o Esitatud toimiv idee toestamiseks, et selline nelinurk ei saa ol-
la roopkiilik (nt vaadeldud kahe iilemise ja kahe alumise sirge

vahel tekkivaid kolmnurki nagu ziirii lahenduses): 3p
Sealhulgas:
e Tdhele pandud, et r66pkiiliku iihe kiilje otspunktid ei saa
olla kahel ddrmisel sirgel voi kahel keskmisel sirgel: 1p
o See idee ellu viidud (korralikult pohjendatud): 4p

Ainult dige vastuse “ei” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

o Ndidatud, et kuuenda veeru arvude summa saab olla 735: 3p
o Pohjendatud, et kuuenda veeru arvude summa ei saa olla suu-
rem kui 735: 4p

Summa 735 voimalikkuse nditamisel ei tarvitse vastav ndide olla tabelina
esitatud: piisab, kui on selgesti kirjeldatud arvude paigutamise viis, mis sel-
lise summa annab.

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 12. klass

Hindamisjuhised

1. Vastavalt Ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.
Lahendus vorrandisiisteemide abil.

o Téahele pandud, et otsitavate punktide koordinaadid rahuldavad

tingimust x* +y? =10: 1p
o Koostatud vorrandisiisteem iihe juhu jaoks: 1p
o Leitud iihe voimaliku punkti koordinaadid: 2p
o Koostatud vorrandisiisteem teise juhu jaoks: 1p
o Leitud teise voimaliku punkti koordinaadid: 2p

Lahendus stimmeetria abil.

o Téahele pandud, et etteantud kaks punkti paiknevad koordinaa-

tide alguspunktist vaadatuna tdisnurga all: 2p
o Jareldatud, et otsitavad punktid on etteantud punktidega siim-

meetrilised koordinaatide alguspunkti suhtes: 3p
o Leitud otsitavate punktide koordinaadid: 2p

Kui vastuses on antud ka iihe v6i molema etteantud punkti koordinaadid,
siis anda 1 punkt vdhem.

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest (moélema voimaliku punkti koordinaadid)
ilma selgitusteta anda 1 punkt. Mittetdieliku v6i lisaks valesid punkte sisal-
dava vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

2. o Leitud, et b =0: 1p
o Leitud, et mdlema graafiku iihine ldikepunkt x-teljega on punk-

tis x = 1: 2p

o Jdreldatud, et ruutfunktsioon on kujul y = ax® — a (st ¢ = —a): 1p

o Leitud a ja ¢ voimalikud vaartused: 3p

Kui on kirja pandud, et peegeldatud ja nihutatud graafik esitub vorrandiga
y = —a(x — 2)? — b(x - 2) — ¢, ning muud punktiviirilist ei ole tehtud, siis
anda selle eest 1 punkt. Kui lisaks on mérgitud, et peab olema b = 0, siis
anda 2 punkti.

Ainult tédieliku dige vastuse eest (mdlemad arvukolmikud) ilma selgituste-
ta anda 1 punkt. Mittetdieliku v6i lisaks valesid arve sisaldava vastuse eest
ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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3. Selle iilesande lahendus seisneb sisuliselt positiivsete tdisarvude labivaa-
tamises, kusjuures ldbivaadatavate arvude hulka saab kitsendada mitme-
suguste tihelepanekute abil. Ziirii pakutud lahendused esitavad kaks sel-
list kitsendamise viisi, mis on iisna efektiivsed (juba esimene jdrelejaidanud
arv sobib), kuid piisab ka niiteks arvude 33 jarjest labivaatamisest, vottes

k=1,2,.... Seetdttu esitame siin hindamisskeemi ainult véga tildisel kujul.
o Nadidatud, et arv 648 on noutava omadusega: 2p
o Ndidatud, et iikski vdiksem arv ei ole noutava omadusega: 5p

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

4. Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.

Lahendus geomeetrilise jada osasumma abil.

o Kirja pandud seos (2 — 1) — ((21 I L 1) = k: 2p
o Teisendatud see seos kujule, kus saab rakendada geomeetrilise

jada osasumma valemit: 2p
o Lahendus lépule viidud: 3p

Lahendus induktsiooni abil.
o Kontrollitud induktsiooni baas (piisab mainimisest, et védikeste

arvude k korral vdide kehtib): 1p
o Kirja pandud induktsiooni eeldus ja avaldis, mille vdértus on in-

duktsiooni sammu tdestamiseks vaja leida: 1p
o Ara kasutatud induktsiooni eeldus: 2p
o Induktsiooni sammu tdestus lopule viidud (dra kasutatud jada

uldliikme kuju): 3p

5. Vastavalt ziirii lahendustele 1, 2 ja 3 anname siin kolm hindamisskeemi.

Lahendus iimberringjoone keskpunkti abil.

o Niidatud, et |CD| = 2|CH| (lahenduse 1 tdhistustes): 2p
o Niidatud, et ZCDH = 30°: 2p
o Niidatud, et ZCBA = 15°: 3p

Lahendus tdisnurkse kolmnurga korguse omaduse abil.
o Saadud vorrandisiisteem, mis seob kaatetite projektsioone (la-

henduse 2 tdhistustes f ja g) ja korgust h: 2p
o Leitud projektsiooni f voi g ja kérguse h suhe (st kolmnurga

ABC teravnurga tangens voi kootangens): 3p
o Niidatud, et iiks teravnurkadest on 15°: 2p

Lahendus tingimustele vastava kolmnurga iihesuse abil.

o Sonastatud viide, et iilesande tingimustele vastava kolmnurga
nurgad on {iheselt méératud, ning ndidatud, et tdisnurkne kolm-
nurk teravnurkadega 15° ja 75° rahuldab iilesande tingimusi: 3p

Sealhulgas:
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6.

e Sonastatud viide, et iilesande tingimustele vastava kolm-
nurga nurgad on iiheselt méaratud:

e Niidatud, et tdisnurkne kolmnurk teravnurkadega 15° ja
75° rahuldab iilesande tingimusi, kui sellise kolmnurga iihe-
suse vdidet ei ole esitatud:

o Podhjendatud, miks iilesande tingimustele vastava kolmnurga
nurgad on iiheselt médratud:

o Nadidatud, et koik kirjutatud arvud saavad olla tédisarvud:
o Toestatud, et kdik kirjutatud arvud ei saa olla naturaalarvud:
Sealhulgas:
e Esitatud idee vaadelda vdhimat ruudustikus esinevat arvu,
voi konstrueerida 1opmatult kahanev arvude jada:

Ainult dige vastuse “jah; ei” eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor Kommentaarid

Kokkuvotteks

Paistab, et piirkonnavooruga voib iildjoontes rahule jadda, tihegi klassi komp-
lekt polnud tilearu raske ega kerge. Ka paljude viimaste aastate kannataja 11.
klass sai seekord raskuselt paris maistlik.

Nagu eelmistel aastatel, ei vaadanud Ziirii ka tdnavu enamikus klassides 14bi
koiki iilesandeid koikides piirkondadest saadetud té6des, vaid ainult niipal-
ju, kui oli vaja huvipdevale ja l6ppvooru kutsutavate diglaseks médramiseks.
See tdhendab, et koikide huvipdevale ja 16ppvooru kutsutavate dpilaste toodes
vaadati ldbi koik tilesanded ning iikski 6pilane, kelle t66s moned tilesanded
jdid 14bi vaatamata, ei touseks kutsutavate hulka ka siis, kui talle koikide nen-
de iilesannete eest antaks maksimaalsed punktid.

Labi vaatamata jadnud tilesanded on tabelites eristatud halli (veebiversioonis

oranzi) taustavarviga. 8., 9. ja 11. klassi toode kontrollijad vaatasid 1abi kdikides
toodes koik iilesanded.

72



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 7. klass

Kontrollijate kommentaarid (Elts Abel, Mart Abel)

Uldised mirkused

Taname korraldajaid vaistluse ldbiviimise eest!

Moningad tdhelepanekud koodilehtede kohta: 1) Eestimaal voiksid need siiski
eestikeelsed olla.

2) Kui kasutame koodi tdhenduses sona "Siffer", siis kirjutame ikka kaks f-
tdhte.

3) Kood voi Siffer 9321 ei ole kindlasti number, vaid arv, mis tuleks kirjutada
igale t66 lehele. (Uhes piirkonnas nimetatakse seda aga koodilehel numbriks).

Vaadati ldbi koikides to0des test ja tilesanded 1 ja 2. Arvestades kolmanda iiles-
ande eest koikidele esialgu motteliselt 7 punkti, tehti paremusjarjestus ja vaa-
dati parima 25 t60 viljaselgitamiseks 38 t60s ka kolmas tilesanne.

Lahenduste vaatajail on jargmised tdhelepanekud:

1) Osutus, et vdiksemast tdisarvust suurema lahutamine tekitab palju problee-
me ja eksimusi. On arusaam, et kahe arvu vahe on alati kujul "esimene miinus
teine", ei moelda, et see voib olla ka "teine miinus esimene".

2) Arvatakse, et kui iilesandes on otsitavateks a ja b, siis peavad need tingima-
ta olema omavahel erinevad.

3) Teksti ei loeta piisava tdhelepanuga.

4) Lahenduste kirjapaneku oskustes on védga suuri erinevusi. Teise osa iiles-
annete korral ongi olulised kirja pandud pdhjendused ja selgitused, mida just
hinnataksegi.
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Test

UL. 4. Tiiiipiline vale vastus oli 0.
UL. 6. Ziirii otsustas anda vastuse 10 cm-10 cm eest 1 punkti.

UL 9. Tiiiipiline vale vastus oli 20.

Ulesanne 1

Proovimise teel ei olnud raske leida Giget vastust (2p). Kui nii tehakse, siis
peaks ikka kontrollima ka koikide iilesande tingimuste tdidetust (1p). Kui voe-
takse kasutusele mingi muutuja (nditeks x), siis kindlasti tuleks 6elda, mida
see tdhistab. Tuleb ka selgitada, kuidas antud tdhistuse kaudu tekivad kirja
pandud seosed ja vorrandid iilesande tingimustestldhtuvalt. Pohiline eksimus:
arvati, et ka oletatavate arvete korral peab nende summa olema 550 krooni,
mida tilesande tekstis ei olnud 6eldud ja mis nii ka ei olnud.

Ulesanne 2

Usna sageli oli lahendatud proovimise teel. Kui iiks lahend oli kées, ei vaevutud
kontrollima, kas ka teisi sobivaid variante voiks leiduda. Sageli eeldati, et a, b
ja ¢ peavad olema paarikaupa erinevad ning samuti erinema tilesande teks-
tis kasutatud numbritest 4,0, 3 ja 1. Himmastavalt palju esines pohimaottelisi
vigu lahutamisel (nditeks 674 — 703 = —171 voi 703 — 732 = —129). Sellest hoo-
limata olid piirkondlikud hindajad andnud sellise lahenduse eest 7 punkti!

Ulesanne 3

Ulesanne oli iisna traditsiooniline ja lahenduv iihe kindla algoritmiga, tuli vaid
teksti tdpselt lugeda. Lahenduste vormistamisega voib {ildiselt rahule jadda.
Kindlasti edaspidi arvestada, et matemaatika oltimpiaadil arvu = me iilesan-
des ei asenda ei arvuga 3,14 ega ka iihegi teise selle arvu ldhendiga, kui just
pole teisiti 6eldud. Péhilised segadused: mis on ringi diameeter, mis raadius ja
kumb neist pindala valemis on; kas tuli leida ringi voi poolringi pindala; mil-
liste suuruste protsentuaalset suhet ikka tuli leida.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 8. klass

Kontrollijate kommentaarid (Raili Vilt, Maksim Ivanov)
Uldised mirkused
Test

Testi raskeimaks osutusid tilesanded 10, 3 ja 9. Kdige paremini lahendati tiles-
andeid 1, 6 ja 8.

Ulesanne 1

Ulesanne osutus viga lihtsaks ja oli lahendatud viga histi. Koik opilased joud-
sid dige vastuseni. Vaatamata sellele moned 6pilased ei saanud maksimum-
punkte. Selleks on tegelikult kaks pdhjust.

Esiteks, ka nii lihtsate iilesannete puhul ei piisa ainult vastusest. Iga tehtud
samm peaks olema piisavalt pohjendatud. Teiseks, moned opilased selle loo-
gika iilesande lahendamisel kasutasid nn. vastavuste tabelit. Tahaks poorata
tdhelepanu sellele, et ka tabeli koostamist peaks kommenteerima ning selle
pohjal tehtud jareldused peavad olema korrektsed.

Selle iilesande hindamisjuhendis oli kirjas, et dige loppvastus annab iithe punk-
ti. Sellele toetudes moned parandajad votsid tihe punkti maha, kui lahenduse
16pus ei olnud séna ,vastus”. Opilased aga ,vastuse” asemel kasutasid teisi
konstruktsioone nagu ,see tdhendab, et...”, ,sellega on kindlaks tehtud, et...”
jne. Need konstruktsioonid lugesime s6naga ,vastus” samavéaarseteks.

Ulesanne 2

See arvuteooria tilesanne oli 8. klassi komplektis koige raskem. Kodigepealt oli
vaja aru saada, et iilesande lahendamiseks ei piisa vajalikkude summade leid-
misest, peaks veel nditama, et saadud summad on ainukesed voimalikud.
Enamus opilasi on piirdunud vaid summade leidmisega, mille eest oli voimalik
kokku saada 2 kuni 3 punkti.
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Ulesanne 3

Geomeetria tilesanne oli suhteliselt lihtne. Siin pooraks tdihelepanu sellele, et
seekord said tisna rangelt punktidega karistatud need opilased, kes kasutasid
arvu 7 lahisvadrtust ning seetdttu said ligikaudseid vastuseid.

PGhivigade seas oli ringi pindala valemi S = 277? kasutamine ning viited nagu

S=ar’=n8*=64nr =647:2=321 vdi 64 =64=28.

76



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 9. klass

Kontrollijate kommentaarid (Indrek Zolk, Kalle Kaarli)
Test

Test on seekord parandatud erakordselt tépselt: parandamise {ihtlustamisel ei
tulnud teha Zihtki punktimuudatust. Test ise oli dpilastele kiillalt raske: maksi-
mumildhedasi punkte on vihe. Ulesandele 10 pakuti paljusid erinevaid vastu-
seid, nende seas diget vastust kiillalt harva.

Ulesanne 1

Ulesannet oli péris ilusti lahendatud ja tildiselt ka diglaselt hinnatud. Opilased
tundsid tildiselt hésti jaguvustunnuseid ja neid kasutades soelusid dige vastuse
kenasti vilja. Sagedamini esinenud vigadest tooksin esile jargmise: 7-ga jagu-
vuse lile otsustati selle jargi kas lisatava kolmekohaline arv jagub 7-ga, ilma et
oleks uuritud, kas 2009 jagub 7-ga. Uksikud lahendajad arvasid, et 8-ga jaguvus
on samavéirne 2 ja 4-ga jaguvusega. Tallinna Reaalkooli 6pilased tundsid 7-
ga jaguvuse tunnust, mida ka kasutasid. Usna mitu lahendajat tugines vihima
ithiskordsena. Leiti, et 840 on antud arvude VUK ja veenduti, et ndutud vahe-
mikus on tépselt liks 840-ga jaguv arv. Sagedane viga, mida seejuures tehti, oli,
et ei selgitatud, mida tegelikult tehakse. Leiti nditeks arv 840, aga ei nimetatud,
et see on antud arvude VUK.

Ulesanne 2

Ulesanne osutus opilaste jaoks suhteliselt lihtsaks.

Mitmed lahendajad olid fikseerinud korterite arvu ja/voi vdikese korteri pind-
ala kindla arvuna. Hindamisskeem sellise kitsenduse eest antavat trahvi ei kir-
jelda. Hindamise tihtlustamisel voeti korterite arvu fikseerimisel maha 2 punk-
ti, vélja arvatud kui korterite arvuks valiti 3 (siis voeti maha 1 punkt). Seda
pohjendab asjaolu, et igasuguse iilesande tingimustele vastava maja voib jao-
tada kolmest korterist koosnevateks vordpindseteks gruppideks (igas grupis
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tiks suur ja kaks véikest korterit) ning lahendada {iilesanne iihes taolises gru-
pis. Korteri pindala fikseerimise eest voeti maha 2 punkti.

Ulesanne 3

Ulesannet oli piris ilusti lahendatud ja tildiselt ka diglaselt hinnatud. Uks sa-
gedamini esinenud viga oli jirgmine. Mingil hetkel kasutati fakti, et diagonaal
poolitab iihe sisenurkadest ja ei olnud voimalik aru saada, kust see (iseenesest
oige fakt) on voetud.

Ulesanne 4

Ulesandel oli massiliselt esinev ,otsetee”: lugeda arvude 0,1,2,...,2009 seas
paiknevad paarisarvud valesti kokku, saades tulemuseks 1004, ning siis asuda
kohe Dirichlet’ printsiipi rakendama. Sellistele lahendustele saab skeemi poh-
jal anda punkte vaid lahenduse 16puleviimise eest (3 p.), kuna iilejadnud etapid
on lébi viimata.

Moni 6pilane otsustas, et leitud 1005 varianti tehingupartnerite arvudeks voi-
vad koik realiseeruda ning asus Dirichlet’ printsiipi rakendama, rohutades, et
2009 < 2 -1005. Siin aga pole Dirichlet’ printsiibiga midagi teha, kuna pesade
arvu n = 1005 ja objektide arvu m = 2009 jaoks ei kehti seos m = 2n + 1.
Niisiis siit otse {ilesande vdidet saada ei 6nnestu.

Arvestades, et opilaste jaoks pohineb selle tilesande lahendamine ainult , tervel

moistusel” (koolis Dirichlet’ printsiipi ei kisitleta), leidus ro6mustavalt palju
tdislahendusi.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 10. klass

Kontrollijate kommentaarid (Uve Nummert, Reimo Palm)
Ulesanne 1

7 /s

Lahendusi, kus vorrandisiisteemist a + b = 1 + 7 ab = 1 olid kohe vilja kir-
7

jutatud lahendid 1 ja 1 ilma selgituseta, miks need on ainsad, oli piirkonnas

hinnatud 5 punktiga ja see jii muutmata.

Lahendused, kus oli 14bi jagatud teguriga a—1 voi b—1 ilma vaatlemata juhtu,
kus see tegur voiks olla 0 (mis annab sama kiiljepikkuste paari teistpidi), said
tihtlustamisel 6 punkti.

Ulesanne 2

Lahendused, kus oli kontrolli tegematajdtmise tottu sisse jaetud ka voorlahen-
did, said tihtlustamisel 5 punkti.

Lahendusi, kus kahest lahendist oli leitud ainult iiks (ttitipiliselt seetottu, et
vorrandi (x — y)? = 1 kahest lahendist x — y = 1 ja x — y = —1 vaadeldi vaid
iiht) oli piirkondades hinnatud 4 punktiga ja see jai muutmata.

Ulesanne 3

Peamiselt olid selles tilesandes tihtlustamised paari punkti ulatuses.

Uldiselt anti lahenduse eest iiks punkt juhul, kui t66s oli analiiiisitud mate-
maatiku saadud korrutise paarsust, sest paarsuste uurimine viib tdepoolest la-
hendusele 1dhemale.

Tartus olid mitmed lahendajad ilmselt 6ppinud Eukleidese teoreemi algarvude
hulga l6pmatusest. Ulesande olukord on selles teoreemis vaadeldavaga ana-
loogiline, seda panid ka paljud 6pilased tdhele, aga kahjuks pole ndha, kuidas
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selle teoreemi toestuskdiku siin dra kasutada saaks. Seepérast anti koigile nii-
sugust ideed viljendanud té6dele 0 punkti.

Ulesanne 4

Tiidipiline viga oli ebamddrased vdited (,liiga suur”, ,kindlasti piisav“) ilma
pohjendusteta.

Muus osas oiged t66d, kus aga jareldumise loogika oli ilmutatult valepidi (nt
tdhistatud jareldumisnooltega), said 5-6 punkti.

Ulesanne 5

Ulesanne oli péris histi lahendatud ja ka punktimuutusi oli vihe.

Lahendused, kus vaadeldi vale olukorda (juba esialgne joonis vale), said tihtla-
selt 0 punkti.

Ulesanne 6

Lisaks ziirii lahendustega sarnastele arutlustele olid paljud lahendajad siin
vaadelnud mingil viisil esitatud voimaluste puud, ptitides ndidata, et selle igas
harus jouame otsitava arvude kolmikuni. Seda tiitipi lahendusi oli piirkonda-
des iisna ebaiihtlaselt hinnatud: leidus tdispunktidega hinnatud t6id, kus olid
sisuliselt késitletud vaid moned erijuhud, ent samas ka madalalt hinnatud t6id,
kus kommentaarid olid vdga lakoonilised, ent juhtude ldbivaatus oli samas
tdielik voi vaid moni vdike alamharu vaatamata jaanud.

Paljudes lahendustes apelleeriti sellele, et kuna mingi fikseeritud pikkusega ar-
vujdrjendite varvimiseks kahe vérviga on 16plik arv voimalusi, aga arvsirge on
ldpmatu, siis hakkavad sarnased jarjendid korduma. Sellest aga otseselt tiles-
ande vdide ei jareldu, sest see kordumine ei tarvitse olla perioodiline (vordlu-
seks: ka numbreid on 16plik arv, ent sellegipoolest saab neist koostada l6pma-
tuid mitteperioodilisi kiimnendmurde).

Mitmes td0s leiti digesti, et kui ei ole kolme vordsete vahedega iiht vdrvi arvu,
siis saab kahe jarjestikuse iihevirvilise arvu vahel olla tilimalt kaks teist varvi
arvu ning tiht varvi arvud ei voi ka paikneda korrapéraselt ,lile tihe“ ega ,lile
kahe“. Edasi aga tehti sellest ebadige jdreldus, et iiht vaadeldavat vérvi arvude
vahel peab olema vaheldumisi iiks ja kaks teist varvi arvu.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 11. klass

Kontrollijate kommentaarid (Harmel Nestra, Heiki Niglas)
Uldised mirkused

Seekord sai siis 11. klassi kord ka kergem komplekt. Loppvooru pddsemise piir
tuli maistlik, erinevalt iisna mitmest eelnevast aastast.

Negatiivse poole pealt tuleb mérkida, et mones iilesandes jdi 6pilastele arusaa-
matuks, mida neilt lahendusena oodatakse, ja seetottu kaotasid paljud rohke-
mgi punkte kui nende tase eeldanuks. Nii oli 5. ja mdnel maééiral ka 6. tiles-
andes: vditeid, mille pdhjendust Ziirii ootas, peeti ilmseks ja pohjendama ei
hakatud.

Analoogiline oli talvise lahtise vdistluse noorema rithma tilesanne 1, mis kah-
juks otsustas ka auhindade jaotuse.

Ehkki sellised iilesanded pole iseenesest vdistlusele kdige sobilikumad, sest
nende jargi tekkiv pingerida ei pruugi kajastada opilaste tegelikku edasijoud-
must lilesande lahendamisel (edukamad on need, kes viitsivad rohkem kirja
panna, mitte eelkdige tegelikud dralahendajad), pole nende moistliku doseeri-
mise puhul (kui neid pole palju ja kui nad ei selekteeri tippu) ehk vaja kurta.
Nad distsiplineerivad noori matemaatikuid ja tuletavad meelde, et matemaa-
tika lahutamatu osa on ka oskus oma viiteid pohjendada.

Ulesanne 1

Tegu oli kiillatki tavalise koolitilesandega ja enamik opilasi tuli sellega hasti
toime. Punkte sai muudetud peamiselt seetdttu, et osades piirkondades oli tri-
gonomeetrilisel kujul vastuste eest voetud 1-3 punkti maha.

Ulesanne 2

Kuigi iilesanne oli kavandatud kooliiilesandena, paistab, et koolis selliseid siis-
ki hasti lahendada ei osata. Péris palju oli poolikuid ja vigaseid lahendusi. Mis
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toeliselt tillatas, oli see, et Gpilased massiliselt arvavad, et cos 180° = sin270° =
1, mistdttu vodrlahendite kontrollist polnud asja — lahendite mittesobivust sel-
lega lihtsalt ei tuvastatud!

Uks tiitipviga, mida Zziirii hindamisjuhiste koostamisel ette ei ndinud, oli see, et
jdeti piirkond 180° < @ < 360° iildse vaatluse alt vilja, mistottu voorlahendite
a = 180° ja a = 270° kontrolli kiisimus ei tulnud {ildse ette. See juhtus, kui
opilane oli joudnud vorrandini 2a suhtes ning seadis ekslikult 2a-le samad
piirid mis tilesanne seadis a-le. Kuna kontrolli puudumise eest oli ette ndhtud
2 miinuspunkti, siis votsime 2 punkti maha ka sellistel to6del.

Veel {iiks tiitipviga esines lahenduses (mida ka Ziirii ette ei ndinud), kus ka-

a
hekordse nurga valemite abil mindi iile seostele 5 suhtes ja saadi vorrand
.o a . a . . . a .o . .
2sin — (cos — —sin —) = 0. Uurides varianti cos — —sin — = 0, jagati suuruse-
2 a 2 2 2 2
ga cos 2 1ébi, kuid ei poodratud tdhelepanu juhtudele, kus see vordub nulliga.

Ka selle eest votsime 2 punkti maha.

Uksjagu opilasi lahendas vorrandit nii, et proovis lihtsalt 1dbi tiksikuid nurki,
mille trigonomeetriliste funktsioonide vairtused on tuntud. Sellistele andsime
tildse 2 punkti.

Ulesanne 3

Selles tilesandes sai punkte muudetud paljudes t6ddes ja kiillaltki suures ula-
tuses. Peaaegu koik opilased olid tulnud idee peale, et vaadelda summade
paarsust. Kuid selgitused olid enamasti puudulikud. Paljudes t66des oli kiill
mainitud, et 2 on algarv, kuid samas edasises lahenduskiigus eirati seda fak-
ti. Samuti nii moneski t66s vaadeldi ainult juhtu, kus arvud a, b, ¢ ja d on
mittenegatiivsed. Sellised lahendused said enamasti {ilimalt 3 punkti.

Ulesanne 4

Selles tilesandes suutsid peaaegu koik opilased leida dige vastuse. Kuid ena-
masti kaasnes sellega ka voodrlahendite tekkimine ja kontroll puudus paljudes
toodes. Leidus ka selliseid toid, kus oli kontroll 14bi viidud, kuid sellega ei suu-
detud voorlahendeid korvaldada. Seda enamasti sellepérast, et pandi vasak ja
parem pool vorduma ja siis hakati pooli ruutu tostma ning teisendama, nagu
seda tehti lahendeid otsides. Punkte tuligi muuta peamiselt seetottu, et kont-
roll puudus osaliselt voi taielikult.

82



Ulesanne 5

See iilesanne on viga lihtne, kuid punktide saamisel méngis vdga olulist rolli
pohjenduste selgus ja konkreetsus. Enamik 6pilasi lugesid ilmseteks tiksikuid
samme, millele meie ootasime siiski pohjendust.

Tiitipiline vdide, mida ei pohjendatud ja seetdttu punkte kaotati, oli see, et eri-
neva vahekaugusega paralleelsete sirgete paaride loikamisel samasihiliste sir-
getega tekivad mainitud sirgepaaride vahel erineva pikkusega ldigud. Kui se-
da viidet voib eeldada, on sellega {ilesanne peaaegu lahendatud (jadb vaid
pohjendada, et rohkem vdimalikke pilte pole, ja selle eest lubas skeem vaid 1
punkti). Seejuures on seda védidet voimalik vdga lihtsalt kooliteadmistega poh-
jendada: nurkade arvutust ja trigonomeetriat pole vaja; kui need 16igud oleks
vordse pikkusega, siis samasihilisuse tottu méidraksid nad vordsed vektorid,
kuid siis oleks ka nende vektorite koordinaadid vastavalt vordsed (vektori koor-
dinaadid on tiheselt méératud!), mistottu kui tiks koordinaattelg votta paral-
leelsete sirgete paaridega risti, siis vektorite see koordinaat oleks vordne sirge-
paaride vahekaugusega ja tekiks kohe vastuolu nende kauguste erinevusega.

Seetottu oli vahetegemine sellel, kas lahendus on olemas v6i on kirjas vaid rea-
liseerimata idee, suhteliselt raske ja tulemus kippus nii voi teisiti kunstlik tun-
duma.

Tuleb tunnistada, et tdsisematel voistlustel raskemate iilesannete puhul sel-
liste vdidete pohjendamist ei nduta, sellised loetaksegi tuntuks voi ilmseks.
Téiesti saame aru Tallinna parandajast, kes peaaegu koigile pani 7 punkti. Osa
opilasi voivad seetdttu niitid end petetuna tunda, mis teeb sellise {ilesande
suht ebasobivaks voistlusele iildse. Ziirii aga alati ei joua koiki voimalikke la-
henduskiike ja seetdttu iilesande sellist iseloomu ette nidha.

Poleks aidanud ka skeemi timbertegemine, nii et voimalike piltide analiitisile
oleks rohkem punkte eraldatud, sest seda oli tdddes veel vahem tehtud (tiitipi-
liselt joonistatigi iiksainuke pilt ilma selgitusteta, kuidas see on saadud).

Ulesanne 6

Selle iilesande lahendusi lédbis tiitipviga, mida voiski arvata, sest see alati esi-
neb sedasorti kombineerimisiilesannetes. Nimelt 6. veeru arvude summa 735
maksimaalsuse pohjenduseks ndidati jarkjarguline konstruktsioon, kus igal sam-
mul valiti hetkel parim voimalik 6. veeru arv. Selline mottekidik on {iildjuhul
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pohimadtteliselt vale: 16pptulemuse kui terviku ekstremaalse vddrtuse saavuta-
miseks ei pruugi olla alati 6ige mingi jarkjargulise konstruktsiooni igal sammul
valida selles kontekstis (juba eelnevaid valikuid arvestades) ekstremaalne jatk.
Antud iilesande puhul tekib kiisimus, kas ei voiks maksimaalne summa tekki-
da nii, et alguses valime 6. veergu voimalikust natuke vdiksemad arvud, mil-
le tulemusena tekib voimalus valida protsessi l1d6puosas suuremad arvud, mis
kokkuvottes tiletavad alguse mahajadmuse.

Selliseid mottekdike oli piirkondades vdga erinevalt hinnatud, oli antud nii
tdispunkte kui ka mitte midagi. Tartus ja monedes vdiksemates piirkondades
viljeldud teine variant on siimpaatne, kuid otsisime kuldset keskteed, vottes ar-
vesse ka seda, kui kerge oleks opilase kirjapandut timber teha korrektseks mot-
tekdiguks. Seekord voivad opilased kergendatult hingata, sest siin tilesandes
toepoolest on voimalik sellises mottekdigus uue arvu valik peaaegu samamoo-
di pohjendada seejuures eelnevaid valikuid mitte arvestades. Nimelt hinnates
suuruselt n-ndat 6. veeru arvu, me teame, et selles reas on 4 temast suuremat
arvu ja — et tegu on suuruselt n-nda 6. veeru arvuga — on 6. veerus veel n—1
temast suuremat arvu (olgu siis optimaalsed voi mitte), millest igas reas oma-
korda on 4 veel suuremat arvu. Nii tulebki, et iga jargmise 6. veeru arvu puhul
on neid arve, mis peavad temast suuremad olema, parajasti 5 vorra rohkem.

Paljud o6pilased kaotasid véartuslikke punkte hoopis konstruktsiooni puudu-
mise pdrast voi oli see poolik, 1.-5. veeru tditmine jdi tdhelepanuta. Voidi
moelda, et see pole oluline, kuna jutt oli ainult 6. veerust, kuid tilesande loo-
giliselt tdielikuks lahenduseks tuleb siiski veenduda, et leitud arvude paigutus
6. veergu, mis pretendeerib maksimaalsusele, on ikka iihe {ilesande tingimusi
rahuldava tabeli tditmise osa.

Veel iiks pohjus, miks real to6del punkte muutsime, oli erinev tdlgendus sel-
lest, millisesse etappi skeemis kuulub summa 735 viljaarvutamine. Seda vois
lugeda nii konstruktsiooni etappi kui ka maksimaalsuse tdestuse juurde kuu-
luvaks. Et teine etapp maksis rohkem, valisime teise — nii said konstruktsioon
(ilma 6. veeru arve summeerimata) ja maksimaalsuse toestus (jallegi ilma sum-
meerimata) ithesuurustena hinnatavaks.

Tagajirjena olid vaid moéned iiksikud t66d, kus selles iilesandes piirkonnas
pandud punktide arv jai muutmata.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

31. jaanuar 2009 Piirkonnavoor 12. klass

Kontrollijate kommentaarid (Hendrik Nigul, Aleksei Lissitsin)

Ulesanne 1

Mitmed 6pilased vaatlesid ka juhtu, kui antud oli kolmurga alus, mis andis nei-
le lisavastuseid. Selle eest said nad tihe vorra viahem punkte.

Ulesanne 2

Mitmed opilased arvasid, et sirge nurk x-teljega on sama, mis sirge tousunurk.
Seetottu jdi neil {iks lahend leidmata. Uhtlustamisel anti nendele opilastele {ili-
malt 5 punkti.

Ulesanne 3

See on iiks lihtsamatest {ilesannetest komplektis. Kuigi selles iilesandes on vaja
1abi viia téestust kahes suunas, tegelikult vastuse 648 leidmine reeglina annab
korraga nii seda, et arv 648 on noéutava omadusega, kui ka seda, et ta on vdhim
voimalik sobiv arv.

Ulesanne 4

See tilesanne on samuti ,kas 0 voi 7” tiilipi tilesanne. Kui osaleja mérkab seost
geomeetrilise jadaga ja paneb selle jada summat korrektselt, siis reeglina teeb
ta tilesande ka 16puni. Muid punkte kui 0 v6i 7 said need, kes tegid kas mingi
vea vastuse arvutamisel voi ei joudnud oigesti kirjapandud esialgselt seoselt
geomeetrilise jada summani.
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Ulesanne 5

Lahendustes esinev tiitipviga oli seosest sin2a = 1/2 juhu a = 75° vaatamata
jatmine. Selle eest karistati 1 punktiga.

Moned o6pilased iiritasid lahendada né. péordiilesannet ning veendusid, et kui
tdisnurkse kolmnurga teravnurgad on 15°,75°, siis on hiipotenuus 4 korda
pikem temale tommatud korgusest. Paraku ei ole sellise toestuse puhul koik
sammud tagasi pooratavad, mistottu ei lahenda see kuidagi esialgset (ehk la-
hendamist vajavat) tilesannet. Sellised lahendused said enamasti 1 punkti.

Ulesanne 6

See tilesanne koosnes kahest osast. Kuna kummagi osa vastused on erinevad,
siis peaksid ka tdestused olema hoopis erineva iilesehitusega.

A) osas piisas leida 1 sobiv tdisarvude paigutus tasandile, et iga arv oleks oma
naabrite aritmeetiline keskmine. Usna sageli piirduti 5 x 5 tabeli tegemise-
ga. Seejuures jdeti enamasti nditamata, kuidas tuleks tdita tilejaidnud tasandi
punkte. Monikord ei veendutud jallegi, kas iga arv ikka on oma naabrite kesk-
mine.

Moned opilased iiritasid ndidata, et A) osas on lahendeid rohkem, kui tiks. Ent
seejuures vois kahtluse alla sattuta, kas leitud tildvalem ikka sobib tasandi tait-
miseks arvudega.

B) osas eksiti massiliselt iilesande tingimuse tasandi koik arvud ei ole vordsed
tolgendamisega. Arvati, et ei leidu arvu, mis oleks vordne oma koéigi naabri-
tega. Paraku ei saa 5 arvu mittevordsust jareldada koigi arvude mittevordsu-
sest. Veelgi enam: tasandit saab tdita tdisarvudega nii, et seal leidub arv, mis
on vordne oma koigi 4 naabriga (ning rahuldaks muid A) osa tingimusi), min-
git vastuolu ei teki. Korrektne oleks jireldada, et leidub arv, mis ei ole vordne
oma koigi naabritega ning rajada oma arutlus sellele arvule.

Mones venekeelses to0s aeti segamini aritmeetilise keskmise ja aritmeetilise

jada moiste. Arvati, et tasandi iga rida (voi veerg) peab moodustama aritmee-
tilise jada.
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