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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 Léppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Oskar selgitas vélja, et imbruskonnas on haukuvaid koeri, kes ei hammus-
ta, kolm korda rohkem kui hammustavaid koeri, kes ei haugu, ning hau-
kuvate koerte osakaal hammustavate koerte hulgas on kaks korda suurem
hammustavate koerte osakaalust haukuvate koerte hulgas. Veel leidis Os-
kar, et selliste koerte arv, kes nii hauguvad kui ka hammustavad, on 40%
vorra vdiksem nende koerte arvust, kes ei haugu ega hammusta.

Mitu protsenti Oskari imbruskonna koertest hauguvad, kuid ei hammusta?

2. Kolmnurga ABC kiilgedel AC ja BC valitakse vastavalt punktid F ja E nii,
et 2|CF| = |FA| ja 2|CE| = |EBJ. Kiirtel AE ja BF valitakse vastavalt punk-
tid K ja L véljaspool kolmnurka ABC nii, et 2|KE| = |EA| ja 2|LF| = |FB].
Tdesta, et nelinurk ABKL on r66pkiilik.

3. Nimetame naturaalarvu m maagiliseks, kui arvu m numbrite summa on
vordne tema numbrite korrutisega.
a) Ndita, etiga n = 1,2,...,10 korral leidub tédpselt n-kohaline maagiline
naturaalarv.

b) Tdesta, et iga naturaalarvu n korral leidub maagiline naturaalarv, mis
on vihemalt n-kohaline.

4. Kahest vordkiilgsest kolmnurgast koosnev romb kiiljepikkuse-
ga n on jaotatud vordkiilgse kolmnurga kujulisteks manguval-
jadeks kiiljepikkusega 1 (joonisel n = 3). Jukul ja Mikul on
kummalgi tiks nupp, mis méngu algul paiknevad tiks tilemi-
sel ja teine alumisel darmisel véljal. Igal kdigul liigutab méngi-
ja oma nupu valjalt, kus ta parajasti on, monele sellega iihist
kiilge omavale viljale. Kui sellel véljal on vastase nupp, votab
mangija selle laualt dra ja on voitnud. Kui seda ei juhtu, siis voidab mén-
gija, kes esimesena jouab oma nupuga viljale, kus algul oli tema vastase
nupp. Kédiakse kordamo6doda, alustab Juku. Kas kellelgi méngijatest leidub
voitev strateegia (st see méngija saab vodita vastase suvalise vastuméngu
korral) ning kui jah, siis kellel?

5. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (m, n), mille korral ruudustikus
modtmetega m x n on iihikruute, mis piirnevad vihemalt {ihe ddrega, tdp-
selt sama palju kui iilejddnud iihikruute.



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu kolmnurga nurkade suurused x, y, z kraadi.

~ . X < o . .. .
a) Toesta, et kui —, X, — on kaik ratsionaalarvud, siis x, y, z on koik
y z x
ratsionaalarvud.

b) Toesta, et kui arvudest —,

x .. .. . .o
Z, tdpselt tiks on ratsionaalarv, siis x, y,
z

=R IN

z on koik irratsionaalarvud.

2. Leia koik positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mille korral

99x + 100y + 101z = 2009.

3. Teravnurkse kolmnurga ABC kiiljele AB tdmmatakse punktis B ristsirge y
ning kiiljele AC punktis C ristsirge z. Toesta, et sirgete y ja z 16ikepunkt
asub tipust A kiiljele BC tommatud ristsirgel parajasti siis, kui [AB| = |AC|.

4. On antud ruudustik méotmetega n x 2, kus n > 1. Kiiljed pikkusega 2 klee-
bitakse kokku, nii et tekib silindri kiilgpind. Mari ja Jiiri méngivad méngu,
milles kumbki 16ikab oma kiigul sellest pinnast iihe algse tihikruudu val-
ja. Kédiakse kordamooda, alustab Mari. Méngija, kelle kédigu tagajarjel pin-
na ringithendus katkeb, kaotab (ruutude kokkupuutumist ainult tippupidi
ei loeta tithenduseks). Kummal méngijatest leidub voitev strateegia (st see
maéngija saab vbita vastase suvalise vastuméngu korral)?

5. Opetaja andis Arnole iilesande valida arvu 2009'° positiivsete tegurite seast
moned vélja nii, et {ikski valitud arv iihegi teise valitud arvuga ei jaguks.
Mitu tegurit saab Arno maksimaalselt vilja valida?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Positiivne tdisarv n on selline, et nii n—1 kui ka n+1 on algarvud, kusjuures
n > 18. Tdesta, et arv n jagub vihemalt 8 erineva positiivse tdisarvuga.

2. Leia koik reaalarvud k, mille korral kehtib jargmine véide: alati, kui reaal-
arvud a ja b rahuldavad tingimusi 0 < a<1ja 0 < b <1, siis

O0<a+b-kab<]l.

3. Olgu ABCD selline kumer nelinurk, et nurk BAC on kaks korda suurem
nurgast ACD ning nurk DAC on kaks korda suurem nurgast ACB. Toesta,
et kui |AB| = |AD|, siis ka |BC| = |DC]|.

4. Ruut modtmetega n x n jaotatakse tihikruutudeks, mis nummerdatakse
mingis jirjekorras arvudega 1 kuni n?, kirjutades jirjekorranumbrid vas-
tavatesse ruutudesse. Osutub, et igas neist tihikruutudest koosnevas rist-
kiilikus on iihe vastasnurkade paari juures nurgaruutudes olevate arvude
summa vordne teise vastasnurkade paari juures olevate arvude summaga.
Leia koik voimalused, milline saab olla n x n ruudu iihe diagonaali poolt
labitavatesse tihikruutudesse kirjutatud arvude summa.

5. Nimetame koordinaattasandi punkti ratsionaalseks, kui tema molemad
koordinaadid on ratsionaalarvud, ning irratsionaalseks, kui tema molemad
koordinaadid on irratsionaalarvud.

a) Kas tasandi iga punkt asub mingi kahe ratsionaalse punkti poolt maa-
ratud sirgel?

b) Kas tasandi iga punkt asub mingi kahe irratsionaalse punkti poolt mé&a-
ratud sirgel?



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Suure kera sisse paigutatakse neli iihesuurust véikest kera nii, et igaiiks
neist puutub kolme {iilejddnut ja suurt kera. Kas viikeste kerade koguruu-
mala on vordne neist {ilejddva osaga suure kera ruumalast, sellest suurem
voi vdiksem?

2. Olgu n mittenegatiivne tdisarv, mille korral
3" 43 4 4370

on tdisarvu ruut. Toesta, et n jagub 4-ga.

3. Leia koik sellised reaalarvud a, mille korral vorrandil
% +ax—-2a+4)=0
on tdpselt kaks erinevat reaalarvulist lahendit.

4. Toesta, et roopkiiliku diagonaalide pikkuste suhe on vordne kiilgede pik-
kuste suhtega parajasti siis, kui diagonaalide 16ikumisel tekkivad nurgad
on vordsed roopkiiliku sisenurkadega.

5. Ristkiilikukujulisest ruudustikust ldigatakse vidlja moéoned ruudud nii, et
koos iga viljaldigatava ruuduga l6igatakse vilja ka koik ruudud, mis asu-
vad temast {iilalpool samas v6i mones parempoolses veerus ning temast
paremal samas reas. Seejérel kirjutatakse igasse jarelejadnud ruutu arv, mis
nditab, mitu jarelejidnud ruutu on kokku temast iilalpool samas veerus ja
temast paremal samas reas. Toesta, et ruute, kuhu kirjutatakse paarisary,
on vihemalt sama palju kui ruute, kuhu kirjutatakse paaritu arv.



LVI Onnmnuaga cTtoHun no matemaTuke

28 mapTa 2009 r. 3aKN0UNTENbHBIR TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro ob60cHOBaHHOE pellleHHe KaxHOH 3352491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJBKYJIATOPOM HE pa3peraeTcs.

1.

OcKkap BBISICHUJI, UTO B €r0 OKPYKEHUH TeX cOOAK, KOTOPbIE JIAIOT, HO HEe Kyca-
I0T, B TpU pa3sa 60Jble, ueM Tex cobakK, KOTOphIe KyCaloT, HO He JIaloT, a TAaKKe
JIOJISI JIAIOMMX COOaK Cpe/iv KyCaloNyX B JIBa pa3a OoJIbIIe JOJH KYCAIOIUX CO-
6ak cpenu naomux. Emé Ockap oOHapy kWi, UTO YUCIO TeX cobak, KOTOpbie
KakK JIAloT, TaK U KycawT, Ha 40% MeHble ynciia Tex co0ak, KOTOpble He JIaloT
1 He KycaioT. CKOJIbKO MPOLEHTOB co0ak U3 oKpyxkeHust Ockapa JaioT, HO He
KycaT?

. Ha croponax AC u BC Ttpeyrospauka ABC BBIOEpeM COOTBETCTBEHHO TOUKU

F u E Tak, uro 2|CF| = |FA| u 2|CE| = |EB|. Ha nyuax AE u BF BeOepeM
BHE TpeyrojbHuka ABC cOOTBETCTBEHHO TOUKM K U L Tak, uto 2|KE| = |EA|
u 2|LF| = |FB|. Joka3aTp, UTO YeThIpEXyroJbHUK ABKL sBisieTcs napase-
JIOTPaMMOM.
HatypaspHoe umciio m Ha30BEM mazuuecKum, €CIA CyMMa mUdp ducia m
paBHA IPOU3BEACHHUIO €T0 U dP.
a) Hnsa xaxporo n = 1,2,...,10 nokas3arb, UTO HaUJAETCS POBHO 72-3HAYHOE
Maruyeckoe HaTypajbHOE UMCIIO.
6) Hokasatp, uTo JIs1 IOOOT'O HATYPAJILHOTO UKCJIA 1 HAMAETCS MO MEHbIIEH
Mepe 1-3HAaUHOE Marhyeckoe HaTypajibHOE YUCJIO.

Cocrosimuii U3 OBYX PaBHOCTOPOHHHMX TPEYrOJbHUKOB POMO C
JUIMHOW CTOPOHBI 7 TOJIEJIEH Ha MIpOBHIE MOJsI B ¢hopMe paB-
HOCTOPOHHHX TPEYTOJbHUKOB C JAJIMHON CTOPOHBI 1 (Ha pUCYHKe
n = 3). ¥ IOpel u Mummu no ogHoM (umke, 0JHa U3 KOTOPBIX B
Hauajie Urpbl PacHojioKeHa Ha KpaliHeM BepXHeM, a Apyrasi — Ha
KpaiiHeM HMKHeM nosie. [Ipy KaxJoM XOoJe UrpoK HepejBuraet
CBOIO (PMIIKY C TOTO TOJISL, T OHA HAXOJUTCsI, Ha MMelolee 00-
Y0 C HUM CTOPOHY jpyroe noJjie. Eciii Ha 9ToM mosie oKasbiBaeTcsl (hulIKa
MPOTUBHHUKA, TO UTPOK €€ 3a0upaeT U BhIMIphIBaeT. Eciu ke 3Toro He npouc-
XOJUT, TO BBIUTPBIBAET TOT UTPOK, Ubsl (pUIIKA EPBOI 0OEpETCS N0 MO, Iae
B HauaJie Urpsl ObuUIa (pUIIKa NPOTHUBHUKA. XOMST 10 oyepe gy, HaunHaeT IOpa.
Haiinércs m y KOro-To U3 UrpOKOB BBHIMTPBINIHAS CTPATETHS (T.€. 9TOT UTPOK
MOXKET NMoOeUTh MPH 000N Urpe CONEPHUKA) U ECJI A, TO y KOro?

HaiiTu Bce napel NOJIOKUTESBbHBIX LEJIbIX uncesl (m, n), IpU KOTOPBIX Ha KBaJ-
PaTHOM JIOCKE pa3MEPOM M X 1 TeX KJIETOK, KOTOpble 'PaHAYaT N0 KpanHen
Mepe € OAHUM KPAeM JOCKH, POBHO CTOJILKO K€, CKOJIbKO U OCTAJIbHBIX KJIETOK.



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

28 mapTa 2009 r. 3aKA0HNTENBHBIA TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. BenuuuHbI yrjoB TPeyrojbHUKA PaBHBI X, Y, Z TPaAyCOB.

X z
a) IlokasaTb, UTO €CJIM BCE Uucaa —, Z, — SIBJISIIOTCS] PALMOHAIBHBIMU, TO
z X

BC€ urcCjia X, y, & TaKXK€ ABJSAIOTCA pallMOHAJIbHBIMU.

X z
6) Hokasarb, UTO €CJIM POBHO OJIHO U3 UUCes —, Z, — SIBJISIETCS] PALMOHAIb-
z X

HbIM, TO BC€ UUCJia X, Yy, 2 ABJIAIOTCS UppalluOHAJIbHBIMH.

2. Haiitu Bce TPOHKH (X, J, Z2) MOJOXKUTEIbHBIX LEJBIX YHCE, TPU KOTOPbIX

99x + 100y + 101z = 2009.

3. K cTopoHe AB ocTpoyroJyibHOro TpeyrosipHuka ABC yepe3 TOuKy B nposeje-
Ha NEpPIEeHJUKYJISIpHas npsivast y, a K ctopone AC uepes3 Touky C npoBejeHa
NEepNeHAUKYJIsipHasl npsiMast z. JlokasaTb, UTO TOUKA NIEPECEUEHU S NIPSIMBIX Y
U Z JIEKUT Ha MEPHNEHAMUKYJISIPHON MPSMOM, MPOBEAEHHON M3 BEpIIMHBI A K
cropone BC, Torga u ToJIbKO TOorja, korga |AB| = |AC].

4. Jlana kyeTyarasi JOCKa pasMepoMm n x 2, rae n > 1. CTOpOHBI IJIMHOM 2 cKJe-
MBAIOT MEXAY co0O0il, IpH 9TOM 00pasyeTcsl MMIMHIPUYECKasl TIOBEPXHOCTb.
Mama 1 Opa HauMHaI0T Urpy, B KOTOPOH KaX bl UTPOK MPH CBOEM XOJ€ BbI-
pe3aeT 13 9TOU MOBEPXHOCTH OJJHY KJIETKY. XOJST [0 ouepeau, HaunHaet Ma-
ma. [IpourpsiBaeT TOT UrpOK, MOCJE XOAa KOTOPOro MPEPHIBAETCSI KPYroBoe
COeAMHEHHE MOBEPXHOCTHU (KacaHWe KJIETOK TOJIbKO B BEPIIMHAX HE CUMTAETCS
COEeAMHEHHEM). Y KOr0O U3 UIPOKOB CYLIECTBYET BBIMTPBILIHAS CTpaTerusi (T.e.
9TOT UFPOK MOKET MOOEUTh MPH JIIOOOM Urpe ConepHUKa)?

5. Yuutens gan ApTéMy 3ajaHue BHIOpaTb CpeAM MOJIOKUTEJbHBIX AeJUTeNen
uncia 2009'° Takue, uTOGH HMKAKOE M3 BHIOPAHHBIX UMCEN HE JENUIOCh HH
Ha OJHO Apyroe BbiOpaHHOe uncio. Kakoe Hanbosibiee KOJMYECTBO JEJMTe-
nett ApTéM MOKeT BHIOpaTh?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

28 mapTa 2009 r. 3aKA0HNTENBHBIA TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1.

[TonoxuTenbHOE LIEJIOE UHUCIO 71 TAKOBO, UTO KakK 11— 1, TaK U 1+ 1 SBJISIIOTCS
MPOCTHIMU YMCHIaMM, NpuuéM n > 18. [lokas3aTh, UTO YMCIO 7 JEJUTCS MO
MEHBIIEH MePE Ha 8 Pa3JIMYHBIX MOJIOKUTEIBHBIX LIEJIBIX YHCEJL.

Haiitu Bce feficTBUTENbHBIE UKCia k, 1Jisi KOTOPBIX BEPHO Clieyloniee yTBep-
KJICHUE: €CJIM JEeUCTBUTEJNIbHbIE UKCia @ U b yJOBJETBOPSIOT YCIOBHSIM
0<a<1lu0<b<1,ToBcerga

O0<a+b-kab<]l.

[Tycts ABCD TakoM BbITYKJIbIF YETBIPEXYTOJIBHUK, UTO yroj BAC B fBa pasa
Goubiie yria ACD, a yron DAC B aBa pasa 6osbine yria ACB. [JokasaTh, UTO
ecqiu |AB| = |AD|, Tou |BC| = |DC].

KJIeTKM KBajjpata n x 1 MPOHYMEPOBaHb UMCIAMU OT 1 10 1’ B HEKOTO-

POM MOpsiAKe, MPUUEM BCe MOPSAKOBbIE HOMEPA 3alMCaHbl B COOTBETCTBYIO-
mue KJIeTKH. OKa3aioch, UTO B KAKAOM MPSIMOYT'OJIbHUKE, 00pa30BaHHOM M3
9THX KJIETOK, CyMMa YMCEJl, pACHOJIOKEHHBIX B YIJIOBBIX KJIETKAaX OJHOW Maphl
MPOTUBOMOJIOKHBIX YIJIOB, paBHA CYMME UMCEJI, PACIOJIOKEHHBIX B YIJIOBBIX
KJIETKaX JApPYrow napsl NPOTUBOIOJIOKHBIX yIyoB. HaliTu Bce BO3MOXKHOCTH,
Yyemy MOJKET PaBHSATBCS CyMMa UMCEJl, 3alMCAHHBIX B KJIETKaX, JIeKAIMX HA
OIHOM MaroHaJiu KBajgpara n x n.

HasoBéM TOUKy KOOpAWHATHOM MIIOCKOCTH PAYUOHAALHOIL, €CITH 00€ e€ Koop-
JVHATHI SIBJISIOTCSI PALIOHAIBHBIMU UHCIIAMH, U UPPAUUOHAALHOU , €CTN 00e
€€ KOOPAMHATHI SIBJISIIOTCSI UPPALMOHAJIBHBIMU UHCIIAMH.

a) JIexuT JM KakJjasl TOYKa IMJIOCKOCTH Ha HEKOTOPOH MPsIMOM, OMpeJieséH-
HOM JIBYMSI palliOHaJIbHBIMU TOUKaMH?

6) JlexuT M KaxJasi TOUKa INIOCKOCTH HAa HEKOTOPOM MPSIMOH, ONpeesiéH-
HOM JIBYMSI UPPalIOHAIbHBIMU TOUKaMU?



LVI Onnmnuaga cTtoHnn no matemaTuke

28 mapTa 2009 r. 3aKA0HNTENBHBIA TYp 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro o60cHOBaHHOE pellleHHe KaxXOH 33752491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlosb30BaThCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. B Gospinoi map NoMemanT YeThpe OJUHAKOBBIX MAJEHbKUX Iapa TakK, YTo
KaskJIbIl M3 HUX KacaeTcsi TPEX OCTANIbHBIX M O0JIbIIOro mapa. bymer nu obmuii
00BEM MaJIeHbKHX IIApOB PAaBeH O0BEMY OCTAJIBHOM uyacTH OOJIBIIOrO Imapa,
60J1pIIe HETO WJIM MEHBIIIE Hero?

2. HyCTb n — HeOTpI/IHaTeHBHOC eJ0€ yuclio, HPI/I KOTOpOM
3743y 4320

SABJIICTCA KBAAPAaTOM LEJIOro Yuca. HOKaBaTb, 4TO 1 JEJMTCS Ha 4.

3. Haiitu Bce ieHCTBUTENBHbBIE YMCIIA @, IPU KOTOPBIX Y YPABHEHUSI
X +ax—2(a+4) =0
HMMeEEeTCsl POBHO ABa PA3JIMUHbIX JEHCTBUTEJIbHBIX KOPHS.

4. Jloxa3aTb, YTO OTHOLIEHHE JJIMH AMaroHajel napajuiesiorpaMma paBHO OTHO-
MIEHUIO JIJIMH CTOPOH TOT/AA M TOJIBKO TOTJa, KOrjAa yribl, BO3HUKAIONIME TPy
MepeceueHrH UaroHayiei, paBHbI BHY TPEHHHM yTJIaM TapajiieiorpamMMa.

5. U3 npsIMOYTroJIbHOrO KJIETUYATOrO MOJIsl BRIPE3a0T HEKOTOPBIE KJIETKH TakK, UTO
BMECTe C KaXJOM BhIPE3aeMOM KJIETKOM BBIPE3AI0T TaKKe U BCE KIETKH, KO-
TOpbIE PACIOJIOKEHbI KBEPXY OT HE€ B TOM Ke Wiu OoJiee MpaBoM CToJIOIE, a
TaK)Xe CrpaBa OT He€ B TOM ke cTpoke. [locsie 9TOro B KakAyK OCTABIIYIOCS
KJIETKY 3aMKCHIBAIOT UKCIIO, KOTOPOE MOKA3BIBAET, CKOJIBKO BCErO OCTABIIMXCSI
KJIETOK HaXOJMTCSI Bbillle HEE B TOM e CTOoJIONE U npaBee HeE B TOM ke CTpo-
Ke. JloKasark, UTO KJIETOK, B KOTOPbIE 3aMUCAHO YETHOE UKCJIIO HE MEHbIIE, UeM
KJIETOK, B KOTOPBIE 3aIMUCAHO HEUETHOE UKCIIO.



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 Léppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: 45%.
Lahendus 1. Olgu koerte koguarv k, haukuvate koerte arv a ja hammus-
tavate koerte arv b ning olgu ¢ nende koerte arv, kes nii hauguvad kui ka

hammustavad. Siis vastavalt tilesande tingimustele a — ¢ = 3 - (b — ¢) ning

c c a b

5 =2-—,ehk — =2-—, kust a = 2b. Asendades selle esimesse vordusse,
a c c

saame 2b — ¢ = 3b — 3¢, ehk b = 2¢ ning a = 2b = 4c.

.. 3
Ulesande viimasest tingimusest saame, et ¢ = = (k-(a+b-c)). Asendades
3
siia eespool saadud vordused a = 4c ja b = 2¢ saame, et ¢ = 5 (k - 5¢),
3 9
kust ¢ = 2 kning a-c=3c = 20 k. Haukuvaid koeri, kes ei hammusta,

9
on niisiis 20 100 = 45 protsenti koigist Oskari timbruskonna koertest.

Lahendus 2. Olgu hammustavate, aga mitte haukuvate koerte arv x, siis
haukuvate, aga mitte hammustavate koerte arv on 3x. Tdhistame hauku-
vate ja hammustavate koerte arvu tdhega z, siis annab {iilesande teine tin-

. Z Z cel eae .

gimus, et 2- = . Siit jareldub, et 2x+2z = 3x+ z, millest z = x.
L 3x+z x+z .

Niisiis on haukuvate ja hammustavate koerte arv samuti x.

Olgu niiiid koerte arv, kes ei hammusta ega haugu, y. Ulesande viimase
tingimuse pohjal on hammustavate ja haukuvate koerte arv 0,6y, millest
saame x = 0,6y ehk 3x = 1,8y. Koeri on kokku

1,8y +0,6y + 0,6y +y =4y,

millest haukuvaid koeri, kes ei hammusta, on

1,8y

— -100% = 45%.

4y

2. Lahendus 1. Paneme tédhele, et AABF ~ ACLF ja AABE ~ AKCE sarna-

susteguriga 2 (joonis 1). Téepoolest, /BFA = ZLFC ja /BEA = ZCEK
(tippnurgad) ning tilesande tingimuste pdhjal |AF| = 2|CF|, |BE| = 2|CE],
|BF| = 2|LF| ja |AE| = 2|KE|. Saadud sarnasustest jareldub, et LC ja CK
on paralleelsed 16iguga AB ning 2|LC| = 2|CK]| = | AB|. Seega asuvad punk-
tid L, C ja K tihel sirgel, kusjuures |LK| = |AB| ja LK | AB. Jérelikult on
nelinurk ABKL ro6pkdilik.
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Lahendus 2. Vahetult tilesande tingimustest jarelduvad jargmised sarnasu-
sed:

e AABC ~ AFEC sarnasusteguriga 3;

3
e AAKC ~ AAEF sarnasusteguriga 5;
.3

e ABCL ~ ABEF sarnasusteguriga >

3 3
Siit jareldub, et 3|EF| = |AB], §|EF| = |KC| ning §|EF| = |CL|, kusjuu-

res 16ik EF, aga siis ka 1digud KC ning CL on paralleelsed 16iguga AB.
Kokkuvottes asuvad punktid K, C ja L tihel sirgel, KL | AB, kusjuures
|IKL| = |[KC| + |CK| = 3|EF| = | AB|. Jarelikult on nelinurk ABKL r66pkiilik.

Lahendus 3. Olgu N sirgete BC ja AL loikepunkt, M sirgete AC ja BK 16i-

BF AF
kepunkt. Kuna FL-Fc - 2, on BL ja AC kolmnurga ABN mediaani-
deks ning LC on kiiljele AB vastav keskldik: LC | AB ning |AB| = 2|LC]|.

Sarnaselt on BC ja AK kolmnurga ABM mediaanideks ning CK kiiljele
AB vasavaks keskloiguks: CK || AB ning |AB| = 2|CK]. Seega L, C ja K
asuvad tihel sirgel, LK | AB ning |LK| = |AB]|. Jarelikult on nelinurk ABKL
roopkiilik.

. Lahendus 1. a) Sobivad maagilised arvud on niditeks 1, 22, 123, 1124,
11125, 111126, 1111127, 11111128, 111111129 ja 1111111144.

b) Paneme tdhele, et mistahes naturaalarvust, mille numbrite korrutis on
numbrite summast suurem, saame maagilise arvu, lisades sellele sobiva ar-
vu numbreid 1. Téepoolest, iga numbri 1 lisamine suurendab arvu numb-
rite summat 1 vorra, jattes numbrite korrutise muutmata. Niitid piisab ta-
hele panna, et mistahes naturaalarvu n korral arvu 22...2 numbrite kor-

n
rutis 2" on kas vordne numbrite summaga 2n (kui n = 1 vdi n = 2) voi

sellest suurem (kui n > 2), st sobiva arvu numbrite 1 lisamisel saame sel-
lest vdhemalt n-kohalise maagilise arvu.

Joonis 1
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Lahendus 2. b) Piisab nédidata, et iga maagilise naturaalarvu m > 1 kor-
ral leidub sellest suurema kiimnendkohtade arvuga maagiline naturaal-
arv m'. Toepoolest, lisame arvule m 16ppu esmalt numbri 2 (sellega suu-
reneb numbrite summa 2 voérra ja numbrite korrutis 2 korda, st védhemalt 2
vorra) ning seejdrel sobiva arvu numbreid 1, nii et saame jillegi maagilise
arvu.

. Vastus: Jah, Jukul.

Lahendus. Paneme tidhele, et teisel méngijal ei ole vdoimalik alustaja nup-
pu laualt dra votta. Selleks varvime méangulaua véljad kahe védrviga nii, et
»tipuga tiles” véljad on {iiht ja ,tipuga alla” viljad teist vdrvi. Siis mistahes
kaks tihise kiiljega vélja on eri vérvi, st igal kdigul liigutatakse nupp {iiht
varvi valjalt teist vérvi véljale, ning ka méngulaua tilemine ja alumine vili,
kus nupud paiknevad mingu algul, on eri virvi. Seega alustaja kdigu jarel
on nupud sama varvi véljadel, tema vastase kdigu jdrel aga eri varvi vélja-
del ning sama kordub jargnevatel kédikudel. Jarelikult alustaja vastane ei saa
iihelgi oma kdigul alustaja nuppu liiiia.

Niisiis piisab alustajal lilkkuda oma nupuga lithimat teed pidi médngulaua
vastastippu, pdoramata tdhelepanu vastase kdikudele. Kuna see lithim tee
on molema maingija jaoks tihepikkune, siis jdbuab alustaja oma nupuga si-
hile kindlasti enne kui tema vastane.

. Vastus: (5,12), (6,8), (8,6), (12,5).

Kui m = 1 voi n = 1, siis ruudustiku kéik ruudud piirnevad &dédrega, seega
noutud tingimus ei kehti.

Eeldame niitid, et m = 2, n = 2. Ristkiiliku dartega puutub kok-
ku 2m + 2n — 4 ruuty, ilejidnud ruutusid on aga (m — 2)(n — 2) =
mn —2m - 2n + 4. Ulesande tingimuse pohjal

2m+2n—-4=mn-2m-2n+4,

mis on samavéarne vorrandiga mn—4m—4n+8 = 0. Liites molemale poole
8 ja tegurdades vasaku poole, saame vorrandi

(m-4)(n-4)=8.

Seega m — 4 ja n — 4 on arvu 8 tegurid (vdib-olla ka negatiivsed). Kuna
m =2, n=2siism-42=-2jan-4 > -2. Kuid kui iiks teguritest
m—4ja n—4 oleks —2 vbdi —1, peaks teine olema vastavalt —4 ja —8, mis
pole voimalik. Seega on m — 4 ja n — 4 siiski moélemad positiivsed. Tekivad
jargmised voimalused.

m-4 n—-4 (m,n)
(5,12)
(6, 8)
(8,6)
(12,5)

xR =N =
— N s 0

12



Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Miarkame, et

180 +y+
_:u:£+‘)_/+£:1+)_/+£. (1)
X X x x X X
" 1
a) Ulesande tingimuste kohaselt z ehk + ja — on ratsionaalarvud. Seose
X X

y
(1) pdhjal niisiis on 180 ratsionaalarvude summana ratsionaalarv. Jareli-
kult x esitub kahe ratsixonaalarvu suhtena ja on seega samuti ratsionaalarv.
Ratsionaalarvulistest suhetest d ja z jareldub niiiid, et ka y ja z on ratsio-
naalarvud. Y

b) Olgu iildisust kitsendamata X (seega ka X) ratsionaalarv ja X, i (seega
y X z X
z x._. . . 180 i
ka —, —) irratsionaalarvud. Seos (1) esitab arvu — kahe ratsionaalarvu
Vy oz X

- . - 180 . .

ja irratsionaalarvu summana. Jérelikult — on irratsionaalarv, kust x on
X

samuti irratsionaalarv. Et — on ratsionaalary, siis ka y on irratsionaalarv.

Oletame, et z on ratsionaalarv. Siis ka x + y on ratsionaalarv, sest x + y =

I A . . A .
180 — z. Aga ntiid on tihelt poolt ratsionaalarvu ja irratsionaalarvu

. . . . X ..
suhtena irratsionaalarv, teisalt aga esitub summana — + 1, kus liidetavad

on ratsionaalarvud, mistottu on hoopis ratsionaalarv. Vastuolu niitab, et z
peab olema irratsionaalarv.

2. Vastus: (1,9,10), (2,7,11), (3,5,12), (4,3,13) ning (5,1, 14).

Koigepealt hindame ldhtevorrandi vasakut poolt:

2009 =99x + 100y + 101z < 101(x+ y+ 2),
2009 =99x + 100y + 101z = 99(x+ y + 2).

Saadud vorratused annavad, et

2009 2009
—— < X+y+zs<——

101 99
13



2009 . 2009 . "
Kuna ToL >19ja 99 < 21 ning x + y + z on tdisarv, siis x + y + z = 20.

Kirjutame lahtevorrandi kujul 100(x + y + z) + z — x = 2009, siis saame, et
eeldusel x + y + z = 20 on ldhtevorrand samavédirne tingimusega z—x =9
ehk z = x + 9, st ldhtevorrand on samavéddrne siisteemiga

X+ y+z=20,
z=x+9.

Asetades saadud z avaldise vordusse x+ y+z = 20, saame x+y+x+9 = 20,
millest 2x + y = 11 ehk y = 11 — 2x. See tdhendab, et ldhtevorrand on
samavddrne siisteemiga

y=11-2x,
z=x+9.

Kuna x ja y on positiivsed tdisarvud, siis 0 < x < 5. Vaatame ldbi voimali-
kud variandid:

e kui x =1, siis (x,y,2) = (1,9,10);

e kui x = 2, siis (x,y,2) = (2,7,11);

e kui x = 3, siis (x,y,2) = (3,5,12);

e kui x = 4, siis (x,y,2) = (4,3,13);

e kui x =5, siis (x,y,2) = (5,1,14).

. Lahendus 1. Olgu tipust A kiiljele BC tommatud ristsirge x ning olgu E
sirgete x ja BC ldikepunkt (joonis 2). Loikugu sirged x, y ja z punktis D.
Eukleidese teoreemist |AB|* = |AD| - |AE| = |AC|*, mist6ttu |AB| = |AC|.
Vastupidi, kui |AB| = | AC]|, siis kolmnurk ABC on vordhaarne tipunurgaga
A. Korgus AE on tipunurga poolitaja, mistottu 1oigud AB ja AC asetse-
vad tema suhtes siimmeetriliselt. Jarelikult ka punktides B ja C tdommatud

ristsirged y ja z asetsevad sirge x suhtes simmeetriliselt. Seega nende 16i-
kepunktid sirgega x langevad kokku.

o

B
Joonis 2
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Lahendus 2. Kehtigu eelmise lahenduse tdhistused. Et AB ja BD ristuvad
ja samuti AC ja CD, asuvad punktid A, B, C, D iihel ringjoonel, mille dia-
meeter on AD. Loik BC on selle ringjoone kool ja eelduse kohaselt ristub
diameetriga AD; seega ldikepunkt E poolitab 16igu BC. Jarelikult AE on
kolmnurgas ABC nii korgus kui mediaan, seega |AB| = |AC]|.

Vastupidi, kui |AB| = |AC|, siis ZACB = ZABC ja kolmnurgas ABC lange-
vad tipust A tommatud korgus ja nurgapoolitaja kokku. Olgu sirgete y ja z
l6ikepunkt F. Kuna

/BAF = /FCB = g — /ACB = g — /ABC = /CBF = /CAF,

siis AF on samuti kolmnurga ABC nurgapoolitaja. Seega sirged AF ja x
tihtivad, mis tdhendab, et x, y ja z ldikuvad punktis F.

. Vastus: Mari, kui n on paaritu, Jiiri, kui n on paaris.

Lahendus 1. Valigu kumbki méngija, kuni voimalik, alati ruute, mille vélja-
l6ikamisest ringiihendus ei katke. Teistsugused strateegiad, mis tihendak-
sid vabatahtlikku kaotust, ilmselt paremad ei ole.

Uurime seisu enne mingu viimast kdiku, s.o voitja viimase kdigu jarel.
Vaatleme plokke 1-st vdi enamast jérjestikusest kadunud ruudust (6igu-
poolest nende asukohtadest enne viljaldikamist) samas servas. Ilmselt ei
saa erinevate servade ddrsed plokid ulatuda tiksteisega kohakuti, muidu
oleks ring katkenud.

Kui iihes servas ulatub iiks plokk {ile terve silindri, siis teises servas on koik
ruudud alles. Sel juhul seni tehtud kdikude arv on n. See tdhendab, et voitja
on alustaja paaritu n korral ja tema vastane paaris n korral.

Eeldame niiiid, et iikski plokk ei ulatu {ile terve silindri. Paneme téhele, et
plokile jargneva ruuduga kohakuti teises servas asuv ruut on alles, muidu
oleks ring sellest kohast katkenud. Seega naaberplokkide vahel on vihe-
malt iiks terve tulp. Kui terveid tulpi naaberplokkide vahel oleks rohkem,
saaks teha veel iihe kdigu — eemaldada ploki korvalt ruut nii, et see piken-
daks plokki. Kui naaberplokid asuksid samas servas, saaks samuti teha veel
tihe kdigu — eemaldada ruut nende vahelt.

Jarelikult naaberplokid on alati vastasservades, mistottu on neid kokku
paarisarv. Et nende vahel on alati tiks terve tulp, on tervete tulpade arv
seesama paarisarv. Eemaldatud ruutude arv on selle paarisarvu vorra n-st
vdiksem, st n-ga sama paarsusega. Seega siingi on viimati kdinu alustaja
paaritu n korral ja tema vastane paaris n korral.

Lahendus 2. Vaatleme silindri siimmeetriatasandeid, mis ldbivad silindri
pohjade keskpunkte; neist saab valida sellise simmeetriatasandi p, mis la-
bib silindri kiilgpinda vdhemalt {ihes kohas piki ruutude piire.
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Kui n on paaris, siis silindri kiilgpinna kummastki ruudureast jadb kum-
malegi poole tasandit p tdisarv ruute, st tasand p ldbib silindri kiilgpinda
kahel pool piki ruutude piire. Peegeldamine tasandi p suhtes jagab see-
ga koik ruudud paaridesse. Olgu Jiiri strateegia 1digata iga Mari kédigu jérel
vélja Mari valitud ruuduga tasandi p suhtes siimmeetriline ruut. Kui siis
enne mingit Mari kdiku jagunevad koik allesolevad ruudud siimmeetrilis-
tesse paaridesse, siis Mari kdigu jédrel on tema valitud ruudu paariline al-
les, mistottu Jiiri saab strateegiat jatkata. Et Mari ja Jiiri kdikude tulemusel
eemaldatakse parajasti iiks stimmeetriline paar, siis ka enne jargmist Ma-
ri kdiku jagunevad koik allesolevad ruudud stimmeetrilistesse paaridesse.
Jérelikult Jiiri saab oma strateegiat kasutada méngu l6puni.

Veendume niiiid, et kui Mari mingi kdik ringiihendust ei katkesta, siis se-
da ei tee ka jargnev Jiri kédik. Téepoolest, kui Mari eemaldab ruudu, mis
pole otse siimmeetriatasandi p korval, siis tema kéigu jarel on Jiiri valitava
ruudu tiimbrus peegelpilt Mari valitud ruudu timbrusest enne tema kéiku,
seega Jiiri kdigu moju ei erine Mari omast. Kui aga Mari eemaldab ruudu
tasandi p korvalt, siis sellega on Jiiri valitava ruudu iiks naaberruutudest
dsja eemaldatud, muus osas on aga Jiiri kdigu timbrus peegelpilt Mari va-
litud ruudu timbrusest enne tema kéiku. Seega kui tihendus katkeks, siis
peaks see toimuma Mari ja Jiri eemaldatud ruutude vahelt; et aga need on
eemaldatud samast reast ja teises reas on ruudud alles (muidu oleks Mari
oma kidiguga kaotanud), siis {thendus ei katke ka sealt.

Jarelikult ringtihendus katkeb Jiiri sellise strateegia korral just Mari kdigu
jarel ehk Jiiri strateegia viib voiduni.

Kui n on paaritu, siis tasand p ldbib silindri kiilgpinda tihel pool piki ruu-
tude piire, teisel pool aga ruutude keskelt. Peegeldamine tasandi p suhtes
jagab paaridesse koik ruudud peale nende kahe, mida tasand p labib; need
on kumbki paaris iseendaga. Olgu Mari strateegia valida alguses iiks neist
kahest ruudust ja edasi valida Jiiri viimativalitud ruuduga stimmeetriline
ruut. Kui siis Jiiri oma tihelgi kdigul ei vali teist neist kahest ruudust, millel
paariline puudub, siis analoogiliselt paaris n juhuga saab niitid Mari oma
strateegiat kasutada mangu l6puni; kui aga Jiiri valib mingil kdigul paarili-
seta ruudu, siis ta katkestab {ithenduse ja kaotab, nii et ka siis on Mari oma
strateegiat 16puni kasutanud. Analoogiliselt paaris n juhuga voidab mangu
stimmeetrilisi ruute valiv méngija ehk Mari.

. Vastus: 11.

Kuna 2009 = 72-41, kus 7 ja 41 on algarvud, siis on arvu 2009'° koik tegurid
kujul 7" - 41, kus 0 < n < 20 ja 0 < m < 10. Et m voimalikke véértusi on
11, siis ei saa Arno rohkem kui 11 arvu vélja valida — vastasel korral oleks
kahel valitud teguril arvu 41 astendaja sama (Dirichlet’ printsiip) ning neist
kahest tegurist see, milles 7 astendaja on korgem, jaguks teisega.
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Teiselt poolt nditame, et 11 teguri seas, mis on kujul 720-m . 41™ kus m =
0,1,...,10, tikski iihegi teisega ei jagu. Oletame viitevastaselt, et leiduvad
erinevad m; ja my nii, et arv 72°7 . 41™ jagub arvuga 72072 . 412 Siis

20— m; = 20— my ja m; = my. Nendest kahest vorratusest jareldub aga, et
m; = my, vastuolu.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Lahendus 1. Nditame koigepealt, et arv n jagub 6-ga. Kuna n + 1 on algary,
siis n + 1 ei jagu 2-ga ega 3-ga. Seega n jagub 2-ga. Analoogiliselt ka n — 1
ei jagu 3-ga; et aga kolmest jirjestikusest tdisarvust iiks jagub 3-ga, siis n
jagub 3-ga. Kuna 2 ja 3 on iihistegurita, siis see annabki, et n jagub 6-ga.
Sellest tulenevalt kuuluvad n jagajate hulka arvud 1, 2, 3, 6. Ulesande tin-
gimuste pohjal n > 18 = 3-6. Juhul n = 5-6 = 30 on arvul n lisaks iilalloet-
letutele jagajad 5, 10, 15, 30, kokku 8 nagu tarvis. Juhud n =4 -6 = 24 ja
n =6-6 = 36 ei vasta lilesande tingimustele, sest 24 + 1 ja 36 — 1 jaguvad
5-ga. Kui n > 6 -6, siis 6 < E, mistdttu arvu n jagajad %, > g, g on
senileitutest suuremad ja seega kokku leidub vdhemalt 8 jagajat.
Lahendus 2. Lahtudes n jaguvusest 6-ga, voib lahenduse lépule viia ka
jargmisel viisil, kasutades tuntud valemit, mille kohaselt n jagajate arv vor-
dub algarvude astendajatest kanoonilises esituses 1 vorra suuremate arvu-
de korrutisega. Ulal saime, et n algtegurite hulka kuuluvad vihemalt 2 ja
3. Kui arvul 7 on veel méni algtegur, siis on kanoonilises esituses vihemalt
3 algtegurit astendajaga vihemalt 1, mistottu jagajate arv tuleb vihemalt
(1+1D-(1+1)-(+1) ehk 8. Oletame niiiid, et arvul n on vaid algtegurid
2 ja 3. Arvud, kus iiks neist esineb astmel 2 ja teine astmel 1, on 12 ja 18,
millest 7 tilesande tingimuste pohjal on suurem. Jérelikult peab kas tiks ar-
vudest 2 ja 3 olema astendajaga vihemalt 3 voi modlemad esinema asten-
dajaga vihemalt 2. Esimesel juhul on jagajate arv vdhemalt (1 +1) - (3 + 1)
ehk 8, teisel juhul vdhemalt (2 +1) - (2 + 1) ehk 9.

2. Vastus: 1<k <2.

Veendume kdigepealt, et kui arv k rahuldab tingimust 1 < k < 2, siis tiles-
andes toodud viide kehtib. Olgu 0 < a,b < 1, siis a*> < a ja b* < b. Me
saame, et

0<(a-b?=a*+b*-2ab<a+b-kab<
<a+b-ab=1-1-a)(1-b) <1.
Veendume niiud, et kui k < 1 voi k > 2, siis tilesandes toodud viide ei
kehti. Valime a = b = 1, siis a+ b — kab = 2 — k, seega juhul k < 1 leiab

aset vorratus a — b — kab = 2 — k > 1 ja juhul k > 2 leiab aset vorratus
a—-b-kab=2-k<0.
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3. Lahendus 1. Tombame ringjoone w keskpunktiga A ja raadiusega AB ning
pikendame 16iku AC iile punkti A kuni teistkordse ldikumiseni ringjoone-
ga o (joonis 3). Olgu AC ja w ldikepunkt E. Piirde- ja kesknurga vahelisest
seosest saame, et 2/ACD = /BAC = 2/BEC ning 2/ACB = ZDAC =
2/DEC. Oleme saanud, et ZACD = ZAEB ja ZACB = ZDEC, mis tdhen-
dab, et nelinurga BCDE vastaskiiljed on paralleelsed ehk ta on roopkidilik.
Olgu selle roopkiiliku diagonaalide BD ja EC loikepunkt F.
Kuna roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, on AF kolmnurga ABD
mediaan. Tingimuse |AB| = |AD| tottu on AF kolmnurgas ABD seega ka
nurgapoolitaja. Niiiid ZBAC = ZDAC, mistottu ka LZACD = ZACB. Ole-
me saanud, et kolmnurgas BCD on 16ik CF samal ajal mediaan ja nurga-
poolitaja, jarelikult |BC| = |DC]|.
Lahendus 2. Olgu K ja L vastavalt nurga BAC poolitaja ldikepunkt kiiljega
BC janurga DAC poolitaja 16ikepunkt kiiljega DC. Et ZKAC = ZLCA, siis
AK || LC; et LZLAC = ZKCA, siis AL | KC. Seega AKCL on roopkdilik.
Loigud AC ja KL ro6pkiiliku diagonaalidena poolitavad teineteist.

IBK|  |AB| . |DL|  |AD|

Nurgapoolitaja omadusest = a = . Et |AB| = |AD|,
gap J KC| _ JAC| ] ILCl ~ TAC] |AB| = |AD|

" - |IBK| _ |DL| .

siis need suhted on vordsed, st KCl = ek Seega kolmnurgad CBD ja

CKL on sarnased ning KL || BD. Kuna AC poolitab KL, siis sarnasuse
tottu ta poolitab ka BD. Edasi jatkame nagu lahenduses 1.

Lahendus 3. Olgu U sirgete BA ja CD ldikepunkt ning V sirgete DA ja CB
ldikepunkt. Kuna nurk BAC on kolmnurga ACU vilisnurk, siis ZAUC =
ZACD. Analoogiliselt saame, et ZAVC = ZACB. Seega kolmnurgad CAU
ja CAV on vordhaarsed, kusjuures |AU| = |AC| = |AV].

Niitid on kolmnurgad AUD ja AV B vordsed tunnuse KNK pohjal, niisiis
on nurgad AV B ja AUD vordsed. Lopuks saame, et ka kolmnurgad ADC
ja ABC on vordsed tunnuse NKN pohjal, millest jareldubki tulemus |DC| =
|BC|.

Joonis 3
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nn?+1)
4. Vastus: ———.

Lahendus 1. Tdhistame n x n ruudustiku i. reas j. veerus olevat ruutu
(i, j) ning sellel olevat arvu t;;. Tédhistame D = f11 + f2 + ... + Iny (dia-

gonaalil asuvate arvude summa). Iga i, j = 1,2,..., n korral kehtib vordus
tij + tjj = tjj + tj;. Liites kokku koik sellised vordused, mis tekivad i ja j
soltumatust muutumisest iile arvude 1,2, ..., n (selliseid vordusi saame 7>

tlikki), tekib vasakule 2n-kordne diagonaali arvude summa (kummagi lii-
detavana esineb diagonaali iga arv tdpselt n vorduses, mis teeb kokku 2n
korda seda liidetavat), paremale aga kahekordne koigi arvude summa (ku-
na iga arvu ty; loetakse summasse nii (k,1) = (i, j) kui ka (k,]) = (j, 1)
juures). Kokkuvottes

9 n?(n®+1)
2nD=2-(1+2+...+n )=2~f,
millest
_nn?+1)
B 2

Lahendus 2. Koigepealt kopeerime ruudustikust paremale tdpselt samasu-
guse (samade arvudega) ruudustiku ning saame seega n x 2n ristkiiliku.
Ulesandes kirjeldatud omadus kehtib kogu laiendatud pinna jaoks, sest va-
hetades suvalise ristkiiliku nurgaruudud, mis jddvad uude pinnaossa, nen-
de originaalruutude vastu, méédravad nurgaruudud algsel pinnaosal samuti
ristkiiliku.

Tdhistame laiendatud pinna i. reas j. veerus olevat ruutu (i, j) ning veen-
dume jérgnevalt, et diagonaali ((1,1), (2,2),...,(n, n)) k-nihetel

(L1+k),22+k),...,(n,n+ k)

(kus k=0,1,...,n—1) olevate arvude summad on vordsed.

Olgu k selline tdisarv, et 0 < k < n — 1. Nditame, et diagonaali k-nihkel ja
(k+1)-nihkel olevate arvude summad on vordsed. Asugu k-nihke ruutudel
arvud ay, ap, ..., a, ning (k + 1)-nihke ruutudel arvud by, by, ..., b,. Asugu
ruutudel (1,1+ k), 2,1+ k), 3,1+k), ..., (n,1+k) arvud ¢y, ¢, c3,...,Cp.
Siis ¢; = a; ja ¢, = by,. Vastavalt ruudustikus kehtivale omadusele saame
vordused

cat+a = b+c,

C+ay = by + c3,

cs+as = bs+cy,
Ch-1+ay = by_1+cp



mille liitmisel ja sarnaste lilkkmete koondamisel selgub, et

a+a+...+a,=by+by+...+ by

On jadnud maérgata, et diagonaali k-nihetel, kus k = 0,1,...,n — 1, on pa-
rajasti koik esialgse n x n ruudustiku arvud, mille summa on

20,2
n“(n-+1
1+2+...+n2:—( 5 ).

Jérelikult on diagonaali igal k-nihkel, seega ka 0-nihkel ehk diagonaalil en-
dal olevate arvude summa

n 2 2

1 112(112 +1) B n(n2 +1)

Lahendus 3. Olgu i-ndas reas ja j-ndas veerus asuvasse ruutu kirjuta-
tud arv f;;. Vastavalt iilesande tingimustele kehtib siis iga i, j, k, [ jaoks
(I<i,jkl<sn)tij+1tg=>ty+ Ixj ehk t;; — txj = tj; — tg;. Teisisony, kui
me votame mingi ruudu i-ndas reas ning temaga samas veerus asuva ruu-
du k-ndas reas, siis nendes ruutudes asuvate arvude vahe ei soltu sellest,
millises veerus nad asuvad. Olgu b;, = f;; — fyj; eelmise lause kohaselt ei
soltu see avaldis suurusest j.

Kui vahetame omavahel read ja veerud, siis vdime arutada tdpselt sama-
moodi: lilesande tingimustes antud vordus #;; + fx; = f;; + fx; on sama-
vddrne vordusega t;; — tj; = txj — t ehk suurus cj; = t;; — ;; €i soltu
suurusest i. Arve b;i ja cj; illustreerib joonis 4.

j l
l (N =
NS
5
-5
k o | >
() [
\ /7
\ /
\ /
N 7
vahe: cjj
Joonis 4
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Olgu A = t11, B; = bj1 ja C; = ¢j;. Suurused A, B; ja C; (1 < i < n)
médravad dra koigi ruutude védrtused: ;; = A+ B; + C;. Muuhulgas voime
nende suuruste kaudu avaldada ruudustiku ko6igi ruutude summa S:

n n

n n
ij=Y Y (A+B;+Cj) =
i=1j=1

—
~
—

Il
’.M;
M=
b

Samuti voime avaldada ruudustiku peadiagonaalil olevate arvude summa
a:

n n n
tii=) (A+Bi+C)=n-A+) Bi+) C; .
i=1 i=1 i=1

d=

T

n n?n®+1 nn® +1
.KunaS:Zi:¥,siisd:¥.

Nieme, et d =
= 2 2

S|y

. Vastus: a) ei; b) jah.

a) Erinevad ratsionaalsed punktid A(xi, y1) ja B(x2, y2) médravad sirge,
mille vorrand on

(x=x)(2—y1) = -y —x1),

millest ax + by +c=0,kusa=y, -y, b=x1—x2jac=y1(x2 —x1) —
x1(y2 — y1) on koik ratsionaalarvud.

Toestame, et punkt (x,y) = (\/5, \/§) ei rahulda vordust ax + by + ¢ =
0 {iihegi ratsionaalarvukolmiku (a, b, c¢) korral. Toepoolest, kui kehtiks
av2 + bv3 + ¢ = 0, siis saaksime, et av2 = —bv/3 — ¢, millest 24®> =
3b° + 2beV3 + 2, seega oleks 2beV3 = 2a% - 3b% — ¢ ratsionaalarv. J4-
relikult b = 0 voi ¢ = 0.

Kui b = 0, siis av2 = —c on ratsionaalarv. Siit on ainus voimalus, et a =
¢ = 0, misjuhul punktid A ja B langeksid kokku.

Kui aga ¢ = 0, siis av2 = —bV/3. Kui a = 0, siis ka b = 0 ja vastupidi;
see aga tdhendaks punktide A ja B kokkulangevust. Jarelikult a, b # 0 ning

a 3 6 . . . .
% = > = - on ratsionaalarv. Kuna v/6 on irratsionaalarv, oleme joud-

nud vastuoluni.

Niisiis punkt (x, y) ei asu iihegi ratsionaalsete punktide paari poolt mééra-
tud sirgel.
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b) Olgu antud punkt (x,y). Vaatleme punkte A(x+ay,y+pi1) ja
B(x+az,y+ B2), kus

(1,2), xel, 1,2), yel
(a1, a2) = (\/5’2\/5), xeQ, (B1,B2) = (\/5’2\/5), yeaq.
Punktid A ja B on irratsionaalsed, kuna nende mélemad koordinaadid on
ratsionaal- ja irratsionaalarvu summad. Kerge on ka veenduda, et punkt

(x, y) asub sirgel AB:

x—(x+a1) - 1= -f1 y-(y+81)

G+a)-(x+a) a-ar Pa-P1 (y+Ba)-(y+B1)
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: vaiksem.

Lahendus 1. Oletame, et vdikeste kerade koguruumala on vihemalt pool
suure kera ruumalast. Olgu viikese kera raadius r ja suurel keral R. Kuna
kerade ruumalad suhtuvad nagu raadiuste kuubid, siis 2-4- P >R ehkr =

R R
5 Vérratus r > S on ilmselt vbimatu, sest siis peaks suure kera keskpunkt

R
paiknema iga viikese kera sees. Kui aga r = > siis peaksid mistahes kaks

vaikest kera puutuma teineteist suure kera keskpunktis (st vdikeste kerade
omavahelised puutepunktid peaksid koik kokku langema), mis on samuti
voimatu. Seega peab viikeste kerade koguruumala olema véiksem kui pool
suure kera ruumalast.

Lahendus 2. Naitame, et vdikeste kerade koguruumala on viiksem kui pool
suure kera ruumalast. Olgu véikese kera raadius 1, siis suure kera raadius
on 1+a, kus a on servapikkusega 2 korrapérase tetraeedri keskpunkti kau-
gus tetraeedri tippudest. Vaatleme kolmnurka mille tippudeks on vaadel-
dava korrapdarase tetraeedri keskpunkt ja tema kaks tippu (st kahe véikese
kera keskpunktid). Selle kolmnurga kiiljepikkused on 2, a ja a. Kolmnurga
vorratuse pohjal saame, et 2a = a + a > 2, millest a > 1.

1 4
Pool suure kera ruumalast on 33 7 (1 + a)®, aga nelja viikese kera
4 4
koguruumala on 4-—-7-1. Kuna a > 1, siis (1+a)3 > 8, seetottu gn kordaja

poole suure kera ruumala avaldises on suurem kui 5” kordaja nelja vaikse

kera ruumala avaldises.
Meirkus. Lahenduses 2 vaadeldud suuruse a tdpne vdirtus on 76
2. Lahendus 1. Tuues 3" sulgude ette, saame
3" 43 4 438" =3". (1+3+...+3").

Saadud kaks tegurit on omavahel {ihistegurita, sest 3" saab algarvudest ja-
guda ainult 3-ga, kuid summas 1+ 3 +...+ 3" jaguvad koik liidetavad 3-ga
peale iihe, mistottu summa 3-ga ei jagu. Et korrutis on tdisruut, on jareli-
kult molemad tegurid tdisruudud.
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Tegurist 3" saame niiiid, et n on paaris. Mis puutub tegurisse 1+3+...+3",
siis 32 = 1 (mod 8) niitab, et 3i=1 (mod 8), kui i on paarisarv, ja 3i=3
(mod 8), kui i on paaritu arv. Jarelikult selle summa liidetavaid jarjest lii-
tes on vahetulemused 1,4,5,0,1,4,5,0,... (mod 8). Kuna n on paaris, siis
liidetavate arv on paaritu, mistottu arvesse tulevad ainult paarituarvulistel
kohtadel paiknevad 1 ja 5. Kuid tédisarvu ruut ei saa anda jaéki 5 mooduli 8
jargi. Seega tdisruut voib tulla ainult igal neljandal liitmisel, kus 3 astendaja
jagub 4-ga.

Lahendus 2. Tegurdades ja kasutades geomeetrilise jada summa valemit,
saame

3n+1 -1
3" +3M 4 +37 =3" (1+3+...+3") =3" ——
n+l _
Tegurid 3" ja — on tihistegurita: esimene neist jagub algarvudest

vaid 3-ga, kuid teine tegur 3-ga ei jagu, sest murru lugeja 3-ga ei jagu. Ana-
loogiliselt lahendusega 1 leiame niiiid, et n on paaris.

Oletame viitevastaselt, et n ei jagu 4-ga. Kuna n on paarisarv, siis n = 2
(mod 4), mistottu 7 + 1 = 3 (mod 4). Paneme tihele, et 3* = 81; et 16 | 80,
siis 3 = 1 (mod 16), kust 3"*! = 3% = 11 (mod 16) ja 3" -1 = 10
(mod 16), kust omakorda % = 5 (mod 8). Kuid tdisarvu ruut ei saa
anda jadki 5 mooduli 8 jargi.

Lahendus 3. Oletusest, et n = 2 (mod 4), voib vastuoluni jouda ka mooduli
5 jargi arutledes. Et 5 | 80, siis 3* =1 (mod 5), kust 3"*! = 33=2 (mod 5)

3n+1 -1
ja 31 _ 1 =1 = 6 (mod 5), kust omakorda — = 3 (mod 5). Kuid
tdisarvu ruut ei saa anda jadki 3 mooduli 5 jargi.
3t-1
Miirkus. Niiteks juhul 7 = 0 on 3" + 3™ 4+ 432" = 30. = 12 ja

3° -1
juhul n = 4 saame 3”+3”+1+...+32”:34-T =992

. Vastus: —12, —3.

Lahendus 1. Paneme tidhele, et
KB rax-20a+4) = (x-2)- (¥* +2x+ (a+4).

Jarelikult arv 2 on antud kuuppoliinoomi nullkoht s6ltumata a valikust.
Et x — 2 mujal nulliks ei saa, peab kuuppoliinoomi teine nullkoht olema
ruutkolmliikme x? + 2x + (a + 4) nullkoht. Vaatame kahte juhtu.

Kui 2 on ka ruutkolmliikme x2+2x+(a+4) nullkoht, siis 22+2-2+(a+4) =0,
kust @ = —12. Kuna x> +2x—8 # (x—2)?, erineb selle ruutkolmliikme teine
nullkoht arvust 2.
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Kui 2 ei ole ruutkolmliikme x%+2x+ (a+4) nullkoht, siis sel ruutkolmliikmel
peab olema tédpselt iiks 2-st erinev nullkoht. Seega tema diskriminant on
null ehk 4 — 4(a + 4) = 0, kust a = —3. Ainsaks nullkohaks saame —1, mis
toepoolest erineb 2-st.

Jarelikult ainsad voimalused on a = —12 ja a = -3.

Lahendus 2. Kuna reaalsete kordajatega poliinoomil ei saa olla iiks nullkoht
mittereaalne ja tilejadnud nullkohad reaalsed, siis peab antud kuuppolii-
noomil P(x) = X+ ax - 2(a + 4) olema tapselt kaks erinevat reaalarvulist
nullkohta, kusjuures iiks neist on kahekordne nullkoht. Olgu see kahekord-
ne nullkoht xy, siis on xy ka poliinoomi tuletise P'(x) = 3x? + a iihekordne
nullkoht, st 3x3 + a = 0 ja a # 0. Siit a = —3x3. Et P(xp) = 0, siis saame
tingimuse
X34 (=3x2) - x—2-(-3x2+4) =0

ehk
~2x3 +6x5 —8=0,

millest tegurdades
—2(xp — 2)%(x0 + 1) = 0.

Jarelikult saab konealune kahekordne nullkoht olla kas xy = 2 v6i xp = —1.
Tingimuse 3x§ + a = 0 abil leiame niitid ainsad vdoimalused a = —12 ja
a=-3.

Lahendus 3. Ulesande tingimuse kohaselt saab vorrandi vasaku poole kir-
jutada kujul (x — xo)z(x — x1), kus xp ja x; on teatud erinevad reaalarvud.
Poliinoomi kahe kuju kordajate vordlemisest

S+ ax- 2a+4) = (x- xo)z(x— X1) = (x2 —2xXx9 + x(z))(x— X1) =

= xX- 2xo + xl)x2 + (2xpx1 + x(z))x - x(z)xl

saame vorrandisiisteemi

2x0+x1 =0,
2xp0X1 + x(z, = a,
—xgxl =-2(a+4).

Kirjutades esimese vorrandi pohjal x; = —2xp ning asendades x; teise vor-
randisse, saame seose —3x5 = a. Paigutades niiiid a avaldise kolmandasse
vorrandisse, tekib xp suhtes kuupvorrand

~2X3 +6x3 - 8=0.
Lahenduse viime 16pule samal viisil nagu eelmises lahenduses.

26



4. Lahendus 1. Olgu P roopkiliku ABCD diagonaalide AC ja BD loike-

punkt (joonis 5). Et roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis vor-

|IBC| _ |CA] - |BC| _ ICP| .
dus —— = —— on samavéiirne vordusega —— = ——. Rakendades sii-
ICD|  |BD| ICD| |PD|

|BC| _ sin /ZBDC
ICD| ~ sin ZCBD

. |CP| sinZPDC sin ZBDC
teoreemist kolmnurgas CPD saame, et = — = — .
|PD]| sin ZPCD sin ZPCD

BCl _ ICP|

Seega Dl ipDI parajasti siis, kui sin ZCBD = sin ZPCD. Kolmnur-
gast BCD nideme, et ZCBD + /PCD < 180°, seega sin ZCBD = sin ZPCD
on samavdairne sellega, et ZCBD = ZPCD. Et kolmnurkadel CPD ja BCD
on iithine nurk ZPDC = ZBDC, siis on see omakorda samavéarne sellega,
et /CPD = Z/BCD.

nusteoreemi kolmnurgas BCD saame, et

, hing siinus-

|BC]| |CAl -
= on samaviérne vordusega
ICDl  |BD|
IDC| _ |CA]

ZCPD = ZBCD. Analoogiliselt saame ndidata, et vordus —— = —— on
ICB|  |BD|

samavadrne vordusega ZCPB = ZBCD, st roopkiiliku diagonaalide pik-
kuste suhe langeb kokku kiilgede pikkuste suhtega siis ja ainult siis, kui
diagonaalide 16ikumisel tekkivad nurgad on vordsed roopkiiliku sisenurka-
dega.

Lahendus 2. Olgu P roopkiiliku ABCD diagonaalide AC ja BD lo6ikepunkt,
ning olgu selle roopkiiliku diagonaalide 16ikumisel tekkivad nurgad vord-
sed roopkiiliku sisenurkadega. Uldisust kitsendamata olgu ZCPD =/BCD
(kui ZCPB = ZBCD, siis vahetame tippude B ja D tdhistused). Et kolm-
nurkades BCD ja CPD on Z/BDC = ZCDP ning ZCPD = /BCD, siis
IBC|  |CP| _ |CAl
ICD| ~ |PD|  |BD|
vordus kehtib seetdttu, et rodpkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist), st
roopkiiliku ABCD diagonaalide pikkuste suhe on vordne kiilgede pikkuste
suhtega.

Olgu niitid rodpkiiliku ABCD diagonaalide pikkuste suhe vordne kiilge-

Kokkuvottes leidsime, et vordus

need kolmnurgad on sarnased, mistottu

(viimane

de pikkuste suhtega. Uldisust kitsendamata olgu % = % (vastasel
D C
P
A B
Joonis 5
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IBCI _ IcPl
ICD| ~ |PD|’
kolmnurkadel CPD ja BCD on iihine nurk tipu D juures, siis juhul, kui
kolmnurgad BCD ja CPD ei ole sarnased, peab (et ei kehtiks sarnasuse
tunnus KKN) sirgel CD leiduma selline punkt E, et |CP| = |PE| ja kolm-
nurgad BCD ja EPD on sarnased. Sel juhul asuvad punktid B, C, P ja E
tihel ringjoonel, mis tdhendab, et B asub kolmnurga CEP {imberringjoo-
nel. Teisest kiiljest, kuna |PE| = |PC| ning punkt D asub sirgel CE, peab
sirge DP ja kolmnurga CEP iimberringjoone teine 16ikepunkt asuma P ja
D vahel. Seega ei saa see 16ikepunkt olla B, sest P on 16igu BD keskpunkt.
Saadud vastuolu niitab, et kolmnurgad BCD ja CPD peavad olema sar-
nased ning ZCPD =/BCD, st roopkiiliku ABCD diagonaalide ldikumisel
tekkivad nurgad on vordsed selle rodpkiiliku sisenurkadega.

Lahendus 3. Olgu P réopkiiliku ABCD diagonaalide AC ja BD ldikepunkt
ning olgu a = |AB| = |CD|, b = |BC| = |AD| ja d = |BD|, e = |AC|.

korral vahetame jéllegi tippude B ja D tdhistused), siis

d
Néitame, et % = — siis ja ainult siis, kui ZBCD = ZCPD (analoogiliselt
e
saab niidata, et % = 2 siis ja ainult siis, kui ZBCD = ZCPB).
b? e
Roopkiilikus kehtib vordus 2(a® +b%) = d* + ¢, ehk 2a° (1 + —2) =d? (1 + ?)
a
(selle vorduse kehtivus jareldub koosinusteoreemist kolmnurkades ABC ja

a d
BCD). Seega on vordus 7% siin samaviirne vordusega 2a® = d®.
e

d
Vordused % = — ja 2a® = d* on aga omakorda samaviirsed vordus-
e
2b 2 d
tega — = Fa = —, ehk sellega, et kolmnurk BCD kiiljepikkustega b,
e a

d
a ja d ning kolmnurk CPD Kkiiljepikkustega g, 5 ja a on sarnased, ehk
/BCD = ZCPD.

Mdrkus. Kerkib kiisimus, kuidas konstrueerida selliseid roopkiilikuid, mille

kiilgede suhe langeb kokku diagonaalide suhtega. Fikseerime rdopkiiliku

ithe kiilje a ning selle ldhisnurga a ning otsime réopkiiliku teist kiilge b
a d

selliselt, et kiilgede suhe vorduks diagonaalide suhtega, st s Ro6pkii-
e

liku vordusest ja koosinusteoreemist saame tingimused

P
2a% +2b% = —262 +é%,
e’ = a® + b* — 2abcos a.

Nendest tingimustest saame ruutvorrandi b? + (2acosa) b — a® = 0, mille
positiivne lahend on b = aV'1 + cos? a — acos a.
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5. Vaatleme ruudustikku, kust on moned ruudud tilesande tingimuste koha-
selt vilja 16igatud ning jéarelejadnud ruutudesse iilesandes kirjeldatud ar-
vud kirjutatud.

Veendume, et korraga tapselt kahe korvutise ruudu eemaldamine, kui sel-
le tagajdrjel on tulemuseks jélle tilesande tingimustele vastav seis ning ar-
vud ruutudes on vastavalt muudetud, vihendab nii paaris- kui paaritute
arvude kogust tdpselt 1 vorra. Téepoolest, kui eemaldame kaks samas reas
asuvat ruutu, ei tohi nende ruutude kohal olla alles iihtki ruutu ja nen-
de ruutude all peavad olema koik ruudud alles. Selles reas, kust me kaks
ruutu eemaldame, vihenevad tilejadnud ruutudesse kirjutatud arvud kahe
vorra (st paarsus ei muutu). Eemaldatavate ruutude all peavad olema igas
reas iiks paaritu ja iiks paarisarv, sest nende kohal on iihepalju ruute ja pa-
remal olevate ruutude arv erineb iihe vorra. Pdrast eemaldamist muutub
paarisarv paarituks ja vastupidi, seega allesjddnud ruutudes paaritute ar-
vude koguarv ja paarisarvude koguarv ei muutu. Eemaldatud ruutudes olid
arvud 0 ja 1, mis on eri paarsusega, seega kokkuvottes sai kumbagi sor-
ti arve 1 vorra vihem. Analoogiliselt arutleme juhul, kui eemaldame kaks
korvutist samas veerus asuvat ruutu.

Pérast ruutude kahekaupa eemaldamist, kuni see enam pole voimalik,
jouame iiheni jargmisest kahest seisust.

e Seis, kus pole tihtki ruutu; sellises seisus pole tihtki paaritut ega paa-
risarvu, seega paarisarve on vihemalt sama palju kui paarituid.

e Seis, kus on k rida (k = 1), kusjuures koige tilemises reas on 1 ruut,
jargmises reas 2 ruutu jne. kuni koige alumises reas on k ruutu. Niitid
koige tilemise rea ruutu on kirjutatud arv 0, jairgmise rea ruutudesse 2
ja 0, tlalt kolmanda rea ruutudesse 4, 2 ja 0 jne. Niisiis taolise ,tre-
pi” koikidesse ruutudesse on kirjutatud paarisarv, seega selles seisus
on paarisarve vihemalt sama palju kui paarituid.

Et ruutude kahekaupa eemaldamisel jdi paarisarve ja paarituid arve sama-
vorra vahemaks, pidi ka algseisus olema paarisarve vihemalt sama palju
kui paarituid.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 Léppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Hannes Jukk)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

(o]

o

Pole saadud aru, kuidas kiila koerad jaotuvad sisuliselt nelja
riihma - tavaliselt ei saadud aru, et neljas riithm moodustub
mittehaukuvatest koertest, kes ei hammusta:

Saadud aru ja tdhistatud neli koerte rithma ning koostatud mo-
ned oiged seosed vastavalt {ilesande tekstile:

Tingimuses ,selliste koerte arv, kes nii hauguvad kui ka ham-
mustavad (x), on 40% vorra vdiksem nende koerte arvust, kes
ei haugu ega hammusta (y)” pole arvestatud o6igesti tervikut ja
on pakutud, et y = 1,4x, mitte x = 0,6y:

Osade vahelised seosed leitud digesti, kuid pole suudetud leida
oiget avaldist viimasele kiisimusele vastamiseks:

Kuskil tehtud tehniline arvutusviga, kuid lahendusidee ja muud
arvutused oigesti teostatud — nt jagatud kaks murdu valesti:

Téielik lahendus.

Op

Ip

4p

5p

6p
7p

Valdavalt kenasti lahendatud. Esines niitelahendusest monevorra erine-
vaid (koerte rithmade tdhistamisel) ja paar pigem rohkem erinevat lahen-
dust.

Uks viga, mille eest punkte maha ei arvestatud, oli siiski dige mitmel
opilasel. Lahenduses tekkis olukord, kus oli vaja lahendada ruutvérrand
y* = xy, mille pooli jagati suurusega y. Siin ei pandud tihele, et ruutvor-
randil on tegelikult veel iiks lahend y = 0, mis ei oma kiill sisulist tdhen-
dust.

2. (Juhan Aru)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o

o

(o]

o

Mairgatud kolmnurkade CEK ja BEA, CFL ja AFB voi CFE ja
ACB sarnasust:

Toestatud viide eeldusel |OB| = 3|OF]|:
Taielik lahendus pisiveaga (vt. kommentaar):
Téielik lahendus:
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Pohiline pisiviga: nurkade EKC ja EAB vordsusest jareldati, et LK || AB,
kusjuures tegelikult jareldub vaid, et CK | AB. Et kehtiks ka AB | LK,

peavad L, C ja K asuma {iihel sirgel. See jareldub néiteks tdhelepanekust,
etka CL || AB.

. (Uve Nummert)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o a)-osa: 3p
Sealhulgas

e Juht n =1 ja vdhemalt tiksjuht n =2, ..., 9: 1p

e Koik tilejadnud juhud n=2, ..., 9: 1p

e Juht n = 10: 1p

o b)-osa: 4p
Sealhulgas

* Idee ldhtuda arvust, mille numbrite korrutis on suurem
numbrite summast, ja lisada sellele numbreid 1: 2p
e Arutluse 16puleviimine: 2p

. (Konstantin Tretjakov)

Korrektseks lahenduseks loeti ainult selline lahendus, mis tihel voi teisel
viisil mainis asjaolu, et Miku ei saa mitte mingil viisil Juku nuppu &dra votta.
Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Antud asjaolu oli mainitud, kuid polnud péhjendatud: 2p
o Antud asjaolu pdhjendus kasutas véidet, et ,nuppude vaheline
kaugus on paarisarv”, kuid kuidas seda kaugust arvutada ning
miks see nii on, polnud selgitanud: 4p
o Taielik lahendus: 7p

Taielikuks lahenduseks loeti selline lahendus, milles oli selgelt ndidatud,
miks Juku saab vbita Miku suvalise strateegia puhul. Need lahendused,
milles vaadati 14bi ainult alamhulk voimalikke Miku strateegiaid (enamasti
»minna otse” ja ,oodata oma algpunkti juures”), punkte ei saanud.

. (Reimo Palm)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud d4rtega piirnevate ruutude arv ristkiilikus: 1p
o Leitud ristkiiliku tilejadnud ruutude arv: 1p
o Kirjutatud vélja vorrand ja leitud selle lahendid: 5p
Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest:
e kirjutatud vélja ainult kahe avaldise vaheline vordus: 0p
e vorduses sarnased liikkmed kokku voetud, nt saadud vor-
rand mn—-4m—-4n+8=0: 1p
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e viidud vorrand kujule (m —4)(n —4) = 8: 3p
e leitud vorrandi lahendid, aga variantide ldbivaatus mitte-
tdielik (nt proovimata negatiivsed tegurid voi vaadeldutest
suuremad arvud), voi tdielikkuse pdhjendus puudulik: 3-4p

e leitud vorrandi lahendid, koik variandid ammendatud: 5p
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Jevgeni MartjuSev)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Ulesande a)-osa: 3p
Sealhulgas
e Toestus, et koik kolm arvu (x, y, z) on korraga kas ratsio-
naalsed voi irratsionaalsed: Op
o Ulesande b)-osa: 4p
Sealhulgas 1. lahenduskdigu korral
e Kahe arvu ratsionaalsus on tdestatud: 2p
¢ Kolmanda arvu ratsionaalsus on tdestatud: 2p

X
2. lahenduskdigu korral (arvestades, et — on ratsionaalarv)
e Juhtum, kui nii x, kui ka y on ratsionaalsed: 2p
e Juhtum, kui nii x, kui ka y on irratsionaalsed: 2p

Moned opilased arvasid ekslikult, et irratsionaalarv on arv kujul a\/E, kus
a ja b on ratsionaalarvud.

2. (Aleksei Lissitsin)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Ndidatud, et x + y + z = 20: 4p
o Siit jareldatud, et z— x = 9: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 2p

Ainult 6ige vastuse eest anti 1 punkt.
Moned lahendajad hakkasid tegema suhteliselt pika ldbivaatusega. Reegli-
na selline ldhenemine ei ole edukas, sest moned juhud jddvad ldbi vaata-
mata. Sellised lahendused said tavaliselt mitte rohkem kui 2 punkti.

3. (Laur Tooming)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Toestatud, et kui need kolm sirget 16ikuvad iihes punktis, siis
|AB| = |AC|: 4p
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Sealhulgas
e Arvutatud loikude suhteid voi leitud sarnaseid kolmnurki: 1p
» Kasutatud Eukleidese teoreemi: 2p
e Tehtud moni kasulik lisakonstruktsioon, néiteks joonesta-
tud kolmnurga ABC kérgused, kiilgede keskristsirged voi
imberringjoon v6i konstrueeritud kolmnurk, mille korgus-
teks voi kiilgede keskristsirgeteks on sirged y ja z: 2p
o Toestatud eelmise poodrdteoreem: 3p
Molema osa eest kaotati 1 punkt, kui puudu oli iiks lihtne samm v6i poh-
jendamata lihtsalt pohjendatav geomeetriline vdide, ning 2 punkti, kui sel-
liseid lihtaid samme oli mitu.
Mitmed opilased kaotasid 3 punkti, jdttes tdestamata lihtsama podordteo-
reemi.
. (Hirmel Nestra)
Molema skeemi korral lahenduse allpool margitud osade eest antud punk-
tid summeeriti.
Lahendus voitja viimase kdigu jarel tekkiva seisu analiilisiga (nagu Ziirii la-
henduses).
o Selgitus, et jarelejadnud ruudud moodustavad ,ussi” laiusega 1

ruut: 2p
o Selgitus, et uss teeb paarisarvu ,jonkse”: 1p
o Eemaldatud ruutude arvu paarsuse analiiiis: 3p
o Vbitja jareldamine: 1p

Lahendus stimmeetrilisusstrateegia abil.

o Strateegia kirjeldus: 2p
o Tdestus, et strateegiat on voimalik jargida: 2p
o Toestus, et strateegia on voitev: 3p

Oige vastus ega viikeste juhtude ldbivaatus punkte ei andnud.

Punkte kaotati tihti lihtsalt sellepdrast, et viiteid polnud ammendavalt
pohjendatud, kuigi lahendusidee oli olemas. Néditeks mitmed Ziirii lahen-
duse moodi teinud votsid lihtsalt laest, et tekib ,uss”, voi pohjendasid seda
vaga ebamdiiraselt; siis anti selle osa 2 punktist vastavalt 0 voi 1.

Eriti ebaméaraselt olid aga kirjas koik lahendused siimmeetriastrateegia
abil. Sellises lahenduses tuleb lisaks strateegia kirjeldamisele nédidata esi-
teks, et seda on {iildse voimalik rakendada, ja teiseks, et see on voitev. Ra-
kenduse voimalikkuse jaoks tuleb mérgata, et ruudud jagunevad siimmeet-
rilisteks paarideks ja et seni, kuni seda strateegiat rakendatakse, on iga teise
kdigu jdrel seis simmeetriline, nii et strateegiat saab edasi rakendada. Voit-
vuse jaoks on vaja ndidata, et vastase kédik ei muuda méngija stimmeetrilist
kdiku kaotavaks — see pole ilmne, kui vastane kdib otse siimmeetriatelje
korvale. Need kaalutlused olid alati puudu ja seetottu saadi siimmeetriaga
lahenduste eest vdga vihe punkte.
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5. (Hendrik Nigul)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Naiitamine, et tile 11 teguri ei saa valida: 4p
Sealhulgas

e Arvu 2009'° tegurdamine: 1p

o Sobiva 11 teguri leidmine: 3p

Suur osa opilasi vaatles voimalike teguritena vaid algtegureid (voi nende
astmeid). Sel juhul leiti, et valida saab vaid 2 tegurit. Sellised t66d said tiiii-
piliselt tilimalt 1 punkti.

Paljudel opilastel oli siiski leitud dige vastus ning sobiv nédide 11 teguriga.
Punkte vois kaotada ebapiisava voi puuduva pohjenduse eest, et rohkem
tegureid valida ei dnnestu.
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Ahti Peder)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Ndidatud, et n jagub 1-gaja 6-ga: 1p
o Ndidatud, et n jagub arvudega 2, 3 ja 6: 3p
o Ndidatud, et védide kehtib juhul n < 36: 1p
o Ndidatud, et juhul n > 36 on jagajateks ka g, g ja g: 2p

Ulesanne osutus lihtsaks. Monedel juhtudel ei pohjendatud, et jagajad
1,2,3,6,n, g, g, g on koik erinevad. Selline lahendus andis maksimaalselt

5 punkti.

2. (Mati Abel) Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Alustatud uurimist: 1p
o Midagi arukat tehtud voi kirjutatud vaid vastus: 2p
o Leitud piirid, mille vahel paikneb k, kuid ei ole iile mindud
arvvadrtustele: 3p
o Saadud 6ige piirkond, kuid kusagil tehtud viga: 4p
o Saadud 6ige piirkond, kuid ei ole uuritud, mis juhtub véljaspool
piirkonda: 5p
o On saadud o6ige vastus ja vdidetud, et k < 0 ei saa kehtida: 6p
o Taielik lahendus: 7p

3. (Maksim Ivanov)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Lisakonstruktsiooni kasutamine (kas nurkade BAC ja DAC
nurgapoolitajate voi ringjoone keskpunktiga A ja raadiusega

AB = AD joonestamine): 1p
o Tdestatud, et lisakonstruktsiooni tulemusena tekib rodpkiilik: 1p
o Toestatud, et diagonaal AC jaotab nelinurga ABCD vastavad

sisenurgad pooleks: 4p
o Toestatud, et BC = DC: 1p
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4. (Peeter Laud)
Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Ainult vastus:

o Vastus, ithes summa 1 + - - + n? arvutamisega:

o Uuritud ainult juhtu, kus ruudustik on arvudega tdidetud
jarjest:

o Lahendatud {ilesanne ainult mingite fikseeritud n-ide jaoks,
mille korral pole tilesanne enam triviaalne (n = 5):

o Madrgatud, et ruudustikus olevad véartused on tiheselt méira-
tud arvuga a;; ruudustiku iilemises vasakus nurgas ning ar-
vudega by = 0,bs,...,b, ja ¢ = 0,¢2,...,cp, nil et ag; =
ay + b + ¢y

o Taielik lahendus:

5. (Vladimir KutSmei)
Tutpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o a)-osa:
Sealhulgas
e Lahendus on toodud vaid kujul y = kx olevate sirgete
jaoks:
e Lahendus on toodud kujul y = kx + b olevate sirgete jaoks:
o b)-osa:
Sealhulgas

e Lahendus t66tab juhul, kui mélemad punkti koordinaadid
on nullist erinevad:
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Eesti LVI matemaatikaoliimpiaad

28. marts 2009 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Elts Abel)

Molema skeemi korral lahenduse allpool margitud osade eest antud punk-

tid summeeriti.
Traditsiooniline lahendus.
o Idee vaadelda véikeste kerade keskpunktide iihendamisel tekki-
nud tetraeedrit:
o Ndidatud voimalus suure kera raadiuse avaldamiseks viikese
kera raadiuse kaudu:
o Avaldatud véikese kera ja suure kera keskpunkte tihendava 16i-
gu pikkus vdiksema kera raadiuse kaudu:
o Leitud suure ja viikese kera raadiuste vaheline seos:
o Avaldatud kerade ruumaalad:
o Naidatud, et véikeste kerade koguruumla on vdiksem tilejadanud
ruumalast:
Lahendus raadiuste vordlemise abil.
o Niidatud, et viaiksema kera raadius ei saa olla suurem suure ke-
ra poolest raadiusest:
o Avaldatud kerade ruumalad:
o Naiidatud, et vdikeste kerade koguruumala on viiksem tilejda-
nud ruumalast:
Lahendus raadiuste vordlemise abil esines vaid tihes t60s.

2. (Meelis Kull)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
Korrektselt rakendatud geomeetrilise jada summa valemit:
o Toestatud, et n on paaris:
o Idee uurida avaldise vaartust mooduli 5 voi 8 jargi:
o Toestuse 16pule viimine:

o

Ip
Ip
2p
Ip
Ip
Ip
5p
Ip

Ip

Ip
2p
2p
2p

Lahendustes, kus geomeetrilise jada summa valemit ei kasutata, on téestu-

se lopule viimine vdart 3 punkti.
3. (Indrek Zolk)

Koigi skeemide korral lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punk-

tid summeeriti.
Skeem Ziirii lahenduse 1 jargi.
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o Lihtevorrandi vasaku poole tegurdamine ning sedastamine, et

x = 2 on igal juhul ldhtevorrandi lahend: 3p
o Vaadeldud juht, kus tilejadnud kaks lahendit on vordsed ja eri-

nevad arvust 2: 2p
o Vaadeldud juht, kus iilejddnud kaks lahendit on erinevad ning

iiks neist vordub arvuga 2: 2p

Skeem ziirii lahenduse 2 jérgi.
o Selgitatud, et lahtevorrandi kahekordne nullkoht x; on ka tule-
tise nullkoht ning tuletatud seos a = —3x3: 3p
o Lahendus l6pule viidud: 4p
Skeem lahenduste jirgi, mis kasutavad kuju f(x) = (x — x1)°(x — x2) voi
uurivad funktsiooni f(x) = x° — ax ekstreemume ning tuletavad lahenda-
miseks vajalikud tingimused poliinoomi kordajate vordlemise teel.
o Ulesande tingimustest tuletatud poliinoomi ja ldhtevorrandi
vasaku poole kordajate vordlemine: 3p
o Lahenduse l6puleviimine: 4p
Ulesandel leidus kaks lisalahendust:

¢ {ilesande tingimuse pdhjal kirjutada vorrandi vasak pool vélja polii-
noomina (x — xl)z(x — x2) (kus x; # x»), vorrelda selle poliinoomi ja
lahtevorrandi kordajaid ning seeldbi leida x;, x» ja a kodik voimalikud
vaartused;

e panna tdhele, et tilesande tingimuse rahuldamiseks peab vorrandi va-
sak pool olema poliinoomi f(x) = x* + ax (a < 0) selline nihe y-telje
suunas, kus x-telg osutub poliinoomi f graafiku puutujaks; leida polii-
noomi f ekstreemumpunktid ning panna tdhele, et nihke vaartus vor-
dub f vairtusega ekstreemumpunktis.

. (Heiki Niglas)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Vastavate nurkade vordsusest oli jareldatud vastav kiilgede ja
diagonaalide suhete vordus: 3p
o Diagonaalide ja kiilgede suhete vorduse pohjal tdestatud vasta-
vate nurkade vordus: 4p
Seose 2(a2 + bz) = df + dzz eest anti 1 punkt. Moned opilased olid valesti
jareldanud kahe paari kiilgede suhete vordusest ja iihe {ihise nurga olema-
solust kolmnurkade sarnasuse, aga seda tunnust saab kasutada vaid siis,
kui moélemad vaadeldavad kiiljed on selle nurga ldhiskiiljed.
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5. (Oleg Kosik)
Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Vaadeldud ainut erijuht, kus suurest ristkiilikust on vilja 16iga-
tud viaiksem ristkiilik: Op
o On tehtud motestatud katse vaadelda draldikamisi/juurdepane-
kuid, mille tulemusena paaritute ja paarisarvude vahe oleks
(pool)invariant: 1p
Uksikud lahendajad said iilesande tekstist valesti aru ning arvasid, et koos

draldigatava ruuduga loigatakse lisaks dra ainult samas reas ja samas vee-
rus asuvad ruudud.
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