Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 7. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga tilesande o6ige vastus annab 2 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei Iubata.

2100 + 299

1. Leia naturaalarv »n nii, et kehtiks vordus —3 =2,

3. Jukul on sel veerandil matemaatikas ainult kolm kahte. Mitu viit peab Juku
niilid lisaks saama, et tema keskmine hinne matemaatikas oleks tdpselt 4?2

4. Leia koik positiivsed tdisarvud a, mille korral leidub selline positiivne téis-
arv b, et
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5. Kui palju on selliseid positiivseid tdisarve n, et n < 100 ja murd 7 o0

taandumatu?

6. Koordinaattasandil on ristkiilik, mille tippude koor- 4
dinaadid on (1;1), (5;1), (5;3) ja (1;3). Ristkiilikus
on mirgitud punkt K koordinaatidega (2;2). Se-
da ristkiilikut koos punktiga K podratakse 90° vor-
ra kellaosuti liilkumise suunas timber punkti (5;1).
Leia punkti K koordinaadid pérast pdéramist.

v



7. Joonisel on kujutatud kaks vordhaarset kolmnurka
tipunurkadega 40° ja 50°, mille alused on iihel ja
samal sirgel. Leia nurga x suurus. 40° 50

8. Joonisel olev kujund moodustub kolmest ruudust ning selle
tumedaks virvitud osa pindala on 1dm?. Leia kujundi vir-
vimata osa pindala.

9. Kella minutiosuti pikkus on 10 cm. Kui pika aja jooksul ldbib minutiosuti
ots tee pikkusega 557 cm?

10. Mare laob 20 mandariinist lauale kolmnurkse piiramiidi taolise kuhja. Esi-
mesed 10 mandariini asetab ta lauale nii nagu nédidatud vasakpoolsel joo-
nisel, nende peale paneb ta teise kihi 6 mandariinist (igaiiks neist toetub
kolmele alumise kihi mandariinile) jne.
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1. kiht 2. kiht 3. kiht 4. kiht

Mandariine on voimalik eemaldada neid tihekaupa tiles tostes. Mandariini
eemaldamiseks ei tohi ta puutuda iihtki temast korgemal asuvat manda-
riini. Mitu mandariini on vihemalt vaja eemaldada enne, kui on voimalik
kitte saada mandariin number 67?



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 8. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande oige vastus annab 2 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

22011 | 92010
1. Leia naturaalarv 7 nii, et kehtiks vordus ——— = 2",

3. Kotis on ainult punased ja rohelised dunad. Punaste dunte arv moodus-

3 . . ~
tab 1 roheliste dunte arvust. Kui suure osa moodustab punaste dunte arv

koikide dunte koguarvust?

4. Leia koik positiivsed tdisarvud a, mille korral leidub selline positiivne téis-
arv b, et
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5. Kui palju on selliseid positiivseid tdisarve n, et nii 5 kui ka 2n on kolme-
kohalised naturaalarvud?

6. Koordinaattasandil on ristkiilik, mille tippude koor- 4
dinaadid on (1;1), (5;1), (5;4) ja (1;4). Ristkiilikus
on margitud punkt K koordinaatidega (2;2). Seda
ristkiilikut koos punktiga K podratakse kaks korda K
90° vorra kellaosuti liikumise vastassuunas — es-
malt timber punkti (5;1) ja seejdrel {imber punk-
ti (5;—3). Leia punkti K koordinaadid pérast kaht
poodramist.




7.

10.

Joonisel kujutatud nelinurga iiks tipp asub ringjoo-

ne keskpunktis, iilejadnud kolm tippu aga ringjoo-

nel. Leia tdhtedega x ja y margitud nurkade suurus- /
te summa.

Joonisel on vordhaarne trapets, mille iiks alus on tei-
sest 5 korda pikem. Mitu korda on trapetsi pindala
suurem tumedaks varvitud ristkiiliku pindalast?

Joonisel kujutatud ruudustikus saab moodustada s6-

nu, liikkudes ruudult ruudule iile nende {iihise kiilje. AlA

Mitu véimalust on viie erineva ruudu valikuks nii, et AlA[A[A

neid mooda liikkudes saame sona AHHAA? |A A[(H|H|A|A
A|lAJA A

.......... A A

Mare laob 20 mandariinist lauale kolmnurkse piiramiidi taolise kuhja. Esi-
mesed 10 mandariini asetab ta lauale nii nagu ndidatud vasakpoolsel joo-
nisel, nende peale paneb ta teise kihi 6 mandariinist (igaiiks neist toetub
kolmele alumise kihi mandariinile) jne.
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1. kiht 2. kiht 3. kiht 4. kiht

Mandariine on voimalik eemaldada neid tihekaupa iiles tostes. Mandariini
eemaldamiseks ei tohi ta puutuda iihtki temast korgemal asuvat manda-
riini. Mitu mandariini on vdhemalt vaja eemaldada enne, kui on voimalik
kétte saada mandariin number 42



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 9. klass

I osa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande dige vastus annab 2 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

22011 + 22010 + 22009

1. Leia naturaalarv »n nii, et kehtiks vordus 28 =2",

3. Oppeveerandi jooksul tuli teha 5 kontrolltesti. Iga testi eest vois saada kuni
100 punkti. Jiiri nelja testi keskmine tulemus oli 75 punkti. Mitu punkti
voib maksimaalselt olla tema viie testi keskmine tulemus?

4. Leia koik positiivsed tdisarvud a, mille korral leidub selline positiivne téis-
arv b, et

uals
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5. Kui palju on selliseid positiivseid tdisarve n, et nii 3 kui ka 37 on neljako-
halised naturaalarvud?

6. Koordinaattasandil on ristkiilik, mille tippude koor- 4
dinaadid on (1;1), (5;1), (5;4) ja (1;4). Ristkiilikus
on maérgitud punkt K koordinaatidega (2;2). Seda
ristkiilikut koos punktiga K pooratakse kaks korda K
90° vorra — esmalt kellaosuti litkkumise vastassuu-
nas timber punkti (1;1) ja seejirel kellaosuti liiku-
mise suunas iimber punkti (-2;5). Leia punkti K
koordinaadid pérast kaht podramist.




7. Leia joonisel tdhtedega x ja y mairgitud nurkade

10.

suuruste summa.

Kaks eri suurusega ringjoont puutuvad teineteist D

véliselt. Vordhaarse trapetsi ABCD alused on C
nende ringjoonte diameetriteks. Leia ringjoonte

raadiused, kui trapetsi pindala on 64 cm? ja iihe

ringjoone raadius moodustab 60% teise ringjoo-

ne raadiusest.

B

A
Mitu erinevat murdjoont, mille tippudeks on ring- M
joonel mirgitud punktid (iga punkt iiks kord) ning A A
murdjoon algab tdhega M ja 16peb tdhega A mérgitud g T
punktis, saab joonistada nii, et murdjoont modda lii-
kudes moodustub sona MATEMAATIKA? I E

T M
.......... A A
Mare laob 20 mandariinist lauale kolmnurkse piiramiidi taolise kuhja. Esi-

mesed 10 mandariini asetab ta lauale nii nagu ndidatud vasakpoolsel joo-
nisel, nende peale paneb ta teise kihi 6 mandariinist (igaiiks neist toetub
kolmele alumise kihi mandariinile) jne.
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1. kiht 2. kiht 3. kiht 4. kiht

Mandariine on voimalik eemaldada neid tihekaupa iiles tostes. Mandariini
eemaldamiseks ei tohi ta puutuda iihtki temast kdorgemal asuvat manda-
riini. Mitu mandariini on vdhemalt vaja eemaldada enne, kui on voimalik
kéitte saada mandariin number 7?



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi Iehele.
Iga iilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Vaatleme positiivseid tédisarve, mis rahuldavad jargmisi tingimusi:

(1) arvu koik numbrid on erinevad ja on vasakult paremale kasvavas jérje-
korras;

(2) arv ei sisalda numbrit 5;
(3) arvu numbrite summa jagub 5-ga.
Kas leidub selliste omadustega
a) kuuekohalisi arve;
b) seitsmekohalisi arve?
Kui leidub, siis leia vdhim ja suurim selline arv; kui ei leidu, siis pohjenda,

miks.

2. Taisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuu- C
sil AB valitakse punkt D ning kaatetitel
AC ja BC vastavalt punktid E ja F nii, et
|AE| = |AD| ja |BF| = |BD| (vt joonist).
Leia nurga EDF suurus.

A D B

3. Arhitektid Aron, Baron, Caron, Daron ja Eron esitasid oma projektid kon-
kursile. Kuni komisjon t6id hindas, tegid arhitektid jargmised avaldused.

Aron: Baroni t60 saab I koha, Daroni t66 jaib viimaseks.
Baron: Minu t66 saab II koha, Aroni t66 saab III koha.
Caron: Minu t66 saab III koha, Daroni t66 saab IV koha.
Daron: Baroni t606 saab III koha, Aroni t66 saab IV koha.
Eron: Minu t66 saab I koha, Caroni t60 jddb viimaseks.

Kui tulemused teatavaks tehti, selgus, et kohad jagamisele ei ldinud ning
iga arhitekti avalduse kahest poolest osutus iiks tdeseks ja teine vddraks.
Millise koha iga arhitekti t66 konkursil sai?



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.

Ulesannete lahendused kirjuta eraldi Iehele.

Iga iilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kurrunurruvutisaarel on kdibel rahaiihik kurr, mis jaguneb n nurruks, ning

iga nurr omakorda jaguneb m vutiks, kus n ja m on positiivsed tdisarvud
ja n < m. Pipi ostis poest jadtise, mis maksis 1 nurru ja 2 vutti; Sokolaadi,
mis maksis 3 nurru ja 4 vutti, ning suure karbi klaaskomme 5 nurru ja 6
vuti eest. Kokku maksis Pipi 1 kurru, 2 nurru ja 3 vutti. Leia arvud n ja m.

. Kolmnurga ABC kiilgedel AB ja BC C
asuvad vastavalt punktid D ja E nii, et
|AC|=|AD|=|BE| ja |CD|=|CE|=|BD|

(vt joonist). Leia nurga CDE suurus.

A D B

3. Naturaalarvude 7 ja n + 2 korrutise iiheliste number on 4.

a) Leia selle korrutise kiimneliste numbri koik voimalikud vaartused.

b) Leia vdhim ja suurim iilesande tingimusele vastav arv n, mille korral
arvude n ja n + 2 korrutis on neljakohaline.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi Iehele.
Iga iilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Jiiri motles kolmekohalise arvu 7, millel on jargmised omadused: arv n ise
jagub 2-ga; temast 2 vorra suurem arv jagub 3-ga ning temast 3 vorra vaik-
sem arv jagub 5-ga. Kui arvu n numbrite jédrjekord poorata vastupidiseks,
saame samade omadustega arvu. Leia kdik voimalused, millise arvu n vois
Jiiri moelda.

2. On antud r66pkiilik ABCD. Kolmnurkade ABD ja CBD mediaanide loike-
punktid on vastavalt M ja N. Leia 16igu M N pikkus, kui |AC| = 21 cm.

+
3. Téhistagu arvude x ja y korral kirjutis x * y arvu o y4' Leia avaldise

0% |1 |2x 3*(4*(5*(6*(7*(8*9)))))

vaartus.

4. Naturaalarvude 1, 4, 7, 10, ..., 97, 100 hulgast valitakse vilja mingid 20
arvu. Toesta, et leiduvad kaks erinevat valitud arvu, mille summa on 104.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

. Eelmisel veerandil moodustas Juku viite arv 60% tema kahtede arvust.
Uuel veerandil vottis Juku eesmirgiks parandada oma dppeedukust, nii et
viite arv moodustaks 80% kahtede arvust, ning tal onnestuski suurendada
oma viite arvu 20% vorra vorreldes eelmise veerandiga. Mitme protsendi
vorra pidi ta lisaks vihendama kahtede arvu, et voetud eesmérk saavuta-
da?

. Olgu a ja b mingid positiivsed reaalarvud, kusjuures a > b. Kumb murdu-

a b
dest erineb vihem arvust 1, kas > voi —?
a

. Matemaatikatunnis pidi Jiiri jagama positiivse tdisarvu n positiivse tdisar-
vuga m, leides jagatise ja jaagi.
a) Toesta, et kui leitud jagatis ja jadk on vordsed, siis arv n jagub arvu-
gam+1.

b) Kas kehtib ka poordvéide: alati, kui arv n jagub arvuga m + 1, on n
jagamisel m-ga tekkiv jagatis ja jadk vordsed?

. Mari joonestas paberile ringjoone ja jaotas selle punktidega kuueks vord-
seks osaks. Iga saadud punkti keskpunktina kasutades joonestas ta veel
kuus ringjoont, mis koik on esimese ringjoonega vordse raadiusega. See-
jarel kustutas ta dra uute ringjoonte need osad, mis asuvad véljaspool esi-
mest ringjoont, ning ka esimese ringjoone enda. Leia jarelejaanud , lilledie“
pindala, kui ringjoonte raadius on 1.

. Olgu x ja y sellised erinevad positiivsed reaalarvud, et x — /xy ja y — /Xy
on ratsionaalarvud. Tdesta, et ka x ja y on ratsionaalarvud.

. Kuubi tipud varvitakse 3 vdrviga nii, et kuubi igal serval on otspunktid eri
varvi. Toesta, et leidub vordkiilgne kolmnurk, mille tippudeks on kuubi iih-
te varvi tipud.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Lahenda vorrand
(x+D%—|x+1]+x+1=0.

2. Leia koik sellised nurgad a, et 0 < a < 360° ja

sina cosa

cos2a sin2a

3. Kas vorrandil
x° = 5x3 +4x
100

=987654321
on tdisarvulisi lahendeid?

4. On antud kolmnurk ABC ning ringjoon, mille keskpunkt asub kolmnur-
ga kiiljel AB ja mis puutub sirgeid AC ja BC. Toesta, et kolmnurga ABC
pindala on vordne kiilgede AC ja BC pikkuste aritmeetilise keskmise ja sel-
le ringjoone raadiuse korrutisega.

5. Tdesta, et iga reaalarvu a > 1 korral kehtib vorratus

1 2 4 8 1
+ + + < .
l+a 1+a> 1+4+a* 1+a® a-1

6. Marjel on kotis 9 pliiatsit, millest vihemalt iiks on sinine. Mistahes neljast
pliiatsist on vdhemalt kaks {ihte vérvi ja mistahes viie pliiatsi hulgas on {ili-
malt kolm tihte varvi. Mitu sinist pliiatsit on Marje kotis?



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Aritmeetilise jada {iheteistkiimnes liige on 20 ning esimese kahekiimne
liikkme aritmeetiline keskmine on 11. Leia selle jada esimene liige.

2. Funktsiooni y = x*+ ax—2 ja tema tuletise graafikud 16ikuvad kahes punk-
tis, mis paiknevad erineval pool y-telge sellest vordsel kaugusel. Leia nen-
de 16ikepunktide koordinaadid ja a vadrtus.

3. Leia koik reaalarvud x, mille korral kehtib vordus

\/x—4—2\/E+\/x+4—6\/mzz.

4. Taisnurkses kolmnurgas voetakse molema kaateti ristprojektsioonid hiipo-
tenuusile. Toesta, et kaateti ja tema projektsiooni pikkuste vahe on viiksem
kui pool teise kaateti projektsiooni pikkusest.

5. Leia koik positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vor-
randit

X+z—-y x+y+z 2

Xty-z ytz-x _xyz

6. Jukul on ruudulisest paberist vilja 16igatud koik erinevad fetrominoku-
jundid, st kujundid, mis koosnevad neljast omavahel kiilgipidi ithendatud
tihikruudust (vt joonist).

HEEERN [ ] | | | |
L | |

Kas Juku saab oma kujunditest moodustada ristkiiliku, nii et iga kujun-
dit on kasutatud tédpselt iiks kord? Kujundeid voib selleks tasandil péorata,
kuid mitte iiles tosta ja teistpidi keerata.




LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 7 knacc

I yacte. Bpems, otBogumoe A1 pemieHHs: 40 MUHYT.
Ha aToM JHcTKe HanmHcaTh TOJIBKO OTBETHI, I PEICHHS
MOJKHO HCII0JIb30BATh JOMOJHHTEABHYIO OyMary.
Bepusiit oTBeT Kaxao¥H 3agaun Jaét 2 basia.
Top30BaThCST KAJIBKYJIITOPOM HE pa3peraeTcsl.

2100 999
1. Haiitu HaTypaJIbHOE UMCJIO 1 TaKoe, UTO —3 - 2",

2. Haiitu HauMeHblIee MOJIOKUTENIBHOE LIEJIOE YUCIO @, IPU KOTOPOM YHMCIIO
2011 + a penutcd Ha yucio 201.

3. B sroit uerBepTH FOpa nosyurs no MateMaTHKe TOJBKO TPHU OBOMKH. CKOJIb-
KO MATEPOK HOJIKEH Terepb noiyuuTh FOpa, 4ToOBl ero cpefHsis OLEeHKa Mo
MaTeMaTuke Obla Obl POBHO 47

4. HaiiTu Bce MOJIOKUTENBHBIE LEJble UUCIa ¢, NIPU KOTOPbIX HaMAETCS Takoe
TMOJIOKUTEJIBHOE LIEJIOE UMCIO b, UTO

5. CKOJIbKO Bcero CYMECTBYET TAaKHUX IMOJIOKHTEJIbHBIX WEJbIX YHUCETl 71, 4TO

n
n < 100, a gpobb 22 SIBJISIETCS] HECOKPATUMOWM ?

6. Ha KoOopIuHATHOM MJIOCKOCTH PacHoOJIOKEH NpPsIMO- 4
YTOJIbHUK, KOOPIWHATHI BEPIIMH KOTOPOIrO PpPAaBHBI
(L;1), (5;1), (5;3) u (1;3). BHyTpu npsIMOYroJibHU-
Ka obo3HaueHa Touka K ¢ KoopAuHaTtami (2;2). OToT
MpSIMOYTOJIbBHUK BMECTE C TOYKOM K moBOpauvBa-
10T Ha 90° TI0 YacOBOM CTpeJiKe BOKPYT TOUKH (5;1).
Haritu koopauHaTel Toukd K nocjie moBopoTa.




7.

10.

Ha prcyHke n3o0paskeHbl ABa paBHOOEAPEHHBIX Tpe-

YTrOJIbHHKA, YIJIbl IPU BEpIIMHAX KOTOPBIX PABHBI

40° u 50°, ¥ OCHOBaHMsI KOTOPHIX JIEKAT HA OJJHOM 40° 50°
npsiMoi. HaiiTu BenuuHy yria x.

H3obpaxéHHas Ha pUCYHKE (pUTypa COCTOMT M3 TPEX KBai-
parToB, a IUIOIIAJb OKPALIEHHOW TEMHBIM L[BETOM YaCTH paBHA
1 m? . HaifTu rioma b HeOKpaIeHHOM yacTh (purypeL.

IvHa MUHYTHOM CTpeJIKM YacoB paBHa 10cM. 3a CKOJBKO BpeMEHH KOHUMK
MUHYTHON CTPEJNKU NPOHAET MyTh AJMHOM 557 cM?

Mama ckjaapiBaeT Ha CTOJI€ ropKy M3 20 MaHJApVHOB B BUJE TPEYroJbHOM
nupamupl. Ilepepie 10 MaHJApUHOB OHA KJIAAET HA CTOJI TaK, KAk IOKa3aHo Ha
JIEBOM PUCYHKE, Ha HUX OHa KJIaAET BTOPOM CJION U3 6 MaH[apUHOB (Kax qblid
13 KOTOPBIX OMMPAETCsl HAa TPU MaHJapyHa U3 HUKHETO CJI0sl) U Tak Jajee.

@
DL

2. cion 3. ciom 4. cnont

MaHgapHHB MOXKHO 3a0MpaTh U3 TOPKH, MOJHAMAS UX MO ogHOMY. Ho uToOHI
3a0paTh MaHJIapHH, HeJlb3sl, UTOOBI OH KacaJscsi Kakoro-Jmbo MaHAapuHa, HaXo-
nstmerocst Boinre Hero. CKOJIBKO MaHAAPHHOB HYKHO IO KpaliHel Mepe 3a0pathb
Y3 TOPKU Tepef TeM, KaK MOSIBUTCS] BO3MOKHOCTD MOJIYUHTh MaHJAPUH C HO-
MepoM 67



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 8 knacc

I yacre. Bpems, orBogumoe g4 perieHus: 40 MUHYT.

Ha 9TOM JIHCTKe HAIIHCATh TOJIBKO OTBETHI, IS PELICHHS
MOXKHO HCIIOJIB30BATh JOMOJIHUTETBHYI0 OyMary.
BepHbiii OTBET KaKHOH 3ajauu Jaét 2 6asuia.
To1b30BaTECS KAJIBKYJIITOPOM HE Pa3peraeTcs.

22011 + 22010

Haiiti HaTypajbHOE YMCIIO 71 TaKoe, UTO — % - 2",

HaiiTn HavMeHbliee MOJIOKUTENBHOE LEJ0e YUCIO @, IPU KOTOPOM YHKCIIO
2011 + a pemuTcs Ha yncao 18.

B Melnke sexaT TOJIBKO KpacHble U 3enénble s1010Ku. KomuecTBo KpacHsIX s10-
3 .
JIOK COCTABNSET - OT KOJMECTEA 3eIEHEX si010k. Kakyio uacte cocrasisiet

KOJIMUECTBO KPACHBIX S10JI0K OT KOJIMUECTBA BCeX sI0JIOK B MelIKe?

Haiitu Bce moyioXuUTENIbHBIS HeJible yncjia a, Mpru KOTOPBIX Haﬁ,ﬂéTCH TaKoe€
TMOJIOXKHUTEJIBHOE LEJIOC YHUCIIO b, 4qTo

b b
2 3

1
PR

CKOJIBKO BCEro CYmECTBYET TAKHX IMOJIOKHUTEJIbHBIX HEJIbIX YAUCET 1, IIPHU KO-

n "
TOPBIX KaK E , TaK U 2n SBJISIIOTCS TPEX3HAUHBIMU HATYypaJIbHbIMU yrcjaamu?

Ha koopauHaTHOW MJIOCKOCTH PAacHOJIOKEH MPSIMO- 4
YTOJIbHUK, KOOpPAWHATBHl BEPIIMH KOTOPOIrO PpPaBHBI
(L; 1), (5;1), (5;4) u (1;4). BHyTpy NpsIMOYrOJIbHU-
Ka obo3HaueHa Touka K ¢ KoopAuHaTamMH (2; 2). DTOT
MPSIMOYTOJIbHUK BMECTE ¢ TOUKOM K MOBOpauMBaioT
aBa pasa Ha 90° MMPOTUB YACOBOM CTPEJIKU: CHauasa
BOKpYT TOUKHU (5;1), a 3aTeM BOKPYI TOUKM (5;—3).
Haritu koopauHaTel Toukd K mocjie IByX NOBOPOTOB.

v




7.

10.

OpHa 13 BepumMH M300pakEHHOTO HA PUCYHKE YEThI-
PEXYroJIbHUKA JIEKUT B LEHTPE OKPYKHOCTH, a TPH
Ipyrve BEepIIMHbI JIeKAT Ha OKpYKHOCTH. Halitu cym- /
MY BEJIMUMH yTJIOB, 0003HAUCHHBIX OYKBaMHU X U ).

Ha pucynke u3o0pakeHa paBHOOEApeHHAs Tpamnemusl,
OJTHO M3 OCHOBaHMM KOTOPOM B 5 pas IJIMHHEE APYyro-
ro. Bo CKOJIbKO pa3 Miomaip Tpanemuy O6oJIbiie mio-
A OKPANICHHOrO TEMHBIM IIBETOM TMPSIMOYTOJIbHHU-
Ka?

Ha n3o0pask€HHOM Ha pUCYHKE KJIETUYATOM JOCKE MOK-

HO 0Opa3OBHIBAThH CJIOBA, MEPEOBHUrasiCh C KJISTKU Ha AlA
KJIETKY 4epe3 MX 00myo cTopony. CKONBKO BCETO Cy- AJA[A[A
IECTBYET BO3MOKHOCTEM JIJist BHIOOpa MsITH pasniubbix |A [A[H|[H|A|A
KJIETOK TaK, YTOOBl MepejBUrasich 1Mo HUM MOJIYyUUTb AlAlAlA
cioso AHHAA? AlA

Maima ckjajplBaeT Ha CTOJIe TOPKY M3 20 MaHAAPUHOB B BHJE TPEYTrOJbHON
ripamuibl. [lepBrie 10 MaHAapUHOB OHA KJIAAET Ha CTOJI TaK, KaK IMOKa3aHo Ha
JIEBOM PHCYHKE, Ha HMX OHa KJIaJET BTOPOH CJIOM U3 6 MaHIAPUHOB (KakJIbIN
13 KOTOPBIX OMMPAETCs Ha TPU MaHJapHHa U3 HUKHETO CJIOs) U TaK JaJiee.

®
DL

1. cioit 2. ciomn 3. ciomt 4. cnont

MaHgapuHBl MOXKHO 3a0HMpaTh U3 TOPKH, IOJHAMAS UX 10 ogHOMY. Ho uTOOBI
3a0paTh MaHIAPUH, HEJIb3sl, YTOOBI OH KacaJCst KAaKOro-JIMO0 MaHgapyuHa, HaX0-
asimerocst Boiie Hero. CKOJIbKO MaHJapPUHOB HYKHO IO KpaiiHel Mmepe 3a0path
M3 TOPKH MepeJ| TeM, KaK MOSBUTCsI BOBMOKHOCTb MOJIYUUTh MaHJApHH C HO-
MepoM 47



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 9 knacc

I yacre. Bpems, otBogumoe A perieHHs: 40 MUHYT.
Ha 9TOM JIHCTKe HAITHCATh TOJIBKO OTBETHI, IS PEHICHHS
MOKHO HCITOJIb30BATH JOIOJHHTETBHYIO OyMary.
Bepusiit oTBeT Kax Ao 3agaun Jaét 2 b6asia.
To1b30BaTBCS KAJIBKYJIATOPOM HE Pa3PEIacTCs.

22011 + 22010 + 22009

1. Haiitu HaTypasibHOE UMCIIO 71 TAKOE, UTO 28 =2"

2. Haiitu Takue IOJIOKUTENbHBIE LieJibie uncia a u b, uto 2011 = 1la + b,
roe b < 11.

3. B reuenue yueOHOI ueTBEpTH HYKHO OBLIO cjaTh 5 KOHTPOJIBHBIX TECTOB. 3a
KX Bl TECT MOKHO ObUIO MOJTyunTh 10 100 OamioB. CpefHuil pe3ysibTaT ye-
TEIpEX TecToB Opel ObUT paBeH 75 Gayutam. CKOJBKUM OajuiaM MOXKeT OBITh
MaKCHUMaJIbHO PaBeH CPeIHUI pe3ysbTaT ISITH €ro TECTOB?

4. Hamitu Bce HOJIOKUTEIILHBIC neJjible uncjia a, npru KOTOPBIX HaﬁﬂéTCH TaKoeC
MOJIOXKUTEJIBHOEC LEJI0€ YUCIIO b, uTo

4 b

1
Pl

b 5

5. CKOJIBKO BCETO CYIECTBYET TAKUX MOJIOKHUTEJbHBIX LEJIbIX YUCET 1, IIPU KO-
n ..
TOPBIX KaK g , TaK U 31 SIBJISIIOTCS UETBIPEX3HAUHbIMH HATYPaJIbHbIMU UHUCJIA-

mu?

6. Ha KoOopauHATHON IJIOCKOCTH PAacHOJIOKEH NPSIMO- 4
YTOJIbHUK, KOOPJAWHATHl BEPLIMH KOTOPOIO DPAaBHBI
(L; ), (5;1), (5;4) u (1;4). BHyTpy NpsIMOYrOJIbHU-
Ka obo3HaueHa Touka K ¢ KoopAuHaTam# (2; 2). DTOT
MPSAMOYTOJIbBHUK BMECTE ¢ TOYKOM K MOBOpauynMBaioT
aBa pasa Ha 90°: CHauasa POTHUB YAaCOBOM CTPEJIKU
BOKpYT TOUKH (1; 1), a 3aTeM 110 4acOBOM CTPEJIKE BO-
Kpyr Touku (—2;5). Halitu koopauHaThl Touky K mocjie AByX MOBOPOTOB.




7.

10.

Haiiti cymMMy BeJMUYHMH YIjIOB, 0OO3HAUEHHBIX Ha pH-
CyHKe OyKBaMH X U Y.

JIBe OKPYKHOCTH Pa3IMUHON BEJIMUMHBI KACAIOTCSI D

IpyT Opyra BHemHUM o6pa3om. OCHOBaHUSI paBHO- C
6enpennoit Tparneri ABCD SBISIOTCS AAAMET-

pamu 9TUX OKpyxkHOocTel. Halitu paguycel Okpy k-

HOCTEM, eCJIM TUIoLalb Tpaneuuu paBHa 64 oM?, a

paguyc OIHOM OKPYXKHOCTHU cocTaBisieT 60% OT

paguyca Ipyrom OKpyKHOCTH.

CKOJIBKO BCEro MOJKHO HApHCOBATH Pa3JIMUHBIX JIOMa- M
HBIX, BEPIIUHAMY KOTOPBIX SIBJISIIOTCSI 0O03HAUCHHBIC HA
OKPY’KHOCTH TOUKHM (KaXJasli TOUKa MO OJHOMY pasy), K T
KOTOpHIE HAUMHAIOTCSI C TOUKH, 0O03HAUEHHOM OYKBOI

M, U 3aKaHUYMBAIOTCS B TOUKE, 00O3HAUCHHON OYyKBOM [ E
A, Tax, uToObl ABUTasiCh BAOJb TAKOH JIOMaHOM, 00pa-

30BbIBAJIOCH 10BO MATEMAATIKA? T M

Mama ckjagpBaeT Ha CTOJie FOPKY M3 20 MaHJApUHOB B BUJE TPEYTOJIbHOM
nupamujpbl. [lepsble 10 MaHAapPUHOB OHA KJIAJET HA CTOJI TAK, KaK MOKa3aHO Ha
JIEBOM PUCYHKE, HAa HUX OHA KJaAET BTOPOM CJIOM U3 6 MaHJApUHOB (KaxAblH
13 KOTOPBIX ONMUPAETCs HA TPU MaHJApHHA U3 HIJKHETO CJIOST) U TaK Jlajee.

@
DL

1. cnomt 2. cion 3. cyon 4. cion

MaHapuHBl MOXKHO 3a0MpaTh U3 TOPKH, MOJHHUMAs UX MO ogHOMY. Ho uTOOHI
3a0paTh MaHJAPUH, HeJIb3sl, YUTOOBI OH KacaJicsl KaKoro-JIMbo MaHJapuHa, Haxo-
asimerocst Boime Hero. CKOJIbKO MaH/JapMHOB HYKHO IO KpaliHel Mepe 3a0patb
W3 FOPKHM Nepe]i TeM, KaK MOSIBUTCS BO3MOKHOCTD MOJIYYUTh MaHJApHH C HO-
MepoMm 77



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 7 knacc

II gacte. Bpems, orBognMoe A1 permeHus: 2 qaca.

1.

Periernns 3a4ay HalHcaTh Ha OTHEJIbHOM JIHCTE.

BepHoe u gocratroyHo 060CHOBaHHOE pellleHHE KaXAOH 3a4a4d
aér 7 6amios. Harucats TOJIBKO OTBET HEAOCTATOYHO!
Tlotp30BaTbCs KAJIBKYIATOPOM HE PA3PEMIACTCA.

PaccMOTPUM TMOJIOKUTENBHBIE TIEJIbIE UKCJIA, ISl KOTOPHIX BBIMOJHSIOTCS Clie-
AYyIOIIHe YCIOBUS:

(1) Bce tudppl UMCIa pa3IMUYHBI ¥ PACTIOJIOKEHBI B IOPSIIKE BO3PACTAHUSI Clie-
Ba HAIpaBo;

(2) umcno He cogepkUT Udpy 5;
(3) cymma nudp yncna AeIUTCS Ha YUCTIO 5.
CymecTBYIOT JIF BHIIOJHSIIOIUE JaHHBIE YCIOBHS
a) IeCcTU3HAUHbIE YMCJIa;
0) ceMu3HauHbIE uurciia?

Ecmm CymeCTBYIOT, TO HalTU HavMeHbIIee U HauOoJIbllee TaKoe YUCJIO; €CJIIH
HE CYHIECTBYIOT, TO IOSICHUTD, [IOUCMY.

. Ha runorenyse AB npsIMOYroJIbHOTO Tpe- C

yrogsHuka ABC BeIOMpaioT TOuky D, a
Ha katetax AC u BC COOTBETCTBEHHO
Touku E u F Tak, uro |AE| = |AD| u
|BF| = |BD| (cM. pucyHoK). Haiitu Benu-
uuny yria EDF.

A D B

ApxutexkTopsl AnbpToB, Betpos, Cepos, [lydos u ExoB npeacTaBmim Ha KOH-
KypC CBOM IPOEKTHI. B 0jkumaHNny, MOKa KOMHMCCHS OLIEHHBAJIA PabOTHI, apXu-
TEKTOPBI CHENANH CIIEAYIOMUE 3asIBICHUSI.

AsproB: Pabora Berpona 3aiivéT I mecto, pabora [Iybosa Oymet Ha mocien-
HEM MecTe.

Betpos: Mos pabora 3aiimér II mecto, paboTa Asnbrosa 3aiméT III mecTo.
Cepos: Mos pabora 3aiimér III mecto, pabota [Jy6osa 3aiimér IV mecro.
Hy6oB: Pabora Betposa zaiimér 111 mecto, pabota AnproBa 3aiiMéT IV mecTo.
ExoB: Most paboTa 3atimér I mecto, pabora CepoBa OyeT Ha rmocyiefHeM Me-
cTe.

Korpga cranu u3BecTHb pe3yJIbTaThl, BBISICHUIOCH, UTO JeJieka MeCT He ObLIo,
Y UTO OJIHO U3 JIBYX 3asIBJICHUI KaXKJOr0 apXUTEKTOPa 0KA3aI0Ch MPaBIUBbIM,
a ipyroe JoxkHbIM. Ha KakoM MecTe okazaiuch pabOThl KaXAOro U3 apXUTEK-
TOPOB Ha KOHKYpce?



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 8 knacc

II yacrp. Bpems, orBogumoe g1 perieHus: 2 yaca.

1.

3.

Permernns 3a4ay HalHcaTh Ha OTHEJIbHOM JIHCTE.

BepHoe H JocTaTOYHO 0OOCHOBAHHOE PELICHHE KaXKAOH 3a4auH
naér 7 6atoB. Hamrcats ToJIBKO OTBET HEAOCTATOYHO!
Tlostp30BaTbCs KAJIBKYIATOPOM HE PA3PEMIACTCA.

Ha octpose KapnapBap UCnoJib3yi0T AEHEKHYIO €IMHUILY Kap, KOTopasi 1eJUT-
Cs1 Ha 1 HapOB, a KaXAblM Hap B CBOIO OUEpelb JEJIMTCS Ha M BapoB, TAe N U
m SIBJISIIOTCSI NOJIOKUTEJIbHBIMU LIEJIBIMM UMcCiIaMy, a 1 < m. [1snmm kynuna
B MarasMHe MOPOXKXEHOe, KOTOpOoe CTOMJIO 1 Hap U 2 Bapa; MOKOJaJ, KOTOPbIH
crous 3 Hapa U 4 Bapa, U OOJBIIYI0 KOPOOKY KOH(ET 3a 5 HapoB U 6 BapoB.
Bcero IIsnnu 3amiatwia 1 kap, 2 Hapa v 3 Bapa. Haiitu uucna n u m.

Ha croponax AB u BC TpeyrojbHHUKa C
ABC nexaT COOTBETCTBEHHO TOUKU D

u E Tak, uto |AC| = |AD| = |BE| u
|CD|=|CE|=|BD]| (cMm. pucyHok). Haii-

TH BesimuuHy yrja CDE.

A D B

udpa equnur por3BeJeHr s HATYpaJIbHBIX UUCEN 1 U 1 + 2 paBHa 4.
a) HaiiTu Bce BO3MOJKHBIE 3HAUCHHUS IU(PPHI AECATKOB 9TOT'O MPOU3BEICHHUS.

6) Haiiti HauMeHbIIee ¥ HaOOJIBIIEe YHUCIIO 72, 1JISt KOTOPOTO BBHITIOJHSIETCSI
YCJIOBHE 3aJja4H, U TP KOTOPOM IIPOUBBENECHUE YUCEIT 11 U 11+ 2 SIBJISETCS
UYETHIPEX3HAUHBIM.



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHbili Typ 9 knacc

II yacrp. Bpems, orBogumoe g1 penieHus: 4 yaca.
Permernns 3a4ay HalHcaTh Ha OTHEJIbHOM JIHCTE.
BepHoe H JocTaTOYHO 0OOCHOBAHHOE PELICHHE KaXKAOH 3a4auH
naér 7 6atoB. Hamrcats ToJIBKO OTBET HEAOCTATOYHO!
Tlostp30BaTbCs KAJIBKYIATOPOM HE PA3PEMIACTCA.

1. IOpa sagyman TpEX3HAYHOE UMCJIO 71, KOTOPOE UMEET CJIEAYIOLINE CBOMCTBA:
€aMo UHCJIO 7 JEJUTCS Ha 2; uncyio, Oosbliiee ero Ha 2, JeJIUTCs Ha 3, a umc-
JI0, MeHbllee ero Ha 3, menutcs Ha 5. Ecin ke wudpbl Ukcia 1 3anicaTh B
00paTHOM MOPsIOKE, TO MOJYUHUTCS YUCIIO, UMeIoLlee TaKkue ke cBorMcTBa. Hail-
TH BCE BO3MOKHBIE UHMCJIA 77, KOTOpble MOT 3anymaTs IOpa.

2. Jan napamnenorpamm ABCD. Ilyctb Touku M u N SIBISIIOTCSI TOYKaMU IEpe-
CEUYEHHs] MeJIMaH COOTBETCTBEHHO TPEYroybHUKOB ABD u CBD. Haiitu pju-
Hy oTpe3ka M N, eciu |AC| = 21 cM.

xX+y .
3. IlycTb Ajist umcen X ¥ y 3aluCh X * ¥ 0003HaYaeT YMCJIo prE Haiitu 3na-
Xy

UCHHEC BbIPpAKCHUS

Ox|1x]|2%|3=* 4*(5*(6*(7*(8*9))))

4. U3 MHOXecTBa HaTypasbHBIX uncen 1, 4, 7, 10, ..., 97, 100 BHIOHpAIOT HEKO-
Topeie 20 uucen. [Jokasars, UTO Cpeay BHIOPAHHBIX YKMCEN HAMIyTCs ABa pas-
JIMYHBIX YKCJIA, CYMMa KOTOPBIX paBHa 104.



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHblli Typ 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petennsi: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pelieHHe KaKAOH 3aa9d JaET 7 OaJlIOB.
Iop30BaThCs KaJbKYJIATOPOM HE Pa3peIaeTCsl.

1.

B mpouutot yeTBepTH KOJMUYECTBO MOJydyeHHbIX FOpol MmATépok cocTaBUIIO
60% OT KoJMYecTBa MOJyYEHHBIX UM ABOoeK. B HoBo# ueTBepTu IOpa nocra-
BWJI 3371a4y YJIYYIIMTh CBOIO YCIIEBAEMOCTb TaK, YTOOBI KOJMUECTBO MSTEPOK
coctaBuio Obl 80% OT KosmuecTBa JBoeK. EMy M yJajnoch yBEJMUUTD KOJH-
4yecTBO MATEPOK Ha 20% IO CPaBHEHUIO C NPOLUION yeTBepThio. Ha cKkoJbKO
MPOLIEHTOB OH JOJIKEH ObLT KPOME 9TOr0 YMEHBIIUTb KOJIMYECTBO JBOEK, UTO-
OBl JOCTHUB OCTABJICHHOM e ?

. HYCTI) aunb HEKOTOPbIE TMMOJIOKUTECIIbHbIE HeﬁCTBHTeanbIe yuciia, Mpu-

. o a
uyéM a > b. Kakas u3 npobeii MeHbIIe OTJIMUAETCS OT Uhca 1, 3 wm —?
a

Ha YPOKE MATEMATHKH IOpa OOJIKCH ObLI NOACJIUTDb IMOJIOKUTEIIbHOE IIEJI0C
YHCJIO 11 Ha IIOJIOXKUTEJIBHOEC LIEJI0C UHUCIIO 171, yTOOBI HAMTH YaCTHOE U OCTATOK.

a) JlokasaTb, UTO €CJiM Hal[JeHHbIC YaCTHOE M OCTATOK PAaBHBI MEKIY COOOM,
TO UHCJIO 1 JEJIUTCS Ha Yncio m + 1.

6) BpimosnHsieTcst m oO6paTHOE yTBEpXKEHHE: BCerja, KOraa uicio 1 AeuT-
Csl Ha UMCJIO M + 1, yacTHOE M OCTATOK TP JEJICHUH YWcJia 71 Ha YUCJIO
M PaBHBI MEXKAY cO00M?

Mamra HapHCcOBaJla Ha JIMCTKe OyMard OKPYKHOCTb M TMOJEJIMIA €€ TOUKaMH
Ha LIeCTh PAaBHBIX yacTed. Mcrosb3oBaB Kaxaylo U3 MOJIyUYeHHBIX TOUEK Kak
LIEHTP OKPYKHOCTH, OHA HAPUCOBAJA emE MeEeCTb OKPYKHOCTEH, pafuyc Kak-
IO 13 KOTOPBIX ObUI paBEH PafuyCy NepBOi OKPYKHOCTH. 3aTeM OHa CTEPJA
TE YACTH HOBBIX OKPYKHOCTEH, KOTOpbIE JISKAJIW BHE TEPBOM OKPYKHOCTH, a
TaK)Xe caMy MepBYI0 OKPYKHOCTb. HallTH miomagps OCTaBLIErocs Ha JIMCTKE
Oymaru ,,BETKa", €CJI pajiiyc OKPYyKHOCTEH paBeH 1.

ITycTp X ¥ y Takue pa3auyHbIE MOJOKUTEIbHBIE ACHCTBUTEIBHBIE UKCIIA, UTO
X — /Xy uy— /Xy SBISIOTCS] pallMOHAJBHBIMU UMCIaMU. [loKka3aTb, UTO X U
¥ TaK:Ke SIBJSIOTCS PAallMOHAJIBHBIMU YHUCIIaMU.

Bepmmabl Ky0a oKkpammBaioT 3 LBETAMH TaK, YTOOBI KOHIBI KakAoro pedpa
Ky0Oa ObLIM OKpAIIEeHB! pa3IMUHbIMU LBeTaMu. JlOKa3aTh, UTO HAMAETCS paBHO-
CTOPOHHHUH TPEYTrOJIbHUK, BEPIIMHAMM KOTOPOro OyAyT BEepIIMHBI KyOa ofiMHAa-
KOBOT'O I[BETA.



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHblli Typ 11 knacc
Bpems, otBoguMOe JUIs petieHHs: 5 4acoB.

Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pelieHHe KaKAOH 3aa9d JaET 7 OaJlIOB.
Iop30BaThCs KaJbKYJIATOPOM HE Pa3peIaeTCsl.

1. Pemnth ypaBHEHUE
x+1D%—|x+1]+x+1=0.

2. Haiitu Bce Takue yrisl @, uto 0 < a < 360° u

sina cosa

cos2a  sin2a
3. Hmeer nu ypaBHEHUE

x® —5x3 +4x
100

= 987654321

IEJIOUNCIICHHBIE penIeHHs?

4. JJan TpeyrojbHuk ABC ¥ OKpY:KHOCTb, LEHTP KOTOPOH JIE)KUT Ha CTOPOHE
AB [1aHHOTO TpeyroJlbHUKa, U Kotopas kacaercs npsimeix AC u BC. Jloka-
3aTh, YTO IUIOWAAL TpeyroibHuka ABC paBHA IIPOU3BEICHUIO pajudyca 9TOH
OKPYKHOCTH U CPEeHEro apyudpmeTuuecKkoro aimH ero ctopon AC u BC.

5. IIOKaSaTI), UTO IJIsd KaXJgoro I[efICTBI/ITCJ'[I)HOFO yucsia @ > 1 BBINIOJIHSETCS
HEPABEHCTBO

1 2 4 8 1
+ + + < )
l+a 1+a?2 14a* 1+a® a-1

6. ¥ Mamu B cyMKe 9 KapaHpamei, o KpaiHeil Mepe OJUH U3 KOTOPBIX CHHEro
nseta. Cpeu JMoObIX YEeTHIPEX KapaHalel He MeHee AByX OJHOTO U TOro ke
BETa, a CpeJy JMOObIX IATH KapaHpaamen He Oosee TPEX OAHOTO M TOro ke
nBeta. CKOJIPKO CHHUX KapaHjamed B cyMke y Mamm?



LVIII Onumnuaga ScTtoHnn no matemaTuke

15 auBaps 2011 r. PervonanbHblli Typ 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 petennsi: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pelieHHe KaKAOH 3aa9d JaET 7 OaJlIOB.
Iop30BaThCs KaJbKYJIATOPOM HE Pa3peIaeTCsl.

1.

OuHHAALATHIA wieH apudMeTHUecKOH Mporpeccuu paBeH 20, a cpejaHee
apugpMeTHUECKOoe NepBhIX JBAALATH YWIEHOB 9TOM nporpeccud pasHo 11. Haii-
TH NIEPBBIN WIEH 9TOU MPOrPECCUMN.

. I'padpuxu pyskpm y = x® + ax — 2 ¥ eé MPOU3BOIHOM NEPECEKAIOTCS B IBYX

TOUKaXx, KOTOPbIE JIEXKAT IO pa3Hble CTOPOHBI OT OCHU ¥y Ha OJHOM U TOM K€ pac-
CcTOsSTHUM OT Heé. Haiitu KOOPAHHATHI 9TUX TOUCK MEPECCUCHUA U 3HAUCHUC a.

Haritu Bce HeﬁCTBHTeﬂbHLIe UHhcJia X, [IprU KOTOPBIX BbIMIOJHACTCSA PABEHCTBO

\/x—4—2\/x—5+\/x+4—6\/x—5=2.

B npsIMOYrosIbHOM TpeyroJIbHUKE paccMaTpHBAIOT MEPIEHIUKYJISIPHBIE TPO-
€KUM 000MX KaTeTOB Ha TMIOTeHy3y. JloKasaTe, 4TO pasHOCTh JUIMH KaTeTa U
€ro MpPOEeKIMM MEHbIIE, YeM IMOJIOBUHA AJIMHBI MPOSKIMH APYroro KaTeTa.

Haiitu Bce TpoMKM MOJOKUTENBHBIX IEJBIX Yhcen (X, ¥, Z), TPH KOTOPHIX BBI-
TIOJIHSIETCSI ypaBHEHNE

Xty-—z ytz-x _xyz

X+z-y X+y+z 2

Y IOpH BeIpe3aHbl M3 KJIETYATOrO JIMCTKA OymMaru Bce pasiiiuHble ¢huzypbvl
MmempoMuHo, TO €CTb TaKhe (PUTYPBI, KOTOPBIE COCTOSIT U3 YETHIPEX KJIETOK,
COEAMHEHHBIX Iy TEM COBMEILEHUSI CTOPOH (CM. PUCYHOK).

HEEERN [ ] | | | |

Moxert au FOpa u3 cBoMx (huUryp COCTaBUTb MPSIMOYTOJIBHUK TaK, UTOOBI KakK-
nast purypa Obl1a UCoJIb30BaHa POBHO OuH pa3? DHUrypel MOXHO JUIsl 9TOrO
MOBOPAYMBATh Ha TUIOCKOCTH, HO HEJB3s1 MX MOJHUMATh U TIepeBOpauMBaTh Ha
IPYTYIO CTOPOHY.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 7. klass

I osa vastused

1. 99. 6. (6;4).

2. 200. 7. 45°.

3. 6. 8. 9dm®.

4. 6. 9. 2 tundi 45 minutit.
5. 45. 10. 7.

Lahendused

1. Tuues lugejas sulgude ette iihise teguri 2%°, saame

219 +2% 2%.@2+1) _ 599
3 3 '

Et 2011 = 10 - 201 + 1, siis jadgita 201-ga jagumiseks on vaja arvule 2011
juurde liita 201 — 1 = 200.

Paneme tdhele, et 2 +5+5 = 12 = 3 - 4, st iihe kahe kohta on vaja kaks viit,
et hinnete keskmine tuleks 4. Kolme kahe kohta on seega vaja 6 viit.

Viies vasakul pool murrud iihisele nimetajale ja tehes lahutamistehte, saa-
3-2b 1 - ..
5 "~ ehk (3 —2b) - a = 6. Et b on positiivne tdisary, siis 3 — 2b
a
ainus voimalik positiivne vddrtus on 3 —2 -1 = 1, mille korral a = 6. Kui
3 — 2b on negatiivne, siis sobivat positiivset arvu a ilmselt ei leidu.

me

n
Murd 2 on taandumatu, kui arvudel n ja 22 ei ole iihiseid algtegureid.

Et 22 = 211, siis tdhendab see, et n ei jagu 2-ga ega 11-ga. Seega sobivad
koik 100-st vdiksemad paaritud arvud, mis ei ole arvu 11 kordsed. Et 100-st
vaiksemaid paarituid arve on 50 ja 11 kordseid on nende hulgas 5 (need on
11, 33, 55, 77 ja 99), siis sobivaid arve on 50 — 5 = 45.

Joonisel 1 on ndidatud ristkiiliku ja punkti K asukoht enne ja pdrast p66-
ramist. Ndeme, et parast pooramist on punkti K koordinaadid (6;4).

1



A A, } D,
¢ K"’m
1P, cl )
K 10° 50
B : O
A B=B o .
; —> 70°\/ 65
Joonis 1 Joonis 2
_ 180° — 40° o .
7. Vordhaarsete kolmnurkade alusnurkade suurused on — = 70° ja
180° - 50°

= 65° (vt joonist 2). Seega x = 180° — 70° — 65° = 45°.

8. Jooniselt 3 on ndha, et terve kujund koosneb 10 vordsest kolmnurgast, mil-
lest iiks on tumedaks vdrvitud. Kujundi virvimata osa pindala on niisiis
10dm? — 1dm? = 9dm?.

Joonis 3

9. Minutiosuti ots liigub modda ringjoont raadiusega 10 cm ja imbermdddu-
557 3
ga 27 - 10 cm = 207 cm. Seega on minutiosuti teinud om 2 1 ringi, ehk
js

aega on kulunud 2 tundi ja 45 minutit.

10. Mandariin number 6 puutub teisest kihist mandariine 12, 14 ja 15, mis
omakorda puutuvad koiki kolmanda kihi mandariine. Seega on mandariini
number 6 kdttesaamiseks vaja esmalt tervenisti eemaldada neljas ja kol-
mas kiht, st mandariinid 20, 17, 18 ja 19, ning seejidrel mandariinid 12, 14
ja 15.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 8. klass

I osa vastused
1. 2009. 6. (4;,-4).
2. 5. 7. 130°.

3
3. -. 8.3

7
4. 1,2, 3,6. 9. 50
5. 150. 10. 3
Lahendused

1. Tuues lugejas sulgude ette iihise teguri 22°'°, saame

22011 92010 _ 220102 4 1) _ 22010 — 92009
6 2-3 2 '

2. Arv jagub arvuga 18 parajasti siis, kui ta on paarisarv ja tema numbrite
summa jagub 9-ga. Arvudest 2011 + a on vdhim selline arv 2016, kui a = 5.

3
3. Olgu roheliste dunte arv 4n, siis punaste dunte arv on 1 -4n = 3n ning 6un-

3n 3
te koguarv on 4n + 3n = 7n. Seega punaste dunte arv moodustab — = -
ounte koguarvust.

4. Viies vasakul pool murrud iihisele nimetajale ja tehes lahutamistehte, saa-
1 3b-2b b
me — = = 5’ ehk ab = 6. Seega sobivad a vaartusteks arvu 6 kdik

a 6
tegurid 1, 2, 3 ja 6; neile vastavad b vddrtused on 6, 3, 2 ja 1.

n
5. Et 5 oleks naturaalarv, peab n olema paarisarv. Kolmekohalisuse tingimu-

n
sest saame, et 5 = 100 ja 2n < 1000, st 200 < n < 500. Selliseid paarisarve

500 - 200
on —— = 150.



“D ;  C
U O- l’,,,
K
rrrrrr o—< > ,
A c’ B=B8B
K/
BII D AI — AII
rrrrrr o— >
KII
lo ?'bu
Joonis 4 Joonis 5

6. Joonisel 4 on ndidatud ristkiiliku ja punkti K asukoht algul, pdrast esimest
pO0ramist ja pérast teist pooramist. Ndeme, et parast kaht péoramist on
punkti K koordinaadid (4; —4).

7. Jaotame nelinurga OABC tipust O tdmmatud diagonaaliga kaheks kolm-
nurgaks OAB ja OBC (vt joonist 5). Et |OA| = |OB| = |OC], siis need kolm-
nurgad on vordhaarsed alusnurkadega vastavalt x ja y, ja nende tipunur-
kade summa «a + 8 = 100°. Nelinurga OABC sisenurkade summa on seega
2x+ 2y +100° = 360°, kust x + y = 130°.

8. Olgu trapetsi korgus £ ja lithema aluse pikkus a, siis pikema aluse pikkus
on 5a ning trapets koosneb tumedaks varvitud ristkiilikust kiiljepikkustega

a ja h ning kahest vordsest tdisnurksest kolmnurgast kaatetite pikkustega
. S - " 2a-h
2aja h (vtjoonist 6). Kogu trapetsi pindala on siis S = ah+2- — = 3ah,

st 3 korda suurem tumedaks védrvitud ristkiiliku pindalast ah.

1]2
3[4]5]s6
7|8 [9]10[11]12
13[14]15]16
a 17[18

2a a

Joonis 6 Joonis 7



9.

10.

Sona AHHAA tdhtede H valikuks on ainult kaks véimalust, mis erinevad
iiksteisest jdrjekorra poolest (9 — 10 voi 10 — 9, kui nummerdada ruudud
nii, nagu nédidatud joonisel 7).

Valiku 9 - 10 korral peab esimene tdht A paiknema ruudu 9 mones naaber-
ruudus (4, 8 voi 14) ning neljas tdht A ruudu 10 ménes naaberruudus (5,
11 vdi 15). Viies tdht A peab omakorda paiknema neljandat tdhte A sisalda-
va ruudu mones naaberruudus (olenevalt neljanda tdhe A valikust on need
vastavalt 4, 2, 6 v6i 6, 12, 16 vo6i 14, 16, 18). Nii saame 3-3-3 = 27 vdima-
lust ruutude valikuks, kuid kaks neist (4—-9-10-5-4ja5-10-9-4-5)
ei sobi, sest esimene ja viimane tdht A on samas ruudus.

Niisiis saime tdhtede H valiku 9 — 10 korral 25 voimalust iilejadnud tdhtede
valikuks. Stimmeetria tottu annab ka teine tdhtede H valik 10—9 samapalju
voimalusi iilejddnud tdhtede valikuks, kusjuures valitud ruutude hulgad on
koigil neil juhtudel erinevad — seega kokku on voimalusi 50.

Mandariin number 4 puutub teisest kihist ainult mandariini number 13,
mis omakorda puutub kolmandast kihist ainult mandariini number 18
ning see puutub neljanda kihi ainsat mandariini number 20. Seega on
mandariini number 4 kidttesaamiseks vaja eelnevalt dra votta mandariinid
20, 18 ja 13.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 9. klass
I osa vastused
1. 2007. 6. (-5;3).
2. a=182, b =09. 7. 150°.
3. 80 punkti. 8. 5cmja 3cm.
4. 5. 9. 96.
5. 112. 10. 5.
Lahendused

1. Tuues lugejas sulgude ette iihise teguri 22°°, saame

92011 4 92010 , 92009 B 22009 (4424 1) _ 22009 — 92007
28 - 4-7 I

2. Ja4giga jagades saame 2011 =182-11+9,st a=182ja b =9.

3. Etnelja testi keskmine tulemus oli 75 punkti, siis sai Jiiri nende eest kokku
4 -75 = 300 punkti. Kui ta viienda testi eest saab maksimaalsed 100 punk-

ti, siis kogusumma on 300 + 100 = 400 punkti ja viie testi keskmine on

400 .
= = 80 punkti.

4. Viies vasakul pool murrud iihisele nimetajale ja tehes lahutamistehte, saa-

20-b* 1
b = =, st b* < 20. Voimalikud b viirtused on niisiis 1, 2, 3 ja 4.
a

Arvutades ndeme, et b = 1, b = 2 ja b = 3 korral on vasaku poole vééar-

me

19 8 11 1
tus vastavalt Tz ja 5’ mis ei esitu kujul —, kus a on naturaalarv. Kui
a
4 4

4 1
b = 4, siis saame vasaku poole védartuseks 15" 1- L kust a = 5.

5. Et g oleks naturaalarv, peab n jaguma 3-ga. Neljakohalisuse tingimusest

n 1
saame, et 3 = 1000 ja 3n < 10000, st 3000 < n < 3333 3 Selliseid 3-ga

. . 3333 - 3000
jaguvaid arve on — 3 +1=112.



6.

10.

Joonisel 8 on ndidatud ristkiiliku ja punkti K asukoht algul, parast esimest
pOoOramist ja pérast teist pooramist. Ndeme, et parast kaht péoramist on
punkti K koordinaadid (-5;3).

DH‘L lecl A | B
|p .C
KI/
B"l K K
A’;;‘ I
C C -
D" A=A 'B
Joonis 8

Viisnurga sisenurkade summa on (5 — 2) - 180° = 540°. Et iilesandes antud
viisnurga sisenurkade suurused on x, y, 50°, 360° — 60° = 300° ja 40°, siis
X+ y+50° +300° + 40° = 540°, kust x + y = 150°.

Olgu suurema ringjoone raadius r cm, siis vdiksema ringjoone raadius on
0,6 r cm. Trapetsi aluste pikkused on seega vastavalt 2r ja 1,2 r sentimeet-

rit ning kérgus r + 0,6 r = 1,6 r sentimeetrit. Trapetsi pindala jaoks ruut-

2r+1,2r
sentimeetrites saame vorduse - 1,6 r = 64 ehk (1,6 r)? = 64, kust

1,6 r = 8 ja r = 5. Suurema ringjoone raadius on niisiis 5cm ja vdiksemal
ringjoonel 0,6 - 5cm = 3 cm.

Kirjutame sona MATEMAATIKA iga tdhe alla voimaluste arvu selle tdhega
margitud tipu valikuks, kui eelnevatele tdhtedele vastavad tipud on juba
valitud.

M|A|T|E|[M|A|A|T|I|K]|A
2 4al2]1 13|21 ]1]1]1

Voimaluste koguarvuks on nende arvude korrutis, st 2-4-2-3 -2 = 96.

Mandariin number 7 puutub teisest kihist mandariine 13 ja 15, mis oma-
korda puutuvad kolmandast kihist mandariine 18 ja 19 ning need puutu-
vad neljanda kihi ainsat mandariini number 20. Seega on mandariini num-
ber 7 kittesaamiseks vaja eelnevalt dra votta mandariinid 20, 18, 19, 13
ja 15.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa lahendused

1. Vastus: a) vahim arv on 123469 ja suurim 236789; b) selliseid arve ei leidu.

Lahendus 1. Vaadeldavad arvud ei sisalda numbrit 5 ega ka numbirit 0, ku-
na tdisarv ei alga numbriga 0 ja arvu numbrid on jérjestatud kasvavas jir-
jekorras. Voimalikud kaheksa numbrit kasvavas jirjekorras on niisiis

1,2, 346,78, 9. ey

Paneme tdhele, et nende summa on 40, mis jagub 5-ga.

a) Et saada kuuekohaline iilesande tingimustele vastav arv, tuleb niisiis loe-
telust (1) vdlja jatta kaks numbrit, mille summa jagub 5-ga. Vdhima sellise
arvu saamiseks tuleb valida véljajdetavad numbrid nii, et loetelu alguses
jaaks voimalikult palju numbreid alles. Sellised numbrid on 7 ja 8 ning va-
him {ilesande tingimustele vastav kuuekohaline arv on seega 123469. Suu-
rima arvu saamiseks tuleb véljajietavad numbrid valida nii, et esimene val-
jajdetav number oleks voimalikult loetelu alguses. Sellised numbrid on 1
ja 4 ning suurim sobiv kuuekohaline arv on seega 236789.

b) Seitsmekohalise arvu saamiseks tuleks loetelust (1) vélja jédtta vaid iiks
number ning see viljajietav number peab jaguma 5-ga. Sellist numbrit aga
loetelus ei ole. Seega seitsmekohalist noutud omadustega arvu ei leidu.

Lahendus 2. Samuti nagu esimeses lahenduses paneme tdhele, et tingimu-
si (1) ja (2) rahuldav arv peab koosnema mingitest loetelus (1) esitatud
numbritest selles jarjekorras.

a) Vahim selline kuuekohaline arv on ilmselt 123467. Selle arvu numbrite
summa annab 5-ga jagamisel jadgi 3 — seega tuleb tingimuse (3) rahul-
damiseks suurendada tema kaht numbrit 1 vorra voi {iht numbrit 2 vorra
nii, et tingimused (1) ja (2) jadks tdidetuks. Vdhima niisuguse arvu saame
viimase numbri suurendamisel 2 vorra, st see arv on 123469.

Suurim selline kuuekohaline arv on 346789. Selle arvu numbrite summa
annab 5-ga jagamisel jadgi 2 — seega tuleb tingimuse (3) rahuldamiseks
vihendada tema kaht numbrit 1 vorra voi itht numbrit 2 vorra nii, et tin-
gimused (1) ja (2) jadks tdidetuks. Suurima niisuguse arvu saame kahe esi-
mese numbri vihendamisel 1 vorra, st see arv on 236789.

b) Sarnaselt esimese lahendusega veendume, et noutud omadustega seits-
mekohalisi arve ei leidu.



Joonis 9 Joonis 10

2. Vastus: 45°.

Lahendus 1. Ulesande tingimuste pohjal on kolmnurgad ADE ja BDF

180° - ZBAC 180° - ZABC
vordhaarsed, mistottu ZADE = — ja /BDF = ———

(vt joonist 9). Seega

/BAC+ ZABC _90° _
2 T2

/EDF =180° - ZADE — /BDF = 45°.

Lahendus 2. Olgu I kolmnurga ABC nurgapoolitajate 16ikepunkt. Kuna
|AE| = |AD|, siis kiir AI on risti 16iguga DE; samuti on kiir BI risti 16i-
guga DF. Olgu nende l6ikumispunktid vastavalt K ja L (vt joonist 10). Siis
DKIL on kodlnelinurk, sest tema kaks vastasnurka on tdisnurgad. Jarelikult

/EDF = /KDL =180° — /KIL = 180° — ZAIB =
. . /BAC /ABC
= 180° - (180° - - )=
2 2
_ ZBAC+ZABC _90° _ .
T2 T2 T

3. Vastus: I koht Eron, II Baron, III Caron, IV Aron, V Daron.

Kui Daroni avalduse esimene pool oleks tdene, st Baroni t66 oleks saanud
11T koha, siis oleks Baroni avalduse moélemad pooled véérad (sest kohad ja-
gamisele ei ldinud), mis on vastuolus iilesande tingimustega.

Seega on toene Daroni avalduse teine pool, st Aroni t66 sai IV koha. Caroni
avaldusest peab niitid olema tdene esimene pool, st tema t60 sai III koha.
Baroni avaldusest peab samuti olema tdene esimene pool, st tema t60 sai
IT koha. Lopuks ndeme, et Aroni avaldusest peab olema tdene teine pool,
st Daroni t66 jdi viimaseks ning I koha sai seega Eroni t606.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa lahendused

1.

Vastus: n =8 jam=9.
Vastavalt iilesande tingimustele maksis jadtis m + 2 vutti, Sokolaad 3m + 4
vutti ning karp klaaskomme 5m + 6 vutti. Kokku maksid Pipi ostud seega
9m + 12 vutti, mis on vordne 1 kurru, 2 nurru ja 3 vutiga, ehk nm +2m+3
vutiga. Saame vorrandi

IMm+12=nm+2m+3,

ehk nm —7m =9 ehk m(n —7) = 9. Vastavalt arvu 9 tegurdustele saame
kolm voimalust: m =9jan=8,vdi m=3jan=10,voi m=1jan=16.
Tingimust n < m rahuldab neist ainult esimene.

Joonis 11

1
. Vastus: 77 Z kraadi.

Ulesande tingimuste pohjal on kolmnurgad ACD, DCB, BAC ja CDE
vordhaarsed. Olgu /DCB = Z/DBC = a ja ZACD = ZADC = B (vt joo-
nist 11), siis

p=ZADC =180° - /BDC = /DCB + ZDBC = 2a .

Et kolmnurk BAC on vordhaarne, siis /BAC=/BCA, ehk 180°-2f=a+§,
180°

7
Kolmnurga CDE vordhaarsusest saame niiiid, et

kust 180° =3+ a =7a ja a =

180°—a 3 1
/CDE=-2_"%_ 2 180° = 77 = kraadi.
2 7 7

10



3. Vastus: a) 2; b) 34 ja 94.

Lahendus 1. a) Et arvude n ja n+ 2 korrutise iiheliste number oleks 4, pea-
vad arvude n ja n + 2 iiheliste numbrid olema kaks jdrjestikust paarisar-
vu, mille korrutis 10ppeb numbriga 4. Téepoolest — esitame arvu n kujul
10m + k, kus 0 < k <9, siis

(10m + k)(10m + k +2) =
= 100m? + 20mk + 20m + k(k + 2) =
100m? +20mk+ 1) + k(k +2) ,

nn+2)

st korrutise k(k+2) tiheliste number peab olema 4. Vaadates l4bi koik tihe-
kohalised paarisarvud k leiame, et ainus sobiv voimalus on k = 4. Siis aga

n(n+2) = 100m? + 20m -5 + 24 = 100(m? + m) + 24 .

Et arv 100(m2 + m) lopeb kahe nulliga, siis temast 24 vdrra suurem arv
1dpeb numbritega 24, st kiimneliste number on 2.

b) Bt arv n(n + 2) = 100(m?> + m) + 24 oleks neljakohaline, peab olema
976 < 100(m? + m) < 9976, ehk 9,76 < m? + m < 99,76, kust leiame, et
3 < m < 9. Védhim selline neljakohaline arv on niisiis 100-(3%2+3)+24=1224,
kui 72 = 10m + 4 = 34; suurim on 100 - (9% + 9) + 24 = 9024, kui n = 94.
Lahendus 2. a) Sarnaselt eelmise lahendusega leiame, et arvu n iiheliste
number peab olema 4. Esitame arvu n kujul 10m + 4, siis

(10m + 4)(10m + 6) = 100m? + 100m + 24 =
= 100(m? + m) + 24,

nn+2)

st arvu n(n + 2) kiimneliste number on 2.

b) Et 24 - 26 = 624 < 1000 ja 34 - 36 = 1224 > 1000, siis vdhima nelja-
kohalise korrutise saame juhul, kui n = 34. Et 94 - 96 = 9024 < 10000 ja
104 - 106 = 11024 > 10000, siis suurima neljakohalise korrutise saame ju-
hul, kui n = 94.

Lahendus 3. a) Paneme tihele, et n-(n+2) = (n+1)%> - 1. Seega arv (n+ 1)?
16peb numbriga 5, mistdttu ka arv n + 1 16peb numbriga 5 ja arv n numb-
riga 4.

Sarnaselt eelmise lahendusega esitame niiiid tegurid kujul n = 10m + 4 ja
n+2 = 10m + 6 ning saame, et arvu n(n + 2) kiimneliste number on 2.

b) Arvud n, mille korral n(n+2) on vdhim ja suurim voimalik neljakohaline
arv, lelame samuti nagu eelmistes lahendustes.

11



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa lahendused

1. Vastus: 808, 838, 868 voi 898.
Tingimusest, et arv n — 3 jagub 5-ga, saame, et arvu n viimane number
on 3 voi 8. Et arv n ise jagub 2-ga, siis saab tema viimane number olla
ainult 8, ning kuna numbrite jirjekorra {imberp6dramisel saame samade
omadustega arvu, siis peab ka esimene number olema 8. Niisiis on arv n
kujul 8a8. Et arv n + 2 peab jaguma 3-ga, siis arvu 7 ristsumma annab
3-ga jagamisel jadgi 1, st keskmine number a saab olla 0, 3, 6 voi 9.

D C

Joonis 12

2. Vastus: 7cm.
Olgu K roopkiiliku ABCD diagonaalide 16ikepunkt (vt joonist 12). Et rd6p-
kiiliku diagonaalid poolitavad teineteise, siis AK ja CK on vastavalt kolm-
nurkade ABD ja CBD mediaanid, st punktid M ja N asuvad diagonaa-
lii AC. Et mediaanide ldikepunkt jaotab iga mediaani suhtes 2 : 1, siis
|AK| = 3|MK] ja |CK| = 3|NK]|. Seega

|AC| = |AK| + |CK| = 3(|]MK] + |[NK|) = 3|MN]|,

AC
ehk |MN| = % =7cm

1
3. Vastus: —.
12

2+ 2z 1
Paneme tihele, et 2 * z = 1 = 3 mistahes z # —2 korral. Muuhulgas

z
kehtib see ka z = 3% (4% (5% (6% (7%(8%9))))) korral, sest mistahes positiivsete
x ja y korral on ka x * y positiivne, mistottu 3 (4 * (5 (6 * (7 * (8%9))))) > 0.

12



1
Niisiis 2 * (3 % (4 % (5 % (6 * (7 * (8 ¥ 9)))))) = 3 ning jadb iile leida aval-

1
, 1 - O

dise 0 = (l * —) véddrtus. Arvutades ndeme, et 1 * - = ——— = — ja

2 2 1 3

1-=+4
2
0+l

3 1

0*x —= 13 _E.
3 0-=-+4

. Jaotame koik vaadeldavad arvud peale 1 ja 52 paaridesse jargmisel viisil:
(4;100), (7;97), (10;94), ..., (49;55). Siis igas paaris on arvude summa 104.
Kuna valitud 20 arvu seas on vdhemalt 18 sellist, mis ei ole 1 ega 52, kuid
paare on ainult 16, siis leidub paar, mille mélemad arvud on valitud. Nen-
de valitud arvude summa ongi 104.

13



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: 10% vorra.

Olgu Juku kahtede ja viite arv eelmisel veerandil vastavalt K ja V ning uuel
veerandil viite arv V' ja vajalikul mééral vihenenud kahtede arv K'. Ules-
ande tingimustest saame, et V=0,6 K, V'=0,8K ja V' =V +0,2V =12V,
Siit leiame, et

, V' 12V 12-06K
08 08 08

=09K=K-01K.
Seega peab Juku kahtede arvu uuel veerandil vihendama 10% vorra.
b
2. Vastus: —.
a

a b
Lahendus 1. Et a > b, siis 7 > 1ja p < 1 ning vorreldavad positiivsed

. a a-b . b a-b
erinevused arvust 1 on vastavalt 3 1= b jal—-—= . Et nende
a a
murdude lugejad on vordsed ja teise murru nimetaja on suurem, siis teine

b a b a
murd ise on vdiksem, st 1 — — < 7 1, ehk — erineb arvust 1 vdhem kui —
a a

Lahendus 2. Kasutades aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelist vor-

ratust, saame
\/ =V1=1,

b
kus vorratus on range seetottu, et — ;é —. Niisiis arvude — ja — aritmeeti-

b
a

wl&

line keskmine on 1-st suurem — jérelikult 1 on ldhemal neist kahest véik-

semale ehk arvule Z.

3. Vastus:b) ei.
a) Olgu jagatis g ja jadk samuti q, siis n = gm + q = q(m + 1). Jarelikult n
jagub arvuga m + 1.
b) Kui néditeks n = 4 ja m = 1, siis n jagub arvuga m + 1, kuid jagatis
ja jadk n jagamisel m-ga on vastavalt 4 ja 0, mis pole vordsed. Jarelikult
poordviide ei kehti.
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4. Vastus: 21 — 3V/3.
Olgu esimese ringjoone keskpunkt O ja sellel voetud punktid (iilejaidnud
ringjoonte keskpunktid) A, B, C, D, E ja F (vt joonist 13).
,Lilledis“ moodustub 12 vordsest segmendist, millest tiks on joonisel 13
varvitud tumedaks. Selle segmendi pindala avaldub keskpunktiga B ring-
joone 60° sektori pindala ja vordkiilgse kolmnurga BAO pindala vahena.

1
Sektori pindala on §; = e 12 = g ning kolmnurga BAO pindala on

1 3 3
Sy = > -1- % = % Kogu , lilledie“ pindala on niisiis

S:12(81—52):12-(%—\?):27[—3\/5.

Joonis 13

5. Lahendus 1. Et y — /Xy = \/y - (/¥ — VX) on iilesande tingimuse kohaselt
ratsionaalarv, siis (y — M)Z =y-Gy- vx)? on samuti ratsionaalarv.
Samas on ratsionaalarvud ka 2(y — /xy) ja (x — /X)) = (y = /X)) =x -y
ning seegakaarv (x —y) +2(y — /X)) = x+y - 2/xy = (Vx - \/?)2.

YT = Vx)?

Wx = y3)?

x = (x—y)+y,siis on ka x ja y ratsionaalarvud.

Lahendus 2. Tihistame x—/Xy=p ja y—/Xy = q, siis p> = x* + xy—2x/Xy

P
pP+q

Et y = (siin nimetaja on nullist erinev, sest x # y) ning

ja qz = y2 +xy—-2yy/xXyning p+q=x+y-2/xy.Seega x = ja

2

y=__—_on ratsionaalarvud. (Siin nimetaja ei ole 0, sest x # y ja seega
p

(V¥ - VX% #0, ehk x + y # 2\/x7.)
Méirkus. Vdide ilmselt ei kehti, kui x = y, sest siis on ka irratsionaalarvulise
x korral x — /xy = y — /xy = 0, st ratsionaalarvud.
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6. Kui iga vdrviga oleks vdrvitud maksimaalselt kaks kuubi tippu, saaks kokku
olla vérvitud kuni 3-2 = 6 tippu, kuid kuubil on 8 tippu. Seega leidub mingi
varv — litleme, et must — millega on vérvitud vidhemalt kolm kuubi tippu.

Joonis 14

Vaatleme kuubi kaht vastastahku (olgu need kuubi esimene ja tagumine
tahk joonisel 14): need kokku hélmavad kuubi kéik tipud. Kuna kuubil lei-
dub kolm musta tippu, siis vahemalt {ihel neist kahest tahust peab olema
kaks musta tippu — {ildisust kitsendamata olgu see kuubi esimene tahk.
Vastavalt virvimise tingimusele on need kaks musta tippu selle tahu iihe
diagonaali otspunktid. Sama tingimuse jérgi ei saa iihel tahul olla iile kahe
tiht vérvi tipu, st kolmas must tipp peab kuuluma tagumisele tahule, kus-
juures ta ei saa olla servaga ithendatud esimese tahu kummagi musta ti-
puga. Seega moodustavad kolm musta tippu kolmnurga, mille iga kiilg on
kuubi mingi tahu diagonaal ja mis jarelikult on vordkiilgne.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: x = —1 voi x = —3.
Vaatleme kahte juhtu olenevalt x + 1 maérgist.
Kui x = -1,siis x+1=0,st|x+1]=x+1 ning

0=x+1)2—|x+1+x+1=(x+1)72,
kust x = —1.
Kui x < -1,siis x+1<0,st|x+1] =—(x+1) ning
O=(x+12—|x+1+x+1=x+1%+2(x+1) = (x+D(x+3).
Et vastavalt tehtud eeldusele x + 1 # 0, siis peab olema x + 3 = 0, kust
x = -3.
2. Vastus: 30°, 150°, 210° ja 330°.

Lahendus 1. Et sin2a = 2sina cosa ja cos2a = cos® a — sin? a, siis antud
vordusest saame, et

sina cosa 1

cos2a sin2a 2sina’

ehk

2 2

2sin® @ = cos2a = cos® a —sin a .

Kasutades seost cos> @ = 1 — sin® @ saame siit, et 2sin?a = 1 - 2sin® a,

1
ehk 4sin® a = 1, kust sina = iz. Antud vahemikus on sellised nurgad 30°

1 1
ja 150°, mille siinus on X ning 210° ja 330°, mille siinus on —5- Kontroll
nditab, et kdik need nurgad ka sobivad.

Lahendus 2. Nurgad, mis on 45° kordsed, ei sobi, sest nende korral on

cos2a = 0 voi sin2a = 0. Ulejddnud nurkade korral on antud vordus

. 5 sina cos2a 5
samavédrne vordusega = — ehk vordusega tana = cot2a. Et
cosa sin2a

cot x = tan(90° — x), siis algne vordus on samaviirne vordusega

tan a = tan(90° - 2a) .

Siit @ = 90° — 2a + n - 180° ehk 3a = n-180° + 90° ehk a = n-60° + 30°.
Kuin=0,1, 2, 3, 4, 5, siis a on vastavalt 30°, 90°, 150°, 210°, 270° ja 330°.
Neist vadrtustest 90° ja 270° ei sobi, kuna on 45° kordsed.
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3. Vastus: ei.

Lahendus 1. Tegurdades saame

X0 —5x3 +4x = x'(x4—5x2+4)=x'(x2—1)(x2—4)=
x-2)-x-1D-x-(x+1-(x+2).

Mistahes viie jdrjestikuse tdisarvu korrutis jagub alati 8-ga, sest nende
viie arvu seas on vdhemalt kaks paarisarvu, millest iiks jagub 4-ga. Arv
987654321-100 = 98765432100 aga 8-ga ei jagu, sest selle kolmest viimasest
numbrist moodustuv arv 100 ei jagu 8-ga.

Lahendus 2. Vottes r =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 ndeme, et arv P —5r3+4r jagub
koigil juhtudel 8-ga. Olgu niitid x = 8 + r, kus g on mingi tdisarv ja r on
iiks eespool loetletud jadkidest, siis X =51 +4x = 8Q + o -5+ 4r, kus
Q on samuti mingi tdisarv. Seega arv x° — 5x° + 4x jagub 8-ga iga tdisar-
vu x korral. Teisalt aga veendume samuti nagu esimeses lahenduses, et arv
987654321 - 100 ei jagu 8-ga.

Lahendus 3. Tahistame f(x) = x° —5x°+4x, siis voime antud vérduse kirju-
tada kujul f(x) = 98765432100. Samuti nagu esimeses lahenduses néitame,
et

fO=xx-2)-x-1 -x-(x+1-(x+2). 2)

Kuna mistahes viiest jérjestikusest tdisarvust tdpselt iiks jagub 5-ga, aga
nende korrutis peab jaguma 25-ga, siis peab iiks neist arvudest jaguma
25-ga. Kui see 25-ga jaguv arv on 150 voi vdiksem, siis x on maksimaal-
selt 152, ning f(152) < 98765432100. Kui aga see 25-ga jaguv arv on 175
vOi suurem, siis x on minimaalselt 173, ning f(173) > 98765432100. Aval-
disest (2) ndeme, et funktsioon f(x) on kasvav, kui x < —2 vo6i x = 2, ning
f(=2) = f(-1) = f(0) = f(1) = f(2) = 0. Koos eespool tdestatuga ta-
hendab see, et vordus f(x) = 98765432100 voiks kehtida ainult siis, kui
152 < x < 173 — kuid sellesse vahemikku kuuluvate tdisarvude x korral
f(x) eijagu 25-ga.

4. Lahendus 1. Olgu iilesandes antud ringjoone raadius r, keskpunkt P ning
puutepunktid kolmnurga kiilgedega AC ja BC vastavalt D ja E (vt joo-
nist 15). Siis |PD| = |PE| =r.

Et puutepunktist tommatud ringjoone raadius on puutujaga risti, siis PD
ja PE on vastavalt kolmnurkade PAC ja PBC tipust P tdommatud koérgu-
sed. Jarelikult nende kolmnurkade pindalad on

Spac = 1-|AC|-|PD|=@~I‘,
2 2

Spsc = ~ -1l 1pE = BEL,
2 2

18



Joonis 15

Kokkuvottes
|AC| + |BC| .

SaBc = Spac + Sppc = 5

Lahendus 2. Kasutame samu tdhistusi nagu lahenduses 1 ning olgu lisaks i
kolmnurga ABC tipust C tdmmatud kérgus (vt joonist 15). Paneme tédhe-
le, et 16ik CP on kolmnurga ABC nurgapoolitaja, sest punkt P on vordsel
kaugusel r kolmnurga kiilgedest AC ja BC. Nurgapoolitaja omaduse poh-
jal saame, et |AP| = k- |AC| ja |BP| = k - |BC|, kus k on mingi reaalarv.
Kolmnurga ABC pindala avaldub niiiid kujul

S

_[ABI-h _|API+|BP|  _ |AC|+|BC|

kh.
2 2 2

Ulesande viite tdestamiseks piisab niidata, et kh=r, ehk |AP|-h=|AC|-r.
See vordus kehtib, sest selle molemad pooled on vordsed kolmnurga APC
kahekordse pindalaga.

. Toestame antud vorratusega samavairse vorratuse

1 1 2 4 8
a-1 1+a 1+a®> 1+a* 1+ad

>0.

Toepoolest,

1 1 2 4 8

a-1 1+a 1+a@ 1+d 1+a®
2 2 4 8
a2-1 1+a® 1+a* 1+ad
4 4 O
-1 l1+a* 1+a®

8 8

a-1 1+a®
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sest a > 1.

. Vastus: 3.

Kuna mistahes neljast pliiatsist on vdhemalt kaks {ihte varvi, siis saab Mar-
jel olla tilimalt kolme vérvi pliiatseid (muidu saaksime valida neli pliiatsit,
mis on igatiks erinevat vérvi). Kuna mistahes viie pliiatsi hulgas on tilimalt
kolm tihte virvi, siis mistahes {ihte varvi pliiatseid saab tal olla iilimalt 3. Et
Marjel on 9 pliiatsit, siis peab tal olema tépselt kolme vérvi pliiatseid ning

igaiiht neist tépselt 3.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: —160.

Olgu vaadeldav aritmeetiline jada a, ay, ..., a,, ... vahega d ning tdhista-
gu S, jada n esimese liikme summat, siis
a) + ay

a,=a +(n-1d, Sn:T-n,

kust n esimese liikme aritmeetiliseks keskmiseks A, leiame

Sy, a+a, 2a+nm-1)d
Al’l = — = = .
n 2 2

Vastavalt {ilesande tingimustele a;; = 20 ja Ayp = 11. Saame a; ja d leid-
miseks vorrandisiisteemi

2-11

20

2a; + 19d
a) + 10d

Lahutades esimesest vorrandist kaks korda teise, saame —d =22 —-40=-18,
ehk d = 18. Teisest vorrandist leiame niitid, et a; = 20 — 10- 18 = —160.

2. Vastus: a = 2; 16ikepunktid on (-2; -2) ja (2;6).
Funktsiooni f(x) = x> + ax — 2 tuletis on f’(x) = 2x + a. Nende graafikute
Ioikepunktide x-koordinaadid saame niisiis vorrandist X+ax—2=2x+a,

ehk
P+@-2)x—-2+a)=0. 3)

Et need loikepunktid asuvad erineval pool y-telge ja sellest vordsel kau-
gusel, peab nende x-koordinaatide (st vorrandi (3) lahendite) summa ole-
ma 0. Viete'i valemite pohjal tdhendab see, et a — 2 = 0, ehk a = 2. Vor-

rand (3) omandab niiiid kuju x* — 4 = 0 ning selle lahendid on x; = —2
ja x, = 2. Asendades need tuletise graafiku vorrandisse y = 2x + a, saa-
me vastavalt y; = —2 ja y» = 6. Otsitavad l6ikepunktid on niisiis (—2; -2)
ja (2;6).

3. Vastus: koik reaalarvud x, kus 6 < x < 14.
Tahistame y = vx — 5, siis x = y* + 5 ja vorrand teiseneb kujule

\/y2+1—2y+\/y2+9—6y=2
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ehk \/(y — 12+ \/(y = 3)2 =2 ehk [y — 1| + |y 3| = 2.

Vaatleme kolme juhtu. Kui 1 < y < 3, siis |[y—1[+|y-3| = (y—-1D)+@B-y) =2,
st mistahes selline arv y rahuldab vorrandit. Kui aga y < 1, siis saame
ly=1+ly-3l=0-y»+B-y)=4-2y>4—-2-1=2,ning kui y > 3, siis
ly=1l+]ly-3l=(y-D+y-3)=2y—-4>2-3-4=2,stsellised arvud y
vorrandit ei rahulda.

Arvestades niiiid seost x = y* + 5, leiame, et kui 1 < y < 3, siis 6 < x < 14.
. Lahendus 1. Olgu kaatetite pikkused a ja b, nende projektsioonide pikku-
sed vastavalt f ja g ning hiipotenuusi pikkus ¢ = f + g (vt joonist 16).

Siis Eukleidese teoreemist saame, et a’ =c f, ehk a = /cf. Aritmeetili-
se ja geomeetrilise keskmise vahelise vorratuse pohjal jareldub sellest, et

c+ + c-
a< (vorratus on range, sest ¢ # f). Kuid Tf = Tf + f, mistdttu
c—
a—-f< 5 ! = g, mida oligi tarvis toestada.
C
A S P : B
Joonis 16 Joonis 17

Lahendus 2. Olgu vaadeldav kolmnurk ABC tdisnurgaga tipu C juures. Ol-
gu P tipu C projektsioon hiipotenuusile ning S selline punkt hiipotenuu-

180° — ZABC /ABC
sil, et |BS|=|BC| (vt joonist 17). Siis /BCS= ————— =90° —

2 2
ZABC ZACP
> = . Seega kiir CS on nurga ACP poolita-

AS AC
ja. Nurgapoolitaja omadusest saame, et ﬁ = ﬁ > 1, ehk |AS| > |SP|,

1
kust |[BC| - |BP| = |BS| — |BP| = |SP| < > |AP].

Lahendus 3. Olgu kolmnurga kaatetid pikkusega a ja b ning nende vastas-
nurgad suurusega « ja § (vt joonist 16). Ulesande viite toestamiseks on
vaja ndidata, et

)

mistottu LACS =

1
a—acosf< Ebcosa.

Kuna cos f = sina ja a = btan a, siis on see samavdirne vorratusega

. 1
tana —tanasina < ECOSCI.

22



Korrutades selle vorratuse pooled positiivse suurusega 2 cos &, saame sa-
mavdidarse vorratuse
2sina — 2sin® a < cos® a ,

mis omakorda on samavéddrne vorratusega

1-2sina+sin®a >0.

See vorratus kehtib, sest tema vasak pool on (1 — sin @) ning sina < 1.

. Vastus: ainus selline kolmik on (2; 1; 1).

Viies vorrandi vasakul pool murrud iihisele nimetajale ja liites, saame

(x+y)? -2+ -(x-y° _xyz
x+z-Px+y+2 2
ehk
axy = Xyz
X+z-Px+y+2 2

Jagades selle vorrandi pooled 1dbi positiivse suurusega 4xy, saame

1 =z
(x+z-)(x+y+2z) 8

)

ehk
z-(x+z-y)-(x+y+2)=8.

Paneme tihele, et kuna y on positiivne, siis x + z — y < x + y + z. Lisaks
ndeme, et (x + y + z2) — (x + 2 — y) = 2y on paarisary, st tegurid x + z — y
ja x + y + z peavad olema sama paarsusega, mis ainsa voimalusena annab
X+z—-—y=2jax+y+z=4. Niisiis z=1ning2y=4-2=2,kust y = 1.
Lopuks saame vordusest x + y+z=4,et x=4-1-1=2.

. Vastus: ei.

Olgu ruuduline paber, kust Juku kujundid vélja 16ikab, varvitud malekorras
mustaks ja valgeks. Jooniselt 18, kus on kujutatud koéik voimalikud tetro-
minokujundid, on nidha, et tdpselt iiks neist sisaldab musti ja valgeid ruute
erineval arvul. Seega, kui Juku moodustab ristkiiliku, kasutades selleks iga
kujundit tiks kord, siis on selles ristkiilikus musti ja valgeid ruute erineval
arvul.

g e

Joonis 18
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Teisalt aga sisaldab iga kujund 4 ruutu, mistdttu peab neist moodustatud
ristkiilik sisaldama paarisarvu ruute. See on voimalik ainult siis, kui vdhe-
malt iihel ristkiiliku kiiljel on paarisarv ruute. Siis aga sisaldab iga selle kiil-
je sihis olev ruudurida musti ja valgeid ruute vordsel arvul ning jarelikult
on ka ristkiilikus kokku musti ja valgeid ruute vordne arv. Saadud vastu-
olu néitab, et koigist tetrominokujunditest ristkiiliku moodustamine ei ole
voimalik.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor Hindamisjuhised

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise {ildised pohimdtted ning seejérel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipabe-
rilt viidatud). To6 mustandi arvestamine voi mittearvestamine tilesande
lahenduse hulka on hindaja otsustada (vdi piirkonna hindamiskomisjoni
iihine otsus koigi tilesannete suhtes), kuid see peab toimuma kéigis toodes
tithtmoodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejaanud
iilesannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mille
eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi tiks punkt (st vastavaid punkte
tihe kiisimuse piires ei tule liita). Testililesannete lahendusi opilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad iilesannete lehel vastavale punktiirile voi iilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste iilesannete kohta tuleb esitada tédielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust modda osadeks (etappideks) ning ndidatud lahen-
duse iga osa eest antav punktide arv (st iihe {ilesande eest antava punkti-
summa saamiseks fuleb lahenduse erinevate osade eest antud punktid lii-
ta).

3. Ziirii lahendustes ja kiesolevates hindamisjuhistes on iilesannete arvulised
vastused esitatud enamasti ainult iihel, lihtsaimal v6i kdige tdendolisemalt
esineval kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sa-
ma vastuse teised moistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna,
segaarvuna, kiimnendmurruna, sonadega vilja kirjutatuna —, seejuures ka
osana pikemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisdbnaga voi koos selgituste-
ga) antud vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest iild-
reeglist, on eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.
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Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud tihikutes avaldub. Niiteks kiisimusele ,Kui suur pindala ...?2“
saab Gige vastus olla , 120 cm?“, kuid mitte ,120* (kui iilesande tekstis pole
kasutatud iihikuta pikkusi/pindalasid). Seejuures on vastused , 120 cm?“ ja
,1,2 dm?“ samaviirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui tilesandes on kiisi-
tud kindlate {ihikute arvu. Nditeks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...2“
antud vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel
nagu kiisimusele ,Mitu karu ...?“ antud vastused , 3 ja ,3 karu“ (vastus
koos liigisonaga). Niisuguse kiisimuse vastuseks on arv ning tihikul voi lii-
gisonal on vaid puhtkeeleline roll. Kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ... 2“

antud vastused , 120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole samaviirsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult
ithe sellise skeemi jdrgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem
punkte).

. Enamiku iilesannete korral (v.a testid ja toestusiilesanded) on hindamisju-
histe 10pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult 6ige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus vo0i dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste to6des ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on oOpilasel lahendatud, kasutades lahen-
duse tiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punk-
tide jaotust meie pakutud hindamisskeemides.

. Millise tahes tdieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal
juhul anda maksimumpunktid, séltumata selle lahenduse pikkusest voi
otstarbekusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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I osa hindamisjuhised

—
o

Antud 6ige vastus 99:

N
o

Antud 6ige vastus 200:

Antud 6Gige vastus 6:

oW
o

o

Antud 6Gige vastus 6:

($,]
o

Antud 6ige vastus 45:

o
o

Antud oGige vastus (6;4):

7. klass

2p
2p
2p
2p
2p
2p

Kui vastuses on kas voi iiks koordinaat vale, siis anda 0 punkti (sh ka vahe-

tatud koordinaatidega vastuse (4;6) korral).

Kui vastus on antud sonaliselt ja koordinaatide nimed puuduvad, siis luge-
da vastuses esimene arv x-koordinaadiks ja teine y-koordinaadiks. Nii néi-
teks vastuse ,,6 ja 4“ eest anda 2 punkti, vastuse ,4 ja 6“ eest aga 0 punkti.

N
o

Antud 6ige vastus 45°:
o Antud vastuseks arv 45 ilma kraadimaérgita:

®
o

Antud 6ige vastus 9 dm?:
o Antud vastuseks arv 9 ilma iihikuta voi vale tihikuga:

9. o Antud odige vastus 2 tundi 45 minutit:

3
o Antud vastuseks arv ZZ ilma tithikuta voi vale tihikuga:

2p
Ip

2p
Ip

2p
Ip

Ajavahemikuna tolgendataval kujul antud vastuse eest (nt ,,2:45“ voi ,,2.45%)

anda 2 punkti.

10. o Antud Gige vastus 7:
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—
o

Antud 6ige vastus 2009:

N
o

Antud 6Gige vastus 5:

w
o

. 3
Antud oige vastus P

4. o Antud vastuseks neli diget arvu 1, 2, 3 ja 6:
o Antud vastuseks kolm o6iget arvu (iiks puudu):
o Antud vastuseks neli diget arvu ning veel {iks vale arv:

(&, ]
[e]

Antud o6ige vastus 150:

6. o Antud odige vastus (4; —4):

8. klass

2p
2p

2p

2p
Ip
Ip

2p
2p

Kui vastuses on kas voi iiks koordinaat vale, siis anda 0 punkti (sh ka vahe-

tatud koordinaatidega vastuse (—4;4) korral).

Kui vastus on antud sonaliselt ja koordinaatide nimed puuduvad, siis lu-
geda vastuses esimene arv x-koordinaadiks ja teine y-koordinaadiks. Nii
néiteks vastuse ,4 ja —4“ eest anda 2 punkti, vastuse ,,—4 ja 4“ eest aga

0 punkti.

N
o

Antud 6ige vastus 130°:
o Antud vastuseks arv 130 ilma kraadimargita:

8. o Antud o6ige vastus 3:

©
o

Antud o6ige vastus 50:

10.

[e]

Antud o6ige vastus 3:
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1.
2.

@

10.

oW

(e}

(e}

(e}

Antud 6ige vastus 2007:

Antud o6ige vastus a = 182, b = 9:
Antud vastus, kus iiks arvudest on 6ige, teine vale voi puudu:

2p

2p
Ip

Vastuse a =9, b = 182 eest (kus arvud on vahetuses ja seega kumbki neist
ei ole dige) anda 0 punkti.

o

o

o

o

Antud 6ige vastus ,,80 punkti“ (voi arv 80):
Antud o6ige vastus 5:
Antud o6ige vastus 112:

Antud o6ige vastus (—5;3):

2p
2p
2p
2p

Kui vastuses on kas voi iiks koordinaat vale, siis anda 0 punkti (sh ka vahe-
tatud koordinaatidega vastuse (3; —5) korral).

Kui vastus on antud sonaliselt ja koordinaatide nimed puuduvad, siis lu-
geda vastuses esimene arv x-koordinaadiks ja teine y-koordinaadiks. Nii
néiteks vastuse ,—5 ja 3“ eest anda 2 punkti, vastuse , 3 ja —5“ eest aga
0 punkti.

o

o

Antud 6ige vastus 150°:
Antud vastuseks arv 150 ilma kraadimargita:

Antud vastuseks 6iged raadiused 5cm ja 3 cm iikskdik kummas
jarjekorras:
Antud vastuseks arvud 5 ja 3 ilma iihikuta v6i vale tihikuga:

Antud vastus, kus iiks raadiustest on 6ige (ja koos dige iihiku-
ga), teine vale voi puudu:

Antud o6ige vastus 96:

Antud o6ige vastus 5:
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1.

Kuna siin voib arutleda mitmetel viisidel — nii numbrite kogusumma kau-
du (nagu Ziirii lahenduses 1) voi variantide ldbivaatamise teel (nagu Ziirii
lahenduses 2), siis anname siin ainult {ildised juhised.

o Koos pohjendusega leitud mélemad diged kuuekohalised ar-

vud: 4p

o Pohjendatud, et otsitavaid seitsmekohalisi arve ei leidu: 3p
Kui a)-osas on leitud koos péhjendusega ainult iiks arvudest, siis anda selle
osa eest 2 punkti.
Ainult a)-osa dige vastuse eest (mdlemad 6iged arvud) ilma selgitusteta an-
da 2 punkti, iihe dige arvu eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Ulesande
b)-osa dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.

Lahendus vordhaarsuste kaudu.

o Avaldatud nurgad ZADE ja ZBDF kolmnurga ABC nurkade
kaudu: 4p
o Leitud otsitav nurk ZEDF: 3p

Kui on avaldatud ainult tiks nurkadest ZADE ja ZBDF, siis anda selle osa
eest 2 punkti.

Lahendus koolnelinurga kaudu.
o Joonestatud nurgapoolitajad nurkadele CAB ja ABC ning mir-

gitud nende 16ikepunkt I: 1p
o Pandud tédhele, et DKIL on kdolnelinurk: 3p
o Koolnelinurga omaduse kaudu leitud otsitav nurk ZEDF: 3p

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

o Oletatud, et mingi avalduse iiks pooltest (mis tegelikult peab

olema vddr) on tdene ning saadud sellest vastuolu: 3p
o Tehtud jéreldus, et toene pidi olema selle avalduse teine pool: 1p
o Sellest lIdhtudes lahendus lopule viidud: 3p

Ainult 6ige vastuse eest (koigi viie arhitekti 6iged kohad) ilma selgitusteta
anda 2 punkti. Kui kasvoi {ihe arhitekti koht on vale, siis anda 0 punkti.

Kui iilesannet on tolgendatud nii, et kohti voib ka jagada (ning seega saa-
dud mitu vastust), siis anda 0 punkti.
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1.

3.

o Teisendatud ostetud kaupade hinnad ja makstud raha vutti-

deks: 2p
o Koostatud dige vorrand: 1p
o Teisendatud vorrand kujule, mis véimaldab kasutada arvu 9 te-

gurdust (nt m(n —7) =9): 2p
o Leitud vorrandi kolm lahendit: 1p
o Vilistatud mittesobivad variandid tingimuse n < m abil: 1p

Téieliku oige vastuse eest (molemad arvud m ja n) ilma selgitusteta anda
2 punkti. Kui vastuses on iiks arvudest dige, teine aga vale vdi puudu, siis
anda 1 punkt.

o Niidatud, et ZACD = 2/DBC (kasutades kolmnurkade ACD

ja DCB vordhaarsust): 3p
180°
o Naiidatud, et Z/DCE = (kasutades kolmnurga BAC vord-
haarsust): 2p
o Leitud loppvastus (kasutades kolmnurga CDE vordhaarsust): 2p

Kui on ainult tdhele pandud kéigi nelja kolmnurga ACD, DCB, BAC ja
CDE vordhaarsus, kuid kasulikke jireldusi sellest tehtud ei ole, siis anda 2
punkti. Kui on tdhele pandud ainult mingi kolme kolmnurga vérdhaarsus,
siis anda 1 punkt.

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

o a)-osa: 4p
Sealhulgas:
e Sonastatud dige idee, mis vdoimaldab leida arvu n iihelis-
te numbri (nt see, et arvude n ja n + 2 iheliste numbrid
on kaks jérjestikust paarisarvu, mille korrutis 16peb numb-

riga 4, vOi see, etn-(n+2)=mn+1>%-1): 1p
 Leitud sellest lahtudes arvu n tiheliste number 4: 1p
e Esitatud korrutis n(n + 2) kujul, mis voimaldab leida selle

kiimneliste numbri (nt (10m + 4)(10m + 6)): 1p
e Leitud korrutise n(n + 2) kiitmneliste number: 1p
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o b)-osa: 3p
Sealhulgas:

* Leitud otsitavad arvud n: 2p

e Pohjendatud, miks just need arvud n annavad vdhima ja
suurima neljakohalise korrutise n(n + 2): 1p
Kui a)-osas on arvu n iiheliste numbri 4 leidmise jarel vaadeldud ainult
erijuhte 4 - 6, 14 - 16, 24 - 26 jne ning tehtud sellest jareldus kiimneliste
numbri kohta, siis anda a)-osa skeemi kahe viimase rea eest kokku 1 punkt.
Ainult mélema osa dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti. Kui

ilma selgitusteta on antud ainult iihe osa dige vastus, siis selle eest anda 1
punkt.
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1. o Leitud, et arvu n viimane number on 3 v6i 8 (5-ga jaguvusest): 2p
o Leitud, et arvu n viimane number on 8 (2-ga jaguvusest): 1p
o Leitud, et arvu n esimene number on samuti 8: 1p

o Pandud tdhele, et arvu n numbrite summa peab 3-ga jagades
andma jaagi 1: 2p
o Leitud koik sobivad arvud: 1p

Taieliku 6ige vastuse eest (koik 3 arvu) ilma selgitusteta anda 1 punkt.

2. o Pohjendatud, et AK ja CK on kolmnurkade ABD ja CBD me-

diaanid: 2p
o Mediaanide loikepunkti omadusest jareldatud, et |AK| = 3| MK]|

ja |CK| = 3|NK]: 2p
o Leitud 16igu M N pikkus: 3p

Kui vastuses tihik puudub v6i on vale, siis anda 1 punkt vihem.

Ainult 6ige vastuse eest (koos dige iihikuga) ilma selgitusteta anda 1 punkt.

1
3. o Tahele pandud, et 2 * z = 3 lahendamise kdigus tekkiva arvu

z=3xA*xBx6*(7*(8%9) # -2 korral: 5p
Sealhulgas:

e Mirgatud omadust 2 * z = %: 4p

e Margatud, et 3 * (4 * (5% (6 * (7 * (8 % 9))))) # —2: 1p

o Leitud avaldise 0 * (1 * %) vadrtus: 2p

1

Kuigi 2 * z = — kehtib mistahes z # —2 korral, pole lahenduses tingimata
vaja seda koigi arvude z jaoks ndidata, vaid piisab tdhele panna, et see keh-
tib (tdielikult voi osaliselt vdljaarvutatud) arvu z = 3 (4 (5% (6% (7 (8%9)))))
jaoks.

Kui lahendaja on piitidnud arvu z = 3 = (4 * (5 * (6 * (7 = (8 * 9))))) vil-
ja arvutada ja saanud arvutusvigade tottu vale tulemuse (dige tulemus on

1

z = ———), ning siis leidnud selle vale z véartuse jaoks, et 2 * z = —, il-

11281
ma pdhjendamata, et see kehtib mistahes z # —2 korral, siis anda selle osa
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4.

eest ette ndhtud 5 punktist 3 punkti. Kui aga lahenduses on pohjendatud,
1

et vordus 2 * z = — kehtib mistahes z # —2 korral, siis anda selle osa eest

5 punkti sdltumata z tegeliku vadrtuse leidmisel tehtud vigadest.

Kui lahenduses on tehtud Gigesti vihemalt iiks *-tehe (nditeks leitud 8 * 9
vms), aga 2 * z arvutamiseni pole joutud, anda 1 punkt.

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

o Jaotatud koik vaadeldavad arvud peale 1 ja 52 paaridesse, kus

igas paaris on arvude summa 104: 3p
o Leitud, et paare on 16 ning valitud arvude seas on vihemalt 18

sellist, mis ei ole 1 ega 52: 2p
o Lahendus ldpule viidud (rakendades Dirichlet’ printsiipi): 2p
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1. o Avaldatud V = 0,6K: 1p

o Avaldatud V' = 0,8K’: 1p

o Avaldatud V' =1,2V: 1p

o Saadud, et K’ = 0,9K: 2p

o Saadud léppvastus: 2p

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

. Vastavalt Ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.

Lahendus nimetajate vordlemise abil.

o Kirjutatud vélja positiivsed erinevused arvust 1: 2p
o Teisendatud nad kujule, kus lugejad on vordsed: 2p
o Nimetajate vordlemise kaudu lahendus 16pule viidud: 3p
Lahendus keskmiste vahelise vorratuse abil.
b
o Kirja pandud vorratus % +—-=2: 3p
a
o Pdhjendatud, et see vorratus kehtib siin rangena: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 3p

Et vorratust % + g = 2 voib lugeda tuntud faktiks, siis selle pohjenduse
puudumise eest punkte mitte maha votta.
Kui lahenduses on kirjutatud vélja positiivsed erinevused arvust 1 ning néi-
datud, et nendevaheline 6ige vorratus jarelduks vorratusest % + g > 2, siis
anda teise skeemi viimase rea alusel 3 punkti.
Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
o a)-osa: 3p
o b)-osa: 4p
Ainult dige vastuse ,ei“ eest b)-osas ilma selgitusteta anda 0 punkti.

Kui b)-osas on ainult kirja pandud mingid sobivad m ja n ning antud dige
(eitav) vastus, aga pole ndidatud, et jagatis ja jadk on nende korral erinevad,
siis anda selle osa eest 2 punkti.
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4.

o

e}

(e}

o

Pandud tdhele, et segmendi pindala saab arvutada sektori ja
vordkiilgse kolmnurga pindalade vahena:

Arvutatud sektori pindala:
Arvutatud vordkiilgse kolmnurga pindala:
Leitud 1oppvastus:

Vastusele mistahes tihikute lisamise eest punkte mitte maha votta.

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

2p
2p
2p
Ip

Ziirii lahendused 1 ja 2 kasutavad siin sisult sarnast arutlust, mis on vaid
erinevalt kirja pandud. Anname hindamisskeemi iildisel kujul, mida saab
rakendada koigi sarnaste lahenduste korral.

o

Leitud sobivad ratsionaalarvuliste vdartustega avaldised, mille
kaudu saab x ja y aritmeetiliste tehete abil avaldada:

Avaldatud nende kaudu x ja y viisil, millest jareldub, et nad on
ratsionaalarvud:

Tehtud l6ppjéareldus:

Pandud tédhele, et leidub vérv, millega on virvitud vdhemalt
kolm kuubi tippu:

Pandud tédhele, et leidub tahk, mille vahemalt kaks tippu on se-
da varvi, kusjuures nad on selle tahu mingi diagonaali otspunk-
tid:

Lahendus lopule viidud:
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1. o Vaadeldud eraldi kaht juhtu, vabanemaks absoluutvaartusest: 2p

o Lahendatud vérrand juhul x = —1: 2p

o Lahendatud vérrand juhul x < —1: 3p

Kui absoluutvéértust on lihtsalt ignoreeritud, siis skeemi esimese ja kol-
manda rea eest punkte mitte anda (kuna vordus |x + 1| = x + 1 kehtib
juhul, kui x = —1), st sellisele lahendusele saab anda iilimalt 2 punkti.

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt. Mittetdieli-
ku voi osaliselt vale vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

2. o Teisendatud vorrand kujule 4 sin® @ =1 vdi tan a =tan(90° — 2a)
voi monele nendega samavairsele kujule: 4p

o Leitud sobivad nurgad a ning veendutud, et nad sobivad (ei
muuda ldhtevorrandis nimetajat nulliks): 3p

Skeemi esimese rea eesmédrk on saavutatav ligikaudu 4 teisendusega; iga
moistliku teisenduse eest anda siin 1 punkt.

Kui tilesanne on muidu lahendatud, kuid 16ppvastus on antud tildkujul (st
pole arvestatud tingimust 0 < @ < 360°), siis selle eest votta maha 1 punkt.

Detailset kontrolli pole siin vaja teha, kuna pirast murdudest vabanemist
tehtavad teisendused on koik pdoratavad. Kiill aga peab olema veendutud,
et leitud nurgad kuuluvad ka ldhtevorrandi méaramispiirkonda (ei muuda
monda nimetajat nulliks). Kui l1dppvastusesse on sisse jaetud nurgad 90°
ja/voi 270°, votta maha 1 punkt.

Ainult tdieliku dige vastuse eest (koik neli 6iget nurka) ilma selgitusteta an-
da 1 punkt. Mittetdieliku voi lisaks valesid nurki sisaldava vastuse eest ilma
selgitusteta anda 0 punkti.

3. Vastavalt Ziirii lahendustele 1, 2 ja 3 anname siin kolm hindamisskeemi.

Lahendus tegurduse ja 8 -ga jaguvuse abil.

o Tegurdatud murru lugeja viie jarjestikuse tdisarvu korrutiseks: 2p
o Pohjendatud, et selline korrutis jagub alati 8-ga: 2p
o Pohjendatud, et arv 98765432100 ei jagu 8-ga: 2p
o Lahendus l6pule viidud: 1p
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Lahendus 8-ga jagamisel tekkivate jécdikide ldbivaatuse abil.
o Veendutud jaikide ldbivaatuse teel, et arv x° — 5x° + 4x jagub
8-ga mistahes tdisarvu x korral:
o Pohjendatud, et arv 98765432100 ei jagu 8-ga:
o Lahendus lopule viidud:
Lahendus funktsiooni f(x) = x° = 5x° + 4x uurimise abil.
o Pandud tdhele, et kui x on vorrandi lahend, siis liks arvudest
x—2,x—-1,x, x+1V0i x + 2 peab jaguma 25-ga:
o Funktsiooni f(x) = x° — 5x° + 4x uurimisel leitud, et lahend

x voiks olla ainult arvude 152 ja 173 vahel, ning jdreldatud, et
lahendit ei leidu:

Ainult dige vastuse ,ei“ eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

. Vastavalt ziirii lahendustele 1 ja 2 anname siin kaks hindamisskeemi.
Lahendus kolmnurkade APC ja BPC pindalade abil.

o Pdhjendatud, et DP L AC ja EP 1 BC:

o Avaldatud kolmnurkade PAC ja PBC pindalad kolmnurga kiilje
ning ringjoone raadiuse kaudu:

o Avaldatud kolmnurga ABC pindala ning lahendus 16pule vii-
dud:
Lahendus kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja kérguse abil.
o Pdhjendatud, et CP on nurga ABC poolitaja:
o Oigesti rakendatud nurgapoolitaja omadust:
o Avaldatud kolmnurga ABC pindala kiilgede AC ja BC pikkuste,

AP
kordaja k = il ja korguse h kaudu:
|AC|

o Lahendus lopule viidud:

o Viidud koik liikmed iihele poole vorratusmarki:

16
o Saadud, et ldhtevorratus on samavéddrne vorratusega Tl >0:
a —

o Lahendus lopule viidud:

o Pdhjendatud, et Marjel saab olla tilimalt kolme varvi pliiatseid:

o Pdhjendatud, et mistahes iihte vérvi pliiatseid saab olla {ili-
malt 3:

o Lahendus lopule viidud:

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
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1. o Koostatud vorrandisiisteem jada esimese liikme ning vahe suh-

tes: 4p
Sealhulgas:
e Kirjutatud vélja (iildkujul v6i konkreetse jada jaoks) jada
liikkme ja n esimese liikme summa avaldised: 2p
e Kirjutatud vilja n esimese liikme aritmeetiline keskmine: 1p
 Vorrandisiisteem vilja kirjutatud: 1p
o Lahendatud see vorrandisiisteem: 3p
Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
2. o Leitud antud funktsiooni tuletis: 1p
o Koostatud funktsiooni ja tema tuletise avaldistest 16ikepunktide
leidmiseks vorrand: 1p
o Leitud, et a = 2: 3p
Sealhulgas nditeks:
e Pandud tdhele, et vorrandi lahendite summa peab olema 0: 1p
* Viete'i valemitest jareldatud, et a — 2 = 0: 2p
o Leitud l6ikepunktide x-koordinaadid: 1p
o Leitud l6ikepunktide y-koordinaadid: 1p

Ainult tdieliku dige vastuse eest (molemad l6ikepunktid ning a vaértus) il-
ma selgitusteta anda 1 punkt. Mittetdieliku voi lisaks valesid suurusi sisal-
dava vastuse eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

3. o Pandud tdhele, et mélema ruutjuure all on tegemist vahe ruu-

duga: 2p
o Teisendatud vorrand kujule |y — 1|+ |y —-3|=2,kus y = Vx -5

(kasutades selleks seost \/A_ =|A|): 1p
o Naidatud, et iga y € [1, 3] on selle vorrandi lahend: 1p
o Naidatud, et piirkonnas y € (-oo, 1) lahendeid ei ole: 1p
o Ndidatud, et piirkonnas y € (3, 00) lahendeid ei ole: 1p
o Leitud tulemuste pohjal vilja Ioppvastus (sobivad x vdartused): 1p

Juhul, kui lahendaja asendab suurused \/E otse suurustega A, arvesta-
mata avaldise A mérki, anda punkte ainult skeemi esimese ja viienda (ku-
na sel juhul |y —1| = y—1ja |y — 3| = y — 3) rea alusel, st maksimaalselt 3
punkti.

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.
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4. Vastavalt Ziirii lahendustele 1, 2 ja 3 anname siin kolm hindamisskeemi.

Lahendus Eukleidese teoreemi abil.

o Avaldatud Eukleidese teoreemist a = \/cf: 2p
c+
o Nididatud, et a < Tf (koos selgitusega, miks vorratus on
range): 2p
o Lahendus lopule viidud: 3p

Sarnane lahendus voib olla vormistatud ka tagant ettepoole. Nii niiteks,
kui lahendaja on nididanud, et {ilesande viite toestuseks piisab tdestada

B c+
vorratus a <

, siis anda selle osa eest punkte skeemi viimase rea poh-
jal.

Kui lahenduses on jietud Eukleidese teoreem kujule a®> = cf ning seda
on hiljem kasutatud kasulike vorratuste tdestamisel (nditeks nédidatud, et

2 (C;f

a” <

2
) , koos selgitusega, miks vorratusmirk on range), siis anda

a® = cf eest skeemi esimese rea alusel ikka 2 punkti. Kui lahenduses min-
geid kasulikke tulemusi lisaks vordusele a? = cf ei ole, anda skeemi esim-
ese rea alusel 1 punkt.

Lahendus nurgapoolitaja omaduse abil.

o Esitatud idee vaadelda punkti S, mille korral |BS| = |BC|: 1p
o Naidatud, et kiir CS on nurga ACP poolitaja: 2p
o Ndidatud, et |AS| > |SP|: 2p
o Lahendus l6pule viidud: 2p

Lahendus trigonomeetriliste seoste abil.
o Pandud toestatav vorratus kirja antud kolmnurga kaatetite ja te-

ravnurkade trigonomeetriliste funktsioonide kaudu: 2p
o Teisendatud vorratus selliseks, et ta sisaldab ainult tiht muutu-
jat: 2p
o Lahendus lopule viidud: 3p
5. o Teisendatud antud vordus kujule z- (x +z—y) - (x + z+ y) = 8: 4p
o Lahendus lopule viidud: 3p

Tingimuseni z- (x+z—y) - (x+ z+ y) = 8 on voimalik jouda ligikaudu nelja
moistliku vahesammuga, millest igaiihe teostamise eest anda 1 punkt.
Tingimusest z-(x+z—y)-(x+z+ y) = 8 voib loppvastuse jareldada mitmel
moel. Kui on tehtud z voimalike vdirtuste ldabivaatus (arvu 8 positiivsed
tegurid 1, 2, 4 ja 8), siis mittetdielikes lahendustes anda kahe véartuse la-
bivaatamise eest 1 punkt ning kolme véértuse eest 2 punkti.

Ainult tdieliku 6ige vastuse eest (iiks dige kolmik) ilma selgitusteta anda 1
punkt.

40



o Esitatud idee varvida ruudustik malekorras:
o Pandud tdhele, et koiki seitset kujundit iiks kord kasutades on
musti ja valgeid ruute erinev arv:

o Nadidatud, et teiselt poolt peab ristkiilikus olema mdlemat varvi
ruute tihepalju:

o Lahendus lopule viidud:

Ainult dige vastuse ,ei“ eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor Kommentaarid

Kokkuvotteks

Sel aastal osutusid monevorra liiga raskeks ainult 8. klassi iilesanded. Seevas-
tu 11. klassi komplekt, mis varasematel aastatel on tihti madalate tulemustega
silma paistnud, osutus seekord iiheks lihtsamaks. Samuti paljudel aastatel la-
hendajaile raskeks osutunud 9. klassi tilesandekomplekt andis {isna normiko-
hased tulemused.

Ka 12. klassi tulemused on viga head. Seda voib lausa {illatuseks pidada, sest
siin oli mitu piirkonnavooru kohta péris tosist iilesannet. Teisest kiiljest on
12. klass varemgi meeldivalt iillatanud. Seekord on 12. klassi pingereas veidi
tavatu kujuga tilemine ots: tervelt 6 6pilast on maksimumpunktidega ja neist
jargmisel on juba 4 punkti vahem.

Nagu eelmistel aastatel, vaatas Ziirii ka niitid mones klassis piirkondadest saa-
detud t66des ldbi ainult niipalju tilesandeid, kui oli vaja huvipdevale ja 16pp-
vooru kutsutavate diglaseks midramiseks. See tdhendab, et koikide huvipde-
vale ja loppvooru kutsutavate opilaste toodes vaadati 14bi koik tilesanded ning
iikski opilane, kelle t66s jaid moned tilesanded labi vaatamata, ei tduseks kut-
sutavate hulka ka siis, kui talle koigi nende iilesannete eest antaks maksimaal-
sed punktid.

Ldbi vaatamata jddnud iilesanded on tabelites eristatud kollase (veebiversioo-
nis oranzi) taustavarviga. 8.-10. ja 12. klassi todde kontrollijad vaatasid l4bi
koikides to6des koik tilesanded.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 7. klass

Kontrollijate kommentaarid (Reimo Palm, Laur Tooming)
Test

Lahendajatele osutusid raskeimateks iilesanded 5, 9 ja 10; samas iilesanded 2,
3,4, 7 ja 8 olid peaaegu koigil opilastel digesti lahendatud.

Testi oli hinnatud vdga histi, punkte tuli muuta vaid iiksikutes t66des.
UL 1. Vastuse 2%° eest andsime 1 punkti.

Ul. 4. Kolmes t60s oli vastuseks antud ,a = 6, b = 1“ — selle eest oli piirkon-
dades antud 2 punkti ja me ei muutnud seda.

Ul. 6. Paaris t66s oli piirkondades antud 0 voi 2 punkti, kui juhend nigi ette 1
punkti.

Ul. 9. Viga tavaline vale vastus oli 55 minutit. Vastuse ,2 min 45 sek“ eest
andsime 1 punkti.

Ulesanne 1

Mitmes piirkonnas oli antud tdispunktid selliste lahenduste eest, kus a)-osas
pakuti vilja kaks diget arvu ja kontrolliti, et nad rahuldavad tilesande tingimusi
()-(3). Niisugustele lahendustele andsime a)-osa eest 2 punkti, sest puudus
pohjendus, kuidas need arvud on leitud, ehk miks nad on just vdhim ja suurim.

Ulesande b)-osas pohjendati sobiva arvu mitteleidumist tihti otse iilesandest
voetud sonadega (nt ,sest siis numbrite summa ei jagu 5-ga“). Kui sisulisi ar-
gumente polnud toodud, siis said sellised lahendused b)-osa eest 0 punkti.

Ulesanne 2

Paljud lahendajad vaatlesid mingeid konkreetseid teravnurkade suurusi, nt
oletasid, et ZCAB = 50°. Sellised lahendused said tiiiipiliselt 4 punkti — sel-
line 1dhenemine viib dige lahenduseni, kui tdhistada ZCAB = x ja arvutada
seejdrel vilja teised nurgad. Kui lisaks konkreetse suurusega nurkade vaatle-
misele oli vdidetud ka midagi iildisemat, siis andsime 5 punkti. Kui aga ka-
sutatud konkreetsed nurkade suurused olid saadud mingitest mittekehtivatest
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eeldustest (nt eeldati, et tdisnurkne kolmnurk ABC on vordhaarne, voi kolm-
nurk ADE on vordkiilgne), siis sai lahendus 3 punkti.

Enamasti saadi lahenduses mingil viisil vordus ZADE + /BDF = 135°, mille
abil arvutati vélja otsitav nurk. Selle vorduse saamist hinnati kuni 5 punktiga.

Ulesanne 3

Kbigis meile saadetud t66des oli dpilane leidnud 6ige vastuse. Kuid 7 punkti
saamiseks tuli ka péhjendada, miks selline vastus on ainuvoimalik; paljudes
piirkondades oli aga maksimumpunktid antud ka tdddele, kus seda polnud
tehtud. Niiteks oli sageli tehtud oletus, et mingi iiks vdide on tGene, ja sellest
edasi arutledes saadud kéitte vastus; vdimalus, et tehtud oletus ei kehti, oli aga
lébi vaatamata. Sellistele toodele andsime hindamisjuhise jargi 3 punkti.

Ziirii lahendusest erinevad lahendused tuginesid sageli faktile, et antud kiimne
vdite hulgas peab iga arhitekti jaoks olema iiks temale diget kohta pakkuv vii-
de (sellest jareldati néiteks, et Eron peab saama 1. koha, kuna talle teisi kohti
ei pakutud). Seda fakti ei olnud keegi pohjendanud. Tegelikult pole seda raske
néidata: selle pdhjuseks on, et 10 véitest 5 peavad olema tdesed ja kaks erine-
vat toest vdidet ei saa olla sama arhitekti kohta, kuna antud juhul ei leidu kahte
erinevat vdidet, mis pakuksid samale arhitektile sama kohta. Pohjenduse puu-
dumise tottu andsime sellistele lahendustele tiiiipiliselt 5 punkti, vigade esine-
mise korral ka 4 vdi 3 punkti. Ka mitmes piirkonnas oli taoliste lahenduste eest
antud 5 punkti, sagedamini aga siiski 7 punkti.

44



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 8. klass

Kontrollijate kommentaarid (Maksim Ivanov, Raili Vilt)
Test

Test osutus lahendajatele raskeks. Vaid ainult ligikaudu veerand koigist osale-
jatest said testi eest 10 vdi enam punkti.

Koige vihem 0igeid vastuseid oli lilesannetel 9, 1, 7 ja 5, kdige rohkem aga
tilesandel 2; ka tilesandeid 8 ja 10 oli hésti lahendatud.

Ulesanne 1

Tiiipiline lahendus sellele iilesandele oli selline, kus liideti kokku jditise, So-
kolaadi ja klaaskommide hinnad. Saadud tulemuse pohjal tehti kohe jareldus,
et iiks nurr on vordne 9 vutiga, ning edasi leiti, mitu nurru on iihes kurrus.
Sellised lahendused oli piirkondades saanud 2 kuni 7 punkti. Lihtudes vajadu-
sest eristada hindamisel pohjenduste pohjalikkust, andsime tihtlustamise kéi-
gus sellistele lahendustele 4 punkti.

Kui opilase t60s leidus tdhelepanek, et 9 vutti voiks vorduda ka rohkem kui 1
nurruga, siis andsime lahendusele 5 punkti. Kui lisaks tdhelepanekule leidus ka
pohjendusi, miks leitud vastus on ainus voimalik, kuid need ei olnud piisavad,
andsime 6 punkti.

Paljudes tdddes oli pohjendamisel ja vastuse leidmisel kasutatud hinfianguid.
Kbige tiitipilisem hinnang oli, et kuna klaaskommide hind oli 5 nurru ja 6 vut-
ti, siis tihes nurrus peab olema rohkem kui 6 vutti, sest hind on selliselt antud.

Selle iilesande vastuseni joudmine oli 6pilastele tildiselt igati joukohane. Kiill
aga ei mirgatud vajadust pohjendada, et 9 vutti vordub just tihe nurruga. Kah-
juks ei mdrganud selle pohjenduse vajalikkust ka paljud hindajad.

Ulesanne 2
Tundub, et iga aastaga muutuvad geomeetriaiilesanded lahendajaile iiha ras-

kemaks — seda isegi siis, kui lahendus toetub vaid kolmnurga sisenurkade
summa, korvunurkade summa ja vordhaarse kolmnurkade alusnurkade vord-
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suse kasutamisele. Ainult 17 t66d ldbi vaadatud 96-st said selle iilesande eest
5 voi rohkem punkti.

Paljud opilased vditsid, et kuna iihegi nurga suurust pole antud, siis ei saagi
nurkade suurusi tdpselt kindlaks teha. Teised arvasid, et selles olukorras peab
ise vihemalt ihe nurga suuruse vilja pakkuma (nt malliga mootmise teel) ja
selle jargi siis teiste nurkade suurusi arvutama. Selline vote ei anna tdpset tu-
lemust ja vdhemalt {ihes kolmnurgas tekib vastuolu nt sellega, et kolmnurga
sisenurkade summa peab olema alati tdpselt 180°.

Lahenduste eest, kus arutluskéik oli dige, kuid kasutati ligikaudseid arvutusi
ja/voi saadi ligikaudne vastus, andsime kuni 2 punkti vdhem.

Ulesanne 3

Ulesande a) osas andsime rohkem kui vastuse eest ettendhtud 1 punkti ainult
juhul, kui arvu n viimase numbri ja korrutise n(n + 2) eelviimase numbri leid-
mine oli ka pohjendatud. Ainult vdikeste n vdirtuste ldbivaatamine pohjen-
dusena arvesse ei ldinud.

Selle tilesande eest saadi kokku koige rohkem 5 punkti. Kdige raskemaks osu-
tus opilastele arvu n(n + 2) kiimneliste numbri leidmine ja tdestamine, et see
on ainus voimalik. Selle osa eest sai tdispunktid vaid iiks opilane, kes kasutas
oma lahenduses arvu n(n + 2) esitust kujul (10m + 4)(10m + 6) ja saadud aval-
disest 100(m? + m) + 24 jareldas, et korrutise kaks viimast numbrit on 2 ja 4.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 9. klass

Kontrollijate kommentaarid (Indrek Zolk, Kalle Kaarli)
Test

Roomustav oli, et testis esines kiillaltki vdhe valede voi puuduvate tihikute-
ga seotud vigu. Kiillaltki palju tehti aga , pluss-miinus 1“ tiilipi loendamisvigu
iilesandes 5 (Bige vastuse 112 asemel esines palju ka vastust 113). Ulesandes 7
oli moni lahendaja leidnud nurkade x ja y vdartused; tegelikult iilesande and-
med ei ole selleks piisavad.

Ulesanne 1

Ulesanne oli viga histi lahendatud ja ka hinnatud; tihtlustamist oli siin vihe.
Uksikud opilased olid tihel voi teisel pohjusel iihe arvu neljast dra unustanud.
Ligikaudu pooltes lahendustes prooviti ristsumma kasutamise asemel 1dbi koik
arvud 808, 818, ..., 898.

Lahendajatel, kes siiski kasutasid ristsummat, ei olnud see sageli péris korrekt-
selt tehtud: arvu 8b8 + 2 ristsumma ei tarvitse tingimata olla 8 + (b + 1), vaid
b =9 korral on see 9 = 8 + (b + 1) — 9. Seda ei lugenud tiikski hindaja ega ka
meie siiski puuduseks, kuna oluline pole siin ristsumma véartus, vaid jaguvus
3-ga, mida 9 vorra erinevus ei mojuta (st arv 88 + 2 jagub 3-ga parajasti siis,
kui tema ristsumma jagub 3-ga, ning see omakorda kehtib parajasti siis, kui
arv 8 + (b + 1) jagub 3-ga).

Ulesanne 2

Selle iilesande lahendus tugineb kahele faktile:

1) Roopkiiliku diagonaalide 16ikepunkt poolitab mélemad diagonaalid;
2) Kolmnurga mediaanide 16ikepunkt jaotab iga mediaani suhtes 1 : 2.
Kui teist omadust oskasid nimetada ja kasutada peaaegu koik lahendajad, siis
esimest kasutati paljudes t66des no vaikimisi, mis tingis 2 punkti mahavot-

mise. Oli ka lahendajaid, kes markisid kiill 4ra, et diagonaalide 16ikepunkt poo-
litab diagonaalid, kuid ei kasutanud seda fakti nditamaks, et 16ik M N toesti
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asub diagonaalil — nt esmalt vdideti, et AK ja CK, kus K on diagonaalide 16i-
kepunkt, on mediaanid, kuid diagonaalide poolitamise omadust mainiti alles
hiljem tdestamaks, et need 16igud on vordse pikkusega. Sellistele lahenduste-
le andsime 1 punkti vdhem, ja suurem osa {imberhindamisi oligi seotud selle
probleemiga.

Leidus ka toid, kus lahendus oli hinnatud 7 punkti vaariliseks, kuigi diagonaali-
de 16ikepunkti omadust polnud mainitud — ning ka vastupidiseid néiteid, kus
lahendaja oli selgelt vélja kirjutanud, et mediaanid asuvad diagonaalil, kuid
hindaja oli punkti maha votnud, kuna polnud 6eldud, et punktid M ja N asu-
vad diagonaalil.

Ulesanne 3

See iilesanne oli oliimpiaadil vordlemisi harvaesinevate hulgast, kus oli voima-
lik tdieliku lahenduseni jouda ka ilma erilist matemaatilist nutikust {iles néita-
mata, lihtsalt ,jouga“ koik vahetulemused vélja arvutades.

Kuigi mones piirkonnas oli ndha hindajate kiusatust anda punkte vastavalt sel-
lele, kui mitu viga on tehtud vo6i kui palju on lahendaja vaeva ndinud, jaotab
hindamisjuhis t66d tihemaotteliselt jairgmistesse klassidesse.

e To6d, kus on vdhemalt iiks *-tehe digesti tehtud, aga edasine progress
puudub: 1 punkt.

¢ ,Jouga“ labiarvutamisel pohinevad t66d, kus on joutud mingi l6ppvastuse-
ni, aga tehte 2 * z tulemus leitud valesti: 1 punkt. (Punkte ei saa siin anda
muu kui ainult hindamisskeemi eelviimase 16igu eest!)

e ,Jouga“ ldbiarvutamisel pohinevad t66d, kus on tehtud mingi viga, aga
1
2% z= 3 leitud o6igesti: vdhemalt 3 punkti.

1
- Kui lisaks on ka 0 * (1 * 5) leitud 6Gigesti: kokku 5 punkti.

1
— Juhu kohta, kui 0 * (1 * E) leidmisel on iiks *-tehetest tehtud digesti,

teine aga vigaselt, oli piirkondades erinevaid seisukohti; {ihtlustamise
kéigus said sellised t66d skeemi viimase rea eest 1 punkti, seega kokku
4 punkti.

e ,Jouga“ ldbiarvutamisel pohinevad t66d, kus arvutusvigu pole: 7 punkti.

1
e T66d, kus on omadus 2 * z = — tdhele pandud ning edasi ka digesti arvu-

tatud, aga pole margitud, et arv z = 3% (4 % (5* (6 = (7 * (8 * 9))))) rahuldab
tingimust z # —2 (nt sellepdrast, et on positiivne): 6 punkti.
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1
e T66d, kus on pandud tdhele, et 2 * z = 2 margitud, et z # 2, ning digesti

1
leitud 0 * (1 * 5) (selliseid toid tegelikult ei olnud): 7 punkti.

Niisiis karistatakse 2* z arvutamisel tehtavat viga 6 punktiga (kui siin on tehtud
viga, ei saa ka skeemi viimase rea eest punkti saada ning ainus punkt saab tul-
la méne oigesti tehtud *-tehte eest). See voib tunduda ebabiglane, aga teisest
kiiljest on oliimpiaadidel kombeks, et kui lahendaja valib ,jouga“ ldbiarvuta-
mise, ilma iilesande sisu ldhemalt uurimata, siis on mistahes lahenduskéiku
mojutav viga véga kallis. Sama pohimote kehtib néiteks ka geomeetriaiilesan-
nete korral, kui neid lahendatakse , jouga“ koordinaatide meetodil (ka sel juhul
saavad lahenduskdiku moéjutava veaga voi mittetdielikud lahendused reeglina
ainult mone tksiku punkti).

Mitu lahendajat pidas stimbolit * korrutusmaérgiks ning arvas, et seetdttu peab
avaldise vaartuseks olema 0-... = 0.

Ulesanne 4

Kuna tegemist ei ole standardse kooliiilesandega, siis voib 6elda, et dpilased
olid sellega tisna hédsti hakkama saanud. Peamiseks puuduseks oli ehk nork
valjendusoskus. Sageli oli tunda, et dpilasel on lahendus peas olemas, aga ta
kirjutab mitte paris seda. Kahes t66s ei olnud aru saadud, millise jadaga on
tegemist — iiks neist koguni viitis, et tekst on mitmeti moistetav.

Uhes piirkonnas oli hindaja punkti maha votnud, kui lahenduses ei esinenud
Dirichlet nimi. Tegelikult enamik lahendajatest kasutas Dirichlet’ printsiipi ter-
vele moistusele tuginedes, seda nimetamata. Uksikutes toddes oli lahendaja ka
Oelnud, et ta kasutab kellegi printsiipi, kelle nime ta ei maéleta.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 10. klass

Kontrollijate kommentaarid (Raul Kangro, Oleg Ko§ik)
Uldised mirkused

Tahaks panna hindajaile stidamele, et oliimpiaadil antakse 6pilaste lahendus-
tele punkte ainult digete ja edasiviivate vdidete ja tdhelepanekute eest. Ainult
selle eest, et ,0pilane on nii tubli, et {iritab midagi analiiiisida ja tdestada“, ei
tohiks kergekéeliselt punkte anda! Iga klassi komplekt piiiitakse koostada eri-
neva raskusastmega iilesannetest ning kui tubli dpilane saabki mone raskema
tilesande eest 0 punkti, teenib ta tdendoliselt punkte teistes iilesannetes.

Ulesanne 1

Ulesanne oli lahendatud kiillaltki histi, suuremad punktimuutused esinesid
ainult mone tiksiku t66 puhul.

Mones t60s lahtuti valest eeldusest, et hinnete koguarv jadb igal veerandil sa-
maks. Tekstis selle kohta midagi 6eldud ei ole ning {ilesandes kirjeldatud olu-
korras ei pea see eeldus tegelikult iildse paika.

Ulesanne 2

Ka see iilesanne kuulus lihtsamate hulka. Rohkem oli vaja {ihtlustada selliste
lahenduste hindamist, kus ei olnud téielikult dra tehtud tihtegi esitatud hin-
damisskeemides mainitud osa. Uhtlustamisel otsustati arvuliste ndidete l4bi-
proovimise eest punkte mitte anda. Arutelud, mis tuginesid véitele, et % voib

b ..
olla kuitahes suur, samal ajal kui p jaab 0 ja 1 vahele, said 1 punkti. Uhe punk-

ti said ka lahendused, kus esines moni sisuline tdhelepanek (nt et % > 1 ning
b
— < 1). Kahe punkti vairiliseks loeti sellised erijuhtude kisitlused, kus sel-
a

b
gelt toestati, et murd — on arvule 1 ldhemal kui a 16pmatul arvul juhtudel:

niiteks kui @ > 2b. Punktide lisamine tulenes enamasti sellest, et vorratu-
a-b a-D>b

se <

pohjendamisel luges enamik hindajaist piisavaks mainimist
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,Kuna a > b, siis...“ kuid moned noudsid pohjalikumat pohjendust. Uhtlus-
tamisel lahtuti siin leebemast ndoudest.

Ulesanne 3

Ulesande a) osa oli enamikule joukohane, b) osas aga unustati tihti, et jaik
peab olema jagajast vdiksem, ning seetdttu jouti valele jareldusele. Kahjuks oli
b) osa hindamisel sageli loetud véédrad arutelud 6igeks, mistottu tuli punktide
arvu mitmel juhul oluliselt kahandada.

Ulesanne 4

Ulesanne osutus lahendajaile lihtsaks, kuid iillatavalt palju esines vigu geo-
meetria pohitddede kasutamisel (niditeks vordkiilgse kolmnurga korguse leid-
misel, kolmnurga pindala arvutamisel). Kuna aga iilejddnud arutelu paikapi-
davuse korral olid piirkondade hindajad selliste vigade eest {isna tiksmeelselt
vaid 1 punkti maha votnud, siis votsime selle ka tihtlustamisel aluseks.

Ulesanne 5

See iilesanne ei ole piirkonnavooru kohta standardne, mistottu ta ei osutunud
lihtsaks ei lahendajatele ega ka hindajatele.

IImnes, et {isna paljud 6pilased ei orienteeru eriti hasti ratsionaal- ja irrat-
sionaalarvu moistes ja omadustes. Nditeks arvati monikord, et irratsionaalarv
peab olema ruutjuur mingist ratsionaalarvust, kuigi tegelikult on irratsionaal-

1
arv igasugune lopmatu mitteperioodiline kiimnendmurd, sh néiteks 7 ja —.
7

Mitmes t66s lahutati irratsionaalarvud ,ratsionaalarvulise” ja ,irratsionaalar-
vulise“ osa summaks, mis ei ole irratsionaalarvude puhul tegelikult defineeri-
tud.

Kuigi ratsionaalarvude summa, vahe, korrutis ja jagatis (kui jagaja ei vordu nul-
liga) on ratsionaalarvud, siis vastupidine viide tildjuhul ei kehti: néiteks sellest,
et kahe arvu jagatis on ratsionaalarv, ei jareldu, et ka jagatav ja jagaja on rat-
sionaalarvud.

Kahjuks nii monigi kord 1dksid ka hindajad niisuguste vadrkéasitluste 6nge ning
andsid lahendusele punkte isegi juhul, kui ei tiritatudki etteantud arve kuidagi
avaldada voi teisendada.
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Oigete lahenduskiikude korral unustas enamik opilasi kahe ratsionaalarvu ja-
gamistehte puhul kontrollida, kas jagaja on alati nullist erinev. Selle pohimot-
telise puudujaagi eest voeti lilevaatamisel 1 punkt maha.

Ulesanne 6

Piris mitmes lahenduses oli ainult niide sellest, kuidas on voimalik virvida
kuubi tipud kolme védrviga nii, et iga serva otspunktid on erinevat virvi, ja et
sel juhul tdepoolest leidub vordkiilgne kolmnurk, mille kéik tipud on sama vér-
vi. Kuid sellest iihest néitest ei ole mingit kasu tdestamaks, et alati leidub sel-
line vordkiilgne kolmnurk — mistottu said sellised lahendused tihtlustamisel
0 punkti, kui midagi muud kasulikku ei tehtud. Kahjuks oli ménes piirkonnas
antud ainult sellise néite olemasolu eest koguni 5 kuni 7 punkti.

Uhel juhul aga voeti iilesande tingimusi rahuldava néite puudumise eest hoo-
pis punkte maha. Tegelikult iilesande tekst iitleb kindlas koneviisis, et ,kuubi
tipud vdrvitakse nii, et... “, mistottu antud juhul v6ib algusest peale eeldada, et
tilesande tingimusi rahuldav vdrvimine on olemas, ning jaidb vaid toestada, et
leidub noéutav vordkiilgne kolmnurk. Seetdttu puudub vérvimise ndide ka Zzii-
rii lahenduses. Oliimpiaaditilesannete puhul voib eeldada, et dpilasi ei eksitata
ning palutakse toestada vaid tdeseid véiteid.

Ulesanne ei olnud lahendajaile eriti raske ning lisaks Ziirii poolt pakutud la-
hendusele esines palju teisigi digeid lahenduskéike. See aga tegi tdendoliselt
elu keeruliseks hindajaile, mistottu selle {ilesande hindamisel esines suuri ras-
kusi.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 11. klass

Kontrollijate kommentaarid (Harmel Nestra, Toomas Krips)
Uldised mirkused

Seekordne komplekt osutus vdga lihtsaks, nii et gimnaasiumiklassidest kuju-
nes just 11. klassis 16ppvooru kutsumise punktipiir kdige korgemaks. Mitmed
oliimpiaaditiiiipi tilesanded olid lahendatud iillatavalt hédsti ning ka t66de hin-
damisega piirkondades ei paistnud olevat suuremaid probleeme.

Ulesanne 1

Seda tilesannet oli iildiselt hdsti lahendatud. Vead esinesid iildjuhul seoses
kontrolliga, kas kahe vaadeldava piirkonna (x = -1 ja x < —1) jaoks saadud
vorrandite lahendid ikka kuuluvad vastavasse piirkonda. Kui t66s olid dra mér-
gitud oiged piirkonnad, leitud neile vastavad vorrandid ja need vorrandid dra
lahendatud, saades molema vorrandi korral lahendi x = —1, kuid polnud mar-
gitud, et piirkonnas x < —1 on tegu voorlahendiga, siis me punkte maha ei
votnud. Kui aga piirkondi polnud maérgitud (voi olid nad valesti mérgitud) ning
saadud lahendeid polnud ka ldhtevorrandi suhtes kontrollitud, siis andsime 5
punkti.

Ulesanne 2

Ehkki see iilesanne oli planeeritud standardse ,kooliiilesandena®, osutus ta
reaalselt itheks raskemaks komplektis. Uhelt poolt tulenes see ilmselt komp-
lekti kui terviku tavatust lihtsusest. Teisest kiiljest aga nditasid selle iilesan-
de lahendused teatavat tildist lohakust vorrandite lahendamisel, kui vorrandi
pooli korrutati-jagati ldbi muutujat sisaldavate avaldistega (need operatsioo-
nid teatavasti voivad tuua sisse voorlahendeid voi pohjustada digete lahendite
kaotsimineku, mistottu nduavad kontrolli ja erijuhtude analiiiisi). Tdispunktid
said siin vaid vdhesed osavotjad.

Vorrandit teisendati paljudel eri viisidel, kuid 16puks jouti ikka tiheni kolmest
1 1

kujust: (1) sina = 7 2) tan’ a = 3 (voi analoogne seos kootangensiga), voi

(3) cos3a = 0. Viimane tuleb huvitavast lisalahendusest, mida me Ziiriis ise

ette ei ndinud.
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Punktimuutuste puhul oli valdavalt tegu poolikute lahenduste hindamise iiht-
lustamisega. Tiitipiliseks juhuks oli olukord, kus 6pilane joudis vorrandi tei-
sendamisega kujuni cos? @ — 3sin® @ = 0 ja ei osanud sellega midagi teha v&i
hakkas seejarel lahendeid ,laest“ votma. Kui selle kujuni oli joutud korrektselt,
andsime 3 punkti ning 6igete lahendite draarvamise ja kontrolli eest veel kuni
1 punkti.

Mones piirkonnas ei olnud punkti maha véetud leitud lahendite kontrolli puu-
dumise eest. Siin-seal polnud ka arvestatud, et kontroll tuleb teha algse vor-
randi suhtes (teine variant oleks kontrollida iga potentsiaalselt voorlahendeid
tekitavat sammu eraldi).

Ulesanne 3

Uldiselt oli tegu kaunis raske iilesandega, mille eest eriti palju tdispunkte ei
saadud.

Sagedane oli viga, kus pandi kiill tdhele, et viiest jarjestikusest arvust vaid iiks
saab jaguda 5-ga, ent tehti sellest vdar jareldus, et viie jarjestikuse arvu korrutis
ei saa jaguda 25-ga — mis pole t0si, sest kui see 5-ga jaguv tegur jagub ka 25-
ga, jagub ka kogu korrutis 25-ga.

Leidus ka osalisi lahendusi, kus niidati esmalt, et kui x < 2, siis on funktsioo-
ni x° — 5x° + 4x viirtused kas negatiivsed voi lihtsalt ebasobivad, ning x = 2
korral on see funktsioon kasvav. Seejdrel leiti tingimusi rahuldavatest arvudest
kaks jarjestikkust arvu, millest tihel oli funktsiooni vdartus arvust 98765432100
vdiksem, teisel aga suurem. Sellise lahenduse osade eest anti punkte jargne-
valt.

o Niidatud, et kui x = 2, siis funktsioon x° — 5x° + 4x kasvab: 3p
Sealhulgas:

o Niidatud, et x° = 5x% +4x = (x - 2)(x — Dx(x + D)(x + 2): 2p

o Pandud tidhele, et vddrtused x < 2 ei sobi: 1p

o Leitud funktsiooni argumendile sobivad hinnangud: 3p
Sealhulgas:

¢ Pandud tdhele, et tiks arvudest x -2, x—1, x, x+1, x+2 peab
jaguma 25-ga: 1p
Ulesanne 4

Seda iilesannet oli iildiselt hasti lahendatud, kuid samas nii moénigi muidu hés-
ti esinenud 6pilane oli selle ees kied iiles tostnud. Praktiliselt koik sihile joud-
nud tegid kas sarnaselt Ziirii lahendusele 1 voi jaotasid kolmnurgad APB ja
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APC omakorda kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks ja opereerisid nende pinda-
ladega.

Punktimuutused olid seotud peamiselt hindamisjuhendi esimese reaga, mis
andis DP L AC ja EP 1 BC pohjendamise eest 2 punkti. Seda tolgendati
ka nii, et kui pohjendus puudub, siis selle osa eest iildse punkte ei saa (see-
ga kokku ilimalt 5 punkti). Pidasime seda liiga rangeks ning kui dpilane neid
ristseise pohjendamata oli nad joonisele markinud voi muul viisil 4ra maini-
nud, votsime vaid 1 punkti maha. Ainult juhul, kui ristseisu isegi mainitud ei
olnud, votsime maha 2 punkti. Niiviisi oli suurematest piirkondadest hinnatud
nditeks Tallinnas.

Mones td0s, kus piirkondade hindajad ega ka meie punkte ei alandanud, oleks
voinud siiski norida tdestuse 16pu {iile. Kui on vaja téestada, et pindala S vor-

dub kiiljepikkuste |AB| ja |AC| aritmeetilise keskmise ja raadiuse r korruti-

|AB| + |AC|

sega, siis peaks lahendaja joudma vorduseni S = r. Paraku nii

AB|+|AC|) - r
moneski toos jdeti parem pool kujule (4B +14CD - r vms, mis pole pdris see,
mida nouti, sest viimane vdike samm on tegemata. Kui selline pisike algebrali-
ne samm on puudu kuskilt lahenduse keskelt (tekib paarisammuline ,hiipe®),
siis pole sellest suurt midagi, aga 16puks peaks ikka joudma tédpselt selle vor-
duseni, mille téestamist on noutud.

Ulesanne 5

Siin iilesandes {iiritati ndoutavat vdidet monikord pohjendada, kasutades piir-
vadrtusi - paraku oli sddrane ldhenemine aga ebaefektiivne. Samuti esines vigu,
kus toestati vastupidise margiga vorratus, mille liikmeteks on antud vorratuse
liikkmete poordvadrtused. Kahjuks pole sellest aga ndutava vorratuse tdestami-
sel kasu.

Ulesanne 6

Ulesanne osutus iillatavalt lihtsaks isegi pérast toode iilevaatamist. Kui tihti on
kombinatoorikaiilesanded toonud kaasa ulatuslikud punktimuutused, siis siin
alandati vaid tiksikutes toodes punkte rohkem kui 2 vorra.

Peamiselt ei olnud me rahul lahenduse l6puosaga, kus arvestades pliiatsite ko-
guarvu tuli jouda arusaamisele, et on tdpselt kolme virvi pliiatseid, igaiiht tap-
selt kolm eksemplari. Aga vdga ranged me siin polnud ja enamik t6id jdid mak-
simumpunktidega, kuigi paljude dpilaste pohjenduste iile voinuks norida.
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Pohifaktid, et pliiatseid on iilimalt kolme virvi ja iga vérvi pliiatseid on tilimalt
kolm, olid enamasti kirjas. Neil, kes rohkem kui 2 punkti kaotasid, oli neist tiks
voi molemad pdhjendamata.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

15. jaanuar 2011 Piirkonnavoor 12. klass

Kontrollijate kommentaarid (Urve Kangro, Kairi Kangro)
Ulesanne 1

Tegu oli komplekti lihtsaima tilesandega, kus koik, kes teadsid aritmeetilise ja-
da ja keskmise mdistet, olid ka lahenduseni joudnud. Punkte kaotati enamasti
arvutusvigade voi tekstist médda lugemise eest; {ihtlustamist tildiselt vaja ei
olnud.

Ulesanne 2

Ka see oli kiillalt lihtne iilesanne, punkte kaotati peamiselt arvutusvigade ja
ebatidpsuste eest. Ullataval kombel esines mitmes t66s viide, et kuna Idike-
punktid peavad asuma y-teljest vordsel kaugusel, siis x; = |x2|, ilma seejuures
mainimata, miks x; peab positiivne olema. Kui edasises lahenduses oli siiski
kasutatud, et x; = —xy, siis selle eest punkte maha ei voetud. Lisaks Viete'i va-
lemitele kasutati siin kiillalt tihti ka lihtsalt ruutvorrandi lahendivalemit. Uht-
lustamisel muutusid punktisummad maksimaalselt {ithe punkti vorra, enamas-
ti oli tegemist arvutusvea méarkamata jadmisega hindaja poolt (selle iilesande
eripdraks oli, et enamik arvutus- ja margivigu vastust ei mojutanud).

Ulesanne 3

See iilesanne osutus lahendajaile {iillatavalt raskeks. Tiitipiliselt tosteti vorrand
kaks korda ruutu ilma vorrandi poolte mittenegatiivsust kontrollimata. Kui mi-
dagi rohkem tehtud polnud, mistdttu saadi lahendiks koik reaalarvud, andsi-
me ainult 1 punkti. Paljudes toddes oli ka lisatud, et x = 5, selle eest me lisa-
punkti ei andnud. Kui t66s oli uuritud kéigi ruutjuurealuste mittenegatiivsust,
siis selle eest sai 1 punkti lisaks. Ullataval kombel oskasid moned opilased sel-
lest (ebakorrektselt!) jareldada dige vastuse ja selliste lahenduste eest olid mo-
ned hindajad andnud tdispunktid. Uhtlustamisel muutusid seetdttu mitmete
lahenduste hinded 6 v6i 7 punktilt 2 punktile.

Esines ka lahendusi, kus oli pandud tédhele, et moélemad ruutjuuured peavad
olema 0 ja 2 vahel ning see annab 6ige vastuse kitte. Selle tdhelepaneku ning
siit x jaoks konkreetsete tingimuste saamise eest andsime 4 punkti. Siit aga
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ei jareldu veel, et koik neid tingimusi rahuldavad arvud ka tdepoolest algset
vorrandit rahuldavad, ning see kontroll oli iildiselt tegemata (siin oleks pii-
sanud vorrandi ruutuvétmisest koos margikontrolliga, mis saadud tingimustel
on lihtne).

Ulesanne 4

Ulesanne oli iildiselt kiillaltki hésti lahendatud. Osalisi punkte saadi enamasti
esimese hindamisskeemi alusel ehk Eukleidese teoreemi teadmise ja kasuta-
da iiritamise eest. Selle {ilesande omapéraks oli lahenduste rohkus - juba Ziirii
lahendusi oli kolm, mis ka koik opilastel esinesid, ent enamik t6id ei jarginud
tihtegi ziirii lahendust. Kuna alternatiivseil viisidel lahendanud olid enamasti
ka 16puni joudnud, ei tekitanud nende lahenduste kohta sobiva hindamisskee-
mi puudumine enamasti probleeme. Uhtlustamise kdigus voeti punkt maha
lahendustelt, kus véideti, et avaldis kujul (b - h)? on alati positiivne, seejuures
pohjendamata, miks b # h, ning samuti neilt, kes tihegi pohjenduseta vorratu-
se ruutu tostsid. Esines ka paar drastilist punktimuutust, kus tdiesti vale lahen-
duse eest oli antud 6 v6i 7 punkti. Ménel juhul, kus 6pilasel polnud arvutusvi-
gade tottu pdris tdislahendus, aga see oli kergesti tdislahenduseks tdiendatav,
andsime tihtlustamisel ka punkte juurde.

Ulesanne 5

Kuna selles iilesandes anti punkte ka avaldise teisendamise eest, olid peaae-
gu koik opilased saanud vastavalt hindamisskeemi esimesele reale kas 3 voi
4 punkti. Komistuskiviks kujunes aga just jirgnev osa. Ziirii poolt pakutud la-
hendus esines tdpselt tihes to6s; valdavalt viidi lahendus z erinevate vaartuste
labivaatamisele, ent selles osas kas ei suudetud rahuldavalt pohjendada moéne
vadrtuse voimatust voi jdeti moni voimalik variant ikkagi 14bi vaatamata. Esi-
nes ka t6id, kus ilmselt peeti 0 positiivseks tdisarvuks ja saadi vastavalt selle-
le lahendeid rohkem. Uhtlustamisel vGeti punkte maha pohjenduste ebapiisa-
vuse ja tdhelepanemata jidnud arvutusvigade eest. Sagedasim punktide kao-
tamise pohjus oli ilma pohjenduseta esitatud viide, et positiivsete tdisarvude
ruutude vahe ei saa olla 1, 2 ega 4.

Ulesanne 6

See iilesanne oli oodatult komplekti raskeim. Need, kes olid virvimise peale
tulnud, lahendasid iilesande iildiselt 4ra — need aga, kes olid hakanud lihtsalt
paigutamist proovima, ei joudnud kuigi kaugele, sest variantide arv on liiga
suur. Paljud olid 6igesti 1dbi vaadanud 2 x 14 ristkiiliku juhu, aga kuna see on
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vorreldes 4 x 7 ristkiilikuga oluliselt lihtsam, andsime selle eest ainult 1 punkti
(piirkondades oli selle eest antud 0 kuni 6 punkti). Kui oli proovitud kujundeid
4 x 7 ristkiilikusse stistemaatiliselt paigutada, andsime selle eest veel 1 punkti,
aga alati jdid paljud variandid ldbi vaatamata. Uks lahendus pohines sellel, et
koik kujundid peale T-tetromino saab jagada 1 x 2 ristkiilikuteks, mistottu pii-
sab ndidata, et likskoik kuhu T-tetromino paigutada, ei saa iilejddnud osa katta
1 x 2 ristkiilikutega. Kahjuks olid ka siin paljud juhud l4bi vaatamata.

Seda tilesannet oli piirkondades vdga erinevalt hinnatud. Sisult sarnane lahen-
dus vodis saada Tartus 6 punkti ja Tallinnas 0 punkti. Esines ka juhte, kus muut-
sime piirkonnas antud 7 punkti 0 voi 1 punktiks, sest pohjendus sisuliselt puu-
dus.
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