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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 Léppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik positiivsed tdisarvud 7, mille korral n ja n + 2011 on molemad
mingite tdisarvude ruudud.

2. Juku leidis, et tema koolikotis olevatest asjadest pole 60 protsendil ndgu ja
76 protsendil tegu. Ta viskas minema koik asjad, millel pole nigu ega tegu,
ning lisas juurde asju, millel on nii ndgu kui ka tegu. Niitid Juku kooliko-
tis olevatest asjadest pole 25 protsendil ndgu ja 45 protsendil tegu. Mitu
protsenti moodustasid asjad, millel oli nii ndgu kui ka tegu, Juku koolikoti
sisust esialgu?

3. Kolm maiasmokka jaotasid omavahel torti, mille kujuks oli korrapédrane
kaheksanurk ABCDEFGH. Esimene maiasmokk sai endale kolmnurgad
ABC, CDE, EFG ja GHA. Teine maiasmokk sai kolmnurga ACE. Kol-
mas maiasmokk sai kolmnurga EGA need osad, mis jddvad viljapoole ne-
linurka BDFH. Tdesta, et iiks maiasmokk sai tdpselt samapalju torti kui
teised kaks kokku.

4. Antud on 8 iihesugust tdringut, mille kolmel tahul paiknevad —
arvud 4, 5 ja 6 nii, nagu kujutatud korvaloleval joonisel, ning =
tilejadnud kolmel tahul arvud 1, 2 ja 3 nii, et iga vastastahkude | 4
paari arvude summa on 7.

a) Ndita, et neist tdringutest saab kokku panna 2 x 2 x 2 kuubi nii, et mis
tahes kahe naabertdringu omavahel kokkupuutuvatel tahkudel on tiks
ja sama arv.

b) Kas on vdimalik seda teha nii, et saadava kuubi vilispinnal on ainult
arvud 4, 5 ja 6?

5. Koige vdiksema nimividrtusega kiibelolev euromiint on 1-sendine ja koi-
gi teiste kidibelolevate miintide ning rahatdhtede nimivadrtused on selle
tdisarvkordsed. Koige vdiksema nimivddrtusega kdibelolnud kroonimiint
oli 5-sendine ja koigi teiste kdibelolnud miintide ning rahatdhtede nimi-
vaartused olid selle tidisarvkordsed. Uks euro on 15,6466 krooni. Leia vi-
him positiivne rahasumma, mida on voimalik tdpselt maksta molemas va-
luutas.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Toesta, et mis tahes positiivsete reaalarvude a, b, ¢ korral kehtib vorratus

a?+bc b +ca c*+ab

+ + =a+b+c.
b+c c+a a+b

2. Leia koik positiivsete tdisarvude nelikud (w), x, y, z), mille korral kehtib vor-
dus w* + w¥ = w”.

3. Kumera nelinurga ABCD iga kiilg on iihe ringjoone diameeter. Kéik neli
ringjoont ldbivad iihte, nelinurga tippudest erinevat punkti O ning rohkem
tihiseid punkte, peale nimetatute, iihelgi kahel ringjoonel pole. Toesta, et
nelinurk ABCD on romb.

4. Uhikkuubi igale tahule kirjutatakse iiks arvudest —1, 0 ja 1 nii, et mis tahes
kahel tihise servaga tahul on erinevad arvud. Kas sellistest tihikkuupidest
on voimalik kokku panna

a) kuup mootmetega 2 x 2 x 2;
b) kuup mootmetega 3 x 3 x 3
nii, et selle tahkudel moodustuvates ruudustikes on mis tahes kahes tihise

kiiljega ruudus erinevad arvud ning igal tahul olevate arvude kogusumma
on 07?

5. Téisnurkse kolmnurga ABC teravnurga ABC suurus on tdisarv kraade. On
teada, et teatava positiivse tdisarvu n korral saab hiipotenuusil AB valida
punktid Ky = A, K>, ..., K2, ning kaatetil CB punktid K; = C, K3, ...,
Ksp+1 = B nii, et iga kolmnurk K;_; K;Kj;1, kus i =1, ..., 2n, on vordhaar-
ne alusega K;_1 K4 . Leia teravnurga ABC koik voimalikud suurused.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik tdisarvud, mis ei esitu {ihegi tdisarvuliste liikmetega mittekons-
tantse aritmeetilise jada vdhemalt kolme jérjestikuse lilkkme summana.

2. Leia vorrandi x® — y = 3xy + 1 kéik tdisarvulised lahendid.

3. Kolmnurga ABC tipust C tommatud mediaani aluspunkt on M. Tdesta, et
kolmnurga ACM timberringjoone raadiuse ja tipust M tommatud korgu-
se korrutis vordub kolmnurga BCM {imberringjoone raadiuse ja tipust M
tommatud korguse korrutisega.

4. Anumas on 10 kilogrammi teatava soola 10%-list lahust. Sooritatakse jarg-
mised operatsioonid.

(1) Kallatakse vilja x kilogrammi soolalahust.

(2) Kallatakse sisse x kilogrammi soola.

(3) Kallatakse vilja x kilogrammi saadud soolalahust.
(4) Kallatakse sisse x kilogrammi vett.

Leia arvu x koik voimalikud vdirtused, mille korral parast neid operatsioo-
ne on anumas 27,5%-line soolalahus.

5. Naturaalarvude linna elanikud on naturaalarvud. Iga elanik v&ib olla voi
mitte olla sdber iga teise (st temast erineva) selle linna elanikuga. Nimeta-
me linna heanaaberlikuks, kui kahel selle linna naturaalarvul leidub iihine
sOber parajasti siis, kui liks naturaalarv jagub teisega. Kas linn, mille elani-
kud on parajasti 1, 2, ..., 2011, saab olla heanaaberlik?



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia arvu
1" +22 433+ .. 42011721

viilmane number.

2. Kas leidub selline positiivne reaalarv C, et kdigi positiivsete reaalarvude x;,
X2, X3, x4 korral kehtib vorratus

X1X2 + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XoXq + X3X4 < C(X1X2 + X2X3 + X3X4 + X4X1)2

3. Ristkiiliku ABCD kiilgede pikkused on |AB| = a ja |BC| = b, kus a = b.
Olgu E kiilje AB selline sisepunkt, et on tédpselt {iks voimalus valida punk-
tid F, G ja H vastavalt kiilgedel BC, CD ja DA nii, et nelinurk EFGH on
samuti ristkiilik. Leia ristkiilikute EFGH ja ABCD pindalade suhe.

vida korrapdrase kaheksatahuka (oktaeedri) tahud nii, et iihise
servaga tahud oleksid alati erinevat véirvi? Vdrvimised, mis on \V
saadavad {iiksteisest oktaeedri podramise teel, loeme samadeks.

4. Antsul on kolm pliiatsit, koik eri varvi. Mitmel viisil saab ta vir- I

5. Korrapédrase 2n-nurga sees valitakse vabalt iiks punkt ja iihendatakse see
koigi 2n-nurga tippudega. Saadud kolmnurgad varvitakse vaheldumisi
mustaks ja valgeks nii, et iihise kiiljega kolmnurgad on erinevat varvi. Toes-
ta, et valgete kolmnurkade pindalade summa on vordne mustade kolm-
nurkade pindalade summaga.



LVIII Onumnuapga ScTtoHun no MmaTemaTuke

12 mapTa 2011 r. 3aKI0HUTENBHBI TYp 9 knacc

Bpems, orBoaumoe a1 petieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocraroyno obocHOBaHHOE pellleHHe KaXAOH 333391 AAET 7 OaLIOB.
Tonp30BaThCs KAJBKYJIATOPOM HE Pa3peIacTCsl.

1.

HaliTu Bce MOJIOKHUTENbHBIE LiEJble YUCIa 7, MIPU KOTOpPhIX 00a Uucia 1 U
n + 2011 gBiaA0TCA KBagpaTaMH HEKOTOPBIX LIEJIBIX YHCEJL

. IOpa oOHapy:ku1, YTO Cpeiu Bcex BEmeH B ero MKoJIbHOM paHue 60 MponeHToB

BeIeH SIBJISIIOTCS] HEKPACHBBIMH, a 76 IPOLIEHTOB — Oectiosie3HbME. OH BBIOPO-
CHJI OTTYJA BCE BElIH, KOTOpble ObUIH OJHOBPEMEHHO H HEKpacHBbIMH, U Oec-
TMOJIE3HBIMH, & BMECTO HUX MOJIOKHII Ty Aa BelH, KOTOPbIe ObUIH OAHOBPEMEHHO
W KpacUBBIMH, U MOJIe3HbIMH. Tenepb cpeau Bcex Benier B panie KOpbl TobKO
25 mpOIEeHTOB BemeH OKa3aluch HEKPACHBBIMH U 45 MPOIEHTOB — Oecrioses-
HBIMH. CKOJIBKO MPOIEHTOB COCTABJISUIH BEIIH, KOTOpPBIE OBUTH OJZHOBPEMEHHO
W KPaCHUBBIMH, U MOJIE3HBIMH, OT COAepkUMOro panua FOpsl nsHauaibHo?

Tpoe crnagkoexek MOJENHIN MeXIy COOOH TOPT B BHAE MPaBHJIBHOIO BOCh-
muyrojsHika ABCDEFGH. TlepBbift cnagkoeskKa B3sil ceOe TpeyroJbHUKH
ABC, CDE, EFG u GHA. Bropoti citagroeskka B3su1 cede TpeyroiapHuK ACE.
TpeTunit cnagkoexka B3si1 ceOe Te yacT TpeyrosbHuKa EGA, KOTOpbIe Jiexkar
BHE YeThIpEXxyrojbHuKka BDF H. JloKa3aTh, YTO OJHH U3 CIaJKOEKEK B3sUI Ce-
6e POBHO CTOJIBKO € TOPTA, CKOJIBKO IPYTrue JBOe BMECTe.

HmeroTcst 8 0OMHHAKOBBIX KyOUKOB, HA TPEX I'PaHSIX KaXAOTO U3
KOTOPBIX 3aMHCaHbl Ykcia 4, 5 U 6 Tak, Kak H300pakeHo Ha PH-
CYHKe, a Ha OCTaJIbHBIX IPAHsIX 3aMucaHbl uucna 1, 2 u 3 tak, uro- | 4
Obl CyMMa 4HCeJl, 3aIHCAHHBIX Ha KaXIOH mape MpOTHBOJIEKAIIHNX
rpaHei, Obuta paBHa 7.

a) TTokasath, YTO U3 ITUX KyOHMKOB MOXHO COCTaBUTb KYO pasMepom 2 x 2 x 2
TakK, YTOObI HA COMPHUKACAIIIUXCSI TPAHSIX JIIOOBIX IBYX COCEHHUX KyOHUKOB
OBLIIO 3aIUCAHO OIHO M TO JKE YUCIIO.

6) Bo3MOXHO JiH 9TO cleNaTh Tak, YTOObI HA BHEIIHEH MOBEPXHOCTH TAKOTO
KyOa ObLH 3armucaHbl TOJIBKO ukcia 4, 5 u 67

P=2

5

M3 ncnosb3yemMbIX Ipy HAIMUYHOM PAcU€Te €BPOMOHET HAUMEHBIIHM JOCTOUH-
CTBOM OOJiagaeT 1-LeHTOBasi MOHETa, U €€ JOCTOMHCTBO B IIEJIO€ YHUCJIO pas3
MEHbIIE JOCTOMHCTBA BCEX OPYTHUX HCIOJb3YEMBIX €BPOMOHET U €BPOKYIIOP.
M3 KpOHOBBIX MOHET, KOTOPBIE HCIOJIb30BAIHCH MIPH HAJIMYHOM PAcyéTe, Hau-
MEHBIINM JOCTOHHCTBOM 00J1aajia S-CeHTOBasI MOHETA, H €€ IOCTOMHCTBO Obl-
JIO B LIEJIOE YHCJIO Pa3 MEHbIIE JOCTOMHCTBA BCEX OPYTHX KPOHOBBIX MOHET H
kymop. OuH eBpo paBeH 15,6466 kpoHam. HaliTH HauMeHbIIyI0 MOJIOKHUTEb-
HYI0 ICHEXKHYI0 CyMMY, KOTOPYIO MOKHO TOUYHO OILIATHTb B 00EHX BAJIOTAX.



LVIII Onumnuapga ScTtoHun no MmaTemaTuke

12 mapTa 2011 r. 3akatoHmnTeNbHbIR TYp 10 knacc

Bpems, orBoaumoe a1 petieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocraroyno obocHOBaHHOE pellleHHe Ka)AOH 333391 AAET 7 OaJLIOB.
Tonp30BaThCs KAJBKYJIATOPOM HE Pa3peIacTCsl.

1. HOKaCiaTb, UToO MpH JIOOBIX MOJIOKUTEJIBHBIX HCﬁCTBHTCﬂbeIX yuciax a, b, c
BBITIOJIHAETCA HEPABEHCTBO

a?+bc b +ca c*+ab
+ +

=a+b+ec.
b+c c+a a+b

2. HaMTH Bce UETBEPKH TOJIOKHUTENBHBIX IEJBIX UHCEN (W, X, ¥, Z), IPH KOTOPBIX
BBINOJIHAETCS paBeHCTBO W + wY = w?.

3. Kaxkpast cTopoHa BBITYKJIOTO YeTbIpEXyrojbHuka ABCD sBisieTCs] AMaMeT-
POM OJHOH OKPYKHOCTH. Bce ueTblpe OKpYKHOCTH MPOXOISIT Yepe3 OJHY, OT-
JIMYHYIO OT BEPLIMH YETHIPEXYroJbHUKA TOYKY O, H HM OOHA Iapa OKPYKHO-
CTed He UMeeT APYrux oOKUX TOUueK, KpoMe Ha3BaHHbIX. JI0OKa3aTh, YTO UEThI-
péxyrosibHuk ABCD siBiisieTcsi pOMOOM.

4. Ha xaxJo¥ rpaHH eJUHHYHOIO KyOHKa 3aluChIBAIOT OAHO U3 uucena —1, 0 u 1
TaK, YTOOBI Ha JIIOOBIX OBYX I'PaHSIX, HMEIOMHUX obmee pedpo, ObUIH 3amicaHbl
pasnMyHbIe Yhcaa. BO3MOKHO JIM U3 TAKHX €IMHHYHBIX KYOHMKOB COCTAaBHTh

a) KyO pa3mepom 2 x 2 x 2;
6) ky6 pasmepom 3 x 3 x 3
TakK, YTOOBI Ha KJIETYATHIX MOJISIX, 00OPa30BaHHBIX HA €0 IPaHsIX, B MOOBIX OBYX

HUMEIOIHX OOMIYI0 CTOPOHY KJIETKaX OBUIH 3alMCaHbl Pa3IHYHbIC YHCIIA, & CyM-
Ma Bcex yMces Ha KaxaoH rpanu Kyba Oputa paBHa 07

5. Bennumnna octporo yria ABC B nNpsIMOYroJibHOM TpeyrojibHuke ABC paBHa
LEJIOMY YUCIy rpalycoB. U3BeCTHO, UTO IIpH HEKOPOM IOJIOXKHUTEIBHOM LIEJIOM

YHCJIe 1 MOXHO Ha THIIOTeHy3e AB BbIOpaTh TOukd Ko = A, Ko, ..., Ko;, aHa
karere CB touku K1 = C, K3, ..., Kop41 = B Tax, 4TOOBI KaXKABIH TPEYTOJIb-
HUK K;_1K;Kjy1, roe i = 1, ..., 2n, Obul paBHOOEAPEHHBIM C OCHOBAaHHEM

K;i_1K;+1. HaiiT Bce BO3MOXKHBIE BEJIMUHUHBI OCTpOro yria ABC.



LVIII Onumnuapga ScTtoHun no MmaTemaTuke

12 mapTa 2011 r. 3akatoHmnTeNbHbIR TYp 11 knacc

Bpems, orBoaumoe a1 petieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocraroyno obocHOBaHHOE pellleHHe Ka)AOH 333391 AAET 7 OaJLIOB.
Tonp30BaThCs KAJBKYJIATOPOM HE Pa3peIacTCsl.

1. Haiitu Bce LEJIbIC UHCJIa, KOTOPbIC HEBO3MOKHO MPEACTABUTb B BUIAC CYMMbI
110 MECHBIICH Mepe TpéX nocCJE€10BATCJIbHBIX UJICHOB HEKOHCTAHTHOH aqu)Me-
THYECKOH MpPOTrpeCcCHH, BCC YJICHBI KOTOpOI:I SABJIAKTCA OEJIBIMH UHCJIaMH.

2. HaiiTH Bce LeI0uHCIIeHHbIe PelleHns ypaBHeHus x> — y° = 3xy + 1.

3. B tpeyrosbHuke ABC nposeaeHa meauana CM. JlokasaTb, YTO IPOU3BELE-
HHE pajinyca ONUCAHHOH OKO0JIO TpeyrojbHHKa ACM OKpPYXHOCTH H BBICOTHI,
MPOBEAEHHON U3 TOUKH M B TpeyrojbHuke ACM, paBHSIETCS IPOU3BEACHHIO
paanyca OMMCaHHOH OKOJIO TpeyrojabHHKa BCM OKpY:KHOCTH H BBICOTBI, TPO-
BEIEHHOM U3 TOUKH M B TpeyrosibHuke BCM.

4. B cocyne Haxogutest 10 kunorpammoB 10%-Horo pactBopa HEKOTOPBIH COJIH.
[Tpon3BOIAT CeayOMHUE ONEPALHH.

(1) BpumMBalOT X KHJIOrPAaMMOB COJISIHOTO PacTBOpa.

(2) BepinmaioT X KHJIOTPaMMOB COJIH.

(3) BpumMBaOT X KUJIOTPAMMOB MOJTYUYEHHOTO COJISIHOT'O PacTBOpa.
(4) BauBaloT X KMJIOrPaMMOB BOJBI.

Ha#iTi Bce BO3MOXKHbBIC 3HAUEHHS YHCIA X, IPH KOTOPBIX TOCJIE NEPEUHCIICH-
HBIX OTEpalHH B COCy e OKaxeTcst 27,5%-HbIH COJISTHOH pacTBOP.

5. KurensiMu ropoaa HaTypaJbHBIX UHCEN SIBJISIOTCS] HaTypasbHble yrca. Kax-
IIBIHA JKHUTEJIb MOXKET ObITh APYTOM WJIH HEAPYTOM ISl KaXJA0TO APYroro KUTe-
Js1 9T0oro ropojaa. HazoBém ropon dpysrcetoOnbim, €Civ y ABYX HATYpPaJIbHBIX
YuceJl 9TOro ropoja HauAETCsl OOmMM IPYT TOT A U TOJBKO TOT1a, KOTAa OJJHO
HATypaJbHOE YHCJIO JIEUTCS Ha Ipyroe. MOXeT JIU TOpOJ, KUTEISIMA KOTO-
pOro SIBIISIIOTCSI TOJIBKO uncia 1, 2, ..., 2011, ObITh ApyKemoOHbIM?



LVIII Onumnuapga ScTtoHun no MmaTemaTuke

12 mapTa 2011 r. 3akatoHmnTeNbHbIR TYp 12 knacc

Bpems, orBoaumoe a1 petieHHs: 5 4acos.
Beproe u gocraroyno obocHOBaHHOE pellleHHe Ka)AOH 333391 AAET 7 OaJLIOB.
Tonp30BaThCs KAJBKYJIATOPOM HE Pa3peIacTCsl.

1. Haiitu nocniegHion0 uudpy uucia

1" +22+3%+... +2011%%,

. Haligércs 1M Takoe MoJIOXKHTEIbHOE OEHCTBUTEbHOE YHCTIO C, UTOOBI I
BCEX IOJIOKHTEIbHBIX HEHCTBHTEJLHBIX UHCEN X1, X2, X3, X4 BBITOJHSUIOCH
HEpPaBEHCTBO

X1X2 + X1X3 + X1X4 + XoX3 + XoXq + X3X4 < C(X1X2 + X2X3 + X3X4 + X4X1)?

. [ymmebl cTopoH npsiMoyronbHuka ABCD paBabl |AB| = a u |BC| = b, rme
a = b. Ilycts E — Takast TOUKa Ha OTpe3ke AB, 4TO CyMECTBYET POBHO OJ-
Ha BO3MOKHOCTb BBIOpaTh TOUKH F, G 1 H COOTBETCTBEHHO Ha cTOpoHax BC,
CD u DA Tak, uToObl 4eThIpEXYrobHUK EFGH Taxkxke sIBJIsUICS MPsIMOYTOJIb-
HUKOM. HaliTu oTHOmeHue miomane# npsimoyrojasHukos EFGH u ABCD.

Pa3IMYHBIMH CIOCOOAMH OH MOKET PACKPAaCHThb I'PaHH MPABHJIBHO-

ro BOCBMHTPaHHHKA (OKTa3/Ipa) TaK, YTOOBI TPaHH C OOIHM peo- \V
PpoM ObUTH BCer ja pacKpanIeHsl pa3IMyHbIMHU IIBeTaMu ? Packpackw,

KOTOpBIE MOJIyUeHbl APYT U3 Apyra MyTEM MOBOPOTa OKTa3pa, CUUTAEM OJH-
HaKOBBIMH.

. Y Camm ectb TpHU KapaHgJalla, BCE Pa3HbIX IBETOB. CKOJIbBKUMH i

. BHyTpH npaBHJIBHOTO 271-yroJIbHUKA BHIOUPAIOT MPOU3BOJIBHO OJHY TOUKY H
COEIMHSIOT €€ CO BCEMU BEPIIMHAMHU 271-YroJibHUKA. [loyueHHble TpeyroJib-
HHMKHM NTOOYEPEAHO PACKPAMMBAIOT YEPHBIM B O€JIBIM IBETOM TaK, YTOOBI HMEIO-
mye OOy CTOPOHY TPEYTOJIbHUKH OBUIH pacKpalIeHbl PAa3IMYHBIMH LIBETAMH.
Jlokasate, 4TO CyMMa IuiomaeH OebIX TpeyroJpbHHKOB PaBHA CyMME IUIOMIA-
Jied YEPHBIX TPEYTrOJIbHUKOB.



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 Léppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: ainuke selline arv on 1010025.

Olgu n = a® ja n+ 2011 = b?, kus a ja b on positiivsed tiisarvud. Siis
2011 = b* - a* = (b- @)(b + a).

Et 2011 on algary, siis ainsa voimalusena b — a = 1 ja b + a = 2011. Liites
need vordused, saame 2b = 2012, kust b = 1006 ning a = b — 1 = 1005.
Seega n = a® = 1010025.

2. Vastus: 4 protsenti.

Lahendus 1. Vaatleme asju, millel on négu ja pole tegu, ning asju, millel on
tegu ja pole nigu. Nende asjade hulk jdi pérast timberpaigutamisi samaks.
Nende asjade osakaalude vahe oli enne muudatusi 76% — 60% = 16%, pa-
rast aga 45% — 25% = 20%. Jarelikult vihenes asjade koguarv koolikotis
20 : 16 = 1,25 korda. Asju, millel on négu ja pole tegu, oli pdrast muuda-
tusi koigist asjadest 45%, esialgu aga 45% : 1,25 = 36%. Et esialgu oli asju,
millel oli ndgu, tildse 100% — 60% = 40%, siis asju, millel oli nii ndgu kui ka
tegu, oli 40% — 36% = 4%.

Lahendus 2. Vaatleme asju, millel on tegu ja pole ndgu, ning asju, millel
on nigu ja pole tegu. Nende asjade hulk jdi parast muutusi koolikotis sa-
maks, mistottu nende asjade arvude suhe oli enne ja pirast muudatust sa-
ma. Arvestades, et parast muudatust puuduvad asjad, millel pole nigu ega

25 5
tegu, on vaadeldavate asjade arvude omavaheline suhe 5 ehk 3 Olgu as-

ju, millel on tegu ja pole ndgu, 5x ning asju, millel on nédgu ja pole tegu,
9x. Olgu y dravisatud asjade arv. Siis algselt oli koolikotis 5x+ y asja, millel

pole nigu, ning 9x + y asja, millel pole tegu. Vastavalt iilesande andmetele

5x + 60 15
Xry 2 —, kust lihtsustades saame y = 10x. Siis asju, millel pole
9x+y 76 19

négu, oli algselt 15x. Et see moodustas koigist asjadest 60%, oli kotis kokku
25Xx asja. Asju, millel oli nii ndgu kui ka tegu, oli seega 25x — 5x — 9x — 10x

X
ehk x, mis moodustas koigist asjadest 7x ehk 4%.

3. Olgu O kaheksanurga ABCDEFGH timberringjoone keskpunkt ja timber-
ringjoone raadius 1 (joonis 1). Siis |AC| = v/2, sest AC on vordhaarse tiis-
nurkse kolmnurga OAC hiipotenuus. Kolmnurga ABC tipust B tdommatud

10



Joonis 1

korgus on timberringjoone raadiusest BO lithem ruudu ACEG poole kiil-

2 2
jepikkuse % vorra, seega see korgus on 1 — % Kolmnurga ABC pindala

1 2
on jarelikult 5\/5(1 - %) Esimese maiasmoka osa koosneb neljast selli-

2
sest kolmnurgast kogupindalaga 2v/2 (1 - %)

1
Teise maiasmoka osa, kolmnurga ACE pindala on 5 (V2 =1.

Kolmanda maiasmoka puhul vaatleme kdigepealt kolmnurka tipu G juu-
res. See kolmnurk on sarnane kolmnurgaga AGE, kuid tema korgus on

2
sama mis kolmnurgal ABC ehk 1 — £ Seega selle kolmnurga pindala

2

on (1 - 7) . Kolmanda maiasmoka iilejadnud kaks kolmnurka annavad

kokku sama suure pindala, seega kolmanda maiasmoka osa on pindalaga
512

2[1- ﬁ) .
2

Et
- B B - 2)-
=2(1—§)(1+§) =2(1—%)=1,

siis sai teine maiasmokk sama palju torti kui esimene ja kolmas kokku.

Meirkus. Ruudu diagonaali pikkuse d, kui ruudu kiiljepikkus on 1, saab liht-
sasti tuletada ilma Pythagorase teoreemi kasutamata: iihelt poolt on sel-

11



3 4 4
21 6 |55 6 |2 1/ 5 |6
4 3 3
4 3 1 3
5/ 6 |22 6 |5 5|/ 4 |22 6 |5
3 4 6 4
Joonis 2 Joonis 3

d2
le ruudu pindala rombi pindala valemi pohjal —, teiselt poolt aga 1, siit

d? =2, millest d = V2.

. Vastus: b) ei.

a) Paneme neli taringut kokku nii, nagu kujutatud joonisel 2, need taringud
moodustavad kuubi alumise kihi. Selle peale paigutame teise samasuguse
kihi imberpooratult. Jooniselt ndeme, et sama kihi kokkupuutuvate térin-
gute tahkudel on iiks ja sama arv, teise kihi imberpodramise tottu on ka
erinevate kihtide kokkupuutuvate taringute tahkudel tiks ja sama arv.

b) Oletame, et taringutest saab koostada kuubi mddtmetega 2 x 2 x 2 nii, et
kuubi vilispinnal on ainult arvud 4, 5 ja 6. Et igal kuubil on ndhtaval tép-
selt 3 tahku, peavad nendel esinema koik kolm arvu. Orienteerime kuubi
nii, et tilemise kihi kagunurgas oleks 6 (joonis 3). Arvestades, et iga kahe
naabertdringu kokkupuutuvatel tahkudel on sama arv ning kuubi vélispin-
nal on ainult arvud 4, 5 ja 6, saame ainukese voimalusena, et iilemise kihi
edelanurgas on 4 ja kirdenurgas 5. Niilid aga ei ole enam véimalik nouta-
val viisil paigutada téringut tilemise kihi loodenurka, sest ta peaks iilemises
kihis oma kumbagi naabrit puutuma tahuga 1. Saadud vastuolu niitab, et
tdringutest ei ole voimalik kokku panna selliste omadustega kuupi.

. Vastus: 250 eurot (ehk 3911 krooni ja 65 senti).

Ulesande vastus eurosentides on vihim positiivne tdisarv x, mille korral
vastav kroonisentide arv 15,6466x on 5-ga jaguv tdisarv ehk mille korral

. . 15,6466
5-kroonisendiliste arv X on tdisarv. Arv

15,6466x 156466 78233x
5 ~ 50000 © 25000

saab olla tdisarv ainult juhul, kui x jagub 25000-ga, sest 78233 ja 25000 on
tihistegurita (arvu 25000 ainsad algtegurid on 2 ja 5, millega 78233 ei jagu).
Seega x = 25000, kust saame otsitavaks rahasummaks 250 eurot.

12



Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Lahendus 1. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et a = b = c. Siis

a+bc b +ca c*+ab
+ + =

b+c c+a a+b
a+ (b+cc-c? b2+(c+a)a—a2+cz+(a+b)b—b2
b+c c+a a+b
a? - c? b? - a? c? - b?
= +c+ +a+ +bza+b+c,
b+c c+a a+b

sest

az—cz_’_bz—a2 -0 -+ -2 PP-a> F-b?

b+c c+a * a+b - b+c * c+a * a+b -
1 1 1
22 _ 2 2 _ _
=@ b)(b+c c+a + C)(Io+c a+b)

_@-bta-b »*-Aa-0
T (b+0o)(c+a) (b+c)a+b)

Lahendus 2. Viime liikkmed tiihele poole ja teisendame:

a? + be b2+ ca 2 +ab
—a+ -b+ -c=
b+c c+a a+b
B a2+bc—ab—ac+ b2+ca—bc—ba+cz+ab—ca—cb_
b+c c+a a+b B
_la-bla-c b-9gb-a (-ac-b _
- b+c c+a a+b -

_ (@ =P (@ = A+ B = AP - d®) + (¢ - a®)(* - D)
- (b+c)c+a)a+b)
B e e e
(b+c)(c+a)a+b)
~ (@2 = b2 + (2 — a¥)? + (b% — )2
B 2(b+c)(c+a)a+b)

= 0.
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2. Vastus: (w, x,y,2) = (2,n,n,n+ 1), kus n on suvaline positiivne tdisarv.

Lahendus 1. Vaatleme erinevaid juhte séltuvalt arvust w.

e Kui w = 1, siis lahendeid pole, sest sel juhul on vorduse vasaku poole
vadrtus 2 ning parema poole véartus 1.

e Kui w = 2,siis x <z, y<zehkx < z-1jay < z-1. Seega
w*+w <w v+ w =2 w* < w-w*! = w*. Vorrandi rahulda-
miseks peab molemas vorratuses kehtima vordus, seega x = y =z — 1
ja w = 2. Siit saame lahendid (w, x, y, z) = (2, n, n, n + 1) suvalise posi-
tiivse tdisarvu n korral.

Lahendus 2. Juhul w = 1 lahendeid €i ole, sest 1 +1 = 2 ei esitu 1 astmena.
Eeldame jirgnevas, et w > 1. Uldisust kitsendamata eeldame, et x < y < z.
Siis teiseneb vorrand kujule w*(1 + wY™) = w?, kust

1+ wr ™ =w*

Jdrelikult on 1 + wY™ arvu w positiivne aste ja jagub w-ga. Kui y — x
oleks positiivne, siis ka w?™* jaguks w-ga, mistottu 1 jaguks w-ga ehk
oleks w = 1. Jddb iille y — x = 0, mis annab 2 = w* *. Siit ainukese
voimalusena w = 2 ning z — x = 1. Vorrandi lahendiks saame seega
(w, x,y,2) = (2,n,n,n+1), kus n on suvaline naturaalarv. Kontrollides nie-
me, et koik sellised nelikud ka rahuldavad vorrandit.

. Olgu O ringjoonte ainus 16ikepunkt peale nelinurga tippude (joonis 4). Et
AB, BC, CD ja DA on ringjoonte diameetrid, siis AOB, BOC, COD ja
DOA on koik tdisnurgad. Jarelikult AOC ja BOD on sirgnurgad ehk O on
nelinurga diagonaalide l6ikepunkt.

Joonis 4
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Vastaskiilgedele AB ja CD ehitatud ringjoontel ei saa olla teisi iihiseid
punkte peale O, sest kui lisaks punktile O 16ikuksid need ringjooned ka
nelinurga tipus, siis sisaldaks iiks ringjoon kolme tihel sirgel asuvat punk-
ti (kaks nelinurga tippu ja punkt O), mis on vdimatu. Jérelikult peavad
vastaskiilgedele AB ja CD ehitatud ringjooned punktis O puutuma. Olgu
nende ringjoonte keskpunktid vastavalt P ja Q; siis O asub loigul PQ. Et
|AP| = |PO] ja |CQ| = |QO)], siis vordhaarsetest kolmnurkadest Z/BAC =
= /PAO = LZPOA = ZQOC = ZQCO = £ZDCA. Seega AB ja CD on paral-
leelsed. Analoogselt on paralleelsed ka teine paar vastaskiilgi. Jarelikult on
tegu roopkiilikuga, kuid ré6pkiiliku diagonaalid ristuvad ainult siis, kui see
r66pkiilik on romb.

P4 —= 4 g — P
+ - 0 0 - + 0 0
-1+ |77 cC I gt
A B C D
C A
=
Joonis 5
e e
oo )0 oo )0
+ - + 0 0 ¥ + - + 0 0 ¥
_ | 0 _ s 0
0 P c 0 _ A
+] -]+ |0 +]-1+10
A B C D
D C B A
= 7= e 7=
e e S S e S S
e T e T
A B C D
Joonis 6
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4. Vastus: a) jah; b) jah.

Koigepealt paneme tdhele, et arvude paigutus ithikkuubi tahkudel on kuu-
bi podramise tdpsusega iiheselt méddratud. Toepoolest, kui mingil tihikkuu-
bi tahul on arv x, siis selle tahu naabertahkudel on vaheldumisi erinevad
arvud y ja z ning vastastahul jéllegi arv x. See tdhendab, et igaiiks arvudest
—1, 0 ja 1 esineb tihel paaril vastastahkudel. Sobivad konstruktsioonid on
ndidatud joonistel 5 ja 6, kus — ja + tdhistavad vastavalt arve —1 ja 1.

Midrkus. Esitatud konstruktsioone saab kergesti {ildistada suvalise (vasta-
valt paaris voi paaritu) kiiljepikkuse 7 juhule.

5. Vastus: 2°, 6°, 10°, 18° ja 30°.

Tahistame lithiduse mottes ZABC = « (joonis 7). Siis viimase vordhaar-
se kolmnurga K»,,-1K2,Kz,+1 alusnurk on a. Eelviimase vordhaarse kolm-
nurga Kz,—2Kz,-1Kz;, alusnurk on 180° — (180° — 2a) = 2a. Sellele eelneva
kolmnurga Kz,,-3K2,-2K2,-1 alusnurk on 180° — (180° —4a) — a = 3a. Uldi-
selt, kolmnurga Ky;,—;K2;,—i+1 Kap—i+2 alusnurk on 180°—(180°—2-(i—1)a) —
—(i—-2a=ia (i=3,...,2n). Seega kolmnurga ACK» = KyKj K, alusnurk
on 2na. Kolmnurgas ABC saame niiid 90° = /BAC + ZABC = 2na + «a,

o

kust a = . Et vastavalt iilesande tingimustele on nurga a suurus

2n+1
tdisarv kraade, peab 2n + 1 olema arvu 90 paarituarvuline tegur, mis on

suurem kui 1 (sest kolmnurgas ei saa olla kahte 90° nurka). Sellised tegurid
on 3, 5,9, 15 ja 45, mis annavad nurga a vdimalikeks suurusteks vastavalt
30°, 18°, 10°, 6° ja 2°.

Joonis 7
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: 1ja —1.

Lahendus 1. Toestame koigepealt, et arvud 1 ja —1 ei esitu iihegi tdisarvu-
liste liikmetega mittekonstantse aritmeetilise jada vdhemalt kolme jarjesti-

kuse liikkme summana. Olgu a;, a, ..., aj aritmeetilise jada k jarjestikust
ay + ag

liiget, kus k = 3. Nende lilkmete summa on s = -k. Kui k on paari-

k
tu, siis s jagub k-ga. Kui k on paaris, siis s jagub arvuga ) > 1. Kummalgi
juhul ei saa s olla 1 ega —1.

Tdestame niiiid, et iga muu tdisarv s esitub mingi tdisarvuliste lilkkmetega
mittekonstantse aritmeetilise jada vidhemalt kolme jdrjestikuse lilkme sum-
mana. Kui s = 0, siis avaldub s liikmete —1, 0, 1 summana. Kui s on nullist
erinev paarisarv, st avaldub kujul s = 2¢, kus ¢ # 0, siis arvud -¢, 0, ¢, 2t
on aritmeetilise jada liikmed vahega ¢ ning nende summa on 2¢ = s. Kui s
on paaritu ary, st avaldub kujul s = 2t + 1, siisarvud -t +1, ..., 0, 1, ...,
t—1, t, t+1 on aritmeetilise jada liikmed vahega 1 ning nende summa on
t+(t+1) =2t+1 = s, sest lilkkmed —¢+ 1 kuni #—1 koonduvad kahekaupa
vilja.

Lahendus 2. Olgu a; esimene aritmeetilise jada jarjestikustest liikmetest

2a1 +d(n—-1
ning d jada vahe. Siis 7 jarjestikuse liikme summa on s = ¥-n

Seega peab kehtima vordus 2s = (2a; + d(n — 1))n. Kui s =1 voi s = -1,
siis vordus kehtida ei saa, sest n = 3 ei ole arvu 2 ega —2 teguriks. Kui
s = 0, siis valime jada jdrjestikusteks liikmeteks —1, 0, 1. Kui aga s on
nendest arvudest eriney, siis olgu n = 2[s|, d suvaline paaritu arv ning

1-(n-1)d -1-(n-1d
al:%,kuis>0,v6ia1=%Jﬂlis<0-

2. Vastus: (x,y) = (n + 1, n), kus n on suvaline téisarv, voi (x, y) = (-1,1).

e Eeldame, et x > y. Siis 3xy+1 =x>—y® = (x - N +xy+ y°) =
> (x—y)-3xy. Bt x> y,siis 3xy=x>—y3—1>1-1=0.Kui 3xy >0,
siis 3xy = 3, mistottu eelnevalt saadud vorratusest 3xy+1 = (x—y)-3xy
jareldub x — y = 1. Kui 3xy = 0, siis x = 0 vdi y = 0 ja molemal juhul
saame ainsa vdoimalusena samuti x — y = 1. Vahetu kontroll niitab, et
koik paarid (x,y) = (n + 1,n), kus n on suvaline tdisarv, rahuldavad
esialgset vorrandit.
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¢ Eeldame, et x = y. Siis vorrandil lahendeid pole, sest vasak pool on 0,
parem pool aga teatav positiivne arv.

¢ Eeldame, et x < y. Siis vorrandi vasak pool on negatiivne, mis ta-
hendab, et xy on negatiivne. Jéarelikult x < 0 ja y > 0. Tdhistades
—x = z ning korrutades vorrandit (-1)-ga, saame vorrandi z° + y° =
=3zy—-1.Siis3zy—-1= 2+ y3 =(z+ y)(z2 —-zy+ yz) = (z+ y)zy.
Jarelikult z + y < 3. Seega ainuke vdoimalus on z = y = 1 ehk x = -1,
y =1, mis ka rahuldab vorrandit.

3. Lahendus 1. Tdhistame /CAB = a ja ZCBA = f (joonis 8). Olgu r ja s
vastavalt kolmnurkade ACM ja BCM timberringjoonte raadiused. Siinus-

CM CM
| | =2rehkr = l_—l.Analoogi—
a 2sina

teoreemist kolmnurgas ACM saame

. |CM| . . .
liselt s = ﬂ Olgu U ja V vastavalt kolmnurkade ACM ja BCM tipust
sin
AB
M tommatud korguste aluspunktid. Siis |[MU| = |[AM|sina = % sina.
AB CM|-|AB
Analoogselt |[MV| = |2_| sin B. Jarelikult r - | MU]| = % =s-|MV].

Lahendus 2. Olgu x ja y vastavalt kolmnurkade ACM ja BCM tipust M
tommatud korgused ning r ja s kolmnurkade timberringjoonte raadiused.
Kolmnurkade ACM ja BCM pindalad on vordsed, sest |AM| = |[BM| ning
tipust C tommatud kdrgus on tihine. Seetottu |AC|-x = |[BC| - y. Tdhistame
ZAMC = vy. Siinusteoreemist |AC| = 2rsiny ja |[BC| = 2ssin(180° — y) =
= 2ssiny. Seega 2r siny - x = 2ssiny - y. Et y # 0, siis jareldub siit rx = sy.
abc . ah

Lahendus 3. Kasutame kolmnurga pindala valemeid S = iR ja S = -

kus a, b, ¢ on kolmnurga kiilgede pikkused, R timberringjoone raadius ja
ah

b b
h korgus. Nendest saame % =5 ehk Rh = 76 Kolmnurga ACM tm-

berringjoone raadiuse ja tipust M tdommatud korguse korrutis on seetottu

o

Joonis 8
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AM]|-|CM BM]| - |CM
w, analoogiline korrutis kolmnurgas BCM on aga ”#

Need kaks korrutist on vordsed, sest |AM| = |BM]|.
. 35
. Vastus: 5 ja R

Alguses on anumas 10 kilogrammi lahust, milles on iihtekokku 1 kilo-

gramm soola. Pdrast esimest sammu jddb anumasse kilogrammi

.. . 10— x 9x+10 . .
soola. Pdrast teist sammu on anumas 10 +x = 10 kilogrammi

soola ja taas 10 kilogrammi lahust. Pdrast kolmandat sammu on anumas

9x+10 10-x  —9x*+80x+100 . . ) ,
. = kilogrammi soola. Parast neljandat
10 10 100

sammu on anumas ikka samapalju soola ja 10 kilogrammi lahust. Et lahu-
se l6ppkontsentratsioon on 27,5%, peab kehtima vordus

—9x2 + 80x + 100
10 - 100

=0,275

ehk —9x% + 80x + 100 = 275 ehl§5—9x2 + 80x — 175 = 0. Selle ruutvorran-
di lahendid on x; = 5ja x, = 9 Molemad sobivad, sest on vidiksemad
kui 10.

. Vastus: ei.

Lahendus 1. Olgu p heanaaberliku linna algarvuline elanik (joonis 9). Et p
jagub 1-ga ja p # 1, siis leidub arvudel 1 ja p iihine sdber k. Et k jagub
1-gaja k # 1, siis leidub arvudel 1 ja k tihine séber i.

Kui i # p, siis k on i ja p tihine sober, mis tdhendab, et i jagub p-ga,
sest p algarvulisus teistpidi jaguvust ei voimalda. Kui i = p, siis 1 on k ja
p lihine sdber, mis analoogiliselt néitab, et k jagub p-ga. Mdlemal juhul
niisiis leidub linnas mingi p kordne, mis on arvust p suurem.

Naturaalarvude linnas elanikega 1, ..., 2011 aga ei leidu algarvul 2011 te-
mast suuremat kordset. Seega see linn ei saa olla heanaaberlik.

Joonis 9



Lahendus 2. Oletame, et see linn on heanaaberlik. Valime mingid 12 algar-
vu, mis pole suuremad kui 2011 (néiteks 12 esimest algarvu). Igatihel neist
algarvudest leidub arvuga 1 iihine séber, olgu need sobrad a;, ay, ..., aj.
Saadud arvud on kéik erinevad, sest vastasel korral oleks mingi neist kahe
algarvu iihine sober. Uldisust kitsendamata eeldame, et a; < az <... < aj».
Et 1 on koigi nende arvude iihine sober, peab igast kahest jarjestikusest ar-
vust teine jaguma esimesega. Siit saame, et ajp = 212 = 2048, vastuolu.

Midrkus. Arvu 2011 algarvulisuse teadmine lahenduses 1 pole oluline, kui
kasutame TSebo3evi teoreemi. Selle kohaselt asub arvude 7 ja 27 vahel ala-
ti moni algarv. Seega saame valida p nii, et 1005 < p < 2010 - siis p on vaa-
deldava linna elanik, kuid suvalise suurema kordse puhul kp = 2p = 2012,
mistottu need ei ole selle linna elanikud.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: 8.

Lahendus 1. Summa koosneb liidetavatest kujul (10k + l)mk” . See liidetav

16peb sama numbriga nagu arv

l10k+l

Et numbriga 1, 5, 6 voi 0 16ppeva arvu iga aste 16peb sellesama num-
briga, siis 16pevad (10k + 1)'%%*! 10k + 5)'%%*% 10k + 6)!°%*6 ja
(10k + 10)'%%+10 yastavalt numbritega 1, 5, 6 ja 0.

Et arvu 4 iga paarisaste 16peb numbriga 6 ja iga paaritu aste numbriga
4, siis arv (10k + 4)1°%** kui 4-ga 16ppeva arvu paarisaste 16peb num-
briga 6.

Et arvu 9 iga paarisaste 16peb numbriga 1 ja iga paaritu aste numbriga
9, siis arv (10k +9)'%%*° kui 9-ga loppeva arvu paaritu aste 16peb num-
briga 9.

Arvud 2% ja 8 lopevad 4-ga. Arv (10k + 2)'%%*2 = ((10k + 2)%)°k*!
on 4-ga loppeva arvu paaris- voi paaritu aste séltuvalt sellest, kas k
on paaritu voi paaris, ja 10peb seega vastavalt numbriga 6 voi 4. Arv
(10k +8)'19%+8 = ((10k + 8)%)°*** on 4-ga l6ppeva arvu paaritu vdi paa-
risaste soltuvalt sellest, kas k on paaritu voi paaris, ja ldopeb seega vas-
tavalt numbriga 4 voi 6. Jarelikult (10k + 2)'°%*2 + (10k + 8)1°%*8 15peb
iga k korral numbriga 0.

Arvud 3? ja 7% lopevad 9-ga. Arv (10k + 3)'%%+3 = ((10k + 3)%)°k*1.
- (10k + 3) 16peb sama numbriga nagu 1 -3 v6i 9 - 3 ehk numbriga 3
vOi 7 vastavalt sellele, kas k on paaritu voi paaris. Arv (10k + 7)10k+T =
= (10k+7)%)%%*3. 10k +7) 16peb sama numbriga nagu 1-7 v6i 9-7 ehk
numbriga 7 voi 3 vastavalt sellele, kas k on paaritu voi paaris. Jarelikult
(10k + 3)'%%+3 4 (10k + 7)'°%*7 15peb iga k korral numbriga 0.

Jarelikult arvude (10k+1)'%%*1, 10k +2)1%*2, | (10k+10)'%%*1° summa
16peb sama numbriga nagu 1 +5+6+ 0+ 6 +9 + 0 + 0 = 27 ehk numbriga
7. Ulesande summa koosneb 201 sellisest 10 liidetava summast ja lisaks lii-
detavast 20112°*! | mille viimane number on 1. Seega kogu summa viimane
number on vordne arvu 201 - 7 + 1 viimase numbriga 8.
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Lahendus 2. Vaatame eraldi jddke 2-ga ja 5-ga jagamisel. Teame, et paari-
tute arvude astmed on paaritud ja paarisarvude astmed paaris. Seega iles-
ande summas on paarituid arve niisama palju kui hulgas {1,...,2011}. Sel-
les hulgas on paarituid arve paarisarv, mistottu kogu vaadeldav summa on
paarisarv.

Uurimaks jadke 5-ga jagamisel, mirkame, et 0 igas astmes annab 0 ning
kui 1 < a < 4, siis a* annab 5-ga jagades jiigi 1. Seega iga a, 1 < a < 20,
korral

(a+20)%20 = g220 = 4. 420 — 4% . (@"® =a%-1=a* (mod 5).

(Kirjutis x = y (mod m) tdhendab, et x ja y annavad m-ga jagades sama
jadgi.) Ndeme, et antud summa liidetavate jaigid 5-ga jagamisel korduvad
perioodiliselt iga 20 liikme jérel. Et selliseid tstikleid on 100 ja 100 jagub 5-
ga, on antud summa viimase 2000 liidetava summa jiddk 5-ga jagamisel 0.
Jadb tile arvutada esimese 11 liidetava jadgid: 1'=1,22=4,33=27=2,
4'=42=1,5=0"=0,6°=21=1,7=2=3,8=3"=1,9"=4" =4,
101% = 0% = 0, 11! = 13 = 1. Siit kogusumma jaik 5-ga jagamisel on 3.
Kokkuvottes, summa jadk 10-ga jagamisel ehk viimane number on 8.

. Vastus: ei.

Lithiduse mottes tdhistame A = x3xp + X1 X3 + X1 X4 + X2 X3 + X2 X4 + X3X4 ja
B = X1X2 + XoX3 + X3X4 + X4X1. Valime x; = x3 = u ning x» = x4 = 1. Siis
;. Et u voib olla kui tahes suur,
siis ei leidu konstanti C, mille korral A < CB.

A
A= x1x3 = u? ja B = 4u. Jarelikult 3 =

1
. Vastus: —.
2

Ristkiilikutel ABCD ja EFGH on tiihine keskpunkt O (joonis 10). Et rist-
kiilik on koolnelinurk, siis asub punkt F ringjoonel keskpunktiga O ja raa-
diusega |OE]|. Uldiselt 16ikab see ringjoon ristkiiliku kiilge BC kahes kiilje

D G C
(0]
H F
A E B
Joonis 10
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keskpunktiga stimmeetrilises punktis, kuid selleks, et ringjoonel ja kiiljel
oleks tdpselt iiks tihine punkt, peab ringjoon kiilge BC puutuma ning F
olema kiilje BC keskpunkt. Analoogiliselt on punkt H kiilje DA keskpunkt.

Kolmnurga EFH aluse HF pikkus on a ja kérgus 2> kolmnurga pindala

1 b ab
on—--a-— = i Kolmnurga GFH pindala on sama suur. Seega ristkiiliku

2 2
b b
EFGH pindala on 2 - % = a? ehk pool ristkiiliku ABCD pindalast ab.

. Vastus: 15.

Uhte virvi saab esineda maksimaalselt 4 korda: kummassegi vastastippu
koonduvatel tahkudel maksimaalselt 2 korda. Seega voimalikud virvide ar-
vud on kas 4, 4, 0 v6i 4, 3, 1 v6i 4, 2, 2 voi 3, 3, 2.
¢ Skeem 4, 4, 0. Kolmest virvist kahe viljavalimiseks on 3 voimalust. Ok-
taeedri virvimiseks kahe vdrviga on ainult 1 véimalus, sest iihe tahu
varviga on iilejadnud tahkude vérvid iiheselt méddratud. Seega kokku 3
voimalust.
¢ Skeem 4, 3, 1. Kolme vérvi jarjestamiseks on 3 -2 - 1 = 6 voimalust. Kui
varvide arvud on fikseeritud, siis oktaeedri tahkude vdrvimiseks on 1
voimalus, sest 4 korda kasutatud vérvist peavad 2 asuma oktaeedri {ihe
tipu ja 2 tema vastastipu juures. Ulejainud kahte virvi saab paigutada
ainult 1 viisil oktaeedri pddramise tdpsusega. Seega kokku 6 voimalust.
e Skeem 4, 2, 2. Kolmest véarvist 4 korda kasutatava vérvi véljavalimiseks
on 3 voimalust. Kui varvide arvud on fikseeritud, siis oktaeedri varvi-
miseks on 1 vbimalus, sest kui 4 korda kasutatava vdrvi asukohad on
paika pandud, siis peavad kumbagi iilejidnud véarvi tahud kohtuma sa-
ma tipu juures. Seega kokku 3 voimalust.
¢ Skeem 3, 3, 2. Kolmest vérvist 2 korda kasutatava vérvi véljavalimiseks
on 3 vdoimalust. Kui 2 korda kasutatavat varvi tahud kohtuksid tihe ti-
pu juures, siis peaks vastastipu juures olema vaheldumisi 2 iihte ja 2
teist varvi tahku, mistottu vaadeldava tipu juures peaksid iilejadnud 2
tahku olema véarvitud sama virviga. Siis aga tekiks kokku 4 {ihte virvi
tahku. Seega asub 2 korda kasutatav varv vastastahkudel ning iilejaa-
nud varvid paiknevad vaheldumisi nendevahelisel kuuetahulisel kiilg-
pinnal. Seega kokku 3 voimalust.
Uldse on védrvimisvoimalusi jarelikult 3 + 6 + 3 + 3 = 15.

. Lahendus 1. Kui n = 2, st 2n-nurk on ruut, siis vdide kehtib, sest valgete
kolmnurkade alused on ruudu vastaskiiljed ja kérgused asuvad {iihel sirgel,
seega valgete kolmnurkade kogupindala on pool ruudu pindalast. Eelda-
me, et n > 2. Pikendame 2n-nurga koiki kiilgi, mis piirnevad valgete kolm-
nurkadega, kuni 16ikumiseni nii, et tekib korrapdrane n-nurk (joonis 11).
Uhendame esialgse 2n-nurga sees valitud punkti zn-nurga tippudega. Val-
ges kolmnurgas 2n-nurga kiiljele tommatud koérgus on sama mis vastavas
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Joonis 11 Joonis 12

kolmnurgas n-nurga kiiljele tommatud korgus, nende kolmnurkade aluste
suhe on aga 2n-nurga kiiljepikkuse ja n-nurga kiiljepikkuse suhe, olgu see
c. Seega on valgete kolmnurkade pindala ¢S, kus S;, on n-nurga pindala.
Samuti ndeme, et mustade kolmnurkade pindala on cS§,,.

Lahendus 2. Ulesande viide on samaviirne viitega, et mustade kolm-
nurkade 2n-nurga kiilgedele tommatud koérguste summa on vordne valge-
te kolmnurkade vastavate korguste summaga. Olgu O selle 2n-nurga kesk-
punkt, A valitud punkt, a¢ nurk punktist O iihele kiiljele tommatud ristsir-
ge ja sirge OA vahel ning ! keskpunkti O kaugus 2n-nurga kiiljest (joo-
nis 12). Siis vastava kolmnurga kérgus on ! — |OA| cos a. Jargmise sama
varvi kolmnurga korguse saame arvutada samamoodi, ainult a asemel on

o

nilid a + . Seega koigi sama virvi kolmnurkade korguste summa on
60° n —1)360°
nl—lOAI-(cosa+cos(a+ )+...+cos(a+%)).

Néitame, et sulgudes olev koosinuste summa on vordne nulliga. Selleks

o

. 360
korrutame seda summat suurusega sin . Et
n

—sin(a+
2n 2

cos(a+ k- 3600) sin 360° 1 ( in(a+7(k " %) .3600)

(k- 3)-360°
n ))'

siis tekib teleskoopsumma, millest parast liikmete koondamist jaib jirele

60° (n—3)-360°

- sin(a - ) + sin(a + 2—)
n

Sama vérvi kolmnurkade korguste summa on seega n/ molema vérvi jaoks.
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Mirkus. Ziirii lahenduses 2 esinevat summat

600) +...+ cos(a + =D 131‘3600)

cosa + cos(a +
voib leida ka jargnevalt. Tahistame z = cos @ + i sin , kus i on imaginaar-
iihik, ning

60° . . k-360°
+isin ———

Zj = COoS , k=0,1,..., n—1.

Siis on uuritav summa kompleksarvu z-zg + z- z; + ... + 2 - z,—] reaalosa.
Saame

z2-Z0+z-21+...+2-zZp1=2-(zp+21+...+24-1) =

0 n-1

1, 2 z -1
=z (g +z+27+...+2] )=2z-

=z-0=0,
Z1—1

mistottu ka uuritav summa on vordne nulliga.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 Léppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Evely Leetma) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jairgmiselt.

o Tiislahendus: 7p
o Taislahendus arvutusvea voi pisipuudusega (nt pole kirjas, et

2011 on algarv): 6p
o Joutud seoseni 2011 = (b — a)(b + a); mérgitud, et 2011 on

algarv: 5p
o Vaadeldud juhtumit, kus 7 ja n+2011 on jarjestikuste tdisarvu-

de ruudud; leitud 6ige n vdirtus: 4p

o Vaadeldud juhtumit, kus n ja n+ 2011 on jarjestikuste tdisarvu-
de ruudud; n viirtuse leidmisel arvutusviga: 3p

2. (Oleg Kosik) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Téaislahendus: 7p
o Muidu 6ige lahendus, kuid vorrandisiisteemi lahenduskiik esi-
tamata: 5p
o Poolik lahendus: 3p
o Pandud kirja moni kasulik vorrand véi seos: 1-2p
o Oige vastuseni joutud katsetusmeetodil: 1p
o Ainult dige vastus: 0p

Mitmed lahendajad eeldasid ekslikult, et dravisatuid asju on sama palju kui
juurdelisatuid, kuid tekstis pole seda 6eldud ning see ldheb vastuollu {iles-
ande tingimustega.

3. (Elts Abel) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summee-
riti.

Skeem 1. Pindalade arvutamine.

o Tehtud joonis ja arvutatud vajalikud nurgad: 1p
o Avaldatud 1. maiasmoka tiikkide kogupindala S; mingi (iihi-

kuks voetud) 16igu pikkuse a kaudu: 2p
o Avaldatud 2. maiasmoka tiiki pindala S» 16igu pikkuse a kaudu: 1p
o Avaldatud 3. maiasmoka tiikkide kogupindala S3 16igu pikkuse

a kaudu: 2p
o Niidatud, et S; + S3 = S»: 1p
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Skeem 2. Hulknurkade tiikeldamine.

o Tehtud joonis ja arvutatud vajalikud nurgad:

o Nididatud kolmnurkade ABC, CDE, EFG ja GH A vordsus:

o Jaotatud kolmnurk ABC kaheks vordseks kolmnurgaks ja nii-
datud, et kolmnurga ACE seda osa, mis asub ruudu BDF H see,
on voimalik jaotada kaheksaks valitud kolmnurgaks:

o Niidatud, et S; + S3 = S5

Ip
Ip

3p
2p

Kolmnurkade vordsuse pdhjendamata jatmise korral voeti maha kuni 2

punkti.

. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o a)-osa:
Tiitipilised lahendused a)-osas:
 0ige konstruktsioon, kuid pole selgitatud, miks tihegi kahe
tdringu voi kihi kokkupanemisel vastuolu ei teki:
* sobiv konstruktsioon vdiksema orientatsiooniveaga:
* sobiv konstruktsioon siistemaatilise orientatsiooniveaga:
o b)-osa:
Tiiiipilised lahendused b)-osas:
* idee 0Oige, selgituses viiksemad puudujdagid:
e idee dige, selgitus puudulik (sh moéne kuubi vale orientat-
sioon) voi pohjendus ebaselge:
e ainult esitatud pohjendamata voi véari vditeid:

. (Kalle Kaarli) Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Ulesanne korrektselt formaliseeritud ja naturaalarvude jaguvu-
se omadustele tuginedes lahendus I6pule viidud:

o Leitud iiks sobiv variant (nditeks 1000 eurot) ja sellest taanda-
mise teel saadud 6ige vastus; pohjendatud, et enam vidhendada
ei saa:

o Sama ilma viimase pohjenduseta:

o Sama, kuid taandamine 16pule viimata; niiteks vastus 500 eu-
rot:

o Oige vastus viga dhmaste selgitustega:
o Vale vastus ebakorrektse arutlusega:

3p

2p
Ip
Op
4p

3p

1-2p
Op

7p

5p
4p

3p
lp
0p

Juhul, kui vormistus vai véljendamise tdpsus jéttis tugevasti soovida, voeti

punkt maha.
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Maksim Ivanov) Tilpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Taislahendus: 7p

o Saadud iilesandes antud vorratusega samavairne vorratus kujul
P P-d® -
+ +

= 0 (voi sellega sarnane), kuid seda

b+c c+a a+b
pole tdestatud: 3p
o Saadud iilesandes antud vorratusega samavéirne vorratus kujul
a* + bt + ¢ — @®b* — a?c® — b*c® = 0, kuid seda pole tdestatud: 5p

2. (Ahto Truu) Tiitpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Oige iildlahend vilja toodud, aga selle {ihesuse pohjendus puu-
dulik (nditeks ndidatud, et paaritu w pole voimalik, aga paaris

w juht kisitlemata): 4p
o Oige tildlahend vilja toodud, aga selle iihesus pohjendamata
vOi pohjendus viaga puudulik: 2p
o Uksiku erilahendi leidmine: Op
o Kasulike mittetriviaalsete arenduste eest, soltuvalt sellest, kui
kaugele oli joutud: 1-2p
3. (Toomas Krips) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Naditamine, et nelinurga ABCD diagonaalid ristuvad: 2p

o Nditamine, et nelinurga ABCD vastaskiiljed on paralleelsed: 5p
Sealhulgas:

e Niidatud, et nurk POQ on sirgnurk: 1p

¢ Pandud tihele, et |PA| = |PO| = |PB|: 1p

4. (Uve Nummert) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid

summeeriti.

o a)-osa (2 x 2 x 2 kuup): 3p
Sealhulgas:

e kirjeldatud voimalikud arvude paigutused kuubi tahkudel: 1p

o b)-osa (3 x 3 x 3 kuup): 4p
Sealhulgas:

28



e kirjeldatud véimalikud arvude paigutused kuubi tahkudel
(voi piisav alamhulk neist): 1p
Kui joonisel oli ndidatud 6ige arvude paigutus ainult kuubi kolmel korraga
néhtaval tahul, sai selle osa eest 2 punkti.

5. (Raul Kangro) Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.
o Teostati dige iileminek esimeselt kolmnurgalt teisele, iildistati
valesti: 2p
o Naidete ldbiarvutamise teel leiti katseliselt dige valem alusnur-
kade (voi tipunurkade) jaoks ning sellest ldhtuvalt lahendati 6i-
gesti, vastava seose kehtimine tildjuhul néditamata: 5p

o Korrektne lahendus: 7p
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Nikita Salnikov) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Ndidatud, et 1 ja —1 ei saa esitada noutud jada summana: 3p

o Nadidatud, et tilejadnud arvud on esitatavad noutud jada sum-
mana: 4p

2. (Mart Abel) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o Aratoodud lahend x = -1, y = 1: 1p
o Ara toodud tiks voi mitu lahendit kujul x = y + 1: 1p
o Naidatud, et koik lahendid kujul x = n + 1, y = n sobivad: 2p
o Niidatud, et teisi lahendeid ei ole: 3p

3. (Hdrmel Nestra) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Téaislahendus: 7p
o Taislahendus pisiveaga: 6p
o Mboni oluline samm lahenduse suunas: 1-2p
o Kasutud moéttearendused: 0p

4. (Hannes Jukk) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

o Opilane leidis esimese operatsiooni puhul soola hulga lahuses

Oigesti: 1p
o Opilane leidis teise operatsiooni puhul soola hulga lahuses 6i-

gesti: 1p
o Opilane leidis kolmanda operatsiooni puhul soola hulga lahu-

ses Oigesti: 2p
o Opilane leidis neljanda operatsiooni puhul soola hulga lahuses

Oigesti: 1p
o Opilane koostas ruutvorrandi digesti: 1p

o Opilane lahendas ruutvorrandi ja sai iilesande tingimusi rahul-
davad lahendid: 1p
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5. (Peeter Laud) Ziirii naidislahendusega 1 sarnaneva lahenduse osade eest
anti punkte jargmiselt. Osade eest antud punktid summeeriti. Olgu k ja i
defineeritud nii nagu néidislahenduses.

o Niidatud, et i = 2011 viib vastuoluni: 3p
o Niidatud, et i # 2011 viib vastuoluni: 4p

Ziirii ndidislahendusega 2 sarnaneva lahenduse osade eest anti punkte
jargmiselt. Osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud, et igal arvul peab olema iihine sober arvuga 1: 1p
o Ndidatud, et kui mingi arv on sober arvudega x, ..., Xy, siis

arvud xy, ..., x, peavad koik iiksteisega jaguma: 2p
o Ndidatud, et arv 1 peab olema sdber paljude erinevate arvudega

(siin ,paljude” tdhendab vihemalt 11): 2p
o Naidatud, et hulgas {1,...,2011} ei leidu tihtteist erinevat arvu,

mis koik iiksteisega jaguvad: 2p
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Eesti LVIII matemaatikaoliimpiaad

12. marts 2011 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Kairi Kangro) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.

Lahendus, kus arvutati iga numbriga loppevate arvude summa eraldi.

o Numbritega 1, 5, 6, 0 16ppevate arvude ldbivaatus: 1p
o Numbritega 4 ja 9 16ppevate arvude ldbivaatus: 1p
o Numbritega 2, 3, 7, 8 16ppevate arvude ldbivaatus: 4p
o Lahenduse lopuleviimine: 1p

Lahendus, kus arvutati 20 jérjestikuse liidetava summa.

o Arvude 0-9 astmete jadkide leidmine: 2p
o Pdhjendamine, et 20 jirjestikuse liidetava summa tuleb alati

sama: 3p
o Lahenduse l6puleviimine: 2p

2. (Laur Tooming) Tilipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Analiitisitud 14bi erijuht, kus x; < x» < x3 < x4 vms: 1p
o Teisendatud antud vorratus ,ilusale lithikesele kujule: 1p
o Idee fikseerida koigi voi osade muutujate vadrtused, mis voiks

sihile viia, voi muu kasulik, aga 16puleviimata idee: 3p
o Oige lahenduse idee on olemas, aga tosiste vigadega: 4p
o Oige lahendus, aga moni vajalik selgitus puudu: 5p
o Tiéielik lahendus védiksemate vigadega: 6p
o Taielik lahendus: 7p

3. (Nikolai Voitsehhovski) Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Margitud, et ristkiilikutel ABCD ja EFGH on iihine keskpunkt

O: 1p
o Nadidatud, et ringjoon peab kiilge BC puutuma ning F peab
olema kiilje BC keskpunkt; analoogiliselt peab punkt H olema
kiilje DA keskpunkt: 3p
1
o Leitud, et ristkiilikude EFGH ja ABCD pindalade suhe on > 3p

32



4. (Urve Kangro) Tiitipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o Téislahendus esinevate virvide arvu jéargi (nagu Ziirii lahendu-

ses): 7p
o Vaadeldud oktaeedri pealtvaadet, mille jaoks on 6 vdimalust,

ning kombineeritud seda erinevate altvaadetega. Tiilipiliselt jai

sellisel juhul tdhele panemata, et 6 voimalust andsid paarikau-

pa sama tulemuse: 5p

Lisaks voeti 1 punkt maha monede vdoimaluste arvestamata jdtmise eest

(nditeks kahe vdrviga varvimise voimaluste puudumise eest) ning rohke-
mate voimaluste topelt lugemise eest.

5. (Indrek Zolk) Lahenduse allpool méirgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
o Juht n =2 (v6i n = 2k, kus k on suvaline tédisarv): 1p
o Uldjuht: 6p
Loviosa lahendajatest leidis lahenduse juhul n = 2k, mille korral igas pa-
ralleelsetele vastaskiilgedele toetuvate kolmnurkade paaris on mdlemad
kolmnurgad sama virvi. Paraku pole sama ideega voimalik saada lahen-
dust iildjuhul.
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