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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Tiisarvude a, b, ¢ kohta on teada, et a + b + ¢ jagub 6-ga ja a® + b* + c?

jagub 36-ga. Kas voib kindlalt viita, et arv a® + b + ¢® jagub
a) 8-ga?

b) 27-ga?

. Lahenda vorrandisiisteem

Il
[\

oyt =4

{ x — xy* +y?
. Vordhaarse kolmnurga ABC alus on BC. Nurga ABC poolitaja 16ikab kiilge
AC punktis D.

a) Kas alati, kui kolmnurk BCD on vordhaarne, on ka kolmnurk ABD
vordhaarne?

b) Kas alati, kui kolmnurk ABD on vordhaarne, on ka kolmnurk BCD
vordhaarne?

. Vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega 3 jaotatakse 9 vord-

kiilgseks kolmnurgaks kiiljepikkusega 1. Igasse punkti, mis

on mone viikese kolmnurga tipuks (joonisel punaselt), kir-

jutatakse tdisarv 1-st 10-ni (iga arvu kirjutatakse tdpselt

ithe korra). Igasse vdikesesse kolmnurka kirjutatakse selle

kolmes tipus asuvate arvude summa. Tdesta, et vihemalt kolm neist sum-
madest on suuremad kui 11.

. Juri tahab joonistada tasandile n ringjoont ja vabalt valitaval arvul sirgeid
nii, et koik sirged 16ikuksid tihes punktis ja iga kahe ringjoone jaoks leiduks
sirgete seas kaks tihist puutujat.

a) Kas Jiiril on voimalik tilesanne lahendada suvalise n = 2 jaoks?

b) Milliste naturaalarvude n korral on Juril voimalik tilesanne lahendada,
kui lisaks peavad koik ringjooned olema vordse raadiusega?



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik sellised positiivsete tdisarvude paarid (n, m), kus arvude n ja m
aritmeetiline ja geomeetriline keskmine on erinevad kahekohalised natu-
raalarvud, mis on saadud teineteisest numbrite vahetamise teel.

Midrkus. Positiivsete arvude x, y geomeetriliseks keskmiseks nimetatakse

arvu /xy.

2. Nimetame reaalarve r, s lihedasteks, kui |r — s| = 10" mingi tdisarvu u
korral.

Olgu y = ax + b selline lineaarfunktsioon, mille korral leiduvad ldhedased
arvud x, x nii, et ka vastavad y;, y» on ldhedased. Toesta, et siis tikskdik
milliste ldhedaste arvude x|, x, korral on vastavad y;, y, samuti ldheda-
sed.

3. Tasandil on antud kolmnurk ABC. Olgu P tipust A tdommatud nurgapoo-
litaja 16ikepunkt kiiljega BC ning M kolmnurga ABC tipust B tdommatud

mediaani aluspunkt. Sirged AB ja MP ldikuvad punktis K. Tdesta, et kui
@ = 2, siis AP ja CK on risti.
|BP]
4. Vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega 3 jaotatakse 9 vord-
kiilgseks kolmnurgaks kiiljepikkusega 1. Igasse punkti, mis
on mone viikese kolmnurga tipuks (joonisel punaselt), kir-
jutatakse tdisarv 1-st 10-ni (iga arvu kirjutatakse tédpselt
ithe korra). Igasse vdikesesse kolmnurka kirjutatakse selle
kolmes tipus asuvate arvude summa. Toesta, et leidub kolm viikest kolm-
nurka, milles olevate arvude summa on vdhemalt 48.

5. Leia koik sellised positiivsete tdisarvude kolmikud (x, y, z), mille korral
x-y'+2y-x! =2zl

Midrkus. Naturaalarvu n faktoriaaliks n! nimetatakse korrutist 1-2-... - n.



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Professor P uuris oma viimases teadust6os teatava omadusega naturaalar-
ve. On teada, et alati, kui mingil naturaalarvul x on see omadus, on arvu x
koigil kordsetel samuti see omadus.

Olgu ay, ..., a, sellised positiivsed tdisarvud, mille koigil tihest suurematel
teguritel on professori P uuritud omadus. Kas voib kindlalt viita, et siis ka
korrutise a; ... a, koigil iithest suurematel teguritel on see omadus?

2. a) Leia koik positiivsed tdisarvud 7, mille korral saab tdisarvude 1 kuni
n + 1 summa esitada ka 7 jarjestikuse tdisarvu summana.

b) Leia koik positiivsed tdisarvud 7, mille korral leidub selline tdisarv a,
et tdisarvude a kuni a + n summa on vordne tdisarvude a + n + 1 kuni
a+ 2n summaga.

3. Kolmnurga ABC kiiljed AB ja AC puutuvad ringjoont c¢ vastavalt punkti-
des B’ ja C'. Ringjoone ¢ keskpunkt L asub kiiljel BC. Kolmnurga ABC
iimberringjoone keskpunkt O asub ringjoone c lithemal kaarel B'C’. Tes-
ta, et kolmnurga ABC {imberringjoon ja ringjoon c ldikuvad kahes punktis.

4. Ruudustikule asetatakse hulk kaarte mootmetega 1 x 2 nii, et kaartide ser-
vad tihtivad ruudustiku joontega, iikski kaart ei ulatu iile ruudustiku dare
ja iga lahtrit katab tdpselt kaks kaarti. Toesta, et saab eemaldada osa kaarte
nii, et ruudustiku iga lahtrit jaab katma tdpselt tiks kaart.

5. Ruudus kiiljepikkusega 11 maérgitakse 2012 punkti. Toesta, et saab valida
vordkiilgse kolmnurga kiiljepikkusega 12, mis katab vdhemalt 671 punkti.



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (x, y), mille korral

1 249 1 1

== —.
X xy y* 2012

2. a) Toesta, et iga reaalarvu x korral vordub arvude V1 + sin x ja V1 —sinx
. - . .. . X X . X X

aritmeetiline keskmine iihega arvudest sin > cos 3 sin 3" cos 2

b) Kas a)-osa lopus loetletud neljast arvust saab mone dra jétta nii, et vai-

de jadks kehtima?

3. Teravnurkse kolmnurga ABC sees valitakse niisugune punkt P, millega
simmeetrilised punktid kolmnurga kiilgede suhtes asuvad ko6ik kolmnur-
ga ABC iimberringjoonel. Toesta, et P on kolmnurga ABC korguste loike-
punkt.

4. Rivis seisab iiksteise taga 2" sodurit, kus n on positiivne tédisarv. Igal tim-
berrivistumisel voetakse uue rivi etteotsa enne paaritutel kohtadel seisnud
sodurid (nende omavahelist jarjekorda muutmata) ja nende jédrele enne
paariskohtadel seisnud s6durid (samuti omavahelist jarjekorda muutma-
ta). Tdesta, et n imberrivistumise jarel on sdédurid samas jarjekorras nagu
alguses.

5. a) Kas leidub koigi reaalarvude hulgal méératud reaalarvuliste vadartuste-
ga funktsioon, mis pole konstantselt null ja mille graafiku peegelda-
misel y-telje suhtes saadakse selle funktsiooni tuletise graafik?

b) Kas leidub kéigi reaalarvude hulgal méératud reaalarvuliste vadartuste-
ga funktsioon, mis pole konstantselt null ja mille graafiku nihutamisel
1 tithiku vorra piki x-telge positiivses suunas saadakse selle funktsiooni
tuletise graafik?



LIX Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

14 anpensa 2012 r. 3aKt0HUTENBHBIR TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. O umenbix uMciax a, b, ¢ U3BECTHO, UTO a + b + ¢ JOEJIUTCS Ha UUCJIO 6, a
a’ + b? + ¢® penrest Ha uncio 36. MOKHO JH ¢ YBEPEHHOCTHIO yTBEPKIATb,
yto uncio a® + b® + ¢ JEJIUTCS Ha

a) umcio 87
0) uucno 27?

2. Pemuts cucteMy ypaBHEHUI

Il
[\S]

x — xy* +)*
Po2yteyt = 4

3. Otpesok BC sBisieTcsl OCHOBaHMEM paBHOOeIpeHHOro TpeyrosisHiuka ABC.
BuccekTpuca yrna ABC nepecekaet ctopony AC B Touke D.

a) Bcerpa nm, xorpa TpeyronsHuk BCD Oygaer paBHOOEAPEHHBIM, TO U Tpe-
yrosisHUK ABD Oyznet paBHOOeIpeHHBIM ?

06) Bcerpa i, korga TpeyrojibHUK ABD OyneT paBHOOEpEHHbIM, TO U Tpe-
yrosibHUK BCD Oyznet paBHOOeIpeHHbIM ?

4. PaBHOCTOpPOHHMI TPEYTOJIBHUK, JJIMHA CTOPOHBI KOTOPOTo 3,
NoJAEJAEH Ha 9 PABHOCTOPOHHUX TPEYTOJIBHUKOB C JJIMHOM
CTOPOHBI 1. B Kaxay10 TOUKY, SIBJISIOLIYIOCS] BEPIIMHOM HEKO-
TOPOr0 MaJICHbKOTI'O TPEYTOJIbHUKA (Ha PUCYHKE 0003HAUEHbBI
KPAaCHBIM), 3aMTUCHIBAIOT 11eJ10€ UKcJio OT 1 10 10 (Kaxmoe uuc-
JIO 3alMCHIBAIOT POBHO OJUH pa3). B KaJplii MaJieHbKUH TPEYTOJbHUK 3aru-
CBIBAIOT CYMMY YMCEJI, HaXOJSIMXCsl B TPEX €ro BeplMHax. JlokasaTb, 4To MO
KpalfHel Mepe TpU TaKue CyMMBI OoJibie uricia 11.

5. IOpa xoueT HapuCcOBaTh Ha MJIOCKOCTH 1 OKPYKHOCTEH U J1I000€ KOJIMYECTBO
MPSIMBIX TaK, YTOOBI BCe MPSIMBIE IEPECEKIIMCh B OJJHOM TOUKE, U AJIST KaKAbIX
JIBYX OKPY’KHOCTEH CpeJid HapMCOBAHHBIX MPSIMBIX HAIUIKCH OBl JIBE UX 00Iue
KacareJibHbIE.

a) Mosxert iu FOpa pemuTs 9Ty 3aauy 1Jisi JiloOoro yucna n = 27

6) Ilpu xakux uncnax n FOpa MoxeT pemuTb 9Ty 3a4ady, €cJii 100aBUTH
yCJIOBHE, YTO BCE HAPUCOBAHHBIE OKPYKHOCTU UMEIOT PaBHBIN paguyc?



LIX Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

14 anpensa 2012 r. 3ak0HUTENBHBI TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. Haiitu Bce Takue napsl (71, m) NMOJIOKUTENBHBIX LEJbIX YUCE, MPU KOTOPbIX
aprdMeTHYecKoe U TeOMEeTPHUECKOe CpeJJHee UMCeNl 11 U M SIBISIIOTCST pas-
JIMUHBIMU ABY3HAUHBIMU HATYpPaJbHBIMU UMCJIAMH, KOTOPbIE OJHO U3 APYroro
MOJIyYaloTCsl IEPECTAaHOBKOM LU(P.

3ameuarue. Feomempuwecxum cpeo”HuM MOJIOKUTEJIBHBIX UMCEJ X, ) HA3bl-
BACTCA YUCIIO /X .

2. Ha30BEM IEHCTBUTENbHBIE UUCHA I', § NPUOAUNCEHHBIMU, €CTH |7 — s| = 10%
MIPU HEKOTOPOM LIEJIOM YMCIIE U.

[ycTs y = ax + b Takas nuHelHas (yHKIUS, IPU KOTOPOM HAMAYTCS TaKMe
NpUOIMKEHHBIE UMCHA X1, X2, UTO COOTBETCTBYIONIME MM V1, V2 SIBISIOTCS
npubmmkEHHBIMU. Jl0Ka3aTh, YTO TOTAA MPHU JOOBIX MPUOIMKEHHBIX UMCIIAX
X}, Xy COOTBETCTBYIOIIME UM Y, Y, TAKKE SIBISIOTCS IPUOTHKEHHBIMH.

3. Ha nnockoctu gan tpeyrossHUK ABC. Touka P sBisieTCSl TOUKOH nepece-
yeHHs1 CTOpoHbl BC U MpPOBEAEHHON M3 BEpIIMHBI A OMCCEKTPHUCHI, a TOUKa
M sBIsIETCS1 OCHOBAHMEM MPOBEAEHHOM U3 BEPIIMHBL B MeAMaHbl TPEYTOJIbHU-

ka ABC. Ilpsimble AB u MP nepecekaioTcsl B Touke K. JlokasaTb, UTO eciiu
1PC] =2, 710 AP n CK nepneHauKyJsipHbl.
|BP|

4. PaBHOCTOPOHHMI1 TPEYTOJIbHUK, JJIMHA CTOPOHBI KOTOPOTO 3,
NOJEJEH Ha 9 PaBHOCTOPOHHUX TPEYrOJIbHUKOB C JJIMHOMN
CTOPOHBI 1. B Kaxay10 TOUKY, SIBJISIOLIYIOCS] BEPIIMHOM HEKO-
TOPOTO MaJIeHbKOT'O TPEYroJibHUKa (Ha pUCYHKE 0003HAUYEHBI
KPacHBIM), 3alIMCBHIBAIOT LieJI0€ YMciio oT 1 1o 10 (kaxgoe unc-
JIO 3aMMCHIBAIOT POBHO OAMH Pa3). B Kax blii MaJIeHbKUI1 TPEYTOJIbHUK 3aTIUCHI-
BalOT CYMMY YHMCEJ, HaXOJsIMXCsl B TPEX ero BepliMHax. Jlokas3arb, 4To Haii-
JyTCSI TAKUE TPU MAJIEHbKUX TPEYTOJIbHUKA, UTO CyMMa UMCEJl, 3alIMCAHHbIX B
HMX, HE MEHbIIIE uncia 48.

5. Haiitu Bce Takue TPOMKU MOJIOKUTEJBbHBIX LEJbIX uucen (X, , z2), Ipyu KOTO-
peIx x -y +2y-x! =zl

3ameuarue. Paxmopuasom n! HATYPAJBHOTO UKMCJIA 11 HA3bIBAETCS MPOU3BE-
neave 1-2-...-n.



LIX Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

14 anpensa 2012 r. 3ak0HUTENBHBI TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. TIpodeccop P B cBoel nocieAHEN HAYYHOM paboTe U3ydasl HATYpaJIbHbIE YMCIIa
¢ 0coObIM cBOMCTBOM. M3BeCTHO, UTO eciiM HaTypajJbHOE UHCIO X 0oOjamaeT
9TUM CBOMCTBOM, TO UM 00JIAAIOT ¥ BCE UMCJIA KPATHBIC UUCITY X.

HonycTtum, uTo ay, ..., d, — MOJOKUTEJIbHbIC [IeJIble UHUCIIa, BCe OOJIbIINE €1~
HHUIIBI JEJIUTEN KOTOPBIX 00JIAIAI0T CBOMCTBOM, KOTOPOE M3yual npodeccop
P. MOXHO Ji1 ¢ yBEPEHHOCTBIO YTBEPHKAATh, UTO B 9TOM CJIyuae TaKkKe U BCe
OoJIblINE eAMHUIIBI SUTENN MPOU3BEACHHUS A ... d; ODJAJA0T 9TUM CBOM-
cTBOM?

2. a) HaiiTu BCe MOJIOKUTENIbHBIE LIEJBIE UUCIIA 7, IPU KOTOPBIX CYMMY LEJIbIX
yuces oT 1 10 72+ 1 MOXKHO NPECTaBUTb KaK CYMMY 72 IIOCJIE JOBATEIbHBIX
LEJIbIX UMCeJl.

6) HaiiTu Bce MosIoKUTEbHBIE LIEJIbIe UKCIa 1, IPU KOTOPBIX HAMAETCS TaKOoe
L[EJIO€ UMCJIO @, YTO CyMMa LIeJIbIX YUCEeJI OT @ 10 d-+71 paBHA CyMMe LIEJIbIX
yucenor a+n+1 go a+ 2n.

3. Croponrl AB u AC tpeyronbHuka ABC KacaloTcsl OKPYKHOCTU € COOTBET-
ctBenHo B Toukax B’ u C'. LleHTp L OKpYKHOCTHM C HAXOJUTCS Ha CTOPOHE
BC. Llentp O onvcaHHOHN BOKPYT TpeyrojbHuka ABC OKpyXHOCTH HAXOAUT-
cs Ha MeHblleit ayre B'C’' okpyxHocTH c. JIoKa3aTb, YTO OKPYKHOCTb, ONU-
CaHHasi BOKPYT TpeyroJyibHuka ABC, U OKPYKHOCTb € NEPECEKAIOTCS B JBYX
TOUKaX.

4. Ha xzeryaToe noJje ¢ KBaJpaTHbIMHU KJIETKAMU TOMEIAETCsI HEKOTOPOE KOJIU-
YeCTBO KapT pa3mepoM 1 x 2 Tak, UTo Kpast KapT COBMNAAAIOT C JIMHUSIMH TTOJIS,
HM OJIHAa KapTa He BbUIE3aeT 3a FPAHMUIIBI TOJISI, M KaKAYI0 KJIETKY MOKPBIBAIOT
POBHO JBe KapThl. JlOKa3aTh, UTO MOKHO yJAJIUTh YaCTh KapT TaK, UTO KX YO
KJIETKY OCTaHETCs MOKPBIBATh POBHO OJHA KapTa.

5. B kBajgpate ¢ AJIMHON CTOPOHBI paBHOM 11 oTMetwin 2012 Touek. [lokasarts,
YTO MOXKHO HAaWTH PAaBHOCTOPOHHUI TPEYTOJIbHUK C JJIMHOM CTOPOHBI PaBHOM
12, KoTOpHIf OyAeT MOKPHIBATH IO KpakiHel Mepe 671 TOUKy.



LIX Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

14 anpensa 2012 r. 3ak0HUTENBHBI TYp 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. HaiiTu Bce Takue napbl IOJIOKUTENBHBIX LEJBIX UMCel (X, y), IPU KOTOPbIX

1 249 1 1
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x* xy y* 2012

2. a) JlokaszaTb, YTO MpH JIIOOOM JEHCTBUTELHOM UHCJIE X CpelHee apudme-

THYecKoe umcesn V1 +sinx u V1 —sinx paBHO OIHOMY U3 CJieJTylONKX
— X . X X

yyces: sin —, cos —, —sin —, —cos —.
2 2 2 2

6) Bo3moxHO 11 B yacTH a) yOpaTb OJJHO M3 MIEPEUNCIICHHBIX B KOHIIE YEThI-
PEX unces Tak, UTOOB yTBEPKACHUE OCTANIOCh BEPHBIM?

3. BHyTpu ocTpoyrospHOro TpeyrojbHuka ABC BHIOMPAIOT TaKylo TOUKY P, uTo
BCE TOUKH, CUMMETPUUHBIE €l OTHOCUTEJILHO CTOPOH TpeyrojbHuka ABC, Ha-
XOJSITCSI HA OKPY2KHOCTH, OITMCAHHON BOKPYT 9TOr0 TpeyroJibHuKa. Jlokasarb,
yTO P — 3TO TOYKa NEepecevyeHurst BbICOT TpeyroabHuka ABC.

4. B mepenre croar 2" conpar, rue 1 — HOJNOKUTEIBHOE LENOe Ynco. [pu Kaxk-
JIOM NIEPECTPOEHUM B HAUAJIO HOBOM IIEPEHI'M BCTAIOT COJIAATHI, O 9TOTO CTO-
SIBIIME Ha HEUETHBIX MecTax (B TOM ke MOPSAKE), a 32 HUIMU — COJIAATHI, A0
9TOr'0 CTOSIBIIME Ha YETHBIX MecTax (B TOM Xke mopsjake). JokasaTe, uto no
MPOLIECTBUU 71 MIEPECTPOEHUM COJAATHI OKAXKYTCS B TAKOM XK€ MOpPsJIKE, C KO-
TOPOro HAuaJHu.

5. a) Haiipgércs i He paBHasi TOXECTBEHHO HYJIIO (PYHKIIHMSI, 3a1aHHAsT HA MHO-
JKECTBE BCEX AEWUCTBUTEJIbHBIX YMCEJ W MPUHUMAIOIAs] EHCTBUTENbHbIE
3HAUYCHUS, IPU OTPaKEHUHU rpachuKa KOTOPOH OTHOCUTEIIBHO OCH ) TIOJTY-
YaoT rpaduK MPOU3BOJHOMN 9TON (QYHKIUH?

6) Haiinércst 1 He paBHASI TOKAECTBEHHO HYJIIO (PYHKIMS, 3alaHHAsI HA MHO-
JKECTBE BCEX AEHCTBUTEJIbHBIX YMCEJN M MPUHUMAIOAs IeHCTBUTEIbHBIE
3HAUYEHU S, MPU cABUre rpadrka KOTOPOi Ha 1 e AWHUILY B MOJIOKUTEJIBHOM
HaIpaBJIEHUH BAOJb OCH X MOJy4aloT rpacyK MPOU3BOJHOMN 9TOH (hyHK-
quu?



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: a) jah; b) ei.

a) Kuna arvude a, b, ¢ summa jagub 6-ga ja on seetdttu paaris, on nende
arvude seas kas 0 vdi 2 paaritut. Paarisarvu ruut annab 4-ga jagades
alati jadgi 0, paaritu arvu ruut aga jaagi 1. Seega kui oleks 2 paaritut
arvu, tekiks ruutude summa a? + b* + ¢® jagamisel 4-ga jadk 0 + 1 + 1
ehk 2. See aga pole voimalik, sest summa jagub eelduse kohaselt 36-
ga, niisiis ka 4-ga. Jarelikult a, b, ¢ on koik paaris. Kuid siis as, h3, 3
jaguvad koik 8-ga ja nii ka nende summa.

b) Kui a =8, b = ¢ = 2, siis eeldused on tdidetud: 8 + 2 + 2 ehk 12 jagub
6-ga ning 8% + 2% + 22 ehk 72 jagub 36-ga. Paraku 8° + 23 + 2% ehk 528
ei jagu 9-ga, seetottu ka mitte 27-ga.

Meirkus. Ulesande a)-osa lahenduses kasutatud tuntud arvuteooriafaktid
jaakide kohta on lihtsasti tdestatavad. Paarisarvu ruut jagub 4-ga ja kuup
jagub 8-ga, sest k)2 = 4-k* ja k)3 = 8- k3; paaritu arvu ruut annab
4-ga jagades jadgi 1, sest 2k +1)? = 4k* + 4k +1 = 4 - (k* + k) + 1. Kuna
seejuures k® + k ehk k(k + 1) on paarisarv, annab paaritu arvu ruut alati
jaagiks 1 isegi 8-ga jagades (seda fakti kiill antud iilesandes vaja ei ldhe).

2. Vastus: x=2,y=0; x=0,y=vV2; x=0,y = —V2.

Lahendus 1. Esimesest vorrandist saame x(1 — %) = 2 — y?. Kuna 1 — °

ja 2 — y2 ei saa olla moélemad nullid (nad erinevad teineteisest 1 vorra),
siis juht 1 — y*> = 0 lahendeid ei anna. Jirelikult on esimene varrand sa-

2 _ 2
mavédrne vordusega x = . Y 5 - Analoogiliselt tekib teisest vorrandist
-y
, A=yt _ :
x° = Ty Esimesest vordusest teise asendades saame
(=) - =%
1-y2)  1-y¥

mis antud juhul on samavédédrne seosega
C-yH2-yH0 -0 +y) =2-yH2+yHA -y - yA).

10
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Kui 2 — y* = 0, siis x = I ;2 = 0ja y = +V2, mis sobivad lahendi-

teks. Vastasel korral saame suurusega (2 — y*)(1 — y?) libi jagades seose
2- yz)(l + yz) =2+ yz)(l - y2), kust lahtikorrutamine ja sarnaste liikkmete
koondamine annab y? = -y ehk y = 0. Sel juhul x = 2.

Lahendus 2. Tostame esimese vorrandi pooled ruutu ja lahutame teise vor-
randi. Saame seose

2x2yt —2x%y? —2xy* + 2xy% =0,
mille vasaku poole tegurdamisel tekib vorrand
2xy*(x-1(* -1 =0.

Seega voimalikud juhud on x = 0, y = 0, x = 1 ja y* = 1. Esimesel juhul
y* =2, kust y = +V/2, teisel juhul x = 2. Need lahendid rahuldavad méle-
mat vorrandit. Juhud x = 1 ja y* = 1 annavad esimesest vorrandist 0 = 2,
seega ei sobi.

Lahendus 3. Lahutades esimese vorrandi pooltest 1, saame vasaku poole
tegurdamise jarel samavédrse seose (x — 1)(1 — y2) = 1. Analoogselt saa-
me teise vorrandiga samavéirse seose (x* -1 - y4) = 3, mis annab
(x - 1(x + D1 - y)(1 + y*) = 3. Kokkuvdttes (x + 1)(1 + y?) = 3. Selle
voib kirjutada samavidrselt kujul ((x — 1) + 2)(2 — (1 — %)) = 3, kust pérast
poolte vahetamist ja lahtikorrutamist saame

3=2x-1D-20-py)+4-(x-DA-yH=2(x-1) -1 -y*) +3.

Seega 2((x —1) - (1 — yz)) =0ehkx-1=1- yz. Kuna (x - 1)(1 — yz) =1,
on ainsad voimalused x—1=1-y?* =1jax—1=1-y* = —1. Esimene
annab lahendi x = 2, y = 0 ning teine lahendid x = 0,y = +V2.

Meiirkus. Lahendusega 1 sarnaselt v6ib sihile jouda ka, alustades y? avalda-
misest.

3. Vastus: a) jah; b) ei.
a) Tdhistame a« = ZBAC ja B = LZABC = ZACB. Eeldame, et BCD
on vordhaarne. Kui selles kolmnurgas oleks kiilg BD alus, oleks alus-
g + B = 180°
ehk B = 90°. See on véimatu, kuna § on vordhaarse kolmnurga ABC
alusnurk. Kui kolmnurgas BCD oleks kiilg BC alus, peaks alusnurkade

nurga ja tipunurga suurused vastavalt g ja B, kust 2 -

vordsuse pohjal kehtima g = f3, mis on samuti voimatu. Jarelikult alus

on CD (joonis 1). Siis kolmnurgad ABC ja BCD on tunnuse NNN poh-
jal sarnased. Seega /DBA = Z/DBC = ZBAC = ZBAD ehk kolmnurk
ABD on vordhaarne alusega AB.

11



Joonis 1 Joonis 2

. 3 o 2 o 2 o ..
b) Kui kolmnurga ABC nurgad on o 180°, e 180°, 2 180°, siis

ZADB = 180° - ZBAD — ZABD
o 3 o 1 o
= 180° - = -180° — = - 180
7 7
3 o
= --180
7
= /BAD,

mistottu ABD on vordhaarne alusega AD (joonis 2). Samas kolmnur-

1 o 2 o 4 ° :
ga BCD nurkade suurused — - 180°, — - 180°, 5 180° on paarikaupa

erinevad, mistottu kolmnurk BCD ei ole vordhaarne.

4. Kolmnurgas, mille {ihes tipus asub 10, on summa vidhemalt 13. Kui 10 ei
asu suure kolmnurga tipus, siis on selliseid kolmnurki vidhemalt 3 ja tiles-
anne on lahendatud. Kui 10 asub suure kolmnurga tipus, siis vaatame, kus
asub 9. Kui 9 ei asu suure kolmnurga tipus, siis ta asub vihemalt 3 véikese
kolmnurga tipus, neis koigis on summa vihemalt 12 ja {ilesanne on lahen-
datud. Kui 9 asub suure kolmnurga tipus, siis vaatame, kus asub 8. Kui 8
ei asu suure kolmnurga tipus, siis ta asub veel vdhemalt 3 viikese kolm-
nurga tipus. Neist vidhemalt kahes on summa vidhemalt 12, kusjuures {ili-
malt iiks neist saab kokku langeda moéne juba varem leitud kolmnurgaga,
seega tlilesanne on lahendatud. Kui 8 asub suure kolmnurga tipus, siis on
kas vastavas viikeses kolmnurgas summa vdhemalt 12, mispuhul iilesanne
on lahendatud, voi on selle kolmnurga tilejadnud tippudes 1 ja 2. Viimasel
juhul on 3, 4, 5 vdhimad arvud, mille asukohta pole veel méaratud, kuid
need annavad summaks 12. Seega saab viimaseks otsitavaks kolmnurgaks
votta suvalise sellise, mille tihtki tippu pole veel vaadeldud (selliseid kolm-
nurki on kolm).

12
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Joonis 3 Joonis 4

5. Vastus: a) jah; b) n < 4.

a)

b)

Jiiri voib tdommata kaks 16ikuvat sirget ja paigutada tekkinud nurkades-
se likskoik mitu ringjoont, mis puutuvad kaht haara (joonis 3). Iga kahe
ringjoone jaoks on need kaks sirget {ihispuutujateks.

Eeldame, et Jiiril on tilesanne lahendatud mingi 7 jaoks, kus n > 1. Ol-
gu koigi sirgete tihine 16ikepunkt O ning vaatleme suvalist ringjoont c.
Ulesande tingimustest jiareldub, et ringjoonel ¢ leidub Jiiri joonistatud
kimbus kaks puutujat k ja I. Ent {iht ringjoont saab puutuda vaid kaks
samast punktist ldhtuvat sirget. Seega ringjoonel ¢ rohkem puutujaid
kimbus pole. Kui niiiid ¢’ on suvaline muu Jiiri joonistatud ringjoon,
siis ringjoonte ¢ ja ¢’ iihispuutujateks saavad olla vaid k ja 1. Jarelikult
on k ja [ koigi ringjoonte tihised puutujad. Kaks ldikuvat sirget jao-
tavad tasandi neljaks sektoriks, millest igaiihes saab haaru puutudes
paikneda vaid iiks kindla raadiusega ringjoon (joonis 4). Seega n > 4
korral pole iilesanne lahendatav, iga n < 4 korral aga ilmselt on.

13



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: (32,98), (98,32).

Olgu noutud arvude aritmeetiline keskmine 10a + b, kus a ja b on iiheko-
halised naturaalarvud, ning néutud arvud ise 10a+ b+ x ja 10a+ b — x. Siis

otsitavate arvude geomeetriline keskmine on v/(10a + b + x)(10a + b — x)
ehk v/ (10a + b)2 — x2. Vastavalt {ilesande tingimustele

vV (10a + b)?2 — x2 =10b + a,

mis pérast ruutu tostmist ja lihtsustamist annab x* = 99(a” — b%). Seega x*
jagub 99-ga, millest jireldub x? jaguvus 3- ja 11-ga. Et 3 ja 11 on algarvud,
siis ka x ise jagub 3- ja 11-ga ning kokkuvottes 33-ga. Tdhistades x = 33z,
saame ) )
O UE X 2y asbya-b),

99 99
kust ndeme, et korrutis (a + b)(a — b) jagub 11-ga. Et 11 on algarv, siis kas
a+ b voi a— bjagub 11-ga. Kuna a — b # 0 ja a, b on ithekohalised, siis
ainsa voimalusena a + b = 11. Jérelikult a — b = z*. Kuna a— b ja a+ b on
sama paarsusega, siis z peab olema paaritu. Seega z = 1, sest z = 3 korral
x =99, aga 10a + b — x peab olema positiivne. Seega a =6, b =5, x = 33
ning vastav arvude paar on (98, 32).

1122

2. Vastavalt tingimustele |x;—x2| = 10 ja |y1—y2| = [(ax1+b)—(axz+b)| = 10Y
mingite tdisarvude u, v korral. Seega

10" = |(ax; + b) — (axz + b)| = la(x; — x2)| = |al - |x1 — x| = |al - 10%,

v

kust |a| = Toi = 10Y~%. Kui niitid x|, x, on mistahes lihedased reaalarvud

— olgu |x] — x| = 10" — siis saame

[(axy + b) — (axy + b)|

= la(x} — xp)| = lal - |x] — x,| = 10"7% - 10" = 10V*V7%,

1y = ¥5l

Et u, v, w on tdisarvud, siis ka w + v — u on tdisarv, millega on ndidatud,
et y;, ¥, on lihedased.

14



Joonis 5

3. Lahendus 1. Olgu K’ selline punkt kiirel AB, et B poolitab 16igu AK’ (joo-

nis 5). Siis CB on kolmnurga ACK' mediaan. Et punkt P jaotab selle 16i-
gu suhtes 2 : 1, on P kolmnurga ACK' mediaanide loikepunkt. Seega
K'M, mis on samuti kolmnurga ACK’ mediaan, ldbib punkti P. Jérelikult
K = K’. Niisiis B on ldigu AK keskpunkt. Et AP ldbib punkti P, on ka te-
ma kolmnurga ACK mediaan. Ulesande tingimuste kohaselt on ta samas
nurgapoolitaja. Jarelikult ACK on vérdhaarne kolmnurk tipunurgaga A ja
AP on iihtlasi tema koérgus. Seega AP L CK.

Lahendus 2. Nagu eelmises lahenduses niditame, et B on 16igu AK kesk-
punkt. Jarelikult BM on kolmnurga ACK keskloik ja BM | CK. Nurga-
poolitaja jaotab vastaskiilje alati samas suhtes iilejadnud kiilgedega, seega
|ACl _ |PC| " _

—— = —— = 2. Et M on AC keskpunkt, siis |AB| = |AM|. Vordhaarse
|AB|  |BP|
kolmnurga tipunurga poolitaja on iihtlasi korgus, seega AP 1 BM. Siit ka
AP 1 CK.

Mirkus. Lahenduses 2 kasutatud tuntud nurgapoolitaja omadus on lihtsas-
ti toestatav. Punktist P kolmnurkadele ABP ja ACP tdommatud korgused
on vordsed, sest nurgapoolitaja punktid paiknevad nurga haaradest tihe-
kaugusel. Jarelikult kolmnurkade ABP ja ACP pindalad suhtuvad nagu
vastavad alused AB ja AC. Samas on kolmnurkadel ABP ja ACP iihine ti-
pust A tommatud koérgus. Jarelikult nende pindalad suhtuvad ka nagu alu-
sed BP ja PC. Kokkuvottes |BP| : |PC| = |AB| : |AC|.

. Lahendus 1. Suvalised kolm viikest kolmnurka, millest tihelgi kahel pole
ithiseid tippe, holmavad viikeste kolmnurkade tippudesse kirjutatud kiim-
nest arvust {itheksa. Seega neisse kolmnurkadesse kirjutatud arvude summa
on 55 — a, kus a on arv hélmamata jadnud tipus.

Jaab {iile maérgata, et kolme viikest kolmnurka, millest tihelgi kahel pole
ithiseid tippe, on voimalik valida neljal erineval viisil, jdttes iga kord hol-
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Joonis 6 Joonis 7 Joonis 8 Joonis 9

mamata erineva arvu. Siis vihemalt {ihel juhul on holmamata arv tilimalt
7 ja kolme valitud kolmnurga arvude summa vidhemalt 55 — 7 ehk 48.
Toepoolest, kolm nurgakolmnurka jidtavad holmamata parajasti keskmise
arvu (joonis 6) ning kaks suvalist nurgakolmnurka koos tihe kolmnurgaga,
mille iiks tipp asub suure kolmnurga keskel ja kaks tilejadnud tippu ei iih-
ti valitud kahe kolmnurga tippudega, jatavad hélmamata parajasti suure
kolmnurga kolmandas nurgas oleva arvu (joonised 7, 8, 9).

Lahendus 2. Olgu suure kolmnurga keskel olev arv m. Siis kolme nurgas
asuva kolmnurga summade kokkuliitmisel saame koik arvud tihest kiimne-
ni peale m, seega on kolme nurgakolmnurkadesse kirjutatud arvu summa
55 — m. Kui m < 7, siis see summa on vihemalt 48.

Ulejddnud juhtudel vaatame {imber keskpunkti asuvaid kolmnurki iile iihe.
Summade kokkuliitmisel saame kdik arvud, vélja arvatud kolm arvu suu-
re kolmnurga nurkades, kuid keskmist arvu on kolmekordselt. Seega on
neisse kolme kolmnurka kirjutatud arvude summa vdahemalt 21 + 3m. Kui
m =9, siis see on vihemalt 48.

Jaab iile juht m = 8. Nurkades olevatesse kolmnurkadesse kirjutatud arvu-
de summa on 55—-8 ehk 47, seega vihemalt iihes neist on arv vihemalt 16.
Seejuures kui tiheski neist kolmest ei ole arv 17 voi suurem, peab 16 esi-
nema kahes kolmnurgas. Umber keskpunkti paikneva kuue kolmnurga sis-
se kirjutatud arvud annavad iile iihe (kolmekaupa) summadeks vdhemalt
21+3-8 ehk 45. Seega kummaski kolmikus on vdhemalt iiks kolmnurk sum-
maga viahemalt 15 ning et korvuti paiknevates kolmnurkades ei saa olla sa-
ma summa (nad erinevad tdpselt iihe liidetava poolest), on vdhemalt iihes
neist kuuest kolmnurgast arv viahemalt 16. Niitid kui tihes nurgakolmnur-
gas esineb 17, on leitud kolm néutud kolmnurka summadega 17, 16, 15.
Kui aga kahes nurgakolmnurgas esineb 16, sobivad kolmnurgad summa-
dega 16, 16, 16.

. Vastus: (2,1,3) ja (n,n + 1, n + 2) iga positiivse tdisarvu n korral.

Et vasak pool on suurem nii arvust x! kui ka arvust y!, siis ilmselt z > x,
z > y. Seega vorduse pooled jaguvad arvudega x! ja y!. Sellest tulenevalt
x-y! jagub x!-ga, mistottu y! jagub (x —1)!-ga ehk y = x — 1. Analoogiliselt
2y - x! jagub y!-ga, mistottu 2 - x! jagub (y — 1)!-ga. Variant x = 1,y = 3 ei
anna lahendit, x > 1 korral aga 2 - x! < (x + 1)!, mistottu kehtib x = y — 1.
Seega soelale on jadnud voimalused, kus -1 < y —x < 1.
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e Kui y = x — 1, siis vorrand taandub kujule 2x — 1) - x! = zl. Et
(x+Dx+2) >2x—-1,siis2x—-1=x+1jaz = x+ 1. Saame la-
hendi x=2,y=1,z=3.

e Kui y = x, siis vorrand taandub kujule 3x-x! = z!. Et (x+1)(x+2) > 3x,
siis 3x = x + 1, kuid see ei anna tiisarvulisi lahendeid.

e Kui y = x + 1, siis vorrand taandub kujule (x> +3x+2) - x! = z! ehk
(x +2)! = zl. Siit saame lahendite pere x =n,y=n+1,z=n+2.

17



Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: jah.

Olgu k korrutise ay ... a, suvaline 1-st suurem tegur. Siis leidub arvul k
mingi algtegur p, mis on tihtlasi korrutise a; ... a, tegur. Algarvulisuse tot-
tu leidub i, nii et p on a; tegur. Et a; koik 1-st suuremad tegurid on P
omadusega, siis ka p on P omadusega. Eelduse pohjal on koik p kordsed
P omadusega, muuhulgas ka k.

2. Vastus: a) 1; b) koik positiivsed tdisarvud.
Lahendus 1.

a) Ilmselt kahe esimese positiivse tdisarvu summa esitub ka {ihe positiiv-
se tdisarvu summana. Olgu niilid n = 2 ja nditame, et n+1 esimese po-
sitiivse tdisarvu summa ei esitu n jirjestikuse tdisarvu summana. Toe-
poolest, vorratuste ahel

1+2+3+...+n+(n+1)
1+2+3+...+n+n+1)+1
3+...+n+(n+1)+2+2
3+...+n+(n+1)+(n+2)

2+3+...+n+(n+1)

N

nditab, et n+ 1 esimese positiivse tdisarvu summa 1+...+ (n+ 1) jadb
suuruselt arvude 2 + ... + (n + 1) ja 3+ ... + (n + 2) vahele, mis on
jarjestikused n jarjestikuse tdisarvu summad. Seega arv 1+...+ (n+1)
ise ei ole n jarjestikuse tdisarvu summa.

b) Olgu n suvaline positiivne tdisarv. Ulesande lahendamiseks piisab té-
hele panna, et

m+1) -n?+0+...+n
= (n2+n)~n+(1+...+n)
= W+n+D)+...+ P +n+n).

+m+D+...+n%+n

Lahendus 2. Kasutame aritmeetilise jada summa valemit.

a) Kui n on paaritu, siis n jarjestikuse tdisarvu summa jagub n-ga. Seega

+1
kuiarv1+2+...+(n+1) ehk % - (n + 2) oleks tihtlasi n jérjesti-

n+1
kuse tdisarvu summa, jaguks ta arvudega jan.Etn+1janon
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+1

, n
ja n. Seega

n+1
tihistegurita, on seda ammugi - (n + 2) peaks

. n+1 .
jaguma arvuga -n ehk n + 2 jaguma n-ga.

Kui 7 on paaris, siis n jérjestikuse tdisarvu summa jagub 58 Seega

+2
kuiarv1+2+...+(n+1) ehk (n+1)~n

oleks tihtlasi n jarjestikuse

n
tdisarvu summa, jaguks ta arvudega n+1 ja ok Et n+1 ja n on thiste-
. . . n n+2 .
gurita, on seda ammugi n + 1 ja 3 Seega (n+1) - > peaks jaguma

arvuga (n+1) - > millest samuti jareldub n + 2 jagumine n-ga.

Seega koigil juhtudel n + 2 jagub n-ga, mis on samavéirne tingimuse-
ga, et 2 jagub n-ga. Seega n = 1 voi n = 2. Muidugi 1 + 2 esitub tihe
tdisarvu summana, kuid 1 + 2 + 3 ehk 6 paarisarvuna kahe jirjestikuse
tdisarvu summana ei esitu.

b) Kui a on vaadeldavatest jdrjestikustest tdisarvudest esimene, siis tiles-
ande tingimus avaldub kujul

a+a+n a+n+1+a+2n
- . .n

(n+1) = 2

Lahti korrutades ja lihtsustades leiame, et see on samavéaérne tingimu-

sega

a:nz.

See tihendab, et 7 + 1 jérjestikust tdisarvu, millest esimene on n?, an-
navad summaks neile jargneva n jirjestikuse tdisarvu summa. Jareli-
kult kiisitud arvud leiduvad iga n jaoks.

3. Téhistagu r kolmnurga ABC {imberringjoone raadiust, s ringjoone c raa-
diust ning olgu a = ZBAC (joonis 10).

Piirdenurga ja puutuja omadustest ringjoones ¢ saame
ZB'OC' = Z/BB'C' =180° — ZAB'C".
Et puutujaldigud AB' ja AC' on vérdse pikkusega, siis

/AB'C' = ZAC'B' = 90° — g

Kokkuvottes
/ / o o @ o @
/ZB'OC" =180° — |90° — — ] =90° + —.
2 2

a
Samas ilmselt Z/B'OC’ > /BOC = 2a, mistéttu 90° + > > 2a. Siit @ < 60°.
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Joonis 10

Olgu K kiilje BC keskpunkt. Tdisnurksest kolmnurgast KOC saame vor-
dused |KO| = |OC|cos ZKOC = r cos a. Teiselt poolt aga |[KO| < |LO| = s.

1 1
Et cosa > cos60° = > siis kokkuvottes —r < rcosa = |KO| < s ehk

r < 2s. Kuna ringjoon c ldbib kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunk-
ti, siis need ringjooned ldikuvad.

4. Valime suvalise kahekordselt kaetud ruudu ning iihe seda katvatest kaar-
tidest. Liigume seda kaarti mé6da naaberruutu ning valime seda katvatest
kaartidest teise kaardi. Liigume seda m66da jargmisse ruutu jne, kuni joua-
me tagasi esimesse valitud ruutu. Kuna kaarte on 16plik arv, siis on 1opliku
arvu sammude jdrel peame juba ldbitud ruutu tagasi joudma ning ménda
teise valitud ruutu me ei saa tagasi jouda, sest koigis ruutudes peale esime-
se on molemad seda katvad kaardid juba valitud. Kui ristkiilik virvida ma-
lekorras, siis paaritu arvu kdikude jarel jouame vastasvirvi ruutu ja paaris-
arvu kdikude jdrel sama varvi ruutu. Jérelikult on valitud kaarte paarisarv.
Seega saab valitud kaardid {ile iihe eemaldada. Koik ldbitud ruudud jadvad
pérast seda iihekordselt kaetuks. Kui on veel jarel kahekordselt kaetud ruu-
te, siis kordame seda protsessi uue suvalise kahekordselt kaetud ruuduga.
Me ei saa kunagi liilkuda kahekordselt kaetud ruudult iihekordselt kaetud
ruudule, sest koik tihekordselt kaetud ruudud olid enne seotud kahe prae-
gu lihekordselt kaetud ruuduga. Seega saame 16pliku arvu sammude jérel
uue tsiikli, millest voime jille kaardid {ile {the eemaldada. Nii jaitkame, kuni
koik ruudud on tihekordselt kaetud.

5. Paigutame kaks vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega 12 nii, et kummagi
iiks kiilg langeb osaliselt kokku ruudu mingi iihe ja sama kiiljega, nende
kolmnurkade vaadeldud kiilgede vastastipud paiknevad aga ruudu erine-
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Joonis 11

vatel kiilgedel (joonis 11). Ala, mida katavad mélemad kolmnurgad, kuju-
tab endast vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega 1. Kolmanda vordkiilgse
kolmnurga kiiljepikkusega 12 paigutame 180° pooratult kahe olemasole-
va kolmnurga vahele, nii et tipp langeb kokku viikese kolmnurga tipuga.
Veendume, et ruut on nende kolmnurkadega téielikult kaetud; selleks on
vaja ndidata, et suure ja vdikese kolmnurga korguste summa on vihemalt

3
11, ehk -5 (12 + 1) > 11. Téepoolest, see on samavddrne tingimustega

13v3 > 22 ja 3-169 > 484, millest viimane ilmselt kehtib. Jarelikult asub
vdhemalt kolmandik 2012 punktist ehk vihemalt 671 punkti tihes valitud
kolmest vordkiilgsest kolmnurgast.
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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: (503,1006), (1006,503).
Lahendus 1. Olgu SUT (x, y) = d ning x = ad, y = bd. Siis vorrand teisen-
a® +249ab + b? 1
= ehk
a?b?d? 2012

dub kujule

a’b*d? = 2012(a® + 249ab + b?). 1)

Kuna a ja b on iihistegurita, siis @* ja b®> on kumbki {ihistegurita arvu-
ga a® + 249ab + b* ja nad peavad jdrelikult olema arvu 2012 tegurid. Et
2012 = 2% .503 ja 503 on algarv, on vdimalikud variandid (a, b) = (1,1),
(a,b) = (1,2), (a,b) = (2,1), kuid (a,b) = (1,1) annaks vordusse (1)
asendades d?® = 2012 - 251, mis tdisarvudes pole voimalik. Teised kaks
varianti annavad 4d® = 2012 - 503, kust d = 503. Siit saame vastuseks
(x, y) = (503, 1006) ja (x, y) = (1006,503).
Lahendus 2. Korrutades vorrandi mélemad pooled arvuga 2012x? y?, saa-
me

2012x% + 249 - 2012xy + 2012y% = x*y. )

Seose (2) vasakust poolest ndeme, et vorduse pooled peavad jaguma 503-
ga. Et 503 on algarv, siis parema poole pohjal peab iiks arvudest x ja y
jaguma 503-ga. Seega x> voi y? jagub 503%-ga ehk vorduse (2) pooled ja-
guvad 5032 -ga. Kui x jagub 503-ga, siis vasaku poole liidetavad 2012x? ja
249 -2012xy jaguvad 503 -ga, mistottu ka 2012y? jagub 503°-ga. Jirelikult
¥ jagub 503-ga. Analoogiliselt saame, et kui y jagub 503-ga, siis ka x ja-
gub 503-ga. Kokkuvottes peavad nii x kui ka y jaguma 503-ga. Tdhistame
x =503a, y = 503b. Seos (2) teisendub pirast jagamist 503°-ga kujule

4a® + 996ab + 4b® = 5034 b>.
Vaatleme juhtu a = b. Kui b = 2, siis
503a?b* = 503a%-2b = 1006a°b = 4a’b+4a°b+998a*b > 44 +4b*+996ab,

seega noutud vordus ei saaks kehtida. Seega b = 1. Siis aga saame a suhtes
ruutvorrandi 499a® — 996a — 4 = 0, mille ainus positiivne lahend on a = 2.
Siit saame algse vorrandi lahendi (1006, 503). Juht b = a on siimmeetriline
ja annab lahendi (503, 1006).
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2. Vastus: b) ei.

Lahendus 1.

a)

b)

Tadhistame vaadeldava aritmeetilise keskmise A(x). Paneme tidhele, et
X X
1 = sin® > + cos? > ja kahekordse nurga siinuse valemi rakendamine

X X
laseb kirjutada sin x = 2sin > cos X mistottu

. .2 X 2 X LX X X X\2

1+ sinx = sin“ — + cos —+231n—cos—:(s1n—+cos—) ,

2 2 2 2 2 2

2 X X X X X\2
——Zsm—cos—:(sm——cos—) .

2 2 2 2 2

2

. .2 X
1 —sin x = sin §+cos

Jarelikult

VI+sinx++v1-sinx |sing +cos3|+|sing —cos3
2 - 2 '

Alx) =

s . X X, . X X

Vastavalt sellele, millise mérgiga on arvud sin > +cos > ja sin > —cos >

koondub lugejas iiks trigonomeetriline funktsioon vélja ja teine jadb

X

mingi margiga kahekordselt. Seega A(x) vordub iihega arvudest sin >
X

X X
cos —, —sin —, —cos —.
2 2 2

Et sin0 = sinxw = sin27m = sin37 = 0, siis alati, kui x on tiks arvudest
0, m, 27, 3m, on

Vli+sinx+vV1-sinx 1+1
2 2

1.

A(x) =

Samas on juhtudel x = 0, x = n, x = 27, x = 37 iga kord erinev arv
X X X X 1
loetelust sin —, cos 5 sin 50 cos > vordne 1-ga (vt tabel). Jareli-

kult ei saa iihtki neist neljast alternatiivist dra jatta.

x| sin—|cos—|—sin—|—cos—
0 0 0 -1
4 0 -1 0
2 0 -1 0
3| -1 0 1 0
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Lahendus 2. Ulesande a)-osa viite saab toestada ka jargmiselt. Tdhistame
A(x) samamoodi nagu eelmises lahenduses. Et

2
V1+sinx+ V1 -sinx

2
_ l+sinx+1-sinx+2y/(1 +sinx)(I - sin x)
a 4
242 l—sinzx_2+2\/c052x_2+2|cosx|_1+|cosx|
a 4 a 4 a 4 a 2 '
siis
V1+sinx+ V1 -sinx 1+ |cos x|
Alx) = = .
2 2
. . X l+cosx ., . x 1—-cosx
Poolnurga valemite pohjal COSE =+ T]a smE ==+ —

Seega:

. B 1+ cosx X
e kui cosx = 0, siis A(x) = T:icos?

i . 1—-cosx .X
e kui cos x <0, siis A(x) = T:isma.

Midrkus. Lahenduses 2 kasutatud poolnurgavalemid on lihtsasti tuletatavad

X 1+cosx
kahekordse nurga koosinuse valemist. Nditeks cos 5= = — néh-
tub sellest, et

2

l1+cosx 1+cos?% —sin’?% 2cos® % x
_ 2 2 _ 2 _ 2

= = = cos® .

2 2 2 2

Teine valem saadakse analoogiliselt.

. Olgu A', B/, C' punktiga P siimmeetrilised punktid vastavalt sirgete BC,
CA, AB suhtes (joonis 12). Siis |C'A] = |[PA| = |B’ A, mistdttu kolmnurga
ABC iimberringjoone kaared AC' ja AB' on vordsed. Et A ja C' paiknevad
sirgest BB' {ihel ja C teisel pool, siis jirelikult

/C'CA=/B'CA= /PCA.

Et P ja C' paiknevad sirgest AC samal pool, asuvad punktid P, C, C’ iihel
sirgel. Kuna PC' 1 AB, siis ka PC L AB, st P asub kolmnurga ABC tipust
C tommatud korgusel. Analoogselt ndeme, et P asub ka iilejadnud kahel
korgusel, st on korguste 16ikepunkt.
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C/

Joonis 12

Midrkus 1. Kehtib ka poordvdide: kolmnurga korguste ldikepunktiga kolm-
nurga kiilgede suhtes stimmeetrilised punktid paiknevad kolmnurga im-
berringjoonel. Tegu on tuntud geomeetriafaktiga, mida saab &dra kasutada
iilesandes antud véite tdestamiseks. Nimelt asub iilesande tingimust rahul-
dav punkt P timberringjoone kaarte AB, BC, CA peegeldustel vastavalt
sirgetest AB, BC, CA. Mainitud fakti pdhjal asub ka koérguste loikepunkt
samadel kaartel. Kuid ringjooned, mille kaarteks need peegeldused on, 16i-
kuvad paarikaupa erinevates punktides A, B, C. Jarelikult neil ei saa olla
kaht erinevat koigile tihist punkti.

Miirkus 2. Nii nagu mérkuses 1 vaadeldud poordvéide, kehtib ka tilesande
vdide koigi, mitte ainult teravnurksete kolmnurkade jaoks.

. Lahendus 1. Viimane sodur timberrivistustel oma asukohta ei muuda. Ule-
jadanud sodurid paigutuvad timber samamoodi nagu siis, kui viimast s6du-
rit poleks ja sodurite arv oleks 2" — 1. Seega piisab iilesande viide tdestada
2" — 1 soduri jaoks, mida jirgnevalt teemegi.

Néitame, et pdrast i sammu tekkiva rivi liikmed on algses 2" — 1 sodurist
koosnevas rivis leitavad, liilkudes esimesest sodurist alates hiipetega pikku-
sega 2' ja kisitledes rivi tsiiklilisena (pérast viimast sodurit jirgneb uues-
ti esimene). Toepoolest, parast 0 sammu see vidide ilmselt kehtib (hiipe
20 ehk 1 tidhendab jirjest lugemist), iga iimberrivistus aga muudab hiippe
kaks korda pikemaks, sest sodureid valitakse {ile tihe (viimase jérel valitak-
se algusest teine, mis tsiiklilises késitluses on samuti iile iihe), kusjuures
esimene sodur jadb samaks.

Seega pérast n sammu tekkiva rivi liitkmed on algses 2" —1 sddurist koosne-
vas rivis leitavad hiipetega pikkusega 2". Et jddk arvu 2" jagamisel arvuga
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2" -1 on 1, on see samavéirne jérjest lugemisega. Jarelikult ongi n sammu
jarel tagasi algne rivi.

Lahendus 2. Nummerdame sodurid algses rivis alates 0-st ja kujutame koi-
ki jarjekorranumbreid n-kohalise kahendarvuna (mis voib alata ka nulli-
dega; niiteks n = 3 korral on jarjekorranumbriteks 000, 001, 010, 011,
100, 101, 110, 111). Parast timberrivistust asetsevad sédurid nii, et luge-
des kahendarvudes algset {iheliste numbrit kdige kérgema numbrina (jat-
tes teiste numbrite jdrjestuse muutmata), on sodurid jillegi nummerdatud
alates 0-st jdrjestikuste arvudega. Parast n-kordset timberrivistust on ka-
hendkoodi numbrite rollidele ring peale tehtud ja iga number vastab jélle
oma algsele positsioonile kahendarvus.

. Vastus: a) jah; b) jah.

a) Paneme tdhele, et iilesande tingimus graafikutest on samavairne nou-
dega, et iga reaalarvu x korral f "(x) = f(—=x). See on nii nditeks funkt-
siooni f(x) = sin x + cos x korral, sest

f'(x) = cos x — sin x = cos(—x) + sin(—x) = f(—x).

b) Ulesande tingimus graafikutest on samaviérne ndudega, et iga reaal-
arvu x korral f'(x) = f(x — 1). Oletame, et a on selline 1-st suurem
arv, et Ina = a~'. Siis defineerides f(x) = a*, saame

ff=alna=a*-a'=a""'=fx-1.

Ja#b {ile veenduda, et selline 1-st suurem arv a, et Ina = a~', toesti
leidub. Kunaln1 =0<1=1"jalne =1 > e}, siis pidevate funkt-
sioonide g(x) = Inx ja h(x) = x! graafikud 16ikuvad mingil kohal
a > 1. See ongi meie vajalik arv.
Midrkus. On voimalik toestada, et a)-osas sobivad vastusteks parajasti koik
funktsioonid kujul f(x) = ¢ (sin x + cos x), kus ¢ # 0. Vastustel leidub teisi

- V2 oo _ n
kujusid, nt > (sin x + cos x) = sin (x + Z)
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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Erik Paemurru)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o a)-osa: 4p
Sealhulgas:
* Nididatud, et on 0 v4i 2 paaritut arvu: 1p
e Niidatud voi vdidetud, et paaritu arvu ruut annab 4-ga ja-
gades jddgi 1 ja sealt jareldatud, et koik arvud on paaris: 2p
* Niidatud, et kui 2 jagab arvu x, siis ka 2° jagab arvu x°: 1p
o b)-osa: 3p

Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest:
e Leitud ainult niide, kus a + b + ¢ jagub 3-ga, a® + b* + ¢?
jagub 9-ga, aga a® + b® + ¢ ei jagu 27-ga: 1p
e Leitud korralik vastuniide: 3p
Leidus lahendusi, kus niidati, et koik arvud on paaris, lahutades vorrandi
a+ b+ c = 6n ruudust vorrand a® + b*> + ¢* = 36m. Seal anti iiks punkt
nditamise eest, et ab + bc + ca jagub 18-ga ja 1 punkt jareldamise eest, et
koik arvud on paaris.

Vastuse eest punkte ei antud.
Viite eest, et kui a + b + ¢ jagub 6-ga ja a® + b* + ¢? jagub 6°-ga, siis ka
ilmselt a® + b* + ¢® jagub 6°-ga, punkte ei antud.

Mones t60s esines b)-osa vastunditeid mustandis, millel olid kiill nii ruutu-
de kui ka kuupide summa vilja arvutatud ja jaguvused ndidatud, aga pol-
nud kokku pandud, et sellega on b)-osa tehtud. Selle eest anti 2 punkti.
Niite eest ainult 3 astmete kohta (skeemi b)-osa esimene lahendus) anti
1 punkt, sest selle saab lihtsalt muuta sobivaks néiteks, néditeks korrutades
koik arvud kahega.

Tutpiline viga oli, et arvude summa jaguvusest arvuga d jireldati, et iga
arv jagub arvuga d.

2. (Elts Abel)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud teisenduste abil iiks vorrand: 3p
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o Saadud sellest vorrandist koik sobivad muutujate vadrtused:
o Vormistatud lahendid:

3. (Aleksei Lissitsin)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o a)-osa:
Sealhulgas:
e Niidatud, et juhul |BD| = |BC| on ABD voérdhaarne:
* Niidatud, et juht [BD| = |CD| ei ole voimalik:
e Niidatud, et juht [BC| = |CD]| ei ole voimalik:
o b)-osa:
e Niidatud, et juhul |AB| = |[BD| pole BCD vordhaarne:
e Niidatud, et juht |AB| = |BD| on vdimalik (nditeks ilmuta-
tud kujul on arvutatud nurkade véartused sellel juhul):

4. (Reimo Palm)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Eesmargiga leida arvude paigutust, kus poleks tilesandes nime-
tatud kolme kolmnurka voi kus selliste kolmnurkade arv on vi-
him, toestatud, et arvud 9 ja 10 peavad sel juhul kindlasti asu-
ma suure kolmnurga tippudes:

o Toestatud, et 8 peab asuma samuti suure kolmnurga tipus ning
tema naabriteks peavad olema arvud 1 ja 2:

o Toestatud, et leidub kolmas kolmnurk, mille arvude summa on
suurem kui 11:

Péhjendamata vididete eest voeti 1-2 punkti maha.

5. (Toomas Krips)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o a)-osa:
o b)-osa:
o Sealhulgas:
 Oige n vidrtus:
e Pandud téhele, et iihest punktist saab tdmmata iihele ring-
joonele vaid 2 sirget:
e Jareldatud, et ringjooni saavad puutuda vaid 2 sirget:
* Niidatud, et iile 4 ringjoone pole vomalik joonistada:
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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. Maksim Ivanov)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti (skee-
miridades on kasutatud Ziirii lahenduse tdhistusi).

o Koostatud vorrand, millest saab avaldada kas arvu m voi n ai-

nult numbrite a ja b kaudu, ning avaldatud vastav arv: 2p
o Toestatud, et a® + b*> = 11z° mingi tiisarvu z korral: 2p
o Toestatud, et a+b=11jaa—-b=1: 2p
o Arvutatud arvude m ja n vdimalikud véartused: 1p

Ainult Gige vastuse eest anti 1 punkt.

2. (Evely Leetma)
Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Leitud, et |a| = 10k, kus k on mingi tédisarv, kuid 16pus vaadel-
dud vaid juhtumit |x} — x}| = 10“ = |x; — x|, kus u on tdisarv.
Uldiselt on lihedaste reaalarvude moistest aru saadud: 6p

o Leitud, et a = 10k, kus k on mingi tdisarv, st vaadeldud vaid
positiivseid kordajaid a. Edasine analiiiis korrektne: 5p

o Lihedaste reaalarvude maistet vaadeldud mittestimmeetrilise-
na, st r ja s on lihedased, kui r — s = 10" mingi tdisarvu u
korral. Sellest tulenevalt joutud positiivse a védartuseni a = 10,

kus k on tdisarv. Edasine analiiiis korrektne: 4p
o Vaadeldud juhtumit |x; — x| = |y1 — y2| = 10%, kus u on téisarv,
millest jareldatud, et a = 1: 1p

Pisivigade eest voeti maha 1 punkt. Kui esitati ldhedaste reaalarvude x; ja
X, vaheline seos kujul |x; — x| = 10%, aga ei pandud kirja, et u on téisarv,
siis selle eest eraldi punkte maha ei voetud.

3. (Oleg Kosik)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Tdestatud, et CB on kolmnurga ACK mediaan: 4p
o Sealhulgas:

* On olemas vaid idee, et kuna KM on mediaan, mis jaotab
CB suhtes 2 : 1, siis ka CB ise on mediaan: 1p
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e Arvatud, et CB on mediaan vaid selle tottu, et iiks punkt
jaotab ta suhtes 2 : 1:
o Lahenduse lopuleviimine:
o Sealhulgas:
e Tdhele pandud, et ka AP on mediaan:

e Tdhele pandud, et kuna AP on nii nurgapoolitaja kui me-
diaan, siis kolmnurk ACK on vordhaarne:

e Mainitud, et vordhaarses kolmnurgas on nurgapoolitaja ka
korgus:

4. (Uve Nummert)
Ttitpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.
o Tiéielik lahendus:
o On ldbi vaadatud kaks erijuhtu: kus arvud 8, 9 ja 10 on suure
kolmnurga tippudes, ning kus 9 v6i 10 on keskel:
o On ldbi vaadatud tiiks neist kahest erijuhust:
o On l4bi vaadatud iiks neist kahest erijuhust, kuid pole selget

pohjendust, miks siis mingi kolme kolmnurga arvude summa
on vihemalt 48:

5. (Heiki Niglas)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Oige vastus:
o Taielik lahendus ménede ebatdpsustega:
o Taielik lahendus:

Op
3p

I'p

I'p

I'p

7p
3p
2p

Ip

Ip
5p
“p

Paljud 6pilased olid lihtsalt leidnud 6ige vastuse ning ei olnud pohjenda-

nud, miks rohkem lahendeid ei ole.
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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Kalle Kaarli)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Korrektne téielik lahendus: 7p
o Lahendus, mis oleks korrektne, kui oleks 6eldud, et teguriteks
lahutuses on tegurid algarvud: 5p

Oluliste eksimuste eest arutlustes vdi terminite kasutamisel voeti 1 punkt
mabha.

2. (Jevgeni Martjusev)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o a)-osa: 4p
Sealhulgas:

* Leitud soltuvus n ja m vahel: 2p

 Korrektne vastus: 1p

» Toestus, miks rohkem vastuseid ei ole: 1p

o b)-osa: 3p
Sealhulgas:

e Leitud, et a = n?: 2p

e Korrektne vastus: 1p

a)-osa lahendati enamasti ziirii lahendustest erineval viisil ja tilaltoodud
skeem vastab just tiilipilistele lahendustele t66des. Lahendus seisnes mo-
lema jada summade vordlemises, mille kaudu leiti s6ltuvus m ja n vahel
(kus m on teise jada esimene element), ning sealt saadi nii dige vastus kui
ka pohjendus, miks rohkem lahendeid ei ole.

Kui lahenduses oli 6ige mote ilma toestuseta, siis selle eest anti 1 punkt.

3. (Hdrmel Nestra)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Joutud jareldusele, et piisab niidata, et vdikese ringjoone dia-

meeter on suurem kui suure ringjoone raadius: 1p
o Néidatud, et selleks piisab tingimusest Z/BAC < 60°: 2p
o Toestatud, et ZBAC < 60°: 4p
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Osalised lahendused voisid edasiviivate teisenduste eest teenida 1 lisa-
punkti.

Mitmed lahendajad viitsid, et kolmnurk ABC peab olema vordhaarne ja
L peab olema kiilje BC keskpunkt, O kaare B'C’ keskpunkt vms. Sellised
vdited ei kehti ja sellistele toetumine seega mingit kasu ei too.

. (Urve Kangro)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Nadidatud, et kaartidest tekib tsiikkel: 5p
o Naidatud, et tsiiklis on paarisarv kaarte: 2p

Kui midagi muud polnud tehtud, siis anti 2 punkti tdestuse eest, et ruudus-
tikus on paarisarv ruute (malelauana virvimise kaudu).

Punkti vois kaotada, kui tstikli tekkimise toestamisel oli ignoreeritud juhtu,
kus 2 kaarti voivad asuda tédpselt liksteise peal, voi kui polnud niidatud, et
koik kaardid kindlasti asuvad mingis tsiiklis.

Paljud opilased olid eeldanud, et ruudustikku saab {ihekordselt katta ja sel-
lest jareldanud, et ruute on paarisary, selle eest punkte ei saanud. Samuti
olid paljud opilased nididanud, et ruudustikku saab niimoodi kahekordselt
katta, et on voimalik pooled kaardid eemaldada, selle eest samuti punkte
ei saanud.

. (Raul Kangro)
Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.
o Lahendused, mis tuginesid pindalade arvutamisele: Op
o Kolmnurkadega katmise idee, vale konstruktsioon: 1p
o Kolmnurkadega katmise sobiv idee, katmise voimalikkus téieli-
kult tdestamata: 2p
o Kolmnurkadega katmise sobiv idee, mdned sammud toestuse
suunas korrektsed: 4p
o Kolmnurkadega katmise sobiv idee, toestuse idee olemas, kuid
olulised vead sees: 5p
o Kolmnurkadega katmise sobiv idee, tdestuse idee olemas, mo-
ningad puudused pohjendustes: 6p
o Korrektne lahendus: 7p

Véga massiliselt piiiiti lahendada kolmnurgaga kaetava pindala suurust
vaadeldes ning eeldati, et punktide nn tihtlane paiknemine on mingis mot-
tes halvim juht. Sellised argumendid lubaks ka “tdestada”, et vordkiilgse
kolmnurgaga kiiljepikkusega 10 saaks katta kolmandiku punktidest (ilmselt
vale, kui punkte paigutada vordselt ruudu tippudesse) ning et vaadeldaval
juhul saaks katta iile poole punktidest (samuti selgelt vale, nt kui paigutada
punktid tihtlaselt ruudu kiilgedele). Kuna tegemist on korrektse lahenduse
seisukohalt tdiesti kasutu ideega, siis pindalasid kasutanud lahenduskatsed
punkte ei saanud.
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Eesti LIX matemaatikaoliimpiaad

14. aprill 2012 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Aleksandr Sved)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Tdestatud, et xy jagub 503-ga:
o Tdestatud, et x voi y jagub 503-ga:
o Tdestatud, et x ja y molemad jaguvad 503-ga:
o Kahe vastuse leidmine:
o Toestatud, et teisi lahendeid ei ole:

Suuremate vigade korral voeti 1 punkt maha.

2. (Ahti Peder)

Op
2p
2p
Ip
2p

Lahenduse allpool maérgitud osade eest antud punktid summeeriti (A(x)

tdhistab iilesandes antud aritmeetilist keskmist).

o a)-osa:
Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest:
2 + 2V cos?
e saadud (A(x)? = %:

1
e saadud A(x) = \/W:

1+cosx
* saadud A(x) = — koos néditamisega, millistel juh-

tudel kumb mirk kehtib, kuid ei ole osatud poolnurga va-
lemit rakendada:
o b)-osa:

3. (Juhan Aru)
Tutpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Téislahendus:

o Toestatud, et korguste 1dikepunkti peegeldused kiilgedest asu-
vad timberringjoonel:

o Toestatud, et leidub maksimaalselt iiks {ilesande tingimusi ra-
huldav punkt:

o Naidatud, et |PA| = |B'A| = |C’ A| voi midagi analoogset:

o Moni huvitav tdhelepanek:
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4. (Laur Tooming)
Tttpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Jagatud rivi parast esimest timberjérjestust kaheks osaks, parast

teist neljaks osaks jne: 1p
o Vaadeldud hilisemat iimberjérjestust esialgsest tsiikliliste sam-

mude abil saaduna, nagu lahenduses 1: 1p
o Téhistatud sodurite jarjekorranumbreid kahendarvudega, nagu

lahenduses 2: Ip
o Idee kasutada induktsiooni: 1p
o Puudulik lahendus, aga on olemas olulised ideed selle edukaks

I6puleviimiseks: 4p
o Lahendus védiksemate puudustega: 6p
o Téislahendus: 7p

5. (Mart Abel)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o a)-osa: 3p
Sealhulgas:
e Pandud kirja, et otsitav funktsioon peab rahuldama tingi-
must f'(x) = f(-x): Ip
 Leitud sellist tingimust rahuldav funktsioon: 2p
o b)-osa: 4p
Sealhulgas:
e Pandud kirja, et otsitav funktsioon peab rahuldama tingi-
must f'(x) = f(x—1): 1p
* Leitud sellist tingimust rahuldava funktsiooni kuju: 2p
* Niidatud, et funktsiooni defineerimisel kasutatav suurus a
ka tegelikult eksisteerib: 1p
Tutpvigadeks olid, et a)-osas otsiti funktsioone, mille korral f "x) = - fx)

voi f'(x) = — f(-x), b)-osas aga funktsioone, mille korral f'(x) = f(x + 1).
Lisaks piititi mones t66s hakata "tihiku suurust”, mille vorra funktsiooni
graafikut nihutati, ise valima.
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