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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 L&ppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Leia koik mittenegatiivsed tdisarvud n, mille korral n — Vvn on mingi téis-
arvu ruut.

2. Lahenda vorrand

3. Vaatleme kuusnurki, mille koik sisenurgad on {ihesuurused.

a) Toesta, et iga sellise kuusnurga mistahes kahe naaberkiilje pikkuste
summa on vordne nende vastas asuvate kiilgede pikkuste summaga.

b) Kas leidub sellise omadusega kuusnurk, mille kiilgede pikkused mingis
jarjekorras voetuna on 1, 2, 3, 4, 5 ja 62

4. Kaks last méingivad trips-traps-trulli muudetud reeglitega. Igal kdigul voib
kumbki méngija joonistada 3x3 tabeli monesse tiihja lahtrisse omal valikul
kas risti voi nulli. Kdiakse kordamdédéda ja voidab see, kelle kdigu tulemuse-
na saab tabeli moni rida, veerg voi vastasnurki tihendav diagonaal tdidetud
kolme iihesuguse maérgiga. Kas iihel méngijatest on voimalik vdita vastase
suvalise vastuméangu korral ja kui jah, siis kummal?

5. Korrapdrase 2013-nurga tippudes paiknevad tiihjad veedmbrid. Opetaja
palub Jukul tdita méned dmbrid veega nii, et iga &mber, mille jaoks leidub
kaks temast vordsel kaugusel asuvat tdis veedmbrit, oleks samuti tdis. Leia
vdhim dmbrite arv, mille Juku peab tditma, kui dpetaja palub tal tdita

a) vdhemalt 2 dambrit;

b) vdhemalt 100 d&mbrit.



Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kas arvu 2013 saab esitada kahe tdisarvu kuupide vahena?

2. Kas hulkliiget x* + x% +1 saab esitada korrutisena hulkliikmetest, kus muu-
tuja x astendaja on véiksem kui 4 ja koik kordajad on reaalarvud?

3. Trapetsi ABCD alused on AB ja CD ning diagonaalide 16ikepunkt on P.
PA PB
Toesta, et kui 1Al = P3| siis trapets ABCD on vordhaarne.
|PD|  |PC|
4. Ruudustikus mootmetega 5 x 5 on iga tihikruut varvitud kas siniseks voi
kollaseks. Toesta, et leidub ruudustiku dédrtega paralleelsete kiilgedega rist-
kiilik, mille nurkades paiknevad neli tihikruutu on tihte virvi.

5. Jiiri joonistab paberile ringjoone c¢ raadiusega 3 ning n ringjoont raadiu-
sega 1. Leia vdhim 7, mille korral Jiiri saab ringjooned paigutada nii, et
joonisele poleks enam voimalik lisada ringjooni raadiusega 1, mis asuksid
ringjoone c sees ja millel oleks iga Jiiri joonistatud ringjoonega iilimalt iiks
ithine punkt.



Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. On antud mingi 16plik kiimnendmurd. Juku hakkab selle murru l6ppu
numbreid iihekaupa juurde kirjutama, nii et igal sammul lisatav number
on koigi selleks hetkeks olemasolevate numbrite summa 10-ga jagamisel
tekkiv jadk. (Naiteks kui algne murd on 27,35, siis Ioppu lisatavad numbrid
on 7, 4, 8 jne.)

Tdesta, et niiviisi saadav Iopmatu kiimnendmurd esitab ratsionaalarvu.

2. Olgu n > 1 tdisarvja ai, ay, ..., a, reaalarvud, mille summa on 0 ja abso-
luutvairtuste summa on 1. Toesta, et
n-1
7

lay +2as + ...+ nay| <

3. Tasandil on antud kumer nelinurk ABCD, milles Z/DAB + ZABC < 180°.
Olgu E selline nelinurga tippudest erinev punkt 16igul AB, et kolmnurkade
AED ja BEC timberringjooned l6ikuvad nelinurga ABCD sees punktis F.
Punkt G voetakse nii, et /DCG = ZDAB, ZCDG = ZABC ja kolmnurk
CDG asub viljaspool nelinurka ABCD. Tdesta, et punktid E, F, G on iihel
sirgel.

4. Tabelis mootmetega (2k+1) x (2k+1), kus k on positiivne tdisarv, on igasse
lahtrisse kirjutatud iiks reaalarv, kusjuures kodik need arvud on erinevad.
Iga rea jdrele kirjutatakse selle rea mediaan, st selles reas esinev arv, mil-
lest vdiksemaid ja suuremaid arve on selles reas iihepalju. Olgu m tekkinud
lisaveeru mediaan. Toesta, et rohkem kui veerand esialgsetest arvudest on
vaiksemad kui m.

5. Milliste naturaalarvude n = 3 korral saab korrapédrase n-nurga tiikelda-
da vaiksemateks korrapérasteks hulknurkadeks? (Erinevad tiikid voivad ol-
la erineva kiilgede arvuga.)



Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

5.

Leia vihim naturaalarv 7, mille korral leiduvad sellised tidisarvud ay, ..., a,
(mis ei pea olema erinevad), et a‘l1 +...+ a‘,ll = 2013.

. Reaalarvud x;, x2, x3, x4 16igult [0;1] on sellised, et korrutis

K =1x1 — x| - |x1 — 23] - |X1 — X4] - [x2 — x3] - | X2 — X4 - | X3 — X4

on voimalikult suur. Toesta, et

L >K>—.
27 243
Kolmnurga C;C,Cs kiilgede C>Cs, C3C; ja C;C, keskpunktid on vastavalt
Kj, K> ja Ks. Ringjoonte ¢, ¢ ja c3 keskpunktid on vastavalt C;, C» ja Cs,
ringjoonte kj, k2, k3 keskpunktid aga vastavalt K;, K» ja K3. Ukski kaks
antud kuuest ringjoonest ei 16iku kahes punktis ega asu iiksteise sees. Ring-
jooned ki, k ja ks puutuvad tiksteist véliselt.
a) Tdesta, et ringjoonte c;, ¢z ja c¢3 raadiuste summa on iilimalt veerand
kolmnurga C; C,C; timbermoodust.
b) Toesta, et kui ringjoonte c;, ¢» ja c3 raadiuste summa vordub vee-
randiga kolmnurga C;C,C3 iimbermoddust, siis kolmnurk C;C,Cs on
vordkiilgne.

. Maagiliseks ruuduks nimetame 3 x 3 ruudustikku, mille ruutudesse on kir-

jutatud koik naturaalarvud 1 kuni 9 nii, et igas ruudus on tiks arv ning koi-
gis ridades ja veergudes on arvude summad vordsed.

Tdesta, et mistahes kaks maagilist ruutu on teineteisest saadavad jargmiste
teisenduste abil: ridade jdrjekorra vahetamine, veergude jarjekorra vaheta-
mine, ruudu pddéramine, ruudu peegeldamine diagonaali suhtes.

a) Matemaatika huviringis palub Gpetaja Jiiril mdelda mingi positiivne
paaritu tdisarv n ning kirjutada tahvlile mingi tdisarvuliste lilkkmetega
aritmeetilise jada n jdrjestikust liiget diges jarjestuses, Maril aga pa-
lub ta otsustada, kas koigi Jiiri kirjutatavate arvude kogusumma jagub
n-ga. Jiri tahvli juurde minnes on molemal Gpilasel mdlemale antud
tilesanded teada. Kui ruttu on Maril voimalik vastata?

b) Sama kiisimus, kui n on paaris.



LX Onnmnunaga 3cToHMM NO maTemaTuke

6 anpens 2013 r. 3akI0HUTENBHBIR TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

. Haiitu Bce HEOTPULATECJIbHBIE LIEJIbIE YUCIA 71, IIPU KOTOPHIX 71 — \/ﬁ ABJISACTCSA
KBaApaTOM HEKOTOPOI'O HEJIOro Urcia.

. Pemmts ypaBHenne

. PaccMoTpuM miecTUyroJibHUKH, Y KOTOPBIX BCE BHY TPEHHUE YTJIbl PABHBI MEXK-
Iy cobom.

a) JlokasaTb, 4YTO B TAKOM IIECTHYTOJIbBHUKE CyMMa AJIMH JIIOOBIX ABYX COCEJl-
HHUX CTOPOH paBHA CyMMe JIMH CTOPOH, PACHOJIOKEHHBIX HAIPOTHUB HHUX.

6) Haiipércs nm Takoi mMeCTUYTroJBbHUK, JJIMHB CTOPOH KOTOPOTO, B3SITHIE B
HEKOTOPOM MOpsiAKe, paBHbl 1, 2, 3,4, 51 67

. JIBoe meTeii UrpaioT B KPeCTUKU-HOJMKH MO0 U3MEHEHHBIM npaBuiiaM. Kask s
XOJJIOM MIPOK MOKET HapHUCOBATh B MYCTYIO KJETKY TabJMLBl 3 x 3 Ha CBOE
yCMOTpCHl/le KpCCTI/IK WUJIN HOJIUK. XO,[[HT o oqepe,ulxl, 58 BblI/IprIBaCT TOT, I10-
cJie X0JlJa KOTOPOro Kakasi-To CTPOKa, CTOJIOEI Wik 0oJibliasi quaroHaib Tab-
JIALBI OKAXKYTCSI 3aITOJTHEHHBIMH TPEMsI OJJMHAKOBBIMH CUMBOJIaMU. MOKeT Jiu
KaKOM-TO UTPOK MOOETUTH NIPH JTI0OO0N OTBETHOM MI'pe COTIEPHUKA, M €CJIU [,
TO KaKom?

. B Bepmmnuax npaBuibHOro 2013-yrojbHMKa pacroJioraioTcsl mycTble BEapa.
Yuurens npocut KOpy HanmoJHUTh HEKOTOPBIE BEAPA BOJOMW TaK, UTOOB KaxK-
JI0€ BeApO, AJIsi KOTOPOTo HAWAYTCS JBa HATIOJHEHHbIX BeJpa Ha OAUHAKOBOM
PacCTOSIHMM OT HEero, ObUIO TaK’Ke HaroJHEeHHbIM. HaiiTh HanmeHblnee unciio
BEnep, kKoTopoe HOpa 0JKEH HANOJHWUTD BOJIOW, €CIIM YUHUTEJNb MPOCUT €ro
HAaIoJIHUTh

a) He MeHblIe 2 BEnep;

6) He meHbie 100 BEEp.



LX Onnmnunaga 3cToHMM NO maTemaTuke

6 anpens 2013 r. 3akt0HUTENBHBIR TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. MosHO v peacTaBUTb uncio 2013 Kak pasHOCTh KyOOB JIBYX LEJbIX urcesi?

2. Mo:xHO 11 IpeACTaBUTh MHOTOWIEH x* +x% +1 kak MPOU3BE JEHUE MHOTOYJIe-
HOB, CTEIICHb NIEPEMEHHOM X B KaKJJOM M3 KOTOPHIX MEHbIIE 4, a Bce K03 du-
[UEHTHl — JIEHCTBUTEJIbHBIC Uncia?

3. Ilycts AB u CD — ocHoBanus Tpaneuuu ABCD, auaroHany KOTOpOH nepe-

PA PB
cekaloTcs B Touke P. Jloka3aTh, UTO ecliu u = u, TO Tpaneuusi ABCD
|[PD|  |PC]

paBHOOEpEeHHA.

4. B tabmune pasmepoM 5 x 5 KJIETOK KaxkJasi KJIEeTKa pacKpamieHa Jubo B CH-
HUI, JIMOO B JKENTHIA 1BET. [l0Ka3aTh, UTO HAUAETCS TAaKOHM MPSIMOYTOJIBHUK CO
CTOPOHAMMU MApPAJUICbHBIMU KpasiM TaOJIUIIbI, UTO YEThIpe KJIETKH, pacroJio-
JKEHHbIE B €r0 yIJjaX, OKa)yTCsl OJHOIO L[BETA.

5. XKeHs uepTutr Ha Oymare OKpyKHOCTb ¢ PAAUycoOM 3, a TakXke 71 OKpPYKHO-
creit paguycom 1. Haiitu HauMeHbluee 7, npu KOTopoM KeHst MOKeT pacrno-
JIOKUTb OKPY’KHOCTH TaK, UTO HA PUCYHOK OOJIbIIIe HEBO3MOKHO OyzeT moda-
BUTb OKPY’KHOCTb PafinycoM 1, KOTOpast HAXOAMIach Obl BHYTPH OKPYKHOCTH
€ ¥y KOTOpoii ObuTo OBl He OoJiee OHOM 00mel TOUKY ¢ KaXI0i 13 HauepueH-
HbIX JKeHel OKpy:KHOCTEH.



LX Onnmnunaga 3cToHMM NO maTemaTuke

6 anpens 2013 r. 3akt0HUTENBHBIR TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. Tana KoHeuHas AecsiTUYHas IpoOb. Bacs 3anmuchiBaeT B KOHEI 9TOM IpoOu 1Mo
oJiHOM nudpe Tak, uTo mHdpa, JodaisieMast Ha KaXIOM Mary, paBHa OCTaTKy
OT JEJIEHNs CYMMBI BCEX MMEIOIMXCS Ha AAHHBIX MOMeHT nudp Ha 10. (Ha-
MpUMep, eciid BHavaJjie JjaHa ApoOb 27,35, To mobamisieMble B KOHeL[ UG PHI
OoynyT 7,4, 8 uT.1.)
JloKka3zaTtp, 4TO MOJIyUYeHHas! TAaKMM 00pa3oM OeCKOHeuHast AeCsITUYHAsl Jpo0b
SIBJISIETCS NIPEJICTABJICHUEM PALlMOHAJIBHOTO YUCIIA.

2. Ilycth n > 1 penoe uucno, a aj, ay, ..., A, — ASACTBUTEJIbHBIE UMCIA, CYMMa
KOTOpBIX paBHa 0, a cyMMa MOJyJier KOTOpbIX paBHa 1. [loka3arb, 4TO

n-1

lay +2ax + ...+ nay,| < 2

3. Ha muockocTtu 3ajaH BBIIYKJBIA YeTHIPEXYroJibHUK ABCD, B KOTOPOM
/DAB+ ZABC < 180°. Ilycts E — Takas OTJMYHAS OT BEPIIMH 3TOTO YEThI-
PEXYroJIbHUKA TOUKA Ha OTpe3Ke AB, UTO OMMCaHHBIE OKPYKHOCTH TPEYTOJIb-
HUKOB AED w BEC nepeceKaloTcsl BHyTPU YeThIpEXyroyibHuka ABCD B TOU-
ke F. BospméMm TOuky G Tak, utobosl /DCG = Z/DAB, ZCDG = ZABC, a
TpeyroybHUK CDG OKa3ascst CHapyKU YeTblpéxyronbHuka ABCD. Jlokasatb,
yTto TOukM E, F, G nexat Ha OQHON NPsIMOH.

4. B tabmuue pasmepoM (2k + 1) x (2k + 1) K1eTok, rae k — MOJOXUTENbHOE
[eJIOe UKCJIO, B KAKAYIO KJIETKY 3alMCaHO OJTHO ACHCTBUTEBHOE UKCIIO, TIPH-
YyEéM BCE 9TU UMCIIA PA3IMYHBL. B KOHeI| KaKIOol CTPOKH 3alHCHIBAOT medu-
aHy 9TOU CTPOKH, T.€. TAKOE UYUCJIO U3 ITOM CTPOKHU, UMces OOJiblie KOTOPO-
IO U UMCeJ MEeHbIIe KOTOPOrO B 9TOM CTPOKE OJJMHAKOBOE KoJM4ecTBO. [TycTh
m Oy JieT MeIMaHOM MOJIyUeHHOTO TAKUM 00Pa3oM JOMOJHUTEBHOTO CTOJIONA.
HOKa3aTb, yTO 60)’[1)1].[6 1fleTBCpTl/l HU3HAUYAJIbHBIX UHUCEJT 61)1)'[1/1 MCEHbIIIE, UEM M.

5. [Ipu Kakux HaTypaJibHBIX UUCJAX 1 = 3 BO3MOXHO pa3OMTb MPaBUJIbHBINA
N-YroJIbHUK Ha MEHbIIMEe MpaBUJIbHbIe MHOTOYTOobHUKHU? (PasinuHble Kycou-
KM MOT'YT UMETb Pa3IM4YHOE KOJIMUECTBO CTOPOH.)



LX Onnmnunaga 3cToHMM NO maTemaTuke

6 anpens 2013 r. 3akt0HUTENBHBIR TYp 12 knacc

Bpemsi, oTBOgHMOE JUIST pellieHHs: 5 4acoB.
BepHoe 1 JOCTATOYHO 0OOOCHOBAHHOE PELICHHE KAKAOH 3a]auH JaéT 7 OaIoB.
THob30BaThCS KAJBKYJIATOPOM HE PA3PEIaeTCl.

1.

5.

Haiiti HauMeHblilee HATYPAJIbHOE YKUCIIO 71, IPU KOTOPOM HaMAyTCsl TaKHe Iie-
Jible uucaa ay, ..., a, (He 00sI3aTeNIbHO pa3IMUHbIe), YTO a‘ll +...+ a‘,‘, =2013.

JleficTBUTEIIbHBIE UMCIA X1, X2, X3, X4 U3 OTpe3Ka [0; 1] TAaKOBBL, YTO NPOU3BE-
aenre K = |x1 — xzl-1x1 — X3 - [x1 — X4] - [ X2 — X3] - | X2 — X4 - [ X3 — X4| sABIIACTCS
KaK MOHO 6OJ'IBIJ.II/IM. ,HOKaSaTb, qgTo

B tpeyrosabhuke C;CoC3 Touku K, Ko U K3 SIBJSIIOTCS] cCepeJUHaMU COOTBET-

c¢TBeHHO CTOpOH CoC3, C3Cy 1 C1Cy. LleHTpBl OKpYXKHOCTEH €1, €2 M €3 —

cootBeTcBeHHO Ci, C» u Cs, a LIEHTPBl OKpYKHOCTeN ki, ko, k3 — cooTBeT-

crBeHHO K, K> u K3. Hukakue Be M3 9THUX IIECTH OKPYKHOCTEH HE Mepe-

CEKaloTCs B IByX TOYKAX U HE HAXOMSITCSI OiHA BHYTPH JIpyroi. OKpyKHOCTU

k1, ky m ks KacaloTcs Ipyr Apyra BHEUIHE.

a) JlokasaTb, UTO CyMMa painyCoB OKPYKHOCTEM €1, C2 U €3 HE IPEBOCXOAUT
4yeTBepTU nepumeTpa TpeyroJbauka C1Cor Cs.

6) Hoxkasatp, UTO eciii CyMMa pajlyCoB OKPYKHOCTEM €1, Cp U C3 PaBHSIET-
cs1 ueTBepTU nepumeTpa Tpeyrojbauka Cy Cz Cs, To TpeyronbHuk C1CoC3
PABHOCTOPOHHHUH.

. HazoBém mazuueckum xeadpamom tTabmviy 3 x 3, B KJIETKax KOTOPOH 3amu-

CaHbl BCE HATypaJIbHblE YKciia OT 1 1O 9 Tak, UTO B KaXA0M KJIETKE 3alMCaHO
OJIHO YMCJIO, U CYMMBI UMCEJI BO BCEX CTPOKAX U CTOJIOLAX PABHBL.

Jloka3aTp, UTO M3 JIOOOr0 MarMyeckoro KBaapaTa MOXHO IMOJYUMTb JI0OOM
JPyroi Marmyeckui KBajapar Mpy MOMOIIY CIEAYIOIMX NpeoOpa3oBaHuil: U3-
MEHEHHE MopsiKa CTPOK, U3MEHEHHe NOPsIIKa CTOJIOLOB, IOBOPOT KBajpara,
3epKaJIbHOE OTPAKEHUE KBaJpaTa B OTHOIEHUH AUATOHAJIU.

a) PykoBoguTtesb MaTeMaTHUECKOTo KpyskKa mpocuT Caiy 3agymMarb Kakoe-
JMOO0 TOJIOKUTENIbHOE HEUETHOE 11eJI0e UMCJIO 71 UM 3aMycaTh Ha JIOCKE B
MPABUJILHOM MOPSIAKE 1 UAYIIUX MOAPSI] WIEHOB KaKOW-IMO0 LeIounc-
JICHHOH apu(MeTHUeCKOM porpeccry. A Maiy oH IpOCUT penuTh, Bep-
HO JIM, UTO CyMMa BceX umceli, KoTopsle Calna 3anuimeT Ha JOCKY, Oyaet
nemutbest Ha n. Korpa Cama uaét K qocke, 0O0MM yUSHHUKaM HU3BECTHBI
3afjaHus Apyr apyra. B kakoi MomeHT Maia CMOXeT OTBETUTD?

6) Tort ke BOMpoC, eciu 1 YETHOE.



Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 L&ppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: 0ja 1.

Olgu n — v/n mingi tdisarvu ruut. Siis n — v/n on tdisarv, mistottu v/n on
tdisarv. Olgu v/7 = m, siis iilesande tingimuse jirgi m* — m on mingi tiis-
arvu ruut. Kui niiid m > 1, siis

mz—m>m2—m—(m—1):m2—2m+1:(m—1)2;

samas ilmselt m? — m < m?. Seega kui m > 1, siis m? — m asub suuruselt

kahe jarjestikuse tdisarvu m — 1 ja m ruutude vahel ja ei saa seetdttu olla
tdisarvu ruut.

Jadvad tile variandid m = 1 ja m = 0, kust vastavalt n = 1 vd6i n = 0.
Molema puhul 7 — /7 = 0 ja see on tdepoolest tdisarvu ruut.

2. Vastus: x =-2ja x =1.
Nimetajatega ldbikorrutamisel ja lihtsustamisel saame vorrandi

X —

(x-1D(x+1) = .
x+1

See vorrand on rahuldatud, kui x — 1 = 0 — siit saame lahendi x = 1. Juhul
x — 1 # 0 taandub see vorrand kujule

1
x+1=—,
x+1
mis on rahuldatud, kui x+ 1 =1 vdi x + 1 = —1. Esimese variandi puhul

oleks x = 0, mis ei sobi, sest algses vorrandis esineb x nimetajas. Teine
juht annab x = —2, mis sobib.
3. Vastus: b) jah.

Lahendus 1.

a) Olgu iilesandes antud kuusnurk ABCDEF. Ulesande lahendamiseks
piisab ndidata vordus |AB| + |BC| = |DE| + |EF|, kuna teiste noutud
vorduste jareldamiseks voib kuusnurga tipud iimber nimetada.

10



b)

C D L 5 9
B
4 2\ 2
E
K AL 3
A F 1 6

Joonis 1 Joonis 2

Loikugu kiired FA ja CB punktis K ning kiired FE ja CD punktis L
(6—-2)-180°
6
ehk 120° ning vélisnurgad niisiis suurusega 180° — 120° ehk 60°, mis-
tottu kolmnurgad KAB ja LDE on vordkiilgsed. Nelinurk FKCL on
aga roopkdilik, sest tema vastaskiiljed on paralleelsed. Sellest jareldub
|[KC| = |LF| ehk |KB| + |BC| = |LE| + |EF|, mis |[KB| = |AB]| ja
|LE| = |DE] tottu annabki vajaliku vorduse |AB| + |BC| = |DE| + |EF]|.
Loigates roopkiilikul, mille nurgad on suurustega 60° ja 120° ning kiil-
jepikkused 7 ja 5, teravnurkade juurest maha vordkiilgsed kolmnurgad
kiiljepikkustega vastavalt 1 ja 2, saame kuusnurga, mille kdik nurgad

on suurusega 120° ja kiiljepikkused on 1, 4, 5, 2, 3, 6 (joonis 2).

(joonis 1). Kuusnurga ABCDEF sisenurgad on suurusega

Lahendus 2.

a)

b)

Olgu {iilesandes antud kuusnurk ABCDEF. Simmeetria pohjal pii-
sab ndidata vordus |AB| + |BC| = |DE| + |EF|. Nagu lahenduses 1
leiame kuusnurga ABCDEF kiilgede vaheliste vilisnurkade suuruse
60°. Kuusnurga ABCDEF vastaskiiljed on paralleelsed, sest nende va-
hel on tépselt kolm vilisnurka.

Vaatleme vastaskiilgedega CD ja FA ristuvat sirget s (joonis 3); et koik
iilejadnud kiiljed moodustavad selle sirgega iihesuuruse nurga 30°, siis
nende kiilgede pikkused on vdrdelised nende projektsioonide pikkus-
tega sirgele s. Kiilgede AB ja BC projektsioonide pikkuste summa on
aga vordne paralleelsete sirgete CD ja FA vahelise kaugusega ning sa-
ma kehtib ka nende vastas asuvate kiilgede DE ja EF kohta. Seega on
kiilgede AB ja BC ning DE ja EF projektsioonide pikkuste summad
vordsed, ning jarelikult on vordsed ka nende kiilgede endi pikkuste
summad.

Joonisel 4 kujutatud kuusnurga tipud asuvad kiiljepikkusega 1 vord-
kiilgsetest kolmnurkadest moodustatud vore sélmedes. Ilmselt on selle
kuusnurga sisenurgad koik vordsed ning tema kiilgede pikkused on 1,
4,5,2,3ja6.

Lahendus 3. Vaatleme kaht liiki teisendusi, mis siilitavad kuusnurga oma-
duse, et tema sisenurgad on iithesuurused.

11



B L

A\VAVAVAVAVA

A F

Joonis 3 Joonis 4

(1) Kahe vastaskiilje pikendamine vo6i lithendamine mingi iihe ja sama
suuruse x vorra (joonis 5) — sellega muutuvad kuusnurga kiilgede pik-
kused vastavalt Sabloonile

(a, b, c d, e f) — (a+x, b, c, d+x, e, f).

(2) Mistahes iihe kiilje molema naaberkiilje pikendamine voi liihendami-
ne iihe ja sama suuruse x vorra (joonis 6) — sellega muutuvad kuus-
nurga kiilgede pikkused vastavalt Sabloonile

(a, b, c,d, e f) — (a+x, b—x, c+x,d, e, f).

On lihtne kontrollida, et molemad teisendused siilitavad tdoestatava oma-
duse, tikskdik kummas suunas seda teisendust on rakendatud. Teisi sonu,
kui algses kuusnurgas on mistahes kahe naaberkiilje pikkuste summa vord-
ne nende vastas asuvate kiilgede pikkuste summaga, siis kehtib see ka tei-
sendusel saadava kuusnurga kohta, ja vastupidi.

T d

x a
Joonis 5 Joonis 6 Joonis 7

a) Kuna korrapdrane kuusnurk on noutava omadusega ja vaadeldavad
teisendused sdilitavad selle omaduse kummaski suunas, siis piisab néi-
data, et mistahes sellise kuusnurga, mille kaik sisenurgad on iihesuu-
rused, saab nende teisenduste abil viia korrapédraseks kuusnurgaks.
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Toepoolest, olgu sellise kuusnurga kiilgede pikkused (a, b, c, d, e, f).
Uldisust kitsendamata voime eeldada, et d = a ja f > c, sest kiilgede
tahistusi vajadusel tstikliliselt nihutades saame seda alati tagada. Va-
lides niitid arvu s nii, et s = max(a, b, ¢), ja rakendades kolm korda
teisendust (1), saame antud kuusnurga viia kuusnurgaks, mille kolm
jarjestikust kiilge on pikkusega s:

(a, b, c d, e f) @)

(s,bc, d, e f)
1
W sed e
D 55 sd e 1
Vastavalt tehtud eeldusele on siin d' = s ja f’ = s. Uldisust kitsenda-
mata olgu d’' < f’, siis saame teha teisenduse

2
(s,s,5,d,€, @) s,55s ¢, .

Kuusnurk, mille koik sisenurgad on iihesuurused ja neli jérjestikust
kiilge on vordse pikkusega, on aga korrapdrane (joonis 7).

b) Sellise kuusnurga saame korrapdrasest kuusnurgast kiiljepikkusega 1
jargmiste teisendustega:

(1,1,1,1,1, 1) Q (1,4,1,1,4,1)
a

@)

(1) 4) 5) 17 4) 5)
(1,4,5,2,3,6) .

4. Vastus: jah, alustajal.
Joonistagu alustaja oma avakiigul ruudustiku keskele nulli (joonis 8). Kui
seejdrel joonistab vastane kuhugi nulli, siis saab alustaja kohe vdita, joonis-
tades tdpselt vastassuunda samuti nulli. Oletame seetottu, et vastane teeb
oma esimesel kiigul risti. Vaatleme kahte juhtu soltuvalt risti asukohast.

e Kui alustaja vastane joonistab risti nurka, siis alustaja joonistab risti
vastasnurka (joonis 9). Ukskoik mida teine méngija niiiid ka ei kiiks,
saab esimene mingija oma jargmisel kdigul voita.

 Kui alustaja vastane joonistab risti serva keskele, siis alustaja joonistab
risti selle vastasserva keskele (joonis 10). Niid

— kui teine méngija kéib nurka, siis esimene méngija voidab kohe;

- kui teine méngija teeb nulli serva keskele, siis samuti esimene
méngija voidab kohe;

- kui teine mingija teeb risti serva keskele, siis esimene mangija
teeb risti viimase vaba serva keskele (joonis 11), misjdrel teine
méngija on sunnitud kdima nurka ja esimene méngija voidab.
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Joonis 8 Joonis 9 Joonis 10 Joonis 11

Midrkus. Kirjeldatud strateegia alustaja jaoks saab kokku votta lihtsamas
vormis: esimene mark tuleb panna ruudustiku keskele ning edaspidi tu-
leb teha voidukdik, niipea kui selleks on voimalus, muidu aga teha vastase
kdiguga siimmeetriline kdik ruudustiku keskpunkti suhtes.

Ka voitvuse pohjenduse saab rajada sellele iildisele kirjeldusele. Oletame,
et hoopis alustaja vastane vdidab. Et ruudustiku keskmine ruut on hoiva-
tud, peab voidukiik olema tehtud nurka voi serva keskele. Vastavalt kir-
jeldatud strateegiale on enne alustaja vastase kdiku seis laua keskpunkti
suhtes siimmeetriline. Jarelikult on 16ppseisus alustaja vastase voidukdigu-
ga slimmeetriline ruut tiithi, mis tdhendab, et kolm tihesugust méarki tuleb
kokku piki dért. Selles didres pidi enne alustaja vastase viimast kdiku olema
kaks ruutu juba tdis ning simmetria tottu pidi ka kahel ruudul vastasdéres
olema samad maérgid. Neist neljast ruudust kolm pidid olema tédidetud ju-
ba enne alustaja viimast kdiku. Et neist kaks pidid olema iihel joonel, oleks
alustaja saanud oma viimasel kdigul voita.

5. Vastus: a) 3; b) 183.

a) Kui Juku tdidab 2 dmbrit, siis on tiihje &mbreid 2011, mis on paari-
tu arv. Jarelikult kas tihel voi teisel 2013-nurga timberringjoone kaarel,
mis jadb tdidetud dmbrite vahele, on paaritu arv tithje &mbreid. Neist
keskmine dmber asub tididetud @mbritest vordsel kaugusel. Seega peab
Juku tditma vdhemalt 3 &mbrit. Teisest kiiljest, kuna 2013 = 3 - 671, on
Jukul voimalik tdita 3 dmbrit nii, et iga kahe tdidetud d&mbri vahele jadb
tdpselt 670 ambrit. Tulemus ilmselt rahuldab {ilesande tingimusi.

b) Olgu @mbrid noutaval viisil tdidetud. Néditame, et tdis &mbrid paikne-
vad korrapéraselt, st iga kahe jarjestikuse tdis ambri vahele jdab tihe-
sugune arv tithje &mbreid. Selleks valime suvalised tdis &mbrid P;, P»,
P; nii, et P; ja P, vahel ega P, ja P3 vahel pole {ihtki tdis &mbrit (joo-
nisel 12 on tdis d&mbrid kujutatud sinisega). Siis P; ja P, vahele jadb
paarisarv tithje &mbreid ning P, ja P3 vahele samuti paarisarv tiihje
ambreid. Seega P; ja P; vahele jaib tile P, liikudes koos @mbriga P,
paaritu arv d&mbreid. Neist keskmine peab iilesande tingimuse pohjal
olema tédis, aga kuna ainult P, on selles vahemikus tiis, peab just P,
olema keskmine. Jarelikult P; ja P, vahel ning P, ja P; vahel on iihe-
sugune arv dmbreid. Vaadeldes analoogselt &mbreid P,, Ps, P4, kus
P, on timberringjoonel P3-le jargnev tdis @mber, leiame, et ka P3 ja
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Joonis 12

P, vahel on sama arv tiihje &mbreid, jne. Kokkuvottes saamegi, et tédis
ambrid paiknevad vordsete vahemaade tagant.

Kui tdis @mbrite arv on n ja jdrjestikuste tithjade dmbrite arv nende
vahel k, siis n - (k + 1) = 2013, seega tdis dmbrite arv n on arvu 2013
tegur. Kuna 2013 = 3 - 11 - 61 ning 3, 11 ja 61 on algarvud, siis 2013
tegurid on

1, 3, 11, 61, 3-11=33, 3-61=183, 11-61 =671, 2013.

Vdhim tegur, mis on vihemalt 100, on 183. Seega tuleb tdita vdhemalt
183 dmbrit.

Néitame, et konstruktsioon 183 korrapéraselt paikneva tdis @mbriga
rahuldab tingimusi. Jarjestikuste tdis &mbrite vahele jadb 11 —1 ehk 10
tiihja &mbrit, mistottu iga kahe tédis &mbri vahele jadab kokku paarisarv
tiihje &mbreid. Seega alati, kui kahe tédis &mbri vahele jddvaid ambreid
on paaritu arv, peab nende vahele jadma paaritu arv tdis &mbreid. See-
ga nende vahele jadvatest &mbritest keskmine on tiis.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 10. klass

Lahendused

1. Vastus: ei.

Lahendus 1. Oletame, et 2013 = x> — y°, kus x ja y on tiisarvud. Mirkame,
et

3 3

X =y (x—y)3+3x2y—3xy2

(x — y)?’ +3xy(x—-y).

Kuna arv 2013 jagub 3-ga ja ka arv 3xy(x — y) jagub 3-ga, siis peaks ka
nende arvude vahe (x — y)® jaguma 3-ga. Et 3 on algarv, siis peaks 3-ga
jaguma ka x — y. Siis arv 3xy(x — y) jaguks 32-ga, arv (x — y)° aga jaguks
koguni 3°-ga, seega nende arvude summa x> — y° jaguks vihemalt 3%-ga.
Kuid 2013 ei jagu 3 korgemate astmetega. Saadud vastuolu néitab, et 2013
tdisarvude kuupide vahena ei esitu.

Lahendus 2. Oletame, et 2013 = x> — y°, kus x ja y on tiisarvud. Kuna
arv 2013 jagub 3-ga, siis x° ja y> annavad 3-ga jagades sama jazigi. Koigi
jaakide labivaatusega saab veenduda, et iga arvu kuup annab 3-ga jagades
sama jadgi nagu arv ise. Seega ka x ja y annavad 3-ga jagades sama jdagi.

Kuupide vahe valemi pohjal aga 2013 = (x — y)(x* + xy + y*). Et x ja y
annavad 3-ga jagades sama jdigi, siis x — y jagub 3-ga. Samal pohjusel
annavad teise suluavaldise liidetavad x*, xy ja y? koik 3-ga jagades iihe-
suguse jazgi, mistottu avaldis x> + xy + y? jagub samuti 3-ga. Kokkuvdttes
peab korrutis (x — y)(x* + xy + y*) jaguma 9-ga, mis annab vastuolu, kuna
2013 ei jagu 9-ga.

Lahendus 3. Nditame koigi voimaluste ldbivaatusega, et tdisarvuliste x ja y
korral ei ole vordus 2013 = x° — y® voimalik. Kui x ja y on negatiivsed, siis
P y3 = —(—x)3 + (—y)3 = (—y)3 - (—x)s, kus —y ja —x on positiivsed.
Kui x on mittenegatiivne ja y negatiivne, siis x> — y> = x® + ()%, kus x
ja y on molemad mittenegatiivsed. Seega piisab niidata, et 2013 = x° — 3
ega 2013 = x> + y® pole voimalik mittenegatiivsete tiisarvude x ja y korral.
Leiame koigi 20-st vdiksemate mittenegatiivsete tdisarvude kuubid:
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3 3 3 3

n n n n n n n n

0 0 5 125 10 1000 15 3375
1 1 6 216 11 1331 16 4096
2 8 7 343 12 1728 17 4913
3 27 8 512 13 2197 18 5832
4 64 9 729 14 2744 19 6859

Et kahe mittenegatiivse tdiskuubi summa oleks 2013, peab iiks neist liide-
tavatest olema vidhemalt pool summast ehk vihemalt 1007 ja samas mitte
suurem kui 2013. Sellised tdiskuubid on ainult 1331 ja 1728. Kuid siis ei
saa teine liidetav olla tdiskuup, sest nende arvude lahutamisel arvust 2013
saame vastavalt 682 ja 285, mis ei ole tdiskuubid.

Juhul 2013 = x> — y® peaks kehtima 2013 + y* = x*. Variandid, kus y < 17,
ei sobi, sest arvude 0%,1%,...,17° liitmisel arvule 2013 saame 2013, 2014,
2021, 2040, 2077, 2138, 2229, 2356, 2525, 2742, 3013, 3344, 3741, 4210,
4757, 5388, 6109, 6926, millest {ikski pole tdiskuup.

Summa kuubi valemi abil leiame, et (y + 1) = y® +3)> + 3y + 1 ja
(y+2)° = y* +6y* +12y+8, kus 3y* +3y+1 ja 6y° +12y+8 ilmselt kasvavad
y kasvades. Et 6y° + 12y + 8 > 2013, kui y = 18, siis (y + 2)> — y > 2013
iga y = 18 korral, mistottu y = 18 korral saab vordus 2013 + y° = x® kehti-
da ainult juhul y < x < y + 2. Tédisarvulisust arvestades on ainus voimalus
x = y+ 1. Kuid 3y* + 3y + 1 < 2013, kui y = 25, ja 3y* + 3y + 1 > 2013, kui
y = 26, mistottu (y+1)3—y® > 2013 iga y = 26 korral ja (y+1)° -y < 2013
iga y < 25 korral. Seega noutud esitusi ei leidu.

. Vastus: jah.

Lahendus 1. Piisab mérgata, et
x4+x2+1:x4+2x2+1—x2:(x2+1)2—x2:(x2+1—x)-(x2+1+x).
Lahendus 2. Kuna x% — 1 = (x* - 1)(x* + x* + 1), siis

i ®-1 B-1 Sl )
XT+x+1= = . =x"+x+1)-x—-x+1).
x2-1 x-1 x+1

PA PB
. Lahendus 1. Et trapetsi alused AB ja CD on paralleelsed, siis P4l = P8l
|PC|  |PD]
PA PC PA PD
k 1pAl = pel (joonis 13). Eeldusest jareldub aga P4 = u ee-
|PB| |PD] |PB| |PC|

~ |PA| |PD| .
ga |PC| = |PD]|. Vordustest — = —— ja ZAPD = /BPC tulenevalt
|PB| |PC]|
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Joonis 13

AD PD
on kolmnurgad APD ja BPC sarnased. Jarelikult 1AD] = 1PDI =
|BC| |PC]

|AD| = |BC| ehk trapets ABCD on vordhaarne.

Lahendus 2. Et ZAPD = ZBPC, siis eeldusest tulenevalt on kolmnurgad
APD ja BPC sarnased. Seega ZADP = /BCP ehk ZADB = ZACB (joo-
nis 14), mis tdhendab, et ABCD on kdolnelinurk. Aga kui paralleelsete vas-
taskiilgedega nelinurgal leidub timberringjoon, siis nende kiilgede keskrist-
sirged iihtivad, sest on samasihilised ja ldbivad timberringjoone keskpunkti
(joonis 15). Simmeetria tottu selle sirge suhtes on nelinurga teised vastas-
kiiljed vordse pikkusega.

. Lahendus 1. Et 5x5 ruudustikus on 25 iihikruutu, leidub vihemalt 13 {ihik-
ruutu, mis on sama vérvi. Uldisust kitsendamata olgu nad sinised. Kui igas
reas oleks {ilimalt 2 sinist ruutu, siis oleks siniseid ruute kokku kuni 10, aga
mitte 13. Jarelikult maksimaalne siniste ruutude arv iihes reas on 3 kuni 5.
¢ Kui mones reas on 5 sinist ruutu, siis tilejadnud 4 reas on kokku vidhe-
malt 8 sinist ruutu, mistottu leidub rida, kus on vihemalt kaks sinist
ruutu. Need ruudud koos nendega kohakuti olevate ruutudega tileni
sinises reas moodustavadki néutud kujundi.

e Kui tihes reas on maksimaalselt 4 sinist ruutu, siis nende ruutude veer-
gudes on lisaks veel kokku vihemalt 5 sinist ruutu, sest tilejadnud vee-
rus saab olla iilimalt 4 sinist ruutu. Neist 5 sinisest ruudust peab védhe-
malt kaks olema samas reas ning seega moodustavad noutud kujundi
koos nendega kohakuti asuvate ruutudega 4 sinise ruuduga reas.

Joonis 14 Joonis 15
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Joonis 16

e Kui iihes reas on maksimaalselt 3 sinist ruutu, siis selliseid ridu peab
olema vihemalt 3, et 13 sinist ruutu kokku tuleks. Kui kahes esimeses
neist ridadest on kaks sinist ruutu samades veergudes, siis on noutud
ristkiilik olemas. Vastasel korral on aga igas veerus vdhemalt iiks nende
kahe rea sinine ruut (joonisel 16 on {iildisust kitsendamata need kaks
rida esimesed ja sinised ruudud korvuti). Seega emmas-kummas reas
leidub kaks sinist ruutu, mis on kolmanda kolme sinise ruuduga rea
siniste ruutudega kohakuti. Need moodustavad noutud kujundi.

Lahendus 2. Esimeses reas on mingid kolm ruutu sama vérvi; iildisust kit-
sendamata olgu nad sinised. Kui mones jargnevast 4 reast on kaks sinist
ruutu vaadeldavate esimese rea siniste ruutudega kohakuti, siis on noutud
ristkiilik olemas. Vastasel korral on igasiihes neist 4 reast kaks kollast ruu-
tu vaadeldavate esimese rea siniste ruutudega kohakuti. Kuna kaks kollast
ruutu saab kolme veergu paigutada vaid 3 erineval viisil, siis leidub kaks
rida, milles need kaks kollast ruutu paiknevad samades veergudes. Need
kollased ruudud moodustavad néutud kujundi.

. Vastus: 3.

Olgu ringjoone ¢ keskpunkt O. Vaatleme olukorda, kus 3 ringjoont c;, ¢z,
c3 raadiusega 1 keskpunktidega vastavalt O;, O, O3 on paigutatud nii, et
nad puutuvad sisemiselt ringjoont c ja O1, O2, O3 on vordkiilgse kolmnur-
ga tippudeks (joonisel 17 on need ringid seest hallid). Ukski uus ringjoon
raadiusega 1 ei mahu tépselt kahe olemasoleva raadiusega 1 ringjoone va-
hele, sest kolm ringjoont raadiusega 1 iihel joonel néuaksid vaba ala pik-
kusega 6, mis ringjoone c sees on voimalik ainult piki diameetrit. Seega on
tilesandes noutud viisil moeldav lisada ringjoont raadiusega 1 kas keskele
(joonisel 17 punane) voi teisele poole kahe ringjoone vahelist kitsamat ala
(joonisel 17 rohelised).

Ringjoon raadiusega 1, mille keskpunkt iihtib punktiga O, puutub neid
kolme ringjoont, seega keskele paigutamine on voimalik tdpselt {ihel vii-
sil. Ringjoon raadiusega 1, mille keskpunkt O] on siimmeetriline punktiga
O sirge 0,03 suhtes, puutub ringjooni ¢, ja c3 ning omab ka ringjoonega
¢ vahemalt {ihe tihise punkti, sest on iihel joonel keskele paigutatud ring-
joonega ja ringjoonega c;. Jarelikult nii saab paigutada uut ringjoont iili-
malt {ihel viisil. Paneme tdhele, et ringjoone ¢, nihutamisel punkti O suu-
nas hakkab see ldikama ringjoont keskpunktiga O}, sest Z00,0) < 90°,

19



B

Joonis 17 Joonis 18

samuti keskele paigutatud ringjoont. Seega kui ringjooned c;, ¢2, c3 nihu-
tada koik pisut punkti O suunas, kaovad koik voimalused paigutada uut
ringjoont.

Kokkuvottes, kui n > 3, siis Jiiri saab ringjooned joonistada nii, et néutud
viisil uusi ringjooni lisada ei saa. Nditame, et n < 2 korral on uute ringjoon-
te lisamine voimalik; piisab vaadelda juhtu n = 2. Olgu need ringjooned c;
ja ¢, keskpunktidega vastavalt O; ja O,. Uldisust kitsendamata O; # O.
Valime ringjoone ¢ diameetri AB, mis on risti sirgega O;0 (joonis 18).
Vaatleme kaht ringjoont raadiusega 1, mis puutuvad ringjoont c vastavalt
punktides A ja B. Ringjoon c; ei takista neist kummagi lisamist joonise-
le, sest asub sirget O; O timbritsevas koridoris laiusega 2 (joonisel 18 hall),
kuhu kumbki neist ringjoontest ei ulatu. Ringjoon c, saab takistada tilimalt
iihe ringjoone lisamist neist, sest ei saa ulatuda modlemale poole mainitud
koridori.

Mdrkus. Toestuseks, et 3 ringjoont saab paigutada nii, et {ihtki ringjoont
enam noutud viisil lisada pole voimalik, saab anda ka lihtsa konkreetse
konstruktsiooni. Nihutagu Jiiri oma kolm ringjoont vordkiilgse kolmnurga
tippudest keskpunkti O suunas sellise iihe ja sama pikkuse vorra, et need
kolm ringjoont hakkavad iiksteist paarikaupa puutuma (joonis 19). Niita-
me jargnevas otse, et uut ringjoont ei mahu paigutama ei keskele ega val-
japoole.

Keskele paigutamiseks peaks olema x = 1, kus x on punkti O kaugus suva-
lisest Jiiri joonistatud ringjoonest raadiusega 1. Teisi sonu, 1 + x on punk-
ti O kaugus selle ringjoone keskpunktist. Vordhaarsest kolmnurgast, mil-
le alus on pikkusega 2 ja haarad pikkusega 1 + x, saame aga 1 + x < 2,
sest tipunurga suurus on 120° > 60°. Seega x < 1 ja keskele paigutami-
ne pole voimalik. Serva paigutamiseks ei tohiks ringjoon raadiusega 1, mis
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Joonis 19

puutub kaht olemasolevat ringjoont raadiusega 1 teiselt poolt punkti O,
ulatuda viljapoole ringjoont c. Olgu Q niisuguse uue ringjoone keskpunkt
ning olgu P; ja P, teda puutuvate ringjoonte keskpunktid. Siis QP; P, on
vordkiilgne kolmnurk kiiljepikkusega 2 ja OP; P, on vordhaarne kolmnurk,
mille alusnurga suurus on 30°. Seega ZQP;0 = ZQP,0 = 90°. Et tdisnurk-
se kolmnurga hiipotenuus on pikem kui kaatet, siis |[OQ| > 2. See aga ta-
hendab, et ringjoon, mille keskpunkt on Q ja raadius 1, ulatub ringjoone c
piiratavast alast vélja.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 11. klass

Lahendused

1. Piisab ndidata, et saadav I6pmatu kiimnendmurd on perioodiline. Selleks
paneme tdhele, et iga lisatav number alates teisest on eelmise numbri ka-
hekordse 10-ga jagamisel tekkiv jadk. Toepoolest, olgu mingiks hetkeks
olemasolevad numbrid ay, ..., ax-1, ar, kus ay on juba Juku poolt juurde
kirjutatud; siis jirgmisena lisatav number a;.,, rahuldab tingimust

a1 =ar+...+ap= (@ +...+ ax_1) + ax = ax + ax = 2a; (mod 10) .

Niisiis on iga jirgmine lisatav number viimase olemasoleva numbriga tihe-
selt mddratud. Et aga voimalikke numbreid on 16plik arv, siis varem voi hil-
jem lisatakse mingi number teist korda. Vastavalt dsja tdestatule hakkavad
ka koik jargnevad numbrid sellest kohast alates korduma.
Midrkus. Toodud lahenduse voib 14bi viia ka ilma viitamata asjaolule, et iga
lisatav number alates teisest on saadud eelmisest kahega korrutamise teel.
Et voimalikke numbreid on 16plik arv, kuid Juku lisab numbreid 16putult,
siis leidub murrus kaks iihesugust Juku lisatud numbrit, olgu nende jérje-
korranumbrid vastavalt m ja n. See tdhendab, et m-st vdiksema jarjekorra-
numbriga numbrite summa ja n-st viiksema jdrjekorranumbriga numbrite
summa annavad 10-ga jagades sama ja4gi. Siis aga annavad ka summa, kus
lildetakse numbrid kuni m-ndani (kaasaarvatud), ja summa, kus liidetakse
numbrid kuni n-ndani (kaasaarvatud), 10-ga jagades sama jdédgi. See aga
tdhendab, et ka numbrid jarjekorranumbriga m + 1 ja n + 1 on vordsed.
Jarelikult mingist kohast alates jddvad numbrid perioodiliselt korduma.

2. Lahendus 1. Ulesande tingimustest jareldub, et iga k = 1,...,n — 1 korral
kehtivad seosed

lay + ...+ arl = a1 +...+ ayl,

lay + ...+ agl + a1 + ...+ apl <lay|l +...+ |agl +|ags1 |+ ...+ ag]l = 1.

1
Jarelikultiga k =1,...,n—1 korral |ag4 + ...+ apl < 7 Nuid

lay +2ay + ...+ nayl

(g +...+ap)+ (@ +...+ay) +...+ (an1 + a,) + aul

N

lay + ...+ apl+lax+ ...+ ayl + ...+ |an-1 + anl + |ay|

1 1 1 1 n-1
O+-+—-+...+=-+=-=
2 2 2 2 2

A
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Lahendus 2. Téhistame (a;, a, ..., a,) = aning a; +2a; +...+ na, = s(a).

Kui s(a) < 0, siis jarjend —a = (-aj, —ap, ..., —ay) rahuldab samuti iiles-
ande tingimusi, kusjuures s(—a) > 0 ja |s(-a)| = [|s(a)|. Seetdttu piisab
niidata noutud vorratus eeldusel, et s(a) > 0.

Kui jarjendi a viimane liige on mittepositiivne, siis leidub mingi i < n,
mille korral liige @; on positiivne. Olgu a4’ saadud jarjendist a, vahetades
liikkmed a, ja a;; siis

s(d) - s(a) = (ia, + na;) — (ia; + na,) = (a; — ap)(n—1i) > 0.

Jarjend a’ ilmselt rahuldab iilesande tingimusi, kusjuures a’ viimane liige
on positiivne ja Is(@)| > |s(a)|. Seetdttu piisab niidata ndutud vorratus
eeldusel, et a, on positiivne.

Kui jirjendi a esimene liige on mittenegatiivne, siis leidub mingi j > 1,
mille korral liige @; on negatiivne. Olgu a” saadud jérjendist a, vahetades
liikmed a; ja aj; siis

s(a") - s(a) = (jay + aj) — (a1 + jaj) = (@ — aj)(j—1)>0.

Jarjend a” ilmselt rahuldab iilesande tingimusi, kusjuures a”’ esimene liige
on negatiivne ja Is(a”)| > |s(a)|. Seetdttu piisab ndidata noutud vorratus
eeldusel, et a; on negatiivne.

Kui jarjendis a leidub moni positiivne liige a; peale viimase, siis vaatame
jarjendit a, mis on saadud a; liitmisel n-ndale liikmele ja i-nda liikme
muutmisel nulliks. Saame

s(a) — s(a) = n(a, + a;) — (ia; + na,) = (n—1)a; >0.

Jarjend a rahuldab samuti iilesande tingimusi, kusjuures jarjendis @ on va-
hem positiivseid liikmeid ja |s(a)| > |s(a)|. Samamoodi jatkates voime kao-
tada koik positiivsed liikmed peale viimase. Seetottu piisab ndidata noutud
vorratus eeldusel, et jarjendi a ainus positiivne liige on a,,.

Kui jdrjendis a leidub moni negatiivne liige a; peale esimese, siis vaata-
me jdrjendit @, mis on saadud a; liitmisel 1-sele liikmele ja j-nda liikkme
muutmisel nulliks. Saame

s(a) — s(a) = (ay + aj) - (ay + jaj) = a;j(1-j)>0.
Jarjend & rahuldab samuti iilesande tingimusi, kusjuures jirjendis @ on vé-
hem negatiivseid liikmeid ja |s(@)| > |s(a)|. Samamoodi jitkates voime kao-
tada koik negatiivsed liikmed peale esimese. Seetottu piisab nédidata nou-

tud vorratus eeldusel, et jarjendi a ainus negatiivne liige on a; .
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Kahest viimasest eeldusest jareldub, et @ = ... = a,-; = 0. Koos eeldus-

1
tega a; < 0 ja a, > 0 ning iilesande tingimustega saame, et a; = -3 ja

n—-1 n-—
>
2

1
a, = % Kuid sellisel juhul s(a) = ja tilesande vidide on toes-

tatud.

n
Midrkus. Lahendus 2 niitab lisaks noutud vorratusele iihtlasi piiri

saavutatavust.

. Lahendus 1. Tahistame /DAB = a ja ZABC = f (joonis 20). Kdolneli-
nurkadest AEFD ja BEFC saame vastavalt

/DFE =180° — /DAE = 180° — a,
/CFE =180° - ZCBE = 180° — 3 .

Seega
ZCFD =360° — (180° — ) — (180° — B) = a + B.

Samas /CGD = 180° — (a + f) vastavalt punkti G valikule. Seega CFDG on
koolnelinurk. Jarelikult

/DFG = /DCG = a = 180° — ZDFE,

kust ndhtubki, et punktid E, F, G on tiihel sirgel.

B

Joonis 20 Joonis 21

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 tdhistame a« = Z/DAB ja f = ZABC ning
niitame, et /DFE = 180° — a ja ZCFE = 180° — 8. Olgu G’ kolmnurga
CFD uimberringjoone teine 16ikepunkt sirgega EF (joonis 21). Siis CFDG'
on kodlnelinurk, mistottu

/DCG' = /DFG' =180° - /DFE = «a,
/CDG' = Z/CFG =180° - ZCFE = .
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Neist vordustest aga jareldub, et G’ = G. Seega G asub sirgel EF.

Miirkus. Ulesande viide jaib kehtima ka juhul, kui punkt F voib asuda mu-
jal kui nelinurga ABCD sees. Siis vaib ka juhtuda, et G asub punktide E ja
F vahel.

. Igas reas on k arvu mediaanist suuremad ja k arvu mediaanist vdiksemad.
Seega on reas k+1 arvu, mis ei iileta suuruselt selle rea mediaani. Ridades,
mille mediaan ei tileta suuruselt arvu m, ei iileta need k + 1 arvu ka arvu
m. Selliseid ridu on samuti k+1. Kokku on jarelikult vihemalt (k+ 1)? arvuy,
mis ei {ileta suuruselt arvu m. Neist ainult iiks on m-ga vordne, seega m-st
viiksemaid arve on vihemalt (k+1)?>—1 ehk k% +2k. Kuna k on positiivne,
siis 1 < 4k, mis annab 4k + 1 < 4k + 4k = 8k. Seega
K2 + 2k K% + 2k K +2k 1

= > = —
k+1)2 4k2+4k+1 " 4k2+8k 4

)

mida oligi tarvis toestada.

. Vastus: 3, 4, 6, 12.

Korrapérase kolmnurga saab lihtsasti jaotada neljaks tihesuguseks korrapéa-
raseks kolmnurgaks (joonis 22), korrapidrase nelinurga neljaks tihesuguseks
korrapéraseks nelinurgaks (joonis 23) ning korrapérase kuusnurga kuueks
ithesuguseks korrapdraseks kolmnurgaks (joonis 24). Ehitades korraparase
12-nurga kiilgedele 12-nurga sisse vaheldumisi vérdkiilgsed kolmnurgad
ja ruudud, jadb 12-nurgast iile parajasti iiks korraparane kuusnurk (joo-
nis 25), niisiis on ka korraparast 12-nurka voéimalik noutud viisil jaotada.

Joonis 22 Joonis 23 Joonis 24 Joonis 25

Néitame, et teisi korrapéraseid hulknurki pole voimalik vdiksemateks kor-
rapdrasteks hulknurkadeks tiikeldada. Selleks vaatleme suvalist noutud vii-
sil tiikeldatud korrapédrast n-nurka. Kuna korrapérase hulknurga sisenurga
suurus on viiksem kui 180° ja vihim voimalik korrapirase hulknurga sise-
nurga suurus on vordkiilgse kolmnurga 60°, saab iihe tipu juures kohtuda
ilimalt kaks korrapérast hulknurka.

Kui tiikeldatava n-nurga mingi tipu juures oleva nurga tdidab ainult {iks
vdiksem korrapédrane hulknurk, siis see tiikk on samuti n-nurk. Tema kor-
vale peab mahtuma veel vihemalt {iks korrapdrane hulknurk. Ule kahe kor-
rapdrase hulknurga pole voimalik tema koérvale mahutada, sest koos tema
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(6%

Joonis 26

endaga oleks nende sisenurkade summa rohkem kui 3 - 60° ehk 180°. Kaks
uut tiikki on voimalik mahutada ainult juhul, kui need kaks ja esimene tiikk
on koik kolmnurksed, millest tuleneb n = 3. Jadb iile juht, kus n-nurkse tii-
ki korvale on paigutatud tapselt iiks hulknurk. Siis n-nurga sisenurga suu-
rus on iilimalt 120°, millest n < 6. Juht n = 5 pole vdimalik, sest korrapara-
se viisnurga sisenurga suurus on 108° ja vilisnurga suurus 72°, kuid iihegi
korrapérase hulknurga sisenurga suurus pole 60° ja 90° vahel.

Kui tiikeldatava n-nurga iga tipu juures kohtuvad kaks vdiksemat korra-
pérast hulknurka, siis peab {iks neist olema kolmnurk, sest teiste korrapa-
raste hulknurkade sisenurgad on suurusega 90° voi enam. Kolmnurga kor-
vale mahub kas kolmnurk, nelinurk voi viisnurk. Kahel esimesel juhul on
n-nurga sisenurga suurus vastavalt 120° ja 150°, millest vastavalt n = 6
ja m = 12. Nditame, et kolmas juht, kus n-nurga iga tipu juures kohtu-
vad kolmnurk ja viisnurk, pole vdoimalik. Téepoolest, viisnurga kiiljepikkus
peab iihtima tiikeldatava n-nurga kiiljepikkusega, sest viisnurga korvale
ei saa paigutada iihtki korrapédrast hulknurka. Samal pohjusel peab algse
hulknurga sellest kiiljest, millele on ehitatud viisnurk, tilejargmisele kiiljele
olema ehitatud samuti viisnurk. Need kaks viisnurka aga kohtuvad punk-
tis, milles asub algse hulknurga vahepealsele kiiljele ehitatud vordkiilgse
kolmnurga tipp (joonis 26). Kuid kahe viisnurga tihisest tipust teisele poole
jadb nurk suurusega 360° — 2 - 108° — 60° ehk 84°, mida pole voimalik téita
korrapéraste hulknurkade sisenurkadega.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: 14.

Lahendus 1. Mdrkame, et paarisarvude neljas aste jagub 16-ga ja paaritute
arvude neljas aste annab 16-ga jagades jadgi 1. Et 2013 annab 16-ga jaga-
des jadgi 13, siis peab tema esituses neljandate astmete summana olema
vahemalt 13 paaritut liidetavat.

Oletame, et rohkem liidetavaid pole vaja ehk mingite paaritute arvude
ai,..., a3 korral af +...+afy = 2013. Bt (2-3+1)* = 7* = 2401 > 2013, siis
iga liidetav on kas 1* = 1, 3* = 81 voi 5! = 625. Liidetavaid 625 saab olla
dlimalt 3, sest 4-625 > 2013. Jarelikult teisi ehk 5-ga mitte jaguvaid liideta-
vaid peab olema vdhemalt 10. Kuid 5-ga mitte jaguva arvu neljas aste an-
nab 5-ga jagades jddgi 1, samas kui 2013 annab 5-ga jagades jdégi 3. Seega
peab 5-ga mitte jaguvaid liidetavaid olema vdhemalt 13, mis tdhendab, et
liidetavaid 625 ei saa tildse olla. Jarelikult summa koosnebki liidetavatest
1 ja 81, kuid 13 sellise liidetava summa on iilimalt 13 - 81 < 1300 < 2013.
Seega esitus summana 13 neljandast astmest pole voimalik.

Teiselt poolt, 14 neljandat astet on piisav, sest 6% + 5 +3* + 11-1% = 2013.

Lahendus 2. Seda, et 2013 ei esitu 13 paaritu arvu neljanda astme summa-
na, saab tdestada ka jargmiselt. Oletame nagu lahenduses 1, et

al +...+ajly =2013, €))

kusjuures iga i = 1,...,13 korral a; = 2b; + 1. Et iga liidetav on kas 1%, 3*
voi 5%, siis voib eeldada, et iga b; on tiks arvudest 0, 1 ja 2. Et

@x+D?* = 16x" +32x% + 24x* +8x + 1 =16 | x* +2x° + 2x2+ %x +1
ning
w203+ §x2+ lx: 2+ % lxz+ lx:xz(x+1)2+ lx(x+ 1),
2 2 2 2 2
siis tdhistades f(x) = XP(x+ 1%+ %x(x + 1), taandub seos (1) kujule

2013 -1-1—-...-1
b)) + f(b2) +...+ f(b13) = 15 =125.
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Seega arv 125 peaks esituma summana 13 liidetavast, kus iga liidetav on
kas f(0) =0, f(1) =5 vdi f(2) = 39. Et 0, 5 ja 125 ise jaguvad 5-ga, siis
lildetavaid 39 peaks selleks olema 5-ga jaguv arv. Kuna 5 - 39 > 125, jadb
iile ainult voimalus, et selliseid liidetavaid ei ole. Kuid séd&rasel juhul peaks
ainuiiksi liidetavaid 5 olema 25 tiikki, mis on voimatu.

. Lahendus 1. Kui arvude x;, x», x3, X4 seas leidub vordseid, siis K = 0, mis
pole voimalikest suurim. Seega iildisust kitsendamata x; > x > x3 > x4.
Aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vaheline vorratus arvude x; — xp,
X2 — X3 ja x3 — X4 jaoks annab

(x1 — x2) + (X2 — x3) + (X3 — X4) _
3

N

V(1 = x2) (2 — x3) (X3 — Xg)
X1 — Xa <

= —<

3

Wl

1
ehk |x; — x| - |x2 — x3] - |x3 — x4] < T Et K iilejadnud tegurite |x; — x3],

1
|x1 — x4, |x2 — x4| seas leidub 1-st vdiksem, siis K < > ehk kehtib vasak-

poolne néutud vorratus.

3 1
Teise vorratuse jaoks piisab nidha, et juhul x; =1, xp = 7 X3 = 1 =0
saame

1 3 1 3 1 9 4
>—c—]1-=. = -—=—>—,
4 4 2 4 4 512 243

sest 9243 = 2187 > 2048 =4 -512.

Lahendus 2. Uldisust kitsendamata eeldame nagu eelmises lahenduses, et
X1 > X2 > x3 > Xxa. Lisaks voime eeldada, et x; = 1 ja x4 = 0, sest mo-
ne muu x; asendamisel 1-ga ja x4 asendamisel 0-ga korrutis K suureneb.
Asendades lihtsuse modttes x, = y ja x3 = z, saame niisiis

K=0-yp0-2(y-2yz=(Qy-2-0-y)z-(1-2)y.

Vaadeldes selliseid paare (y, z), kus y — z on fikseeritud, on fikseeritud ka
summad (1-y)+z = 1-(y—2) ja (1-2)+y = 1+(y—2). Kahe arvu korrutis on
fikseeritud summa puhul suurim juhul, kui need arvud on vordsed, seega
korrutis (1 — y)z on suurim, kui 1 — y = z ehk juhul y + z = 1, ja korrutis
(1-2)y on suurim, kui 1-z = y ehk tdpselt samal juhul y+z = 1. Jarelikult
ka K suurima vaartuse korral y+z = 1. Pannes K avaldises y asemele 1-z,
saame K = z*(1 — 2)*(1 - 22) = (2(1 - 2))* (1 - 22).

Olgu f(z) = (z(1 - z))2 (1 -22), siis

2z(1-2)(1 — z— 2)(1 — 22) — 2 (z(1 — 2))*
2z(1 - 2) ((1 - 22)* - z(1 - 2))
2z(1-2)(1 — 5z +52%) .

f'(2)
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Tuletise f " nullkohad vahemikus (0, 1) on ruutpoliinoomi 5z% —5z+1 null-

5—-v5 5 5 5—-Vv5 1
1(;/_ ja + V5 10\/_. Et f(0) = f(ﬁ) = 0 ja piirides

kohad =1-
10

1
0<z< > on f(z) > 0, siis z = on funktsiooni f maksimumbkoht.

Seega K suurim vddrtus on

5-v5)  [5-V5 5+v5) ) 10 -2v/5
N1 ] = w 10 | {7 10
4 2v5_8v5 Vb

100 10 ~ 1000 125

5 125 120
Arv i rahuldab {ilesande esimest vorratust, sest — > —— = 4 > /5.
125 125-4 52070 30
Teine vorratus on samuti rahuldatud, sest ——— = —— = 100v/5 < 243.
V5 V5

Lahendus 3. Ulesande teise vorratuse saab toestada ka jargnevalt. Fiksee-

1
rime x; = 1, x3 = 3 ja x4 = 0 ning vaatleme {ilesandes antud korrutist

soltuvana suurusest y = x». Vastavaks funktsiooniks saame

1 1 1
F» (1—y)~(1—5)-(1—0)~(y—§)-(y—0)-(§—0)

(1—)%(—1) l_%(l_)(_l) - Zny)
Ve3o\lv=g) vz 0-nly-3|y=50y,

1
kus h(y) =1 -y) (y - g) Paneme tidhele, et

)3 2

2
Et W' (5) =0, siis

2) 2 (2) 2 (1)
"Zl==-n|Z]==-|= 0,
r5)=505)=5 5 #
. L . 2 .
mistottu funktsiooni f vddrtused on iihel pool kohta y = 3 suuremad kui

2 4 4
f(—) = —.Seegaka K > —.
3 243 243

. Olgu ringjoonte ¢, c2, c3 raadiused vastavalt r;, r2, 3 ning ringjoonte ki,
ko, ks raadiused vastavalt Ry, Ry, Rs. Ulesande teksti (vt joonist 27) koha-
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k3

Joonis 27
selt

1

Ri+R = |KiKy| = §|C1C2|,
1

Ry + Ry = |K;K3| = §|C2C3|,
1

R3+Ry = |K3Ky| = §|C3C1|,

mis kokku liites annavad vorduse
1
2Ry + 2Ry + 2R3 = 5 (IC1Col + 1CC3| + |C3Cq )

Samuti tulenevad tilesande eeldustest vorratused

1 1
rn+Ry < 5|C1C2|, R3+1m < 5|C1C2|,
1 1
rn+R < 5|C2C3|, Ri+r3 < 5|C2C3|,
1 1
r3+ Ry < 5|C3C1|, Ry+r < 5|C3C1|,

mis kokku liites annavad

2r1 +2rp +2r3 +2R; + 2Ry + 2R3 < |C1Cy| + |CoC3| + |C3C].
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1
a) Saadud seostest jareldub 2r; + 21 +2r3 < 2 (IC1Co| + |G Cs| + 1C3Cr ),

1
kust r1 + o+ 13 < 1 (IC1Ca| + |C2C3| + |C3Cy ). See aga tdhendabki, et

ringjoonte ci, ¢z, c3 raadiuste summa on tilimalt veerand kolmnurga
C1C,C3 iimbermoodust.

1
b) Oletame, et r; + 1, + 13 = 1 (IC1Cal + 1CoCs| + |C3Cy ). Siis koigis tilal

1
saadud vorratustes kehtib vordus. Seosest r; + R3 = 5|C1 Cyl =12+ R3

tuleneb r; = ry, analoogiliselt r; = r3. Tdhistades r = r; = 12 = 13,
saame kirjutada

1ICCI
510G

1
r+Ry = §|C1C3| = R +Rs,

r+ R3

R+ Ry,

kust poolte kokkuliitmine annab 2r+Ry+R3 = 2R1+Ro+R3 ehk Ry =r.
Analoogiliselt ka Ry = R3 = r. Kolmnurga C; C,C3 koik kiiljed on niisiis
iihe ja sama pikkusega 4r.

4. Niitame, et suvalise maagilise ruudu saab loetletud teisenduste abil viia
tiheks fikseeritud maagiliseks ruuduks. Et kdik need teisendused on poo6-
ratavad, siis jareldub sellest toestatav vdide, kuna mistahes kahe maagilise
ruudu korral saame iihe neist esmalt teisendada selleks fikseeritud ruuduks
ja selle omakorda edasi teiseks antud ruuduks.

o . 9-0+1) o
Koigi arvude kogusumma maagilises ruudus on — = 45 ning igas

45
reas ja veerus olevate arvude summa on seega — = 15. Selleks, et kolme

arvu summa saaks olla paaritu arv 15, peab nende hulgas olema 0 voi 2
paarisarvu. Et arvude 1 kuni 9 hulgas on kokku 4 paarisarvu, peab mingis
kahes reas olema kummaski 2 paarisarvu ja kolmandas reas mitte {ihtegi.
Sarnane viide kehtib ka veergude jaoks.

2 4 2 4 2 6 2194
5

6 8 8 6 8 4 6|18

Joonis 28 Joonis 29

Seega paarisarvud 2, 4, 6, 8 esinevad maagilises ruudus mingi ruudu kiil-
gedega paralleelsete kiilgedega ristkiiliku tippudes. Ridade ja veergude jar-
jekorra muutmistega véime saavutada olukorra, kus paarisarvud asuvad
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ruudustiku nurkades. Nende paiknemiseks seal on 3 erinevat voimalust,
mis ei ole iiksteisest saadavad ruudu péoramise ja diagonaali suhtes pee-
geldamise abil (joonis 28). Neist kaks viimast ei saa aga maagilises ruudus
esineda, sest esimesse ja kolmandasse veergu tuleks siis veerusumma 15
saamiseks lisada sama arv 5. Niisiis jddb iile ainult esimene voimalus. Ar-
vestades, et iga rea ja veeru arvude summa peab olema 15, ndeme, et selle
saab tdiendada maagiliseks ruuduks iihelainsal, joonisel 29 niidatud viisil.

. Vastus: a) enne kui Jiiri arve kirjutama hakkab; b) kui Jiiri on kirjutanud 2
arvu.

Aritmeetilise jada n jérjestikuse lilkkme summa avaldub kujul
( (n— l)d)
sp=|la+ ————|-n,
2

kus a on esimene liidetav ja d jada vahe. Siit on niha, et paaritu n korral

on

tdisarv, mistottu summa jagub n-ga soltumatult arvude valikust.

(n—-

1)d
Paaris n korral on T) tdisarv parajasti siis, kui d on paaris. Selle saab

Mari teada pdrast teise liilkme ilmumist tahvlile.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 L&ppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Siim Karus)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Pohjendatud sobiv lahend n = 0: 2p
o Pohjendatud sobiv lahend n = 1: 2p
o Niidatud, et n # 1: 3p

Pohjenduseta vastus andis 1 p, iga pisivea eest lahutati 1 p.

2. (Ivo Adermann)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Madrgatud, et —1 ei jid madramispiirkonda: 1p
o Madrgatud, et 0 ei jid madramispiirkonda: 1p
o Teisendatud vorrand kujule, kust saab edasiste teisendusteta
kitte lahendid: 1p
o Arvutatud sobiv lahend x = 1: 1p
o Lahendatud tekkinud vérrand (x + 1) = 1: 2p
Sealhulgas:
e Arvutatud selle lahend x = -2: 1p
e Arvutatud selle lahend x = 0: 1p
o Mainitud, et leitud lahend x = 0 ei sobi: 1p

Enamus lahendajaid polnud iildse selle peale tulnud, et enne teisenduste
tegemist médramispiirkonda vaadata voi enne teisendust kontrollida, ega
parasjagu nulliga ei jagata ega korrutata, mistottu on suurem osa punkti-
kaotusi just sellest tingitud. Puuduva vdi puuduliku lahenduskiigu korral
ainult iihe 6ige lahendi kirja panemise eest anti 0 punkti.

3. (Uve Nummert)

o a)-osa: 5p
o b)-osa: 2p
Sealhulgas:
e Toodud niide kuusnurga kiiljepikkuste 1, 2, 3, 4, 5, 6 so-
bivast jarjestusest: 1p

e Selgitatud, miks selliste kiiljepikkustega vordnurkne kuus-
nurk eksisteerib: Ip
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Osa b) eest tdispunktide saamiseks oli vaja selgitust, miks esitatud kiilje-
pikkustega vordnurkne kuusnurk tdepoolest eksisteerib — ainult kontrol-
list, et kiiljepikkused rahuldavad a) osa véidet, ei piisa, kui pole tdestatud,
et mistahes seda tingimust rahuldav kiiljepikkuste jdrjend on voimalik.

Osa a) eest said 1 punkti t66d, kus oli kirjeldatud Zziirii lahenduses 3 too-
dud teisenduse (2) idee, kuid puudus pdhjendus, et mistahes vordnurkse
kuusnurga saame selliste teisenduste abil korraparasest kuusnurgast, mille
jaoks toestatav vdide kehtib. (See viide tegelikult kehtib, sest lahenduses 3
kasutatud teisendus (1) on esitatav kahe teisenduse (2) kombinatsioonina.)

4. (Reimo Palm)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o

o

o

[¢]

Téislahendus:

Strateegia ja analiilis muidu 6iged, esineb ainult moéni vdiksem
puudujadk voi viga, mis lahenduse pohijoont ei mojuta:
Strateegia Oige, aga analiiiis liiga ebaméirane:

Korrektselt toestatud ainult, et esimene mingija voidab siis, kui
teine méngija teeb oma esimese kdigu nurka, ja tehtud moned
kasulikud {ildised tdhelepanekud:

Strateegia kirjeldamata voi vale voi piisava konkreetsuseta:
Eeldatud, et méngitakse tavalist trips-traps-trulli:

5. (Erik Paemurru)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

[¢]

Lahendatud a-osa:
Sealhulgas:
e Toestatud, et punktide arv on vdhemalt 3:
e Niidatud, et kui kolm punkti paigutada vordkiilgse kolm-
nurga tippudesse, siis iilesande tingimused on tdidetud:
Lahendatud b-osa:
Sealhulgas:
e Toestatud, et iga kahe korvutioleva tdidetud veedmbri va-
hele jadb sama arv tiihje veedambreid:
» QOige vastus:

7p

6p

3p
Op
Op

2p
I'p
Ip

5p

4p
I'p

Paljudel opilastel jdi puudu matemaatilisest korrektsusest. Osas b) tihti
lihtsalt véideti, et tdidetud veedmbrid paiknevad korrapéaraselt ilma seda
toestamata. Selle eest punkte ei antud.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Aleksei Lissitsin)

Valdav osa osalejaid proovis iilesannet lahendada jargmisel viisil. Avaldati
2013 = (a— b)(a2 +ab+ bz) ja vaadati arvu 2013 tegureid. Erinevate tegurite

paaride (n, m), kus nm = 2013, korral koostati vorrandisiisteem

a—->b n
a*+ab+b*> = m

ja ndidati, et sellel ei ole tdisarvulisi lahendeid.
Selle lahendamisviisi hindamisskeem on jargmine.
o Tahelepanek, et 2013 = (a - b)(a2 + ab + hz) ja saab vaadata
arvu 2013 tegureid:
o Plaan vaadata 14bi koik positiivsete tegurite paarid (neid on 8):
Sealhulgas:
e Planeeritud vaadata ainult 6 neist:
o Korrektselt 1dbi tootatud voi korvaldatud negatiivsete tegurite
juhtum:
o Korrektselt 14bi tootatud koik positiivsete arvude paarid:
Sealhulgas:
e Korrektselt ja tdielikult 1abitootatud iiks positiivne paar:
» Korrektselt ja tédielikult 1dbito6tatud vdhemalt 6 positiivset
paari:

Ip
2p

I'p

Ip
3p

Ip

I'p

Koige lihtsam lahendusviis sellele {ilesandele tundub olevat modulo 7 jaa-
kide vaatamine. Sellise lahendusviisiga saabus ainult {iks lahendus, mis sai

ka taispunktid.

2. (Elts Abel)

Esitame koigepealt kolm skeemi, kus vastavate osade eest antud punktid

summeeriti.
Skeem ziirii lahenduse 1 jérgi.
o Avaldis esitatud kujul (x® + 1)% — 2%
o Kasutatud ruutude vahe valemit ja viidud tegurdamine l6puni:
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Skeem ziirii lahenduse 2 jérgi.

- Coxb -1
o Avaldis esitatud kujul Z_ 3p
o Lugeja tegurdatud ruutude vahe valemiga: 1p
o Edasi viidud murd kujule = DOE+ 2+ D+ DO = x4 1) : 1p
(x-=Dx+1)
o Murd taandatud ja korrastatud: 2p
Skeem kordajate siistemaatilise analiiiisi kasutava lahenduse jérgi.
o Avaldis esitatud kujul (a1x2 +apxt + agxo)(b1x2 +box + ngo): 1p
o Koostatud vastavad vorrandid kordajate maaramiseks: 3p
o Leitud iilesande tingimusi rahuldavad kordajad: 3p
Titipiliste osaliste lahenduste eest aga anti punkte jargnevalt.
o Niidatud, et hulkliige ei avaldu kahe reaalarvuliste kordajatega
kaksliikme korrutisena: 1p
o Naidatud, et hulkliige ei avaldu iihe kaksliikme ja tihe kolmliik-
me korrutisena: Ip
o Hulkliige esitatud vdhemalt kahe avaldise korrutisena, kus esi-
nevad negatiivsed astendajad: Op

Hulkliikmes saavad muutuja astendajateks olla vaid mittenegatiivsed tdis-
arvud.

. (Hdrmel Nestra)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Téislahendus: 7p
Sealhulgas:
e Niidatud tippnurkade vordsus punkti P juures: 1p
e Niidatud kolmnurkade APD ja BPC sarnasus: 1p
e Niidatud kolmnurkade APB ja DPC sarnasus: 1p
e Mainitud 16ikude AB ja CD paralleelsus: 1p
|[PA| _ |PB|

¢ Leitud vordsed suhted — = ——:
|[PC|  |PD|

e Mainitud trapetsi haarade vordsuse jareldumine kas tra-
petsi alusnurkade vordusest, diagonaalide vordsusest voi
kolmnurkade APB ja DPC vordhaarsusest: 1p
Alapunktid ei anna 7 punkti kokku, sest iga lahendaja sidus lahenduse ele-
mendid kokku erinevalt, vilja on toodud vaid tiitipilised osad. Koiki skee-
mis mainitud punkte ei ldinud tiislahenduseks tingimata vaja.

. (Ago-Erik Riet)

Lahenduste allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Ip

Skeem Ziirii esimese lahenduse jérgi.
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o Analiitisitud juht, kus iihes reas/veerus on koik ruudud sama
VArvi:

o Analiitisitud juht, kus tihes reas/veerus on 4 ruutu sama varvi:

o Analiiisitud juht, kus igas reas/veerus jagunevad varvid 2/3 voi
3/2:

Lisaskeem otsesema variandi jargi.

o Pohjendatud, et leidub vdhemalt 3 rida (veergu), millest iga-
ithes on vihemalt 3 sinist (kollast) ruutu:
Sealhulgas:

e See vidide ilma pohjenduseta:
o Sellest jareldatud, et leidub siniste (kollaste) tippudega ristkiilik:

Ip
2p

4p

4p

3p
3p

Teise skeemi aluseks on jargmine Ziirii lahendusega 1 sarnane, kuid otse-
sem mottekdik. Igas reas leidub (Dirichlet’ printsiibi pohjal) vihemalt 3 sa-
ma varvi ruutu. Et ridu on 5, siis leidub (jalle Dirichlet’ printsiibi pdhjal)
vdhemalt 3 rida, kus see vdrv on sama. Seega tildisust kitsendamata leidub
vahemalt 3 rida, millest igaiihes on vihemalt 3 sinist ruutu. Niilid jatkame

nagu ziirii esimese lahenduse kolmandas alapunktis.

. (Kairi Kangro)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Toestatud, et n = 3 korral saab ringid {ilesande nouetele vasta-
valt paigutada:
Sealhulgas:

e Tehtud joonis ja tiritatud pohjendada, miks rohkem ringe
lisada ei saa:

e Pdhjendus korrektselt 16pule viidud:

o Tdestatud, et n < 2 korral on alati voimalik veel iiks ring lisada:
Sealhulgas:

e Uritatud joonistele toetudes pohjendada, miks alati saab
ringi lisada:

e Pohjendus korrektselt 16pule viidud:
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Aleksandr Sved)
Tutpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.
o Taielik lahendus: 7p
o On maérgatud, kuid pole toestatud, et tekib arvude tsiikkel; on
vaadatud koik esialgselt tekkivaid jadke ning 6eldud, et selle pu-
hul arv on ratsionaalne: 5p
o On madrgatud, kuid pole toestatud, et tekib arvude tsiikkel; on
ndidatud, et peale esimese arvu lisamist on jadk alati paarisarv
ning éeldud, et selle puhul arv on ratsionaalne: 4p
o On margatud, kuid pole toestatud, et tekib arvude tsiikkel: 2p
Paljud opilased ei ndidanud, kuidas nad uued ja&dgid said, ning ei toesta-
nud, miks seal alati tekib tstikkel.

2. (Indrek Zolk)

Lisalahendus. Olgu positiivsete arvude summa A" ja negatiivsete arvude
summa A~. Ulesande tingimuste pohjal A* + A~ = 0 ja A" — A~ =1,
1 1
millest saame, et A" = > ning A~ = -5
Avaldises a; +2ap + ... + na, positiivsete arvude kordajaid suurendades ja
negatiivsete arvude kordajaid vihendades saab selle avaldise vdartus ainult
suureneda. Seega
n-1

a+2a+...+na,sn-AT+1-A" = 5

Analoogiliselt, positiivsete arvude kordajaid vihendades ja negatiivsete ar-
vude kordajaid suurendades saab antud avaldise vdirtus ainult kahaneda.
Seega

n-1

a+2a+...+na,=1-A"+n- A" =- 5

Kokkuvottes
n-—1

2 )

lay +2ap + ...+ nay| <

mott.

Jargnevas skeemis toodud osade eest antud punktid summeeriti.
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o

Sealhulgas:
 Niidatud, et [AT| = |A7|:
+ _ n—-1
o Nididatud, et a1 +2a + ... + na, < nA”™ + A~ = — ning

1 1
Niidatud, et A* = > ja A” = -5

n—l_

a +2a,+...+na, = A" +nA" =— 5

Sealhulgas:
e Niidatud ainult tiks nimetatud vorratustest:

2p

I'p

5p

3p

Kui t60 ei saanud tildjuhu lahendamise eest punkte, anti 1 punkt juhul, kui

ulesanne oli tédielikult lahendatud viahemalt tihe konkreetse n korral.

11
Ainult konkreetsete arvude a; (nditeks ay € {—5, —} vms) korral lahen-
n

damise eest punkte ei antud.

3. (Heiki Niglas)

Titpiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o

Niidatud, et punktid C, F, D ja G asuvad tihel ringjoonel:

4. (Raul Kangro)

Tutpiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt.

o

o

o

[¢]

Konkreetse tabeli mootme korral on toodud tdestus, mis kehtib
suvaliste tabelis olevate arvude korral:

On idee, mis viiks lahenduseni, kuid puudulikud pohjendused
m-ist vdiksemate arvude kokkulugemisel ja vorratuse tdestus:
Korrektselt pohjendatud skeem m-ist vdiksemate arvude kok-
kulugemiseks, kuid vigane esitus valemina ja seega vale vorra-
tuse toestamine:

Korrektne lahendus, kuid liingad pdhjendustes:

Korrektne lahendus vidheoluliste pisivigadega:

Téislahendus:

5. (Jaan Vajakas)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o

o

Niidatud, et n € {3,4, 6,12} korral tiikeldus on voimalik:
Sealhulgas:
e Konstrueeritud kolmnurga, ruudu ja kuusnurga tiikeldus:
» Konstrueeritud kaksteistnurga tiikeldus:
Niidatud, et n € {3,4,6,12,30}:
Sealhulgas:
e Idee vaadelda hulknurga nurka kahe nurga summana:
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e Joutud jarelduseni, et korrapdrase n-nurga nurka saab ka-
he korrapéarase hulknurgaga tdita vaid »n € {6, 12,30} korral: 1p

e Toestatud, et n = 5 ja n = 7 korral korrapirase n-nurga

nurka tihe korrapérase hulknurgaga katta ei saa: 1p
o Niidatud, et n # 30: 2p
Sealhulgas:
* Toestatud, et 30-nurga nurga tditvad kolmnurk ja viisnurk
peavad kumbki katma terve 30-nurga kiilje: 1p
¢ Niidatud, et eeltoodud olukorras tekib vastuolu: 1p

Kahjuks ei olnud iiheski t66s tdestatud, et 30-nurga katmisel peavad 30-
nurga nurga tditvad kolmnurk ja viisnurk kumbki katma terve 30-nurga
kiilje. Seetottu tdispunkte ei saadud. Samuti oli tihti jadnud toestamata, et
n =5 ja n = 7 korral korrapérase n-nurga nurka tihe korrapérase hulknur-
gaga katta ei saa.
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Eesti LX matemaatikaoliimpiaad

6. aprill 2013 Loppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Kalle Kaarli)
Tttipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Korrektne lahendus, dige vastus:

o Korrektne lahendus, kuid téen&oliselt hajameelsusest tingitud
vale vastus:

o Téestatud n < 14 ning ka oluline osa vorratusest n = 14:

o Tdestatud 13 < n < 14:

< 14:

o Vastuseni pole joutud voi jame arvutusviga on muutnud lahen-
duse mottetuks:

o Toestatud n

“p

6p
5p
5p
2p

0p

Ulesandest oli digesti aru saadud. Enamus leidis, et 14 liidetavast piisab.
Et 14 on vdhim v6imalus, suutsid nédidata korrektselt vihesed, kuid méned
ka variantide ldbivaatamisega. Paljudel juhtudel esines variantide ldbivaa-

tamisel olulisi puudusi.

2. (Mart Abel)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

4
o Toestatud vorratus K > —:
243
Sealhulgas Ziirii lahenduse 3 jdrgi:
4
¢ Toodud niide arvudest xj, X2, X3, X4, mille korral K = E:
e Toestatud, et toodud niite korral ei saavutata maksimumi:
1
o Toestatud vorratus K < E:

Sealhulgas ziirii lahenduse 1 jdrgi:
e Saadud ja pohjendatud K < (x1 — x2)(x2 — x3) (X3 — X4):
e Sellest hinnangust tuletatud vajalik vorratus:
Sealhulgas Ziirii lahenduse 2 jdrgi:
e Ndidatud, et maksimum saavutatakse, kui x; =0,x4 =1 ja

1
X2 ning x3 paiknevad > suhtes stimmeetriliselt:

¢ Sellest ldhtuvalt noutud vorratus tuletatud:
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Viide (pdhjendusega voi ilma), et arvud peavad olema paarikaupa erine-
vad ja iiks neist peab olema 1, teine 0, eraldi punkte ei andnud.

. (Oleg Kosik)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

1
o Tédhelepanek, et Ry + Ry = E'Cl Co| jne: 1p
o Osa a) lahendus: 3p
o Osa b) lahendus: 3p

Ainult kontrolli eest, et vordkiilgse kolmnurga puhul vérdub c;, ¢ ja c3
raadiuste summa veerandiga kolmnurga C;C,Cs; timbermdodust, punkte
ei antud.

. (Kaie Kubjas)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem 1.

o Leitud iga rea ja veeru summa 15: 1p
o Madrgatud, et arv 9 kuulub tdpselt kahte arvude kolmikusse,
mille summa on 15: 2p

o Niidatud, et pérast arvu 9 ning teda sisaldava rea ning veeru
elementide sisestamist on koik iilejadnud maagilise ruudu ele-

mendid fikseeritud: 2p
o Eelnevale tuginedes tdestatud iilesande viide: 2p
Skeem 2.
o Leitud iga rea ja veeru summa 15: 1p
o Madrgatud, et kokku on kaheksa arvude kolmikut, mille summa
on 15: 1p

o Niidatud, et neist arvude kolmikutest on voimalik moodustada
kaks kolmeliikmelist gruppi, nii et tihe grupi koik tiheksa ele-
menti on erinevad: 2p
o Eelnevale tuginedes toestatud tilesande viide: 3p
Punkte ei antud selle eest, kui oli ndidatud, et ridade ja veergude vaheta-
mine, p6oramine ning peegeldamine teisendavad maagilise ruudu maagi-
liseks ruuduks.

. (Ahti Peder)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Aritmeetilise jada summa avaldamine esimese liikme, liikmete

arvu ja vahe kaudu: 1p
o Osa a) lahendus: 3p
o Osa b) lahendus: 3p

Paljudes lahendustes ndhti {ilemaédrast vaeva triviaalsete jarelduste detailse
pohjendamisega.
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