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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.
1 1 1
1+- 1+—=]-...- 1+
1 5 2n—1

on murdude nimetajateks koik paaritud naturaalarvud 1-st (2n — 1)-ni. Kas
saab valida 1-st suurema naturaalarvu » nii, et see korrutis oleks tdisarv?

1. Korrutises )
1+
3

2. Rong viljus ldhtejaamast 12 minutit ettendhtust hiljem. Kui rong jataks
koik vahepeatused tegemata ja sdidaks sihtjaamani sama keskmise kiiru-
sega, nagu soiduplaani jargi soites oleks sel rongil peatustevahelistel 16i-
kudel, siis jouaks ta sihtjaama tdpselt digeks ajaks. Kui aga rong peatuks
koigis ettendhtud peatustes ettendhtud aja, siis peaks ta peatustevahelistel
loikudel soitma ettenédhtust 40% suurema keskmise kiirusega, et 6igel ajal
sihtjaama jouda. Kui kaua peaks rong séiduplaani kohaselt teel olema?

3. Kolmnurga ABC kiilgedel BC, CA ja AB leiduvad vastavalt punktid D, E
ja F nii, et punktid A, B, D, E asuvad iihel ringjoonel, punktid B, C, E, F
asuvad iihel ringjoonel ning punktid A, C, D, F asuvad samuti iihel ring-
joonel. Kas selleks on kindlasti vaja, et kolmnurk ABC oleks vordkiilgne?

4. Leia suurim naturaalarv n, mille korral saab kuubil valida sellised n tippu,
millest {ikski kolm pole tidisnurkse kolmnurga tipud.

5. Juku kirjutab paberile koikvoimalikud 20-kohalised arvud, milles numbrid
3, 4, 5 ja 6 esinevad mingis jédrjekorras igaiiks 5 korda jérjest. Toesta, et
kirjutatud arvude seast saab valida sellised kaks, mille vahe jagub 207-ga.



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 10. klass
Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.

Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Olgu a ja n positiivsed tdisarvud. Toesta, et

2] | ] [ e

Midrkus. 1ga reaalarvu x korral tdhistab |[x] arvu x tdisosa, st suurimat téis-
arvu, mis ei iileta arvu x.

2. Olgu a, b ja c reaalarvud, mille korral abc = 1. Toesta, et

1 1 1
13200 " Ty t Ty o L

3. Teravnurkses kolmnurgas ABC ldikuvad tipust B tdommatud koérgus ja ti-
pust C tdommatud nurgapoolitaja punktis D. Olgu E punktiga D siimmeet-
riline punkt sirge AC suhtes. On teada, et punktid A, B, C ja E asuvad iihel
ringjoonel. Tdesta, et kolmnurk ABC on vordhaarne.

4. Milliste positiivsete tdisarvude k korral saab koéik arvud 1,2, 3,...,(2k)?
paigutada 2k x 2k tabelina nii, et {ihegi rea ega veeru arvude summa ei
oleks k-ga sama paarsusega?

5. Olgu m positiivne tdisarv. Toesta, et kui Mari kirjutab tahvlile vihemalt
m + 3 arvu, siis Jiiril on voimalik valida neist 4 arvu nii, et mingi kahe va-
litud arvu ja iilejddnud kahe valitud arvu summad annavad m-ga jagades
sama jaagi.



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Kui palju on positiivseid tdisarve n, mille korral arv 2014 - n jagub arvuga
2014 + n?

2. Toesta, et mistahes positiivsete reaalarvude a, b ja ¢ korral

l1+ab 1+bc 1+ca
+ + b >Va2+2+ Vb2 +2+ V2 +2.
c a

3. Malle joonistas rombi ABCD ning valis kiiljel AB punkti E ja kiiljel BC
punkti F nii, et kolmnurk DEF tuli vordkiilgne. Suur oli Malle imestus, kui
ta avastas veel teisegi voimaluse valida sama rombi kiiljel AB punkt E ja
kiiljel BC punkt F nii, et DEF on vordkiilgne. Millised saavad olla selle
rombi nurkade suurused?

4. Ruudustikus moéotmetega 2n x 2n on tipselt pooled ruudud varvitud mus-
taks ja iilejadnud valgeks. Uhel sammul voib vabalt valida selle ruudustiku
ruudu mootmetega 2 x 2 ja peegeldada tema nelja tthikruudu vérvid selle
2 x 2 ruudu horisontaalse voi vertikaalse kesktelje suhtes. Milliste positiiv-
sete tdisarvude n korral on suvalise algse ruutude varvimise korral voimalik
selliste sammudega jouda olukorda, kus kogu ruudustik on varvitud male-
korras?

5. Raamatukogu to6tab 31-pédevaste tsiiklitena. Iga tsiikli viimasel pédeval on
raamatukogu inventuuri tottu suletud. Igal raamatulaenutamisel margitak-
se tagastamispédevaks iildjuhul laenutamispdevast a pédeva vorra hilisem
péev, kus a on mingi fikseeritud positiivne tdisarv; kui see aga langeks in-
ventuuripéevale, siis on tagastamispdev veel pdeva vorra hiljem. Suur raa-
matusober Jaak laenutab mingil pdeval raamatukogust raamatu; laenuta-
tud raamatu tagastab ta alati ettendhtud tagastamispdeval ja laenutab siis
kohe uue. Toesta, et kui 30 jagub arvuga a, siis teatud aja méddudes hak-
kab Jaak igal inventuurile vahetult jirgneval pdeval raamatukogus kdima.



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt p6hjendatud lahendus annab 7 punkti.
Taskuarvutit kasutada ei lubata.

1. Atsja Pets motlesid kumbki kaks positiivset tdisarvu, mis ei iileta teatud po-
sitiivset tdisarvu n. Kui kumbki liitis enda moeldud arvud, andsid saadud
summad arvuga n jagades vordsed jadgid. Kui aga kumbki korrutas enda
moeldud arvud, andsid saadud korrutised arvuga rn jagades jéllegi vordsed
jaagid. Kas voib kindlalt viita, et Ats ja Pets motlesid samad arvud, kui

a) n=99?
b) n=101?

2. Leia koik reaalarvude paarid (x, y), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

y

X +sinx
X

y+siny

3. Olgu I kolmnurga ABC siseringjoone keskpunkt. Olgu R4, Rp ja Rc vas-
tavalt kolmnurkade BIC, CIA ja AIB timberringjoonte raadiused ning R
kolmnurga ABC timberringjoone raadius. Toesta, et

Ra + Rp + Rc < 3R.

4. Tahvlile kirjutatakse mingi positiivne tdisarv n iihe korra, seejirel kirjuta-
takse arvu n — 1 kaks korda jne, igal jargneval sammul kirjutatakse viimati
tahvlile kirjutatud arvudest tihe vorra vdiksemat arvu kaks korda rohkem
kordi. Nullideni joudmisel 16petatakse. Tdesta, et 16puks tahvlil olevate ar-
vude summa on viiksem kui 2"

5. Leia koik positiivsete tdisarvude paarid (x, y), mille korral

x(x+1) = y(y+ D2+ D).



LXl Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

8 mapTta 2014 r. 3ak0UUTENBHBI TYp 9 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. B npousseneHuun

OF ) )
1+ = T+=| 14 ——
1 5 2n -1

3HaMEHaTeJsIMU JpoOei SIBJISIOTCSI BCe HEUETHBIE HaTypaJlbHbIe UMcia OT 1 o
2n — 1. MoXHO Jii1 BHIOpaTh Takoe HaTYpaJbHOE YNCIo 1 Oospie 1, uTo 91O
Npou3BeieHre Oy AeT HEeJbIM YUCIOM?

1
1+-
3

2. TMoe3n BbIeXas OT HAYAJBHOM CTAHIMHU HA 12 MUHYT MO3Ke pacnvcanus. Ecim
noesf He OyJeT AesaTh MPOMEKYTOUHBIX OCTAHOBOK, a MOEJET Ha KOHEYHYIO
CTaHIIMIO C TOM K€ CpeJIHel CKOPOCThIO, C KOTOPOM OH JOJIKEH ObLI Obl eXaTh
Me:KJy OCTAaHOBKAMM COTJIACHO PACHMCAHHUIO, TO MPUOYJET Ha KOHEUHYIO CTaH-
W0 TOYHO TI0 pacrucanmio. Eciu ke moesn OygeT OCcTaHaBIMBATHCS Ha BCEX
MpeJHa3HAYeHHbIX OCTAaHOBKAaX IMpeJHa3HaUeHHOE JIS 9TOrO BpPeMsi, TO UTO-
ObI IPUOBITH HA KOHEYHYIO CTAHIIUIO IO PACTIMCAHUIO, TTOE3Y MPHUAETCS MEX Ty
OCTAHOBKAaMHM €XaTb CO CpeJiHer CKOpOCThIO Ha 40% BbIlIEe MTPeAHA3HAUEHHOM.
Kaxkoe Bpemst oykeH noesf ObiTh B My TH COTJIACHO PACIUCAHHUIO?

3. Hacroponax BC, CAu AB tpeyronbauka ABC MOKHO HAlTU COOTBETCTBEH-
HO Takue Touku D, Eu F,yto Touku A, B, D, E npuHaJJjIexXaT OJHON OKPY K-
HOCTH, TOukU B, C, E, F nprHajjiexaT OJHON OKPYKHOCTH, a TaKKE TOUKH
A, C, D, F npuHaJiexat OJHOM OKpYKHOCTH. OOs3aTeNBHO JIM ISl 9TOTO,
4TOOBI TpeYroJbHUK ABC ObUT pABHOCTOPOHHUI?

4. Haiity HauOoJibliee HATYypPaJbHOE YUCIIO 71, IPU KOTOPOM Y KyOa MOKHO BBI-
OpaTh 1 BEepUIMH TaK, UTO HUKAKHE TPU U3 HUX He OyAyT BepIIMHAMU IPSIMO-
YroJibHOTO TpE€yroJibHUKa.

5. IOpa 3anuceiBaeT Ha Oymary Bce BO3MOJKHBIE 20-3HauHbIE YMCJA, B KOTOPBIX
mcps 3, 4, 5 1 6 IpeACTaBICHB B KAKOM-TO MOPSIAKE Kakgasi Mo 5 pas moj-
psg. JJokasare, 4YTO CpeJy 3alMCaHHbIX Ha OyMare uncesl MOKHO BBIOpaTh JiBa
TaKHX, Pa3HOCTh KOTOPHIX OyeT menuThes Ha 207.



LXl Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

8 mapTta 2014 r. 3ak0HUTENbHBIR TYp 10 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. Ilyctb a u n — uenble NOJOKUTENbHBIE Uncia. [JokasaTp, uTo
a a+1 a+n—-1
H+ TR i
n n n

Ipumeuanue. s Kaxaoro AeMCTBUTENBHOrO yncya X, |x] oOo3HauaeT ye-
JIYH0 UACHe YACTA X, T.€. HAaNOOJIbIIee TIeJI0e UMCIIO, He MTPEBOCXOASIIIEe X.

2. Ilycth a, b v ¢ — [ENCTBUTEJbHBIE YKCIIA, IPU KOTOPBIX abc = 1. [lokasats,

4TO
1 1 1

1+a2014 + 1+b2014 + 1+02014 >1

3. B octpoyrospHoM TpeyrosbHuke ABC BBICOTA U3 BEpUIMHBI B 1 OMCCceKTpUca
n3 BepmmHbl C nepecekaiorcst B Touke D. Ilycts E — TOUKa, CUMMETpPUY-
Hasi Touke D oTtHocuTesbHO npsiMort AC. M3BecTHo, uto Touku A, B, Cu E
MpUHAJIeRKAT OJHONW OKPYKHOCTU. JloKa3aTh, UTO TpeyrojbHuk ABC paBHO-
OeIpeHHBII.

4. Tlpu KakuxX MOJIOKMUTEJBHBIX LEJBIX YMucaax k MOKHO Bce uMcna 1,2,3,...,
(2k)? pacronoxuTh Tabmuuei 2k x 2k Tak, 4TO CyMMa UKHCe Hi OHOM CTPOKH
Y HU OJIHOTO CTOJIONA He OyIeT TOM ke YETHOCTH, UTO U k7

5. Ilycthb m — nosnoxutesbHOE esioe yucio. Jlokasats, uto ecau Maia 3anumer
Ha JOCKe I0 MeHbIIei Mepe m + 3 umcia, To y [letn Bcerga OymeT BO3MOX-
HOCTB BHIOpATh U3 HUX 4 TaKHX, YTO CyMMa KaKUX-TO ABYX BRIOPAHHBIX UMCEI
Y CyMMa OCTaJIbHBIX [BYX BHIOpAHHBIX UHCEJN OyIyT AaBaTh paBHBIC OCTATKH
MIpU JIeJIEHUH Ha 1.



LXl Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

8 mapTta 2014 r. 3ak0HUTENbHBIR TYp 11 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. CKOJIbKO CYIIECTBYET IIEJIbIX MOJOKUTENbHBIX YUCEJ 1, P KOTOPBIX UUCIIO
2014 - n penmntcst Ha 2014 + n?

2. HOKaSaTb, UTO IpU JIIOOBIX MOJIOKUTEIbHBIX HeﬁCTBHTCHbeIX yuciax a, buc
BBITIOJIHAETCA HEPABEHCTBO

l1+ab 1+bc 1+ca
+ + 5 >Va2+2+ Vb2 +2+Vc2+2.
c a

3. Muna Hapucoana pom6 ABCD u Ha ctopoHe AB BbiOpasa Touky E, a Ha
cropore BC Touky F Tak, 4To TpeyrosbHUK DEF BblIE] PaBHOCTOPOHHUM.
KakoBo ke 0bl10 yauBieHne Muiel, Korjja oHa oOHapy:Xua eme OfHy BO3-
MO’KHOCTb BBIOpPaTh TOUKH E Ha cTopoHe AB u F Ha ctopoHe BC aToro pom-
6a, ytToObl DEF oKazajics paBHOCTOPOHHMM! Kak1MU MOT'YT OBITH BEJTUUYHHBI
yIJIOB 3TOro pomba?

4. Y KJeTuaToro Inosist pasMepoM 271 X 271 POBHO IOJIOBUHA KJIETOK YEpHbIE, a
ocTasbpHble Oesiple. 3a OJIMH Mar MOXHO Ha 9TOM I0JIe MPOX3BOJIbHEIM 00pa3oM
BBIOpATh KBaAPAT pasMepoM 2 x 2 U 3epPKaJIbHO OTPA3UTh IBETA €r0 UETBIPEX
KJIETOK OTHOCUTEJIBHO TOPU3OHTAJIBHON WJIM BEPTUKAJIBHOM LIEHTPAIBbHON OCU
9TOro 2 x 2 KBagparta. [lJist KaKux LEJIbIX MOJIOKUTENbHBIX UUCeJ 12 BO3MOXKHO,
WCXO[Isl U3 CUTYAlMU C JIIOOON HauaJibHOM PAacKpPacKOM, ¢ MOMOIIBIO ONUCAH-
HBIX IIAroB NPUATH K CUTYAIMH, B KOTOPOH MOJIe pacKpalleHo B MaXMaTHOM
nopsiake?

5. bubmmoTeka paboraet mo 31-mHEBHBIM OUKJIaM. B mocieqauit 1eHp Kaxgoro
[MKJIa OMONIMOTeKa 3aKphITa HAa MHBEHTYpPY. [Ipy Beijaue KHUTH THEM BO3Bpa-
Ta 0OBIYHO HA3HAUAIOT JIeHb, KOTOPHIA HA a JHEW MOo3Ke AHS BblIAuU, TAe a
— 9TO KaKoe-TO (PUKCUPOBAHHOE L[EJIOe MOJIOKUTEBHOE UMCIIO; OAHAKO ec-
JIM 9TOT JeHb BHINAJaeT Ha JAeHb MHBEHTYPHl, TO JHEM BO3BpaTa HA3HAYAIOT
CJIeYIOMMH 32 HUM JieHb. MICKYIEHHBIN KHUTOJII00 AHTOH OJHAK B! OCpET U3
OMOMOTEKY KHUTY; B3SITYIO KHUT'Y OH BCErja BO3BpAIIAeT B MOJIOKEHHBIN IeHb
BO3BpaTa M cpasy ke 0epET HoByw. [lokaszaTh, uto ecyu 30 IeiUTCs Ha a, TO
CITyCTSI HEKOTOpOe BpeMsi AHTOH OyJeT 3aXOJUTh B OMOJMOTEKY B Kaxkabld
JIeHb, CJIeIYIOIHI HETTIOCPEACTBEHHO 32 MHBEHTYPOH.



LXl Onumnuaga ScTtoHun no matemMaTuke

8 mapTta 2014 r. 3ak0HUTENbHBIR TYp 12 knacc

Bpems, orBogumoe 1151 pelieHust: 5 4acos.
Beproe u gocratouro 060cHOBaHHOE pellleHHe KaxXHOH 3332491 JaET 7 OaJLIOB.
Tlos1b30BaTbCs KaJbKyJIATOPOM HE pa3periaeTcs.

1. Anuca v Bacunuii 3aiymManu Mo ABa LEJbIX MOJOXUTENbHBIX UKCIIa, HE Tpe-
BBIIIAIOIMX 3aJJaHHOE 1IeJIoe TOJIOKUTEbHOEe unucyio n. Korga kaxuapiii U3
HUX CJIO’KMJI CBOM UMCJIA, OKA3aIOCh, YTO MOJIYUYEHHbIE CYMMBbl UMEIOT PaBHbIE
OCTaTKU NpU JiesieHuM Ha 7. Korja Kaxaplii U3 HUX MEPEMHOXKUJI CBOM UMCIIA,
TO MOJIyUeHHbIE TPOU3BEJCHUS TAK/KE UMEJIM PABHbIE OCTATKU MPU EJCHUU Ha
1. MOXHO JIU C YBEPEHHOCTbIO YTBEPKJaTh, UTO Ajmca v Bacuiuit 3agymanu
OJIHU U T€ ke UrcJia, ecliv

a) n=99?
6) n=1017
2. Haiitu Bce mapsl A€HCTBUTEIIBHBIX YMCEN (X, ¥), KOTOPbIE YAOBJIETBOPSIOT CH-
cTeMe ypaBHEHUN
X+sinx =y

y+siny X

3. Ilycte I obo3HauaeT LEHTP OKPYKHOCTH, BIMCAHHOW B TpeyrojbHUK ABC.
ITycTb pasuycbl OKpYKHOCTEH, OIIMCAHHBIX BOKPYT TpeyroJjibHukoB BIC, CIA
U AIB, paBHBI COOTBETCTBEHHO R4, Rp U Rc, a paguyc OKpyKHOCTH, OITUCAH-
HOM BOKpYT TpeyrojbHuka ABC, paseH R. JJokas3arb, UTO

Ra + Rg + Rc < 3R.

4. Ha pmocke 3amvchBaeTCsl KAKOE-TO LEJI0e MOJIOKUTENBHOE UMCIIO 1 OJIUH pas,
3aTeM 3allMChIBAETCSl YMCJIO 1 — 1 JBa pasa W T.[A., HA KOKJIOM ClieAyloleM
mary Ha JIOCKe 3alChIBACTCSI UMCJIO Ha OAWH MEHbIIee TPeAbIayIero B IBa
pasa Ooubine pas. [Ipu HOCTIKEHUH HYJISI poLiece 3aKaHuMBaeTcsl. [Jokasars,
YTO B KOHIIE KOHIIOB CyMMa YKces Ha Jocke OyaeT Menbie uem 2"+,

5. Haiitu Bce napbl LeJIbIX [OJIOKUTEJIbHBIX YUCEN (X, }), IPU KOTOPBIX

x(x+1) = y(y+ 1D+ D).



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. Vastus: ei.
Antud korrutist teisendades saame

1 1 1 1 2 4 6 2n
T+ |- (14 2] (14| {1+ = === =
1 3 5 2n—1 135 2n—1
2-4-6-...-2n

1-3:5-...-2n-1)°

Et see oleks tdisarv, peaks arv 2:4-6-...-2n jaguma arvuga 1-3-5-...-(2n-1).
Kuna aga

2:4:6-...-2n=2-1)-2-2)-2-3)-...-2-m=2"-1-2-3-...-n)

jaarv1-3-5-...-(2n — 1) on paaritu, siis peaks arv1:-2-3-...-n ja-
guma arvuga 1-3-5-...- (2n — 1). Juhul » > 1 on see vdimatu, sest
1-2-3-...-n<1:3:-5-...-2n—-1).

. . 2:4-6-...-2n
Midrkus. Seda, et juhul n = 2 pole murru vairtus

1-3-5-...-(2n—1
tdisarv, saaks lithemalt ndidata TSebosovi teoreemi abil, m(ille kol)laselt lei-
dub 7 = 2 korral arvude 7 ja 2n vahel vahemalt iiks algarv. Kuna see algarv
on kindlasti paaritu, esineb ta nimetajas oleva korrutise tegurite seas. Lu-
gejas aga on koik tegurid kujul 27, kus i < n, mistottu lugeja tegurid ei jagu
n-st suuremate algarvudega. Seega ei saa vaadeldava murru nimetajat vilja
taandada.

2. Vastus: 54 minutit.

Olgu otsitav sdiduaeg ¢. Leiame hilinenud rongi puhta séiduaja (ilma sei-
suaegadeta) kahel iilesandes kirjeldatud juhul. Kui rong peatusi ei tee, siis
on puhas sdiduaeg ilmselt —12min. Vastavalt andmetele on rongi plaani-
jargne kiirus seisuaegade mahaarvamisel niisama suur kui 12-minutilisel
hilinemisel, mistottu on rongi plaanijargne seisuaeg vahepeatustes kokku
vordne hilinemisega ehk 12 minutit. Seega kui rong lisaks hilinemisele teeb
ka peatusi, on puhas s6iduaeg —24 min. Kiirus viimasel juhul on 40% vor-
ra ehk 1,4 korda suurem; kuna ldbitud vahemaa on sama, kehtib vordus

t—12min =1,4- (¢t — 24 min),

kust 0,4t = 21,6 min ehk ¢ = 54 min.

10



Joonis 1 Joonis 2

3. Vastus: ei.

Niitame, et ABC voib olla suvaline teravnurkne kolmnurk. Olgu D, E ja F
vastavalt tippudest A, B ja C tdmmatud korguste aluspunktid (joonis 1).
Et ZADB =90° = ZAEB, asuvad D ja E ringjoonel diameetriga AB. Ana-
loogiliselt asuvad E ja F ringjoonel diameetriga BC ning F ja D ringjoonel
diameetriga CA. Ulesande tingimused on seega tdidetud, nii et kolmnurga
vordkiilgsust vaja ei ole.

4. Vastus: 4.

Olgu kuubi mingi tipp A ja olgu B, C ja D tipu A vastastipud neil kolmel
tahul, millele A kuulub (joonis 2). Siis ka tippudest B, C ja D mistahes kaks
on kuubi mingi tahu vastastipud. Seega mistahes kaks tippu valitud neljast
asuvad teineteisest kuubi tahu diagonaali pikkuse kaugusel. Jarelikult on
iga kolm valitud tippu vordkiilgse, mitte tdisnurkse kolmnurga tippudeks.

Vaatame niilid olukorda, kus valitakse vdhemalt 5 tippu. Kaks vastastahku
holmavad kokku koik kuubi tipud. Seega vidhemalt tihel kahest vastastahust
peab olema vihemalt 3 valitud tippu. Ruudu kolm tippu aga moodustavad
tdisnurkse kolmnurga.

5. Et 207 = 9-23 ning 9 ja 23 on iihistegurita, siis piisab leida vahe, mis jagub
arvudega 9 ja 23. Koik paberile kirjutatud 20-kohalised arvud jaguvad ise
9-ga, sest nende koigi ristsumma on (3+4+5+6) -5 ehk 90. Seega jaguvad
ka koigi nende arvude vahed 9-ga. Jd4b tile ndidata, et mingi kahe paberile
kirjutatud arvu vahe jagub 23-ga. Selleks paneme téhele, et numbrite 3, 4,
5 ja 6 omavahelise esinemisjérjekorra valikuks on 24 voimalust. Seega on
paberil 24 arvu, samas kui voimalikke erinevaid jadke 23-ga jagamisel on
23. Jarelikult leidub kirjutatud arvude seas kaks sellist, mis annavad 23-ga
jagades vordsed jadgid. Nende arvude vahe jagubki 23-ga.

11



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 10. klass

Lahendused

1. Lahendus 1. Murdude lugejad a, a+1, ..., a+n—1 on n jarjestikust tdisarvu.
Seega leidub nende seas mingi n-ga jaguv arv a + i, kus 0 < i < n; olgu
a+ i = dn. Tapselt n jarjestikust tdisarvu alates arvust dn annavad n-ga
jagamisel sama tdisosa d, eelnevad n tdisarvu annavad siis tdisosa d — 1.

. s a+i ja+n-1
Seega antud summa 7 —i tagumist liidetavat {TJ kuni {TJ on

koik vordsed arvuga d, neile eelnevad i liidetavat on aga vordsed arvuga
d — 1. Kokkuvottes

RS PR

d-1-i+d-(n—-i)=

di—-i+dn-di=
= dn-i=a.

Lahendus 2. Olgu {EJ = g;siis a = gn+r,kus 0 < r < n. Jaotame
n

iilesandes antud liidetavad kahte rithma: esimeses on n — r liidetavat, kus
murru lugejad on vordsed arvudega gn + r kuni gn + (n — 1), ja teises
iilejadnud r liidetavat, kus murru lugejad on vordsed arvudega g(n + 1)
kuni g(n + 1) + (r — 1). Esimese n — r murru tdisosad on ilmselt vordsed
arvuga ¢ ja tagumise r murru tdisosad arvuga q + 1. Seega

N A

qg-n-r+(@+1)-r=

gn—qr+qr+r=

gn+r=a.

Lahendus 3. Teeme induktsiooni a jargi. Kui a = 0, siis murdude lugejad
on 0,1,...,n — 1, mis on koik n-st vdiksemad naturaalarvud. Seega koik
lildetavad tdisosad on vordsed 0-ga ning summa tuleb 0 nagu tarvis. In-
duktsiooni sammuks piisab vorduste ahelast

e R R R e R I R K RSt
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2. Lahendus 1. Tahistame a®°'* = u, b*°14 = v ja c?1 = ) siis abe = 1 tottu

ka uvw = 1. Et toestatava vorratuse vasaku poole murdude nimetajad on
positiivsed, saame arvuga (1 + u)(1 + v)(1 + w) ldbi korrutades samavairse
vorratuse

I+0+w+0+wl+uw+A+wd+v)>0+w)d+v)A+ w).

Avades sulud, saame vasakul 1+ w+v+vw+1+u+w+wu+l+v+u+uv,
paremal aga 1 + w+ v+ vw + u+ uw + uv + uvw. Liikmete viimisel tihele
poole koos sarnaste liikmete koondamise ning vorduse uvw = 1 kasuta-
misega jadb jédrele tdestatavaga samavadrne vorratus

l+u+v+w>0.

Viimane aga ilmselt kehtib, sest u, v ja w on positiivsed.

2014 _ u, b2014 2014

Lahendus 2. Tahistame a =vijac = w. Siis abc =1
tottu ka uvw = 1. Seega leiduvad sellised positiivsed reaalarvud x, y, z, et

X z ..
Uu=—,v= Y ja w = —. Ulesande vorratus teisendub kujule
z X

! + ! + ! >1
X Y z
1+y 1+ 2 1+ 4
ehk kujule
y z x
+ + >1

X+y y+z z+x

Ilmselt kehtivad aga vorratused 14 4 £ £

, > ja
X+y Xx+y+z y+z x+y+z

X

> . Nende vorratuste kokkuliitmisel vajalik vorratus tekibki.
z+x x+y+z

Lahendus 3. Tihistame a®°'* = u, b*°'* = vija c = w; siis abc = 1 tottu

ka uvw = 1. Olgu iildisust kitsendamata w arvudest u, v, w maksimaalne.
Siis w = 1, sest vastasel korral oleksid u, v, w vdiksemad 1-st ega saaks
anda korrutiseks arvu 1. Seega uv < 1. Nitd

2014

1 N 1 1 = (1+v)+(1+u)—(1+u)(1+v)_
1+u 1+v - 1+wl+v) -
1—uv

—_ >
1+uwd+v

+
1+u 1+v

ande vorratus.

1
Seega = 1, millest " positiivsuse tottu jareldub ka {iles-
w

13



A C
/

E

Joonis 3

3. Lahendus 1. Olgu B' sirgete BD ja AC 1dikepunkt ning C’ sirgete CD ja AB
loikepunkt (joonis 3). Simmeetriast ja piirdenurkade vordsusest saame

/ACC' = /ACD = /ACE = /ABE = /ABB'.

Et kolmnurkadel ABB’ ja ACC' on tipu A juures iihine nurk, on need
kolmnurgad tunnuse NN pohjal sarnased. Jarelikult on vordsed ka kolman-
dad nurgad ehk ZAC'C = ZAB'B = 90°. Seega CC' on kolmnurga ABC
korgus, st tipust C tdommatud nurgapoolitaja ja korgus langevad kokku. J&-
relikult on kolmnurk ABC vordhaarne.

Lahendus 2. Kasutame tuntud teoreemi, mille kohaselt kolmnurga kdrguste
l6ikepunkt peegeldub kolmnurga igast kiiljest kolmnurga timberringjoone-
le. Kuna kolmnurga ABC {imberringjoone punkt E asub tipust B tdmma-
tud korguse pikendusel, on just tema kolmnurga ABC korguste 16ikepunkti
peegeldus kiiljest AC. Seega D on kolmnurga ABC korguste loikepunkt. Et
tipust C tdmmatud nurgapoolitaja 1dbib seda punkti, langeb ta korgusega
kokku. Jarelikult on kolmnurk ABC vordhaarne.

4. Vastus:iga k = 2 korral.

Lahendus 1. Nditame algul, et ndutud paigutus pole vdoimalik k = 1 korral,
kus arvud 1, 2, 3,4 tuleks kirjutada 2 x 2 tabelina. Et koik rea- ja veerusum-
mad oleksid paaris, peaksid molemad tabelisse kirjutatavad paaritud arvud
olema korraga samas reas ja ka samas veerus. See ilmselt pole voimalik.

Jargnevas tdhistagu 0 ja 1 vastavalt suvalist paaris- ja paaritut arvu; iiles-
ande tingimuste tditmiseks tuleb neid paigutada 2k x 2k tabelisse vordsel
arvul nii, et iga rea ja veeru iihtede arv on k-st erineva paarsusega. Juhul
k = 2 on iiks voimalik tilesande tingimusi rahuldav paigutusviis kujutatud
joonisel 4. Nditame, kuidas saada suvalisest tingimusi rahuldavast paigu-
tusest k korral tingimusi rahuldav paigutus k + 1 jaoks. Selleks lisame esi-
mese k — 1 rea 1oppu 0, 1 ning ilejadnud k + 1 rea léppu 1, 0. Sarnaselt
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101
. k-1
o P o
: 1
110
N P k+1
. rida
1
1110 0 1---1/0 1
1101 1-+10---0/10
N——— N——
10 00 1 e
01 0 0 veergu veergu
Joonis 4 Joonis 5

lisame esimese k — 1 veeru alla 0, 1 ning tilejidnud k + 1 veeru alla 1, 0.
Lopuks kirjutame seni tditmata paremasse alumisse nurka 0, 1 ja 1, 0 (joo-
nis 5). Et nulle ja iihtesid lisame vordselt, on ka tulemusena saadud tabelis
neid kokku vordselt. Tehtud lisandustega muutub iga rea ja veeru iihtede
arvu paarsus vastupidiseks, st kui enne oli tihtede arv k-st erineva paar-
susega, siis niilid on see (k + 1)-st erineva paarsusega. Et igas lisandunud
reas ja veerus on kas k voi k + 2 iihte, on ka neis ridades ja veergudes iih-
tede arv (k + 1)-st erineva paarsusega. Jarelikult saadud paigutus rahuldab
iilesande tingimusi. Alustades nouetekohasest paigutusest k = 2 jaoks ja
korrates kirjeldatud samme piisav arv kordi, saame leida tilesandes noutud
arvude paigutuse suvalise k = 2 jaoks.

Lahendus 2. Nouetekohase konstruktsiooni iga k > 2 jaoks saame anda ka
teisiti. Nagu eelmises lahenduses, tdhistagu suvalist paarisarvu 0 ja paari-
tut arvu 1. Juhtudel k = 2 ja k = 3 on sobivad arvude paigutused esitatud
vastavalt joonisel 6 ja 7. Nditame, kuidas saada suvalisest tingimusi rahul-
davast paigutusest k korral tingimusi rahuldav paigutus k + 2 jaoks. Tdien-
dame algul 2k x 2k tabelit vaid nullidega, mille paigutame vé6na laiusega

110011

1101 10

0 0 01 001100

0010 011000

01 1 1 110 0 11

1 011 1 00010
Joonis 6 Joonis 7

15



0 0
1 1
0 0
1 1
0 0
D 1 1
0 0
1 1
Joonis 8 Joonis 9

2 timber kogu tabeli. Kuna (2(k + 2))? — (2k)*> = 16k + 16 = 16(k + 1), siis
tuleb tdpselt 8(k + 1) neist nullidest tihtedeks muuta.

e Kui k on paaritu, siis voib vajaliku arvu nulle iihtedeks muuta 2 x 2
plokkide kaupa suvalisel viisil. Tehtud operatsioonide tulemusena sii-
lib tihtede arvu paarsus olemasolevates ridades, uued read ja veerud
on aga paarisarvu ithtedega nagu tarvis.

e Kui k on paaris, siis peavad tihtede arvud ridades ja veergudes olema
paaritud. Muutes algul tihtedeks neli nulli tabeli iihe ja sama diago-
naali otstes, saab see tingimus koikjal tdidetud; tilejadnud muutused
nullidest iihtedeks teeme 2 x 2 plokkidena suvalisel viisil.

Alustades nouetekohasest paigutusest k = 2 voi k = 3 korral ja korrates
kirjeldatud samme vastavalt paaris voi paaritu k jaoks, saame leida noutud
paigutuse suvalise k = 2 jaoks.

Lahendus 3. Néitame veel {ihe nouetekohase konstruktsiooni iga k = 2
jaoks. Nagu eelmistes lahendustes, tdhistagu suvalist paarisarvu 0 ja paari-
tut arvu 1. Jaotame 2k x 2k ruudustiku diagonaalideks, mis algavad tilemise
rea mingist ruudust ning kulgevad alla paremale kuni ruudustiku parema
servani, jaitkudes seejdrel vasakust servast rea vorra madalamalt (joonisel 8
on tiiks selline diagonaal 8 x 8 ruudus varvitud punaseks). Iga selline diago-
naal sisaldab tédpselt {ihe ruudu igast reast ja igast veerust.

Valime kaks sellist diagonaali, mille vahele jddb tdpselt iiks diagonaal, ja
tdidame molemad valitud diagonaalid vaheldumisi arvudega 0 ja 1 (joo-
nis 9). Selle tulemusel on igas reas ja veerus 0 voi 2 iihte. Niilid tdidame
iilejadnud diagonaalidest pooled tervenisti nullide ja pooled tervenisti iih-
tedega. Et diagonaale on kokku 2k, siis tervenisti {thtedega tdidetavaid dia-

2k -
gonaale on ehk k — 1. Jarelikult on iga rea ja veeru iihtede arv k — 1

voi k + 1, niisiis k-st erineva paarsusega.
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5. Et Mari kirjutab m + 3 arvu ja voimalikke jddke m-ga jagamisel on m, siis
Mari kirjutatud arvude seas leidub kaks sellist, mis annavad m-ga jaga-
misel vordsed jédgid; olgu need arvud a ja b. Ulejddnud m + 1 arvust saab
samuti valida kaks sellist, mis annavad m-ga jagamisel vordsed jaégid; ol-
gu need arvud c ja d. Niitiid a + ¢ ja b + d annavad m-ga jagamisel sama
jaagi, seega Jiiri voib valida arvud a, b, c, d.
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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 11. klass

Lahendused

1. Vastus: 13.

Lahendus 1. Olgu d = SUT(2014, n) ning 2014 = da ja n = dx; siis a ja
x on thistegurita. Et 2014n = d*ax ja 2014 + n = d(a + x), siis arv 2014n
jagub arvuga 2014 + n parajasti siis, kui arv dax jagub arvuga a + x. Kuna
arvud a ja x on tihistegurita, on kumbki neist tihistegurita ka arvuga a + x,
mistottu ka ax ja a + x on iihistegurita. Seega arv dax jagub arvuga a + x
parajasti siis, kui arv d jagub arvuga a + x. Siit jireldub d = a. Lahtudes
vordusest da = 2014, vaatame ldbi koik variandid; arvu 2014 positiivsed
jagajad kasvavas jdrjestuses on 1, 2, 19, 38, 53, 106, 1007, 2014.

e Kui a =1, d = 2014, siis a + x peab olema 2014 jagaja. Et a + x > 1,
on sellel juhul 7 voimalust.

e Kui a = 2, d = 1007, siis a + x peab olema 1007 jagaja. Et a + x > 2,
on sellel juhul 3 voimalust.

e Kui a =19, d = 106, siis a + x peab olema 106 jagaja. Et a + x > 19,
on sellel juhul 2 voimalust.

e Kui a = 38, d = 53, siis a + x peab olema 53 jagaja. Et a + x > 38, on
sel juhul 1 voéimalus.

Kokku saime 13 voimalust.

Lahendus 2. Kuna arv 2014 + n on alati arvu 2014 - (2014 + n) ehk arvu
20142 + 2014n jagaja, siis 2014 + n on arvu 2014n jagaja parajasti siis, kui
2014 + n on arvu 2014 jagaja. Kanooniline esitus 20142 = 22 .19 . 532
niitab, et arvu 20142 jagajate arvon (2+1)-(2+ 1) - (2 + 1) ehk 27. Neist
keskmine on 2014, millest 13 on suuremad ja esituvad kujul 2014+ mingi
positiivse tdisarvu 7 jaoks. Seega otsitavaid arve n on 13 tiikki.

2. Vasakut poolt teisendades saame

— =+ - + =+ —=
a b ¢ a? b2

l1+ab 1+bc 1+ca (1 1 1
+ + =
c a b

+abc(i ! ! ) @)

Mistahes reaalarvude x, y, z korral kehtib x? + y? + z° > xy + yz + zx, sest
selle saame, liites kokku aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelised

18



1 1 1 1 1
vorratused —x* + y = xy, —y2 + Ezz = yzja Ezz + Exz = zx. Seega

Koos vordusega (1) annab see

a b

l+ab 1+bc 1+ca (1 1
+ + >
c a b

1
_+_+E)+(a+h+c)' )

2

1 1
Etiga x > 0 korral |x + — :x2+2+—2>x2+2,siis a+—>VvVat+2,
X a

1 1
b+ ke Vb?+2jac+— >V c?+2. Liites need vorratused, saame
c

1 1 1
(a+2)+(b+5)+(c+z)>\/a2+2+\/b2+2+\/62+2’

millest seose (2) abil vajalik vorratus jareldubki.

Midrkus. Kasutatud vahetulemuse (2) saab lithemalt toestada timberpaigu-

tusvorratuse abil. Et siimmeetria tottu voib eeldada jérjestust a = b = c,

1 1 1
millest ab = ca = bcja — = A > — ning tihtlasi 1 + ab =1+ ca =1+ bc,
c a

siis imberpaigutusvérratus annab

l+ab 1+bc l4+ca 1+ab 1+bc l+ca 1 1 1
+ + = + + =—+b+—-+c+—-+a.
c a b a b c a b c

. Vastus: 60° ja 120°.

Lahendus 1. Ilmselt on ainult iiks voimalus valida punktid E ja F vastavalt
kiilgedel AB ja BC nii, et E ja F oleksid diagonaali BD suhtes siimmeet-
rilised ning ZEDF = 60°. Seega on Malle rombis véimalik valida E ja F ka
ebastimmeetriliselt diagonaali BD suhtes, nii et kolmnurk DEF on vord-
kiilgne; vaatleme jirgnevas iiht sellist valikut. Uldisust kitsendamata voib
eeldada, et |[EB| < |BF| (vastasel korral voib vahetada A ja C rollid omava-
hel ning E ja F rollid omavahel). Olgu a« = ZBAD = ZBCD ja f = LAED.
Olgu veel E' punktiga E siimmeetriline punkt diagonaali BD suhtes (joo-
nis 10); siis [DE'| = |DE| = |DF] téttu on kolmnurk E'DF vérdhaarne ja
/BFD = /FE'D = ZAED = . Jarelikult

Z/CDF =180° - ZDCF — /DFC = 180° — a — (180° — f§) = § — av.
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F P
Fy
El
A E B A E, FE, B
Joonis 10 Joonis 11
Niitad
180°-a = ZADC =

/ADE+ /EDF + /FDC =
(180° —a—P)+60°+ (B —a) =
= 240° - 2a.

Siit @ = 60°, st rombi nurkade suurused on 60° ja 120°.

Lahendus 2. Olgu Malle esimene valik E; ja F; ning tema teine valik E,
ja F, (joonis 11). Kuna Z/E1DF; = 60° = ZE;DF, ning |DE1| = |DFy]| ja
|DE>| = |DF,|, siis tasandi p6ore 60° vorra iimber punkti D, mis viib punk-
ti E; punktiks Fj, viib ka punkti E» punktiks F». Sama poore viib jarelikult
sirge E1 E, sirgeks F) F, ehk sirge AB sirgeks BC. Seega Z/ABC = 120°, nii-
siis rombi nurgad on 60° ja 120°.

Miirkus. Rombis nurkadega 60° ja 120° on tegelikult Iopmata palju voima-
lusi joonistada vordkiilgset kolmnurka, mille iiks tipp asuks rombi tipus ja
teised kaks kiilgedel.

. Vastus:iga n = 2 korral.

Juhul n = 1 pole malemustrit voimalik saada, kui 2 x 2 ruudustiku algseis
on selline nagu joonisel 12, sest kdrvuti asuvad sama vérvi ruudud on ka
pérast peegeldamist korvuti.

. Viz — |2/|T
. VIV T|T
Joonis 12 Joonis 13
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A\ Vv T|IT|x> T|V|T

T|T — |V |V TIT|\V| — |T|xz|T

VIV T|T VIV VIV
Joonis 14 Joonis 15

Néitame jdrgnevas, et iga n = 2 korral on suvalisest algseisust alustades
voimalik jouda malemustrini. Selleks nditame, et alati, kui leidub valet vér-
vi ruute, on véimalik nende arvu I6pliku arvu kdikudega vidhendada. Pane-
me tdhele, et valet varvi ruut muutub teisel pool peegeldussirget diget vérvi
ruuduks ja vastupidi. Nimetame fopeltpeegelduseks iihe ja sama 2 x 2 ala
tthikruutude peegeldamist algul horisontaalse ja seejdrel vertikaalse telje
suhtes. Topeltpeegeldus on samavédrne lihtsalt peegeldusega 2 x 2 ruudu
keskpunkti suhtes, sest valet varvi ruudud jddvad sihtpaigas valet ja diget
varvi ruudud oGiget varvi.

Oletame algul, et leidub kaks tihise kiiljega valet varvi ruutu, ja nditame
sammud valet vérvi ruutude arvu vihendamiseks koigil juhtudel. Uldisust
kitsendamata olgu need kaks iihise kiiljega ruutu samas reas. Et n = 2, siis
voime samuti eeldada, et see rida on ruudustikus {iilalt vdhemalt kolmas
ning et vaadeldavast kahest ruudust paremal on veel vdhemalt tiks veerg.
Tdhistame joonistel valet vérvi ruutu V-ga ja diget varvi ruutu T-ga; x té-
histab emba-kumba varianti ning x' tihistab x-le vastandlikku otsustust
(dige x korral on x’ vale ja vastupidi).

e Kui kahest korvutisest valet vdrvi ruudust on vihemalt {ihe iilemine
naaber samuti valet varvi, siis peegeldusel vertikaaltelje suhtes vihe-
neb valet varvi ruutude arv vdhemalt 2 vorra (joonisel 13 on valet varvi
vasakpoolse ruudu iilemine naaber; teisel juhul aitab sama teisendus).

¢ Kui molema korvutise valet vérvi ruudu tilemised naaberruudud on 6i-
get vérvi, kuid nende kohal asuvatest ruutudest on vdhemalt {iks valet
varvi, siis peegeldusega vertikaaltelje suhtes viime kaks korvutiasetse-
vat valet virvi ruutu iithe rea vorra iiles, nii et valede ruutude arv ei
muutu (joonis 14). Edasi toimime nagu eelmises punktis.

 Kui kahe korvutise valet védrvi ruudu kohal on 2 x 2 ruut digesti vdrvi-
tud, kuid sellest 2 x 2 alast paremal on vdhemalt iiks naaberruut valet
varvi, siis vahetame topeltpeegeldusega selle valet varvi ruudu iihega
oigesti varvitud 2 x 2 ala ruutudest (joonisel 15 on valet varvi alumine
parempoolne ruut; teisel juhul aitab sama teisendus). Edasi toimime
nagu eelmises voi iileeelmises punktis.

e Ulejddnud juhtudel vihendame valet vérvi ruutude arvu 2 vorra jooni-
sel 16 ndidatud sammudega.
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T|T|T T|IV|V TIV|V T|T|T

T|IT|/T|— |T|V|V| — |T|VIV| —|T|T|T

VIV VIV T|T T|T
Joonis 16

Vaatleme 16puks olukorda, kus kaht tihise kiiljega valet varvi ruutu ei leidu.
Topeltpeegeldustega saab valet vdrvi ruutu nihutada ruudukaupa moésdda
diagonaale, muutmata valet ja 6iget vdrvi ruutude arvu. Kuna mustade ja
valgete ruutude arvud on algul vordsed ja need peegeldamiste kdigus ei
muutuy, siis valet varvi musta ruudu leidumise korral peab ruudustikus lei-
duma ka valet varvi valge ruut ja vastupidi. Seega saab diagonaalsammu-
dega viia valet vérvi ruudu teise valet varvi ruudu korvale ja toimida edasi
ilal kirjeldatud moel.

. Lahendus 1. Nditame algul, et mingi aja m66dudes ldheb Jaak raamatu-
kokku pédeval vahetult parast inventuuri. Kui Jaagul mingil raamatukogus-
kdimisel vahetatakse inventuuri tottu tagastamispdev pdeva vorra normist
hilisemaks, siis satubki ta jargmisel korral raamatukokku just esimesel in-
ventuurijargsel paeval. Kui aga oletada, et tal tagastamispdeva mitte kunagi
inventuuri t6ttu normist hilisemaks ei muudeta, kéib ta raamatukogus ala-
ti igal a-ndal pdeval; kuna 30 jagub a-ga, satub Jaak raamatukokku tihtasi
igal 30-ndal pédeval. Sattudes raamatukokku nt r-ndal pdeval pérast inven-
tuuri, tuleb ta raamatukokku ka r +30 pédeva parast inventuuri, mis on r—1
pédeva pirast jargmist inventuuri. Samamoodi jatkates ndeme, et mingi ar-
vu tsiiklite jarel satub ta raamatukokku esimesel inventuurijargsel pdeval.

Pérast niisugust juhtumit 1dheb Jaak raamatukokku 1 + a, 1 + 2a jne kuni
1 + 30 — a ehk 31 — a pédeva pirast inventuuri. Kuna siis oleks a péeva
pérast just jairgmine inventuur, litkkkub jargmine raamatukoguskdik pdeva
vorra edasi ja toimub jillegi esimesel pdeval pérast inventuuri. Seega hak-
kab Jaak igal inventuurile vahetult jirgneval pdeval raamatukogus kdima.

Lahendus 2. Viibigu Jaak pirast inventuuri esmakordselt raamatukogus
r-ndal pdeval. Paneme tdhele, et r < a, sest vastasel korral oleks Jaak pi-
danud inventuurijdrgselt juba raamatukogus kédinud olema. Et r < a, siis
r + 30 — a < 30. Kuna 30 jagub a-ga, siis kdib Jaak raamatukogus ka r + a,
r+2a jne kuni r + 30 — a pédeva pérast inventuuri. Edasi on kaks voimalust.

e Kui r > 1, siis a pédeva pdrast on vaadeldavast inventuurist moodu-
nud r + 30 pédeva ja jargmisest inventuurist juba r — 1 pdeva. Seega
jargmises tsiiklis ldheb Jaak esmakordselt raamatukokku r — 1 pédeva
pérast inventuuri.
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e Kui r = 1, siis a pdeva pdrast on parajasti jargmine inventuur, mistottu
Jaagu laenutustidhtaeg liilkkub pédeva vorra edasi ja on jille 1. pdeval
pdrast inventuuri.

Siit ndhtub, et kuni esmakordne raamatukogukiilastus pérast inventuuri
pole kohe esimesel pédeval, toimub see igas jargmises tsiiklis pdeva vorra
varem. Mingi aja méddudes tekib olukord, kus Jaak ldheb raamatukokku
esimesel inventuurijargsel pdeval, misjarel hakkab Jaak ka jargmistes tsiik-
lites esimesel inventuurijargsel pdeval raamatukogus kdima.

23



Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 12. klass

Lahendused

1. Vastus: a) ei; b) jah.

a) Kui Ats motles arvud 1 ja 21 ning Pets arvud 10 ja 12, siis mdlemad
saavad summaks 22 ning korrutised tulevad vastavalt 21 ja 120, mis
molemad annavad 99-ga jagamisel jadgiks 21.

b) Olgu Atsi arvud a ja b ning Petsi arvud ¢ ja d. Vastavalt iilesande tin-

gimustele jaguvad arvud (a + b) — (¢ + d) ja ab — cd mdlemad 101-ga.
Olgu (a+ b) — (c + d) = 101k; siis a = 101k — b + ¢ + d, kust

ab—cd = (10lk—-b+c+db-cd=
101kb — b*> + bc + bd — ¢d =
101kb — (¢ — b)(d — b).

Seega ka korrutis (¢ — b)(d — b) jagub 101-ga. Kuna 101 on algarv, siis

peab 101-ga jaguma kas tegur ¢ — b voi tegur d — b. Uldisust kitsen-

damata jagugu 101-ga arv ¢ — b. Et koik arvud on 16igul 1-st 101-ni,

tdhendab see, et ¢ = b. Siis aga (a+ b) — (c + d) = a — d, kust 101-ga

jaguvuse tottu ka a = d. Seega Ats ja Pets motlesid samad arvud.
Mdrkus. a)-osas on palju muid voimalusi eitava vastuse pohjendamiseks.
Naéiteks vois Ats moelda 99 ja 36 ning Pets 33 ja 3, voi siis Ats 99 ja 20 ning
Pets 11 ja 9.

2. Vastus: (km, km), kus k on suvaline tdisarv.

Lahendus 1. Vorrandite liitmisel ja poolte iihiste liikmete koondamisel saa-

me seose sinx +siny = 0 ehk sinx = —siny. Seega y = —x + 2kn voi
y=m+x+2kn =x+ 2k + 1)n. Teisel juhul oleks |y — x| = |2k + )| = 7,
kuid esimesest vorrandist |y — x| = |sinx| < 1 < 7, vastuolu. Jarelikult

¥ = —x + 2kmn, kus k on tdisarv. Asetades selle seose esimesse vorrandisse,
saame pdrast koondamisi 2x + sinx = 2kn. Ndeme, et seda seost rahul-
dab iga tdisarvu k korral vddrtus x = ku; siis ka y = —kmw + 2kn = kn. Et
f(x) = 2x + sin x on kasvav funktsioon, ei saa vorrandil 2x + sinx = 2kn
rohkem lahendeid leiduda.

Lahendus 2. Funktsioon f(z) = z + sinz on rangelt kasvav, sest tema tu-
letis f'(z) = 1+ cosz on kaikjal positiivne, v.a iiksikutel kohtadel. See-
ga kui antud vorrandisiisteemi mone lahendi (x,y) korral x < y, siis
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Joonis 17

¥y = x+sinx < y +siny = x — vastuolu. Analoogselt annab vastuolu ka
oletus y < x. Kokkuvottes on x = y ainus voimalus. Asendus vorrandisiis-
teemi annab sinx = sin y = 0, kust x = y = kn suvalise tdisarvu k korral.
Koik paarid (km, k) antud vorrandististeemi toesti ka rahuldavad.

. Olgu |BC| = a, |CA| = b ja |AB| = c¢ ning nende kiilgede vastasnurka-
de suurused vastavalt a, f ja y (joonis 17). Siinusteoreem kolmnurka-

a a
des ABC ja IBC annavad vastavalt —— = 2R ja = 2Ry. Et
simna sin (g + %)
a a
sin(E + X = sin (90° - —) = cos —, siis
2 2 2 2
a
E: co;% sm((xx ZZSinE
R sina Ccos 5
R R
Samamoodi saame — = 2sin E ja —€ = 2sin Z.
R 2 R 2
.. R R R
Ulesande lahendamiseks on vaja toestada, et ?A + B ?C < 3 ehk
47 3
sin—+siné+sinzs—. 3)
2 2 2 2

D1 . . . 7l R .
Kuid siinusfunktsioonile rakendub piirkonnas (0, E) Jenseni vorratus, mis
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annab

1 a
— sin—+siné+sinz)
3 2 2 2

N

»

—

=
—_—

I
2.
]

Sellest vorratus (3) jareldubki.

. Lahendus 1. Tahvlil olevate arvude summa on
sp=1-n+2-n-D+4-n-2)+...+2"1.1.

Defineerime veel

Sn 1
m=—==-1+-2+--34+...+—"n
2n 2 4 8 2n
sk . > 1k 1 _TIn 11 k
Mirkame, et iga n = 1 korra rn+1—?+ §+Z+...+2nT, us geo-
1 1 1
meetrilise jada omaduste pohjal -+ - +... + < —+-+...=1.Seega
2 4 2n+l 2 g

r 1
alati,kuirn<2,siiskarn+1<?n+1<1+1:2.Etr1:5<2,siisrn<2

iga n = 1 korral. Siit saamegi, et s, = 2" - 1, < 2"*! iga n > 1 korral.

Lahendus 2. Olgu tahvlil olevate arvude summa s, soltuvalt alguses tahvli-
le kirjutatavast arvust n. Kui algselt oleks tahvlile kirjutatud n + 1, siis igat
sellest vdiksemat arvu oleks 16puks kirjutatud 2 korda rohkem kui siis, kui
alustataks arvust n. Seetottu kehtib s,41 = 25, + (n + 1) iga positiivse tdis-

arvu n korral.

Niitame induktsiooniga, et s, = 21 _(p + 2); sellest jareldub {tilesande

viide. Baas, kui n = 1, kehtib, kuna s =1=4-3 = 211 _(1+2). Kui viide
kehtib n korral, siis

Spvl = 2-Sp+(n+1) =
=2.2"™ —m+2)+(n+1) =
= 22" _opn—4+n+1=
20D _(n 4+ 1) + 2).

Seega vdide kehtib iga positiivse tdisarvu n korral.

. Vastus: (5,2).

Lahendus 1. Vaatleme antud seost ruutvorrandina x suhtes. Selle diskrimi-
nant on

D=1+4y(y+D*+1) =4y* +4y° + 4y* + 4y + 1.
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Kui vorrandi lahend on tédisarv, peab D olema tdisruut. Paneme aga tdhele,
et (2y2 + y)2 = 4y4 + 4y3 + y2 <Dja

(2y2+y+ 1)2:4y4+4y3+y2+4y2+2y+1:D+y2—2y.

Seega kui y*> — 2y > 0, siis D ei saa olla tiisruut, sest jidib suuruselt ka-
he jirjestikuse tiisarvu ruudu vahele. Vordusjuhul y? — 2y = 0 saame y
positiivsuse tdttu ainsa voimalsena y = 2 ning vastavalt

x_—1+\/5_—1+(2y2+y+1)_
=—F= 5 -

5.

Juht y?—2y < 0 annab ainsa véimalusena y = 1, mille puhul x pole tiisarv.

Lahendus 2. Ulesande vordus on samaviirne vordusega
x(x+1) =02+ PN0A+ D). (4)

Kui x < y2, siis x(x+1) < yz(y2+ 1)< (y2+y)(y2+ 1), mistottu vordus (4) ei
saa kehtida. Kui x = y*+y, siis x(x+1) = (> + ) () +y+1) > >+ (*+1)
ja vordus (4) ei saa samuti kehtida. Seega y* < x < y*> + y ehk x = y* + a,
kus 0 < a < y. Tehes selle asenduse vorrandis (4), saame uue seose
P2+ a)(y® +a+1) = (¥ + y)(y* + 1), mis pirast sulgude avamist ja liht-
sustamist annab Zayz +a’+a= y3 + y. See on samavéddrne vordusega

2a° + D) +a’—a=y(p?+1), (5)

millest jireldub, et arv y* + 1 on arvu a°

— a jagaja. Kuna aga samas
a’ —a < a® < y* < y* + 1, siis a® — a = 0, kust ainsa voimalusena a = 1.
Asendades selle vorrandisse (5), saame 2(y* + 1) = y(y* + 1) ehk y = 2. Siit

ka x =5.
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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid

1. (Aleksandr Sved) Tiiiipiliste mottekdikude eest anti punkte jargmiselt.

Lahendus, kus kasutatakse kahe astmeid:
o Ndidatud, et iga korrutise lugeja on paarisarv:
o Nadidatud, et lugejas voib mitte arvestada kahe astmeid:
o Téislahendus:
Lahendus, kus kasutatakse TSeboSovi teoreemi:
o Nadidatud, et iga murru lugeja on paarisarv:
o Seletatud, et selleks et saaks koondada viimast paaritut arvu ni-
metajas, on vaja lisada uusi liikkmeid, ehk 7-i suurendada:
o Seletatud, et selleks et saaks koondada viimast paaritut arvu
nimetajas, on vaja lisada n (v6i n — 1) uut liiget, ehk arvu n
kahekordistada:

o Seletatud, et selleks et saaks koondada viimast algarvu nimeta-
jas, on vaja lisada n (voi n — 1) uut liiget, ehk arvu n kahekor-
distada:

2. (Eno Tonisson) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Taislahendus:

o Leitud korrektselt dige vastus, aga loppvastusena esitatud mi-
dagi muud:

o Antud vastusena 42 minutit, mis tegelikult on aeg, mil rong lii-
gub (teeloleku sisse tuleks arvestada ka peatused):

o Vorrandi koostamisel arvestatud hiljem valjumist valesti:

o Leitud plaanijargne seisuaeg peatustes:

3. (Janno Veeorg) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.
o Ndidatud, et AD, BE ja CF on risti vastavalt kiilgedega BC, AC
ja AB:
o Taislahendus monede puudulike pdhjendustega:
o Téislahendus:

lp
4p
7p

Ip

2p

4p

7p

7p

6p

5p
3p
lp

lp
6p
7p

4. (Reimo Palm) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
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Toodud vilja 4 tippu, mis sobivad:

Pohjendatud, et need 4 tippu tdepoolest sobivad:

Mairgatud ja pdohjendatud, et tihelgi tahul ei tohi valida rohkem
kui 2 tippu:

Sellest 1dhtudes toestatud, et kogu kuubis ei tohi valida rohkem
kui 4 tippu:

Ip
2p

2p

2p

5. (Elts Abel) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summee-

riti.

o

o

Naidatud, et tuleb kontrollida jaguvust arvudega 9 ja 23:
Niidatud, et mistahes kahe vahe jagub 9-ga, sest koik arvud ja-
guvad 9-ga:

Leitud koostatud arvude arv 24:

Niidatud, et leiduvad kaks sama jddgiga arvu jagamisel 23-ga:
Pohjendatud, et nende kahe vahe jagub arvuga 23:
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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 10. klass

Hindamisskeemid

1. (Aleksei Lissitsin) Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Viide toestatud juhul, kui a jagub arvuga n: 2p
Sealhulgas:
e Tehtud vaid juhtum a = n: 1p
o Viide toestatud juhul, kui a ei jagu arvuga n: 5p
Sealhulgas:
e Tehtud vaid juhtum a < n: 2p

Suurem osa lahendajatest proovis kdituda sarnaselt Ziirii poolt toodud la-
hendustega. Seejuures paljud tundsid vajadust jagada lahendust kahte ossa
vastavalt sellele, kas a jagub arvuga n voi mitte.

Tahaks mainida, et seda iilesannet on voimalik lahendada ka induktsiooni-
ga a jargi, kusjuures selline ldhenemine ei vaja ka tegelemist arvu a jadki-
dega. See tundub olevat lihtsam viis, kuidas teha seda iilesannet, aga ainult
kaks lahendajat tegi niimodi.

2. (Heiki Niglas) Tiipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Tehtud moni kasulik tdhelepanek: 1p
o Kasutatud 6igeid ideid, aga mitu hooletusviga voi muud eba-
tdpsust ei voimaldanud lahendust l6puni viia: 2p
o Peaaegu tdislahendus mone viikese ndpuveaga: 5p
o Téislahendus: 7p

Uldiselt oli iilesannet histi lahendatud. Paljud olid #ra tabanud idee viia
koik murrud tihisele nimetajale. Samas sulgude avamisel oli mitmel lahen-
dajal tulnud sisse moni hooletusviga, mis ei vdimaldanud lahendust kor-
rektselt 16puni viia.

3. (Kairi Kangro) Tiiipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Niidatud, et nurk ACE vordub poolega nurgast BCA, edasine
lahendus vigane v6i puudub: 2p

o Taislahendus: 7p

4. (Uve Nummert) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargmiselt:
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o Taielik lahendus (pdhjendatud, miks k = 1 ei sobi, ning tildku-

jul kirjeldatud iga k > 1 jaoks sobiv konstruktsioon, voi eraldi

sellised konstruktsioonid paaris- ja paaritute arvude k jaoks): 7p
o Esitatud konstruktsioon, mis on rakendatav iga k > 1 korral,

kuid see on kirjeldatud ainult konkreetsete véikeste k-de jaoks,

mitte {ildjuhul: 5p
o Esitatud tildkujul kirjeldatuna konstruktsioon, mis sobib kéigi

paarisarvude k (kuid mitte paaritute arvude) korral: 3p
o Esitatud konstruktsioon, mis sobib koigi paarisarvude k korral,

kuid see on kirjeldatud ainult konkreetsete véikeste k-de jaoks,

mitte {ildjuhul: 2p
o Esitatud konstruktsioon ainult k = 2 ja/voi k = 3 jaoks: 1p

Paljud lahendajad arvasid, et ndutava omadusega paigutust ei leidu iihegi
k korral, ja tiritasid seda pohjendada. Sellised lahendused punkte ei saa-
nud.

Ulesande tingimustele vastavaid paaris- ja paaritute arvude paigutusmust-
reid on siin palju ning lahendustes esitatud konstruktsioonid olid ka pea-
aegu koik erinevad.

. (Targo Tennisberg) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Kasitletud juhtum, kus neli arvu annavad sama jaagi: 3p
o Kasitletud juhtum, kus tekib kaks paari, mis kumbki annavad
omavahel vordse jaagi: 3p
o Selgitatud, et vordsete jadgipaaride leidmine annab meile vord-
sed summad: 1p

Kui arvud asendati jadkidega pohjendamata, miks nii saab teha, kuid mui-
du oli lahendus 6ige, voeti 1 punkt maha. Muud fundamentaalsed arutlus-
vead loeti vordseks iilesande iihe poole késitlemata jatmisega. Kui lahen-
dusest oli ndha, et lahendaja saab erinevatest juhtudest aru, kuid ei suut-
nud neid korrektselt kirjeldada, sai 2 punkti.

Monedes lahendustes prooviti ndidata, et kuna meil tekib rohkem kui m
erinevat arvupaari, peab neil olema Dirichlet’ printsiibi pohjal samu sum-
masid. Kuna need paarid pole aga iiksteisest soltumatud, ei vii see motte-
kiik sihile.
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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 11. klass

Hindamisskeemid

1. (Maksim Ivanov) Ziirii lahenduse 2 allpool mirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

[¢]

(o]

[¢]

(o]

Niidatud, et 2014 + n on 2014 jagaja: 3p
Leitud arvu 20142 esitus algarvude astmete korrutisena: 1p
Leitud arvu 20142 positiivsete jagajate arv: 2p

Leidut arvu 20142 positiivsete jagajate hulgast arvust 2014 suu-
remate jagajate arv: 1p

Ziirii lahenduse 1 moel tegi ainult iiks dpilane ja sai maksimumpunktid.
Ziirii lahenduse 2 moodi teinud 6pilased ei jobudnud keegi isegi dige vas-
tuseni. Paljud oletasid, et n peab olema arvu 2014 kordne ning said kétte
7 erinevat védrtust. See oletus aga ei pea paika, sest nt n = 795 pole arvu
2014 kordne, kuid rahuldab tilesande tingimust.

2. (Mark Gimbutas) Lahenduse allpool mairgitud osade eest antud punktid

summeeriti.
o Naidatud vorratus (2) ziirii lahenduses: 4p
Sealhulgas Ziirii lahenduse jdrgi:
e Ulesande vorratuse vasak pool viidud kujule, kus % + % + %
on eraldi: 1p
e Mirgitud vorratus aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise
kohta: Ip
Sealhulgas lahendusega iimberpaigutusvorratuse abil:
e Mairgitud, et tildisust kitsendamata voib eeldada a < b < c: 1p
-Iéireldatud,etsiisEs%s;jal+abs1+cas1+bc: 1p

o

1 1 1
Niidatud, et a+_+b+Z+C+_ >Va2+2+Vbh2+2+Vc2+2:  3p
a c
Sealhulgas:
1
e Mirgitud, et x + — > V x2 + 2: 2p
X

3. (Jaan Vajakas) Tipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

(o]

Pohjendatud (nt joonise pohjal), et nurga D suurus saab olla
120°: 1p

32



o Mainitud, et juhul /D > 60° on tidpselt iiks siimmeetriline
lahend:

o Toodud sihile viiv idee kasutada siinusteoreemi:

o Oluline osa tdestusest olemas, aga siis on tehtud suurem arvu-
tusviga:

o Toestuskiik sisuliselt olemas, kuid esineb viiksemaid arvutus-
ja loogikavigu:

. (Kaie Kubjas) Tiilipiliste lahenduste eest anti punkte jargnevalt.

o Niidatud iga n = 2 jaoks modne mittetriviaalse varvimise jaoks
teisendus malelauaks:
o Kirjeldatud lahenduseni viiv idee ilma detailsete selgitusteta:

Ip
2p

4p

5p

Ip
3p

. (lvo Adermann) Lahenduse allpool mairgitud osade eest antud punktid

summeeriti.

o Pohjendatud, et kui Jaak tagastab kuu ménel muul péeval pea-

le esimese, siis jargmises kuus tagastab ta raamatu iihe pieva

vOrra varem:

o Jédreldatud, et saabub kuu, mil Jaak tagastab raamatu kuu esi-
mesel pédeval:

o Ndidatud, et kui Jaak tagastab raamatu mingi kuu esimesel pée-
val, siis teeb ta seda ka iga jargneva kuu esimesel pédeval:
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Eesti LXI matemaatikaoliimpiaad

8. marts 2014 L&ppvoor 12. klass

Hindamisskeemid

1. (Oleg Kosik) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid sum-

meeriti.
o Osa a) ndide koos selgitusega: 3p
o Osab) toestus: 4p
2. (Ksenia RozZinskaja) Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid
summeeriti.
o Vorrandite liitmisel jdoutud seoseni sin x + cos x = 0: 1p
o Leitud lahend y = —x + 2kmn: 1p
o Leitud lahend y = 7 + x + 2kn: 1p
o Ndidatud, et lahend y = 7 + x + 2kn ei sobi: 1p
o Asendatud seos y = 7 + x + 2kn esimesse vorrandisse : 1p
o Joutud lahendini (k7, kn): 1p
o Nadidatud, et teisi lahendeid ei ole: 1p

Enamikes lahendutes puudus pohjendus, miks teisi lahendeid ei ole.

3. (Hendrik Nigul) Lahenduse allpool mairgitud osade eest antud punktid
summeeriti.

o Summa Ry + Rp + Rc avaldamine R ja poolnurkade siinuste
kaudu: 5p
Sealhulgas tiiiipiliste kasulike motete eest:

e Kasutatud siinusteoreemi kolmnurkades BIC, CIA, AIB

ja ABC ja tehtud neist kasulikke jareldusi: 3p
e Kasutatud siinusteoreemi kolmnurkades BIC, CIA, AIB
ja ABC ilma jargneva progressita: 1p

* Mainitud, et ithikringjoone sisse joonistatud kéélkuusnur-

ga imbermd&6t on suurim, kui kuusnurk on korraparane: 2p
e Mainitud, et kolmnurkade BIC, CIA ja AIB iimberring-

joonte keskpunktid asuvad kolmnurga ABC {imberringjoo-

nel: 1p
- . o o @ By 3
o Tdéestatud, et kui a+ p+7y = 180°, siis s1n§ +s1n§ +s1n§ < 5: 2p
4. (Ahti Peder) Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid sum-
meeriti.
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o Leitud valem s, = n+2'(n—1) +22(n —2) + ... + 2" tahvlil

olevate arvude summa véljendamiseks: 1p
o Piistitatud hiipotees s, = 2"*! — (n + 2): 3p
o Hiipotees toestatud: 3p

Kahes t66s oli ndidete abil leitud valem s, = 2"

sellest tilesande lahenduseks piisab.

— (n + 2) ja mainitud, et

. (Urve Kangro) Ruutvorrandi lahendamist kasutava lahenduse allpool mar-
gitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Lahendatud ruutvorrand x suhtes: 1p
o Pandud tdhele. et D peab olema tédisruut: 1p
o Ndidatud, et (2y2 + y)2 <D= (2y2 +y+ 1)2 - (y2 -2y): 3p
o Lahendus lépule viidud: 2p

Asendust x = y* + a kasutava lahenduse allpool mirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Niidatud, et x > y*: 1p
o Asendatud x = y* + a ning lihtsustatud: 1p
o Naidatud,eta< y—1 (vdi a < y): 1p
o Niidatud, et y> + 1 on a® — a jagaja: 2p
o Lahendus lépule viidud: 2p

Ainult 6ige vastuse eest ilma pdhjenduseta, miks rohkem lahendeid pole,
sai 1 punkti. Punkte ei saanud pohjenduste eest, mis proovisid ldbi mo-
ningaid voimalusi, nditeks x = y, x = y +1, x = y2 +1, x=y@+1
jne., sest pole kuidagi péhjendatud, miks rohkem voéimalusi pole (nditeks
x = abc, kus a on y jagaja, b on y + 1 jagaja ja c on ¥ + 1 jagaja).
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