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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Kaks positiivset tdisarvu sisaldavad kahe peale kokku iga numbrit 0, 1,...,9
tapselt korra. Leia suurim voimalik nende kahe arvu suurim iihistegur.

Kas arv 2022 - 2023 - 2024 - 2025 + 1 on mingi tdisarvu ruut?

Kolmnurga ABC tipu B juures oleva sisenurga poolitaja ldikub kolmnurga
ABC tmberringjoonega punktis P (P # B). Punkti P ldbiv sirge, mis on risti
sirgega AC, 16ikub kolmnurga ABC {imberringjoonega punktis P’ (P’ # P).
Toesta, et nelinurk APCP’ on ruut parajasti siis, kui ZABC = 90°.

On antud pulgad pikkusega 1, millest igaiihe peale on kirjutatud number 1,
2 voi 3. Iga numbriga pulki on piiramatus koguses. Loeme kolmest pulgast
moodustatud kolmnurki erinevateks, kui iihe kolmnurga pulkadest ei saa
moodustada teist kolmnurka.

a) Mitu erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka on iildse voi-
malik?

b) 18 pulgast moodustatakse vordkiilgne kolmnurk kiilje-
pikkusega 3, mis on jaotatud 9 vordkiilgseks kolmnurgaks
kiiljepikkusega 1, mis koik on erinevad. Leia suurim voi-
malik suure kolmnurga kiilgedel olevale 9 pulgale kirjuta-
tud numbrite summa.

Kolmnurgas ABC valitakse kiiljel AC punkt M ja seejérel 16igul BM punkt K
1 1
nii, et |[AM| = §|AC| ja |BK| = ZIBMI. Olgu N sirge AK loikepunkt kiiljega

BC. Mitu protsenti moodustab nelinurga MKNC pindala kolmnurga ABC
pindalast?



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

1 1 1 1 1
. Leiasumma\/1+—+—+\/1+—+—+...+\/1+—+—.
12 22 22 32 20212 20222

Naturaalarvude a ja b liitmisel jdttis Juku kogemata taskuarvutisse sisesta-
mata arvu a 1opunumbri 7 ning sai vastuseks 2022. Kui Juku oleks samade
arvude liitmisel unustanud taskuarvutisse sisestamata hoopis arvu b 16pu-
numbri, siis olnuks tulemuseks 5000. Leia arvude a ja b summa.

1

Punktid A, D, E ja C asuvad iihel sirgel selles jdrjestuses. Punkt B valitakse
nii, et kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased (antud tippude jirjekorraga),

AC
kusjuures |EC| = 2|AD| ja ZABC = 120°. Leia ||AD|| .

Kéarbsekasvanduses on 100001 d4ddikakédrbest. Uurimisrithm soovib kasvan-
duselt osta mingi hulga kérbseid, et teha ({ihekordselt) kas eksperimenti A
voi eksperimenti B (aga mitte molemat).

Eksperimendi A jaoks vajab uurimisrithm sellist hulka kérbseid, kellest tikski
pole mone teise selles hulgas oleva kirbse jareltulija. Sellise hulga eest mak-
saks uurimisrithm kasvandusele 505 eurot pluss 5 eurot iga kdrbse kohta.

Eksperimendi B jaoks vajab uurimisriihm aga sellist hulka kdrbseid, kelle
seast mistahes viisil kaks kdrbest valides on iiks neist teise jareltulija. Sellise
hulga eest maksaks uurimisrithm kasvandusele 1000 eurot pluss 10 eurot
iga kdrbse kohta.

Toesta, et kasvanduses leidub selline hulk kdrbseid, mille eest maksaks uuri-
misriihm vdhemalt 3010 eurot.

Mdrkus. Igal kédrbsel saab kasvanduses olla kuni 2 vanemat.

Teravnurkse kolmnurga ABC {imberringjoone raadius on R ning korguste
loikepunkt on H. Tdesta, et |AH|* + |BC|* = 4R?.



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Leia koik tdisarvuliste kordajatega poliinoomid P(x), millel on jargmine
omadus: kodigi tingimust SUT(u, v) = 1 rahuldavate positiivsete tdisarvude
paaride (u, v) korral SUT(IP(w)|, IP(v)]) = 1.

Mcdrkus. Poliinoom P(x) on tapselt Gihest tundmatust x soltuv avaldis ku-
jul a;x + a1 x"' + ...+ a1x + ap, kus [ on mingi naturaalarv; arvusid

a, a-y,...,a, ap nimetatakse selle poliinoomi kordajateks. 1ga arvu c kor-
ral tdhendab P(c) avaldise P(x) vaartust, kui votta tundmatu x vaartuseks c.

. Leia koik reaalarvukolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

X
—+Z+xy=3,
Yy oz

Yy oz

=+—-+yz =3,
z X Y

z X
—+—+2zx = 3.
Xy

Mittevordkiilgse kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt on H ja timberring-
joone keskpunkt O. Olgu D kolmnurga ABC tipust A tdommatud korguse
|AH]|
|HD|

Taisarvuliste kiiljepikkustega ristkiilik on jaotatud 2022 tihikruuduks. Véhe-
malt tiks tithikruut on vérvitud mustaks. On teada, et koigis ridades on tihe-
palju musti tihikruute ja ka koigis veergudes on iihepalju musti ihikruute.
Leia koik voimalused, milline voib olla mustade tihikruutude arv kokku.

aluspunkt. Toesta, et /AHO = 90° parajasti siis, kui =2.

Opetaja kirjutab tahvlile jarjest numbrid 20212022. Juku peab nende numb-
rite vahele kirjutama tédpselt iihe korra koiki tehtemarke (+, —, -, 1), nii et te-
kib korrektne matemaatiline avaldis, millel on reaalarvuline véirtus, ning
leidma selle véartuse.

a) Kas Jukul on voimalik saada 1opptulemuseks arv 0?

b) Kas juhul, kui 6petaja lubaks kasutada ka sulge, saaks Juku tekitada suu-
rema védrtusega avaldisi kui ilma sulgudeta voimalik?

c) Toesta, et leidub arvust 1000 vdiksem positiivne tdisarv, mida Jukul ei
ole voimalik (sulge kasutamata) avaldise véartuseks saada.



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Tahvlile on kirjutatud mingi hulk erinevaid positiivseid tdisarve. Kui kirju-
tatud arvudest kustutada koige vdiksem arv, siis koigi allesjddnud arvude
summa ja korrutise jagatis on 4 korda suurem kui algsete arvude summa
ja korrutise jagatis. Leia koik voimalused, milline hulk arve saab olla algselt
tahvlil.

. Funktsioon f(x) on méadratud koigil positiivsetel reaalarvudel ja votab posi-

tiivseid reaalarvulisi vdadrtusi. On teada, et leidub selline 1-st erinev positiiv-
ne konstant c, et iga positiivse reaalarvu x korral

(Fex)’ = fef (*x).

Kas voib kindlalt viita, et see funktsioon rahuldab antud vordust iga posi-
tiivse reaalarvulise konstandi ¢ ja positiivse reaalarvu x korral?

Kolmnurk imbermodduga P on jaotatud k kolmnurgakujuliseks tiikiks, kus
k=2.

P
a) Toesta, et leidub tiikk, mille imberm606t on suurem kui %
b) Todesta, et kui algne kolmnurk on vordkiilgne, siis leidub tiikk, mille im-

P
berm60t on vihemalt _k .

. Olgu n positiivne tdisarv. Iga k = 1,2, ..., n — 1 korral nimetame naabriteks

kaht kombinatsiooni n elemendist k-kaupa, kui neis kombinatsioonides on
tdpselt k—1 tihist elementi (ehk nad erinevad tidpselt iihe elemendi poolest).
Toesta, et sellises n elemendist k-kaupa kombinatsioonide valikus, milles
{ikski kaks kombinatsiooni pole naabrid, ei saa olla rohkem kui CX~1 kom-
binatsiooni.

Toesta, et leidub lopmata palju positiivseid tdisarve 7, mille korral saab
tdisarvud 1, 2,3, ...,2n jaotada paaridesse nii, et paaride liikkmete korrutiste
summa jagub arvuga 2n.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

26 mapTa 2022 r. 3akounTeNbHBIT TYp 9 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

JIBa IOJIOKUTEIBbHBIX IIeJIbIX YHCJIa COJepsKaT BMECTE Ha JIBOUX KAKAYIO U3
mucdp 0,1,...,9 poBHO 110 ogHOMY pady. HaiiT HanboJbIINY BO3MOKHBIN Ha-
nOOJBIINI 00N 1eJTUTESIb 9TUX IBYX YHCEJL.

ABaserca i yucso 2022 - 2023 - 2024 - 2025 + 1 kBagpaTOM KaKOT0-TO 1[€JI0T0
qucJsa?

BuccexTtpuca yia npu BepunHe B TpeyroibHuka ABC mepeceKkaeT OnucaH-
HYIO OKPY>KHOCTB TpeyrosibHuka ABC B Touke P (P # B).IIpsimas uepes TOY-
Ky P, nepnenaukyssipaas npsamoit AC, mepecekaeT ONMCaHHYI0 OKPYKHOCTh
TpeyrosbHuKa ABC B TOYKe P' (P # P). Jlokasarb, 4YTO YETbIPEXYTOJILHUK
APCP' siBisiercs KBaJ[paToM TOTJIa ¥ TOJIBKO Torma, korga ZABC = 90°.

JlaHbl TAJIOYKU UIMHOH 1, Ha KayKJ0H N3 KOTOPBIX HamMcaHa ogHa u3d uudp 1,
2 wim 3. Ilamodek ¢ ka0 u3 nudp HeorpaHMYeHHOe KOJINYecTBO. bynem
CYUTATh TPEYTOJIbHUKHU, COCTABJIEHHBIE U3 TPEX IMAJI0YEK, PA3JIMYHBIMU, ECITU
W3 MaJI0Y€eK OJTHOTO TPEYroJbHIKA HEBO3MOKHO COCTABUTD JIPYTOH TPEYT0JIb-
HUK.

a) CKOJIBKO pasJyIMYHbIX TPEYTOJIbHUKOB U3 TPEX IaJI0ueK BCEro CyIlecTBY-
er?
6) 113 18 majoyek COCTABJIAIOT PABHOCTOPOHHUN TPEYIoJb-
HUK C JJINHOHW CTOPOHBI 3, pa3e/IéHHbIN HA 9 PaBHOCTO-
POHHUX TPEYrOJIbHUKOB C IJINHOM CTOPOHBI 1, KOTOPBIE BCe
passaum4Hbl. HaliTy HanboJIbIITyI0 BO3MOSKHYIO CyMMY Iudp,
HaIMCaHHBIX Ha 9 TaJI0YKaX CTOPOH OO0JBIIOTO TPEYroh-
HHUKA.

B rpeyronbauke ABC Ha cropoHe AC 0oTMedarT TOUKy M, a 3aTeM Ha OTPE3KeE

1 1
BM Toury K Tak, uto |[AM| = §|AC| u |BK| = ZIBMI. IIycte N — Touka

nepecedenus npssmoit AK co ctopoHoit BC. CKOJIBKO MPOILIEHTOB COCTABJISIET
mIomanb yereipéxyronbanka MK NC ot miiomany rpeyroabHuka ABC?



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

26 mapTa 2022 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 10 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

ITpu c/105KeHNHN ABYX HATYpPAJIbHBIX uuces a u b IOpa ciaydaiiHo 3a0bLI BBe-
CTH B KJIBKYJISITOP TOCJIEHIO0 U Py YKCIa d, KOTOpasi paBHsIACH 7, U ITO-
Jgryanst otBeT 2022. Eciii 661 BMecTo 9T0r0 FOpa 3a0b11 BBECTH B KAIBKY/ISATOD
nocJeaHon nudpy ducsaa b, To mosyyunsa 661 orBet 5000. Hatitu cymmy uncest
aunb.

1 1 1 1 1 1
Haiitu cymm \/1+—+—+\/1+—+—+...+\/1+—+—.
My 12722 2" 32 20212 20222
Touku A, D, E u C pacnoJioskeHbl Ha OGHON NIPSIMOM B YKa3aHHOM IOPSIIKe.
Touky B 0oTMedaroT TakK, 4To TpeyronbHuKu ADB u BEC nono0HbI (B TaHHOM
|AC]
|AD|’

nopsiike Bepiu), npuuém |EC| = 2|AD| u ZABC = 120°. Haiitu

Ha ¢pepme 1o passenenuto myx skuBet 100001 yrcycHbIX MyX. McciiemoBareib-
CKas IpyIIa XoueT IPUOOPecTH Y hepMbl HEKOTOPOE MHOKECTBO MyX, YTOOBI
MIPOBECTH OTHOKPATHO OJIMH M3 9KCIIepIMEHTOB A U B (HO He 06a BMecTe).

JlJis1 aKCcIlepuUMeHTa A HUCC/lefoBaTe/IbCKOH IpyIie TpedyeTcss Takoe MHOMKe-
CTBO MyX, B KOTOPOM HU OJIHA MyXa He SIBJISIETCSI IOTOMKOM KaKOH-TO Apyroi
MYXH{ U3 3TOTO MHOSKECTBA. 3a TAKOEe MHOYKECTBO MCCJIeJ0BATEIbCKAsA IpyIa
3artaruia 0s1 pepme 505 eBpo IITIOC 5 eBPO 32 KAYKAYIO MYXY.

JlJis1 aKcllepuMeHTa B ucciieqoBaresibCKOH rpyie TpedyeTcs: Takoe MHOMKe-
CTBO MYX, UTO, BbIOMpAsi U3 HETo JI00bIe IBE MyXH, OJIHA U3 HUX OyJIeT ABJIATHCS
IIOTOMKOM Jpyroi. 3a Takoe MHOKeCTBO HUCCJIe/loBaTe/IbCKasi Ipymia 3aria-
tisia 61 pepme 1000 eBpo matoc 10 eBpo 3a KAKAYIO MYXY.

Jlokasarb, 4TO Ha (pepMe HaAUIETCS MHOKECTBO MyX, 32 KOTOpOe HCCIIe0Ba-
TeJIbCKas IPyIIa 3arsaTu/iaa 0bl 1o MeHsbiei mepe 3010 espo.

ITpumeuanue. Y KaKI0N Myxy MOYKeT OBITh Ha (pepMe 10 2 popuTesie.
Ilycte R — paanyc ONMCAHHOIN OKPYKHOCTH OCTPOYTOJIBHOTO TPEYTOJIbHH-

ka ABC, a BBICOTBI TPEYrOJIbHUKA IepeceKaloTcs B Touke H. Jlokasarb, 4yTo
|AH|? + |BC|?> = 4R?.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

26 mapTa 2022 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 11 knacc

Bpems, omeodumoe 05 peuieHusi: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 06ocHo8arHoe peuierue kadxc0oii 3adavu 0aém 7 6aan06.
BcnomozamenvHble nucbMeHHble MAMepuaibl UL INeKMPOHHble NPUOOPbL He pa3peuleHbil.

1.

HaiiTu Bce MHOTO4JIE€HBI C 11eJI09MC/IeHHBIMU Koad durnentamu P(x), y KoTo-
PBIX ECTB CJIE/TYIOIIEE CBOMCTBO: JJIsI BCEX TAKUX MaP IMOJIOKUTETbHBIX IIEJTBIX
uncea (u, v), yro HOM(u, v) = 1, Bemmoausercs HOI(|P(w)|, |P(v)]) = 1.
Hpumeuanue. MHozounern P(x) — 9T0 3aBHUCsIIee POBHO OT OJHOU HEM3BECT-
HOWM X BBIpa)KEHUE BUA alxl + al_lxl_l +...4+ a1 x+ ap, tne | —kakoe-To Ha-
TypasJbHOE YHCJI0; YUCa ], A]—1, - - ., 41, Ay Ha3bIBAIOTCA Koauluenmamu
3TOTO0 MHOTOYJIeHA. J[JIsT KayKIoro YmcJia ¢ 3anuch P(c) o0o3HavaeT 3HaYeHUE
BhIpaskeHust P(X), ec/i 3HaYeHNEM HEM3BECTHOU X B3SITH C.

HaiiTy Bce TPOUKH [eMCTBUTEIbHBIX YUCe (X, ¥, Z), YAOBJIETBOPSIOIINe CU-
creMe ypaBHEHUU

X
—+X+xy=3,
Yy z

Yy z
=+—-+yz =3,
2 x Y

z X
—+—+2zx = 3.
X

BbIcOTHI HEPABHOCTOPOHHETO TpeyrosbHuKa ABC nepecekarorcs B Touke H,
a [IEHTP OMMCAHHOU BOKPYT HETO OKPY;KHOCTU HaxoguTcs B Touke O. ITycts D
— OCHOBaHUe IPOBEIEHHOM 13 BepIINHBI A BbICOTBI TpeyrojbHuka ABC. Jlo-
H|
|HD|
IIpsIMOYTOJIBHUK CO CTOPOHAMH II€JIOYMCJIEHHON JIMHBI pas3jaesén Ha 2022
KJIETKU B (popMe eTUHUYHOTO KBaapaTa. [1o KpaliHel Mepe O/lHa KJIeTKa 0-
KpallleHa 4€pHbIM. MI3BECTHO, YTO BO BCEX PsALaX HOPOBHY YEPHBIX KJIETOK, U
TaK’Ke U BO BCeX CTOJIOIaxX HOpOoBHY. HaliTh Bce BO3MOKHOCTH, CKOJIBKO BCETO
MOJKET OBITh YEPHBIX KJIETOK.
YuunreJsibHUIIA 3AIIMCHIBAET HA IOCKE 10 MOPAAKY nudpsr 20212022, Bacsa noJ-
SKeH MesK/ly 3TUMHU I paMu 3anucarbh POBHO 110 OJHOMY pa3y Bce 3HAKH Jieii-
cTBUI (+, —, -, 1) TaK, YTOOBI OJYYHUIJIOCh KOPPEKTHOE MareMaTU4eCKOe BbIpa-
SKEHUeE, Y KOTOPOTOo OyeT NelCTBUTE/IbHOE 3HAYEHHE, M HAUTH 9TO 3HAYEHUE.

a) Mosker su Bacst mosryuuth orBeToM 07?

6) B coyuae, ecyii yYUTETbHUIA PA3PEIINUT UCIIOJIB30BATh TAKIKE U CKOOKH,
CMOZKET J1 Bacsi moJ/ty4uTh BBIpQYKEHUS C OOJIBIINM 3HAYEHUEM, YEM 3TO
BO3MOKHO 0€3 CKOOOK?

B) JloKasaTh, YTO CyIIECTBYET IOJIOKUTEJBHOE [IeJI0€ YHNCJIO MEHBIIIEE, YEM
1000, moJry4uTh KOTOpPOE 3HAaUYEeHUEeM BbIpa’KeHUs1 HEBO3MOYKHO (He HUC-
10JIb3YS CKOOKM).

Kkasarb, uTo ZAHO = 90° Torga u ToJIbKO TOLa, KOIma



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

26 mapTa 2022 r. 3akaouUTENbHbIT TYp 12 knacc

Bpems, omeodumoe 015 peuwienus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6an06.
BcnomozamenvHble nUCbMeHHble MAMePUALbL UL JIeKINPOHHbLe NPUOOPbLL He pas3peuieHbl.

1.

Ha mocke 3anmucaHo HEKOTOpOE MHOYKECTBO Pa3/IMYHbIX IOJI0KUTEIbHBIX Iie-
JibIX unceJ1. Eciu cTepeTs caMoe MaJIeHbKOE U3 3allCAHHBIX YHUCeJI, TO OTHO-
IIeHre CyMMBI U IIPOM3BEeIEeHUs OCTaBIINXCA Ynces OymeT B 4 pasa OoJiblile,
YyeM OTHOIIIeHIe CYMMBI 1 ITPOU3Be/IeHNA TepBOHavaIbHbIX ynces1. HaiiTu Bce
BO3MO’KHOCTHU TOT0, KAKOE MHOKECTBO YKCesI MOKeT OBITh Ha IOCKe B HayaJle.

ODyukiws f(X) onpe/eseHa 1Jisi BCEX OJI0KUTENbHBIX TeCTBUTEIbHbIX Y1-
ceJl 1 IPUHUMAET MOJIOYKUTEJIbHBIE JIeHCTBUTEIbHbIE 3HAYEHUsI. 113BECTHO,
YTO HAUIETCS Takast OTIMYHAs OT 1 MOJIOKUTEJIbHASI KOHCTAHTA C, YTO MPU
KasKIOM II0JIOKUTEHHOM IEHCTBUTEILHOM X BBIITOJIHSIETCS

(f(cx))2 = f(x)f (*x).

MOSKHO JI C YBEPEHHOCTBIO YTBEPSKAATh, YTO 3Ta (PYHKIUS YIOBJIETBOPSIET
JTAaHHOMY PaBeHCTBY AJ1A KasK /101 IOJI0KUTE/IbHOM e ICTBUTE/IbHOM KOHCTaH-
ThI C ¥ JIJIST KAKI0TO MTOJIO}KUTETLHOTO IEHCTBUTETBHOTO X?

TpeyrosbpHUK ¢ tepuMeTpoM P pasnesién Ha k TpeyrobHBIX KYCKa, e k = 2.

a) Jlokasarb, 4TO HAUIETCS KYCOK C IEpUMETPOM OO0JIbIIIE, YeM T
6) JlokasaTh, YTO eCJIM IEPBOHAYATHHBIN TPEYTOJbHUK PABHOCTOPOHHUM, TO
P

HAUJETCS KYCOK C IEPUMETPOM HE MEHBIIIE, YEM ﬁ
JlaHO 1eJ10€e MOJI0KUTETbHOE YrCI0 1. [lyist kaskaoro k = 1,2,..., n — 1 Haso-
BEM cocedsiMu IBA COYETAHUS 110 k 9JIEMEHTOB U3 1, €CJIA B 3THX COUYETaHUAX
poBHO k — 1 OOIIUX 3/IEMEHTOB (T. €. OHM OTVIMYAIOTCSI POBHO OJHUM 3JIEMEH-
TOM). J/IoKasaTh, 4TO B HAOOpe COUeTaHU 110 kK 3/1eMEHTOB U3 71, B KOTOPOM HU-
KaKue JBa COYEeTaHUsI He sIBJISIIOTCS COCEIsIMU, He MOJKET ObITH 0O0JIbIIIE, YeEM
C],fj COYEeTaHUH.

JlokasaTb, YTO HAUIETCSI OECKOHEYHO MHOTO IIOJIOKUTEIbLHBIX ITeJIBIX YK CeI 11,
TIPY KOTOPBIX Tiestble unchaa 1,2,3,...,21n MOJKHO pa3OUTh HA Maphl TAK, YTO
CcyMMa MPOM3BeIeHNH YrceJI B Tapax JeJINTCS Ha 211.



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 9. klass

Lahendused

1. (Hdirmel Nestra)

Kaks positiivset tdisarvu sisaldavad kahe peale kokku iga numbrit 0, 1,...,9
tapselt korra. Leia suurim voimalik nende kahe arvu suurim tihistegur.

Vastus: 48651.

Lahendus. Oletame algul, et need kaks arvu on molemad 5-kohalised. Pane-
me tdhele, et kahe erineva arvu tihistegur ei saa olla suurem kui pool suure-
mast arvust; seega antud arvude suurim tihistegur peab olema viiksem kui
50000. See tdhendab, et kui see suurim {iihistegur on 5-kohaline, siis tema
esimene number ei saa olla suurem kui 4. Olgu see suurim iihistegur d ning
oletame, et ta on 5-kohaline ja tema esimene number on 4; sel juhul peab
suurem kahest arvust olema 2d (sest 3d oleks 6-kohaline) ja vdiksem ole-
ma d. Kui arvu d teine number oleks 9, siis oleks arvu 2d esimesed kaks
numbrit kas 98 v6i 99, kuid molemal juhul esineks number 9 kahes arvus
topelt. Seega arvu d teine number ei saa olla suurem kui 8; oletame, et see
on 8 ning arvu 2d esimene number seega 9. Kui arvu d kolmas number
oleks 7, siis peaks ka arvu 2d teine number olema 7. Seega arvu d kolmas
number ei saa olla suurem kui 6 ning neljast esimesest numbrist moodus-
tuv arv ei saa olla suurem kui 4865; oletame, et arvu d esimesed neli numbrit
on 4865. Siis arvu 2d esimesed kolm numbrit on 973 ja neljas number on 0,
sest ihelistest ei saa piisavalt suurte numbrite puudusel tekkida iilekannet.
Ule jddvad numbrid 1 ja 2, mille jaotamiseks ainus véimalus on d = 48651
ja 2d = 97302. Need arvud ka rahuldavad tilesande tingimusi.

Kui iilesande tingimusi rahuldavad kaks arvu ei ole 5-kohalised, siis saab
nende arvude suurim tihistegur olla tilimalt 4-kohaline, sest kahe arvu iihis-
tegur ei saa olla suurem viiksemast arvust. Jarelikult eelmises 16igus leitust
suuremaid lahendeid ei leidu.

2. (Urve Kangro)
Kas arv 2022 - 2023 - 2024 - 2025 + 1 on mingi tdisarvu ruut?
Vastus: jah.

Lahendus. Olgu a = 2022 ja b = a(a +3) = a® + 3a. Paneme tihele, et
(a+1)(a+2) =a*+3a+2=Db+2.Seega

a(a+1)(a+2)(a+3)+1=b(b+2)+1=(b+1)2.
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Joonis 1

3. (Erik Paemurru)
Kolmnurga ABC tipu B juures oleva sisenurga poolitaja 16ikub kolmnurga
ABC timberringjoonega punktis P (P # B). Punkti P ldbiv sirge, mis on risti
sirgega AC, 16ikub kolmnurga ABC {imberringjoonega punktis P’ (P’ # P).
Toesta, et nelinurk APCP’ on ruut parajasti siis, kui ZABC = 90°.
Lahendus 1. Piirdenurga omaduse pohjal ZABC = ZAP'C (joonis 1). Seega
piisab iilesande lahendamiseks niidata, et nelinurk APCP’ on ruut parajasti
siis, kui ZAP'C = 90°.
Kuna ZABP = ZCBP,siis |AP| = |CP|. Seega PP' on kiilje AC keskristsirge,
sest vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud korgus asub keskristsir-
gel. Jarelikult sirge PP’ 1ibib kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunkti
ehk kool PP’ on diameeter. Thalese teoreemist ZPAP' = ZPCP' = 90°.
Kui ZAP'C = 90°, siiska ZAPC = 180° — 90° = 90°. Seega nelinurk APCP’
on ristkiilik ja kahe ldhiskiilje AP ja CP pikkuste vordsuse tottu ka ruut. Tei-
salt, kui APCP’ on ruut, siis ilmselgelt ZAP'C = 90°. Sellega ongi vajalik
samavdadrsus toestatud.
Lahendus 2. Piirdenurga omaduse pohjal ZABC = ZAP'C. Seega piisab
iilesande lahendamiseks niidata, et nelinurk APCP’ on ruut parajasti siis,
kui ZAP'C =90°.
Kuna ZABP = ZCBP,siis |AP| = |CP|. Seega sirge PP’ poolitab kiilje AC,
sest vordhaarse kolmnurga tipunurgast tommatud korgus ja mediaan iih-
tivad.
Kui ZAP'C = 90°, siis Thalese teoreemi pohjal on AC kolmnurga ABC {im-
berringjoone diameeter. Jarelikult teda poolitav k6ol PP’ 1dbib kolmnurga
ABC timberringjoone keskpunkti, mis tdhendab, et ka AC poolitab kdo-
lu PP'. Et iilesande tingimuste péhjal PP’ 1 AC, siis nelinurga APCP’
diagonaalid on risti ja poolitavad teineteist, siis nelinurk APCP’ on romb
ning Z/AP'C = 90° tottu ka ruut. Teisalt, kui APCP’ on ruut, siis ilmselgelt
/AP'C = 90°. Vajalik samavéirsus on toestatud.
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4. (Maksim Ivanov)

On antud pulgad pikkusega 1, millest igaiihe peale on kirjutatud number 1,
2 voi 3. Iga numbriga pulki on piiramatus koguses. Loeme kolmest pulgast
moodustatud kolmnurki erinevateks, kui iithe kolmnurga pulkadest ei saa
moodustada teist kolmnurka.

a)

b)

Mitu erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka on {iildse voi-
malik?

18 pulgast moodustatakse vordkiilgne kolmnurk kiilje-

pikkusega 3, mis on jaotatud 9 vordkiilgseks kolmnurgaks
kiiljepikkusega 1, mis koik on erinevad. Leia suurim voi-

malik suure kolmnurga kiilgedel olevale 9 pulgale kirjuta-

tud numbrite summa.

Vastus: a) 10; b) 26.
Lahendus 1.

a)

b)

Kolmnurki, mille koigil kiilgedel on iiks ja sama number, on 3 erinevat
(111, 222, 333). Kolmnurki, mille kahel kiiljel on iiks ja kolmandal mingi
muu number, on 6 erinevat (112, 113, 221, 223, 331, 332). Kolmnurgad,
mille kdigil kiilgedel on erinev number, on koik tihesugused (123). Seega
kokku on 3 + 6 + 1 ehk 10 erinevat kolmest pulgast moodustatud kolm-
nurka.

Et suurim pulgale kirjutatud number on 3, on suurim 9 pulgale kirju-
tatud numbrite summa 9 - 3 ehk 27. Oletame, et vaadeldava 18 pulgast
moodustatud vordkiilgse kolmnurga kiilgedel olevate pulkade numbrite
summa on 27. See tdhendab, et kdigil neil 9 pulgal on number 3. Uld-
se on 6 erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka, mille iihel
kiiljel on number 3. Et ka vaadeldavas kujundis on kiilgedel 6 viikese
kolmnurga kiilged, peavad koéik 6 erinevat kolmest pulgast moodusta-
tud kolmnurka, mille iihel kiiljel on number 3, esinema vaadeldava ku-
jundi nurgas voi kiilgedel. Kuna iiks neist 6 kolmnurgast on selline, mil-
le koigil kiilgedel on number 3, kuid vdikse kolmnurga koik kiiljed ei saa
korraga olla suure kolmnurga kiilgedel, satub vdhemalt iiks pulk, mil-
lel on number 3, suure kolmnurga siseossa. Teine vdike kolmnurk, mille
kiiljeks on see pulk, asub tervikuna kolmnurga siseosas (joonistel 2 ja 3
on kujutatud kaks voimalikku olukorda; kui rohelisega margitud pulk
kuulub kolmnurgale, mille igal kiiljel on number 3, siis punasega piira-
tud siseosa kolmnurkade mingile kiiljele satuks number 3). Saime vas-
tuolu eelnevalt tdestatud véitega, et kdik kolmest pulgast moodustatud
kolmnurgad, mille iihel kiiljel on number 3, paiknevad suure kolmnurga
nurgas voi kiilgedel. Vastuolu néitab, et suure kolmnurga kiilgedel ole-
vate pulkade numbrite summa ei saa olla 27.

Joonis 4 niitab, et summa 26 on voimalik.
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Joonis 2 Joonis 3 Joonis 4

Lahendus 2.

a) Kiisimus on samavéirne kiisimusega, kui palju on erinevaid kolmeko-
halisi arve, mille iga number on 1, 2 v6i 3 ja mille numbrid on mitte-
kahanevalt jarjestatud (st iihelegi numbrile ei jargne vdiksem number).
Selliseid arve on 10 (111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333).

b) Et suurim pulgale kirjutatud number on 3, on suurim 9 pulgale kirju-
tatud numbrite summa 9 - 3 ehk 27. Oletame, et vaadeldava 18 pulgast
moodustatud vordkiilgse kolmnurga kiilgedel olevate pulkade numbrite
summa on 27. See tdhendab, et koigil neil 9 pulgal on number 3. Koi-
gis 10 erinevas kolmest pulgast moodustatud kolmnurgas, mis on iildse
voimalik, esineb number 3 kokku 10 korda. Et 9 esinemist dra kasutada,
peab kindlasti valikus esinema kolmnurk, mille igal kiiljel on number 3.
Kuna véikse kolmnurga koik kiiljed ei saa korraga olla suure kolmnurga
kiilgedel, satub vdhemalt iiks pulk, millel on number 3, ka suure kolm-
nurga siseossa. Seega tuleb dra kasutada koik 10 number 3 esinemist.
Kuid suure kolmnurga siseossa sattuv pulk on korraga kahe viikse kolm-
nurga kiiljeks, mistottu kolmnurkade kaupa lugedes tekib 11 number 3
esinemist. Vastuolu néitab, et suure kolmnurga kiilgedel olevate numb-
rite summa ei saa olla 27.

Et see summa saab olla 26, nditab iikskdik milline joonistest 5, 6, 7, 8
ja9.
Mcdirkus. Joonistel 4-9 on toodud koik voimalused saada suure kolmnurga
kiilgedel olevate pulkade summaks 26, arvestamata pdordeid ja peegeldusi.

33 33 33 33 33
2 2 2 2 2
32179 313 3213% 2113 2213
2 1 201 2= ! 2 1
F3 1113 33 2113 3 1113 3 2113 F3 21 1%
3 3 3 3 2 3 3 2 3 3 3 3 3 3 3
Joonis 5 Joonis 6 Joonis 7 Joonis 8 Joonis 9

5. (Urve Kangro)
Kolmnurgas ABC valitakse kiiljel AC punkt M ja seejarel 1digul BM punkt K
1 1
nii, et |[AM| = §|AC| ja |BK| = ZIBMI. Olgu N sirge AK loikepunkt kiiljega
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BC. Mitu protsenti moodustab nelinurga MKNC pindala kolmnurga ABC
pindalast?

Vastus: 65.

Lahendus 1. Olgu kolmnurga ABC pindala S ning kolmnurkade AKM,
BKN, MKN ja CMN pindalad vastavalt S;, Sz, S3 ja S4 (joonis 10). Siis:

2
* S+ 83+ 84 = §S’ sest vasak pool on kolmnurga MBC pindala ning

kolmnurkadel MBC ja ABC on vdrdsed korgused ja aluste suhe %;

* S1+ 83+ 8, = 284, sest vasak pool on kolmnurga ANC pindala ning
kolmnurkadel ANC ja MNC on vordsed korgused ja aluste suhe ;;

* Sy = %Sg, sest kolmnurkadel BNK ja MNK on vordsed korgused ja

1
aluste suhe —;

1 3
* S = ZS , sest kolmnurkadel AKM ja ABC on korguste suhe 1 ja aluste

1
suhe —.

Asendades S; ja Sy kahest viimasest vordusest kahte esimesse, saame Ss ja
S4 suhtes vorrandisiisteemi

1
583+83+S4 =

[
[
]

N w Wl

1
ZS+53+S4 —8s.

Joonis 10
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1
Liites esimese vorrandi pooltele 584 tuues S-ga liilkme vasakule, saame

S3 + S4 ja S4 suhtes samavédrse vorrandisiisteemi

4(S+S) 2S— S
3 o8+ o 3° T 3%

1
3
1 3

(S3 +84) + ZS 584
Korrutades saadud siisteemis esimese vorrandi 9-ga ja teise 2-ga, muutu-
vad paremad pooled vordseks. Seega on vordsed ka vastavad vasakud poo-

4 2 1
led ehk 9- § (S3+ S4)—9- §S =2(S3+ Sy)+ ES' Avaldades siit S3+ S4, saame
S3+ S4 = 0,658. Jérelikult nelinurga MKNC pindala moodustab kolmnurga
ABC pindalast 65%.

Lahendus 2. Téhistame kujundi IT pindala Spj. Ulesande tingimustest saa-

me:

S AM| 1 1 2
o 2ABM _ 1AM = —, seega S,y moodustab — ja Scpy moodustab —
SaBc |[AC] 3 3 3

kogu kolmnurga ABC pindalast;

SABK |BK]| 1 1 1 1 .
= —— = —,seega S moodustab — - — ehk — ja S
Sanm |BM| 2 ga SABK 13 12 Ja SAMK

1 1 1
moodustab 312 ehk 1 kogu kolmnurga ABC pindalast;

S BK 1 1 2 1
BCK _ u = — (joonis 11), seega Spcx moodustab — - — ehk — ja
SBcm |BM| 4 4 3 6

2 1 1
Smcx moodustab 378 ehk 3 kogu kolmnurga ABC pindalast.

B

Joonis 11
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Sagn _ IBN| _ Sksn

Kuna = = )
Sacny  ICN|  Skcn

siis

1 1
SABN _ SaBN = SKBN _ SABK __ 12 _1_1
Sacy  Sacn —Skcn Samk + Smck % + % % 9
S S S 1
Sellest tulenevalt ABN - _ ABN = ABN = —, mistottu
lABC SaBN +Sacy SaBn +9SaBN
S apn moodustab 0 kogu kolmnurga ABC pindalast.
Kokku niisiis
S S -S -S 1 1
MKNC _ Sapc = Sapv =Samk _ 1 1 _ oo

Sapc SaBc 10 4

ehk nelinurga MKNC pindala moodustab kolmnurga ABC pindalast 65%.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 10. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Naturaalarvude a ja b liitmisel jdttis Juku kogemata taskuarvutisse sisesta-
mata arvu a lopunumbri 7 ning sai vastuseks 2022. Kui Juku oleks samade
arvude liitmisel unustanud taskuarvutisse sisestamata hoopis arvu b 16pu-
numbri, siis olnuks tulemuseks 5000. Leia arvude a ja b summa.

Vastus: 6385.

Lahendus. Olgu a = x7 ja b = ﬁ, kus d on arvu b 16punumber ning x
ja y on vastavalt arvud a ja b ilma viimase numbrita. Teisiti vdljendudes
a =10x +7ja b = 10y + d. Ulesande tingimustest saame vorrandisiisteemi

+ 10y +d = 2022,
{x Y )

y+10x+7 = 5000.
Lahutades teisest vorrandist esimese ja lihtsustades, saame vorrandi

9(x —y) —d =2971. 2)
Kuna x ja y on tdisarvud, siis 9(x — y) jagub 9-ga. Et arv 2971 annab 9-ga
jagades jdagi 1, siis number d peab andma 9-ga jagades jdigi 8; ainus voi-
malus selleks on d = 8. Lihtsustades selle teadmise abil vorrandi (2), saame

x—y = 331, kust edasi vorrandisiisteemi (1) emba-kumba vorrandisse asen-
dades saame x = 484 ja y = 153. Jarelikult a + b = 4847 + 1538 = 6385.

2. (Urve Kangro)

1 1 1 1 1 1
Leiasumma\/1+—+—+\/1+—+—+...+\/1+—+—.
12 22 22 32 20212 20222
2021
Vastus: 2021 + ——.
2022

Lahendus 1. Tdhistame

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+ L + !
s= =+ = S+ =+... —t—.
12 22 22 32 20212 20222

Paneme tdhele, et

1+i+ 1 Kk + D%+ (k+ 12+ k? _
K2 (k+1)2 k2 (k + 1)2
(ke + 1) +2k(k+ D) +1  (k(k+1)+1)°
- (k(k + 1)) © (k(k + 1)
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miska

1 1 k(k+1)+1 1 1 1
k2 (k+1)2 k(k+1) k(k+1) k k+1
Seega
(1 1) (1 1) ( 1 1 )
s§s=2021+|-—=|+|[=—-=]+... 4| — ———| =
1 2 2 3 2021 2022
1 1 2021
=2021+ - - —— =2021 + ——.
1 2022 2022
1 1

1
Lahendus 2. Lihtsustame ruutjuure \/ 1+—

. - 14— na-
2 ks T kk+p ™

1
gu lahenduses 1. Esimene liidetav on 15 , kahe esimese liidetava summa on
1

2 2 1 3
1- +1- =2—, kolme liidetava summaon 2— + 1— = 3— jne.
2 6 3 3 12 4

Oletame, et n lildetava summa on n +

T Niitame, et siis n + 1 liideta-

n+1
vasummaon n+ 1+ 5" Liites n liidetava summale jargmise liidetava,
saame
n 1 nn+2)+1
+ +1+ =n —_— =
n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
(n+1)? n+l
=n+l+ ———=n+1+ .
(n+D(n+2) n+2
. 2021
Seega 2021 liidetava summa on 2021 + 2002

. (Sandra Schumann)
Punktid A, D, E ja C asuvad iihel sirgel selles jdrjestuses. Punkt B valitakse
nii, et kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased (antud tippude jdrjekorraga),

AC
kusjuures |EC| = 2|AD| ja ZABC = 120°. Leia ||AD|| .

Vastus: 3 + V2.

Lahendus 1. Tahistame ZEDB = « (joonis 12). Kolmnurkade ADB ja BEC
sarnasuse tottu Z/DAB = ZEBC ja /BDA = ZCEB; viimasest saame oma-
korda Z/DEB = 180° — ZCEB = 180° — /BDA = ZEDB = a«. Jéreli-
kult [DB| = |BE|. Samuti saame kolmnurkade ADB ja BEC sarnasusest

|BE| |EC] |EC| |BE|\* _ |BE| |EC]| |EC]
= = ; seega = . = = 2, kust
|AD| |DB| |BE| |AD| |AD| |BE| |AD|
|BE|
—— =+v2ehk |BE| = V2|AD|.
AD] V2 ehk |BE| = V2| AD|
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Vordhaarsest kolmnurgast BDE saame /DBE = 180° — 2a. Teisalt aga

120° - ZABD - ZEBC =
120° — ZABD — /DAB =
= 120° - (/ABD + /DAB) = 120° — a.

ZDBE

Vorrandist 180° — 2a = 120° — a saame a = 60°. Jirelikult kolmnurk BDE
on vordkiilgne, millest tulenevalt |DE| = |BE| = \/EIADI.

Kokkuvottes

|AC| _|AD|+|DE|+|EC| |AD|+ V2|AD| + 2| AD|

= = 1+v2+2 = 3+V2.
|AD| |AD| |AD|

Lahendus 2. Kolmnurkade ADB ja BEC sarnasuse tottu /DAB = ZEBC ja
ZABD = ZBCE. Seega kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased ka kolmnur-
gaga ABC tunnuse NN pohjal. Jarelikult Z/ADB = /BEC = ZABC = 120°.
Sellest saame, et /BDE = /DEB = 180° — 120° = 60°, millest tulenevalt on
kolmnurk BDE vordkiilgne.

AD AB
Kolmnurkade ADB ja ABC sarnasusest saame ﬁ = ﬁ Kolmnurkade
. . |EC| _ |BC| e
BEC ja ABC sarnasusest saame samamoodi —— = ——. Nendest ja tingi-
IBC| |AC|
musest 2|AD| = |EC| saame, et |BC|* = |[EC| - |AC| = 2|AD| - |AC| = 2|ABJ*,
seega |BC| = \/QIABI ehk sarnasustegur kolmnurkade ADB ja BEC vahel

on V2. Sellest tulenevalt |DE| = |BD| = V2| AD|.
Kokkuvottes

|AC| _ |AD| + |DE| +|EC| _ |AD|+ V2|AD| + 2|AD|
|AD| ~ |AD| B |AD|

= 1+v2+2 = 3+V2.

. (Kaarel Hdnni)

Kéarbsekasvanduses on 100001 diddikakdrbest. Uurimisrithm soovib kasvan-
duselt osta mingi hulga kérbseid, et teha ({ihekordselt) kas eksperimenti A
voi eksperimenti B (aga mitte molemat).

B
A D E C
Joonis 12
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Eksperimendi A jaoks vajab uurimisrithm sellist hulka kdrbseid, kellest tikski
pole mone teise selles hulgas oleva kirbse jareltulija. Sellise hulga eest mak-
saks uurimisrithm kasvandusele 505 eurot pluss 5 eurot iga kédrbse kohta.
Eksperimendi B jaoks vajab uurimisriihm aga sellist hulka karbseid, kelle
seast mistahes viisil kaks kédrbest valides on iiks neist teise jdreltulija. Sellise
hulga eest maksaks uurimisrithm kasvandusele 1000 eurot pluss 10 eurot
iga kérbse kohta.

Toesta, et kasvanduses leidub selline hulk kdrbseid, mille eest maksaks uuri-
misrithm vdhemalt 3010 eurot.

Midirkus. 1gal kdrbsel saab kasvanduses olla kuni 2 vanemat.

Lahendus. Iga naturaalarvu k = 1,2, ... jaoks nimetame kérbest k-ndat jér-
ku vanemaks, kui suurimas sellises eksperimendi B jaoks sobivas hulgas, kus
see kdrbes oleks vanim, on tdpselt k kirbest. (St kiarbsed, kellel pole kas-
vanduses uihtki jareltulijat, on esimest jarku vanemad, kdrbsed, kel on kas-
vanduses kiill jareltulijad, kuid kel omakorda jareltulijaid pole, on teist jarku
vanemad jne.)

Kui leidub eksperimendi B jaoks sobiv hulk, milles on vdhemalt 201 kirbest,
siis maksaks uurimisrithm selle eest vihemalt 1000+ 10-201 ehk 3010 eurot,
mida ongi vaja toestada. Oletame niiiid, et sellist hulka pole ehk igas ekspe-
rimendi B jaoks sobivas hulgas on 200 kdrbest voi vihem. Siis iga kdrbes
on iilimalt 200-ndat jarku vanem. Kuna 100001 : 200 > 500, siis Dirichlet’
printsiibi pohjal leidub selline k, et vihemalt 501 kdrbest on k-ndat jarku
vanemad. Kahest kérbsest, kes on sama jarku vanemad, ei saa ilmselt tiks
olla teise jareltulija, mistottu koigi k-ndat jarku vanemate hulk sobib ekspe-
rimendi A jaoks. Selle hulga eest maksaks uurimisrithm vdhemalt 505+5-501
ehk 3010 eurot, mida oligi vaja tdestada.

. (Artur Avameri)

Teravnurkse kolmnurga ABC {imberringjoone raadius on R ning korguste
Idikepunkt on H. Toesta, et |AH|? + |BC|? = 4R?.

Lahendus 1. Olgu tipust A tommatud korguse aluspunkt D, kiilje BC kesk-
punkt K, kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt O ning tipust A tom-
matud kolmnurga ABC {imberringjoone diameetri otspunkt A’ (joonis 13).
Piirdenurga omaduse péhjal ZAA'C = ZABC ja ZAA'B = ZACB, teisalt
aga /CHD = 90° - /BCH = /ABC ja /ZBHD = 90° — ZCBH = /ACB.
Jérelikult /CA'B = ZABC + /ACB = /CHB. Samas HB 1 AC ja Thalese
teoreemi pohjal CA' L AC, millest tulenevalt CA’ | HB. Seega CA'BH on
iihe paari paralleelsete kiilgede ja iihe paari vordsete vastasnurkade alusel
roopkiilik. Kuna réopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis A’ H 14-
bib 16igu BC keskpunkti K. Seega OK on kolmnurga AHA’ keskloik, millest
tulenevalt |[AH| = 2|OK]|. Et OK L BC, siis Pythagorase teoreemi pohjal
|OK|* + |BK|* = |BO|* = R*. Jdrelikult

|AHI* + |BCI* = (2|0K|)* + (2|BK])* = 4 (|OK|* + |BK|?) = 4R%.
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Lahendus 2. Olgu O ja G vastavalt kolmnurga ABC timberringjoone kesk-
punkt ja mediaanide ldikepunkt ning olgu K kiilje BC keskpunkt (joo-
nis 14). On teada, et |AG| = 2|GK|. Samuti on teada, et punktid H, G
ja O asuvad {ihel sirgel (nn Euleri sirge), kusjuures |HG| = 2|GO|. See-
ga on kolmnurgad AHG ja KOG tunnuse KNK alusel sarnased teguriga 2.
Jarelikult |AH| = 2|KO|. Pythagorase teoreemist kolmnurgas KOB saame
IKOI* + |[KBI* = |OBI* = R?, millest tulenevalt

|AHI* + |BCI* = (2IKOD?* + (2IKB|)?* = 4 (|KOI* + |KB|*) = 4R*.

Lahendus 3. Kasutame kompleksarve. Valime teljed nii, et R = 1 ning ol-
gu punktidele A, B, C vastavad kompleksarvud vastavalt a, b, c. On tildtun-
tud fakt, et h = a + b + ¢, ning et tihikringjoontel asuvate punktide kor-

ral ¥ = —. Niitid [BCP = [(b- o) = (b - o) (b—c) S (1—1),
X b ¢

|AH|2=|h—a|2=(h—a)(m)z(b+c)(m)=(b+c)

1+1) Jare
b c)

b b

likult [BCP + |AH|? = 2 — 157 20y l% + 2 = 4 = 4R?, mida oligi tarvis
c c

toestada.

Méirkus. Lahendus 2 ei kasuta kolmnurga ABC teravnurksuse eeldust, seega
vdide kehtib iga kolmnurga jaoks.

Lahendus 4. Tahistame kolmnurga ABC sisenurgad tippude A, B, C juures
kui a, B, y. Olgu tippudest A, B, C tommatud korguste aluspunktid vasta-
valt D, E, F (joonis 15). Siis ZABH = 90° — a ja ZBAH = 90° — §, jarelikult
ZAHB =180° - (90° —a) — (90° = ) = + f = 180° — 7.

Joonis 13
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Siinusteoreemist kolmnurkades ABH ja ABC ning iildtuntud trigonomeet-
riaseostest saame, et

|AH| _ |AH| |AB| _ |AB| _ IBC|
cosa sin(90°—a) sin(180°—y) siny sina’

Siit |AH| sin « = |BC| cos «, millest tulenevalt
|AH|? sin* @ = |BC|* cos? @ = |BC[* (1 - sin” a)

ehk |AH|? sin® a + |BC|? sin® a = |BC|?. Jarelikult

|AHP” +|BC)* = —— =
S~ a

BCJ? BC|\?
|BC| (I‘ I) — 2R)? = 4R?
Sina

(eelviimases vorduses kasutati siinusteoreemi kolmnurgas ABC).

Lahendus 5. Olgu tipust B tommatud kolmnurga ABC timberringjoone dia-
meetri teine otspunkt B'. Sirged AB' ja AB on risti (diameetrile toetuv piir-
denurk) ning sirged CH ja AB on risti. Seega sirged AB' ja CH on paral-
leelsed. Analoogselt on paralleelsed ka sirged CB’ ja AH. Seega on AHCB’
roopkiilik. Jarelikult [CB'| = |AH].

Rakendades kolmnurgas BCB' Pythagorase teoreemi saame
ICB'* +|CBI* = |BB'|*.

Kuna |CB'| = |AH| ja IBB'| = 2R, siis on iilesanne lahendatud.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 11. klass

Lahendused

1. (Hendrik Vija, Oleg Kosik)

Leia koik tdisarvuliste kordajatega poliinoomid P(x), millel on jirgmine
omadus: koigi tingimust SUT(u, v) = 1 rahuldavate positiivsete tdisarvude
paaride (u, v) korral SUT(|P(u)l, |P(v)]) = 1.

Méirkus. Poliinoom P(x) on tédpselt {ihest tundmatust x soltuv avaldis ku-
jul alxl + al_lxlfl + ...+ ajx + ap, kus I on mingi naturaalarv; arvusid
aj, a-y,...,a, ap nimetatakse selle poliinoomi kordajateks. Iga arvu c kor-
ral tdhendab P(c) avaldise P(x) vaartust, kui votta tundmatu x vaartuseks c.

Vastus: koik poliinoomid kujul P(x) = J_rxl, kus ! on mittenegatiivne tédisarv.

Lahendus 1. Esmalt nditame, et arvul P(n) saavad olla vaid need algtegurid,
mis arvul n. Oletame viitevastaselt, et leidub mingi algarv g, mis on arvu
P(n) tegur, aga mitte arvu n tegur. Sel juhul P(n + q) = P(n) = 0 (mod q).
Kuid siis SUT(n, n + q) = 1, samas kui SUT(|P(n)|,|P(n + q))) = q > 1,
vastuolu iilesande tingimusega. Seega koik arvu P(n) algtegurid on iihtlasi
ka arvu n algtegurid.

Néiitame jdrgnevas, et sobivad vaid poliinoomid kujul P(x) = ixl, [ =0.
Teeme induktsiooni poliinoomi P(x) astme [ (pealiikme astendaja) jargi.
Kui I = 0 ehk P(x) on konstantne, siis tilesande tingimuste tditmiseks
peab see konstant olema iseendaga iihistegurita. See on vdoimalik vaid ju-
hul P(x) = +1 = +x°. Seega juhul [ = 0 viide kehtib. Eeldame niiiid, et
I > 0 ehk P(x) pole konstantne. Siis peab l6pmata paljude algarvude g
jaoks kehtima |P(q)| > 1, mistottu eelneva pohjal peab g olema P(q) te-
gur. Koik positiivse astendajaga liikmed ilmselgelt jaguvad arvuga ¢, seega
peab vabaliige sellisel juhul jaguma arvuga q. Et vabaliige ei soltu g valikust,
peab vabaliige jaguma l6pmata paljude algarvudega ehk olema 0. Jarelikult
P(x) = xPi(x). Siin P;(x) on samuti tdisarvuliste kordajatega poliinoom
ning rahuldab {ilesande tingimust, sest kui oleks SUT(|P; (w)l, |P1(v)]) > 1,
siis oleks SUT(|P(w)|, |P(v)]) = SUT(uP;(w)l,|vP;(v)]) > 1, vastuolu P(x)
valikuga. Poliinoomi P; (x) aste on [ —1, mistottu induktsiooni eelduse poh-

jal P1(x) = +x7L, Seega P(x) = +x!.

Teisalt, koik sellised poliinoomid ka sobivad, sest kui SUT(u, v) = 1, siis ka
suT(!, vl = 1.
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Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et arvu P(n) koik algtegurid pea-
vad olema arvu n algtegurid. Fikseerides suvalise algarvu g, saame jirelda-
da, et P(g) = J_qu mingi naturaalarvu k korral. Olgu poliinoomi P(x) aste [.
Siis x/*1 > |P(x)| iga x > N korral, kus arvu N kohale vbib votta polii-

. . Plx) .
noomi P kordajate absoluutvdirtuste summa (sest —-— esitub summana
X

arvudest, millest igaiiks on vdiksem vastava kordaja ja koigi kordajate ab-
soluutvddrtuste summa suhtest). Seega lopmata paljude algarvude g korral
P(q) = 4%, kus k on selline naturaalarv, et k < [. Kuna selliseid naturaal-
arve on vaid 16plik hulk, siis leidub mingi kindel natuaalarv k, et lopmata
paljude algarvude g korral P(q) = qk voi lopmata paljude algarvude g kor-
ral P(q) = —qk. Sellest aga jareldub, et P(x) = x* voi P(x) = —x* (digupoo-
lest k = [). Sellised poliinoomid ka sobivad, sest kui SUT(u, v) = 1, siis ka
sUT@!, v') = 1.

. (Karl Paul Parmakson)

Leia koik reaalarvukolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

X
—+Z+xy:3,
y Z

y ¥4

=+—-—+yz =3,
2 x Y

z X
—+—+2zx =3
Xy

Vastus: (1,1,1), (-1,-1,-1).

Lahendus 1. Koik arvud x, y ja z peavad olema samamargilised, sest kui tdp-
selt iiks voi kaks neist arvudest on negatiivsed, siis leidub siisteemi vorrand,
mille kdik liikmed on negatiivsed, kuid negatiivsete arvude summa ei saa ol-
la positiivne arv 3. Samuti on lihtne néha, et kui (x, y, z) on lahend, siis ka
(=x, -y, —2) onlahend.

Seetottu vaatleme iildisust kitsendamata olukorda, kus x, y ja z on positiiv-
sed. Lahutades esimesest vorrandist teise, teisest kolmanda ja kolmandast
esimese ning rithmitades sobivalt, saame uue vorrandisiisteemi

23}

r2)=x[z+3)
v|z 2= z )

+1) (+1
X+—=|=ylx+-
x) 7Y z

z

Saadud vorranditest esimese pohjal ndeme, et x > z parajasti siis, kui

1 1
¥y + — < y + —, mis ilmselt kehtib parajasti siis, kui y > x. Samamoodi
X
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saame teise ja kolmanda vorrandi pdhjal, et y > x parajasti siis, kui z > y,
ning z > y parajasti siis, kui x > z. Seega likskoik milline vorratustest x > z,
y > x ja z > y viiks tsiiklilise seoseni x > z > y > x, mis ei saa kehtida.
Jarelikult x < z < y < x, kust x = y = z. Algse vorrandisiisteemi iga vorrand
taandub niitid kujule 1 + 1 + x* = 3, millest x = y = z = 1.

Lisaks positiivsele lahendile rahuldab vorrandisiisteemi ka vastav negatiiv-
ne lahend (-1, -1, -1).

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 taandame iilesande lahendamise positiiv-
setele arvudele. Kuna tdhistades muutujad tsiikliliselt iimber, saame sa-
ma vorrandisiisteemi, voime tildisust kitsendamata eeldada ka, et x on

. . . - . 2 .
vdhim arvude x, y, z seast. Sel juhul teises vorrandis — = 1, mistdttu
X
1 . e - . . -
¥ (z + —) < 2. Et aga aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise vor-
z

1
ratuse pohjal z + — = 2, siis peab olema y < 1. Vorratusest x < y aga saame
z
b
—<ljaxys yz. Et vorratuse y < 1 pohjal y2 < 1, siis saame esimesest
y

vorrandist 4 = 1 ehk y = z. Kokkuvottes voime jareldada, et 1 = y = z = x.
z

X z
Esimesest ja teisest vorrandist jareldub — + 4 + Xy = Y + — + yz, millest
z z X

. . X <
sarnaste liikmete koondamisel saame — + xy = — + yz. Kuna aga eelneva
X

z X z X
pohjal — = 1 > — ning yz = xy, siis — + yz = — + xy. See tdhendab, et
X X

molemas vorratuses peab kehtima vordus. See on voimalik ainult x = y = z
puhul. Edasi jaitkame nagu lahenduses 1.

. (Artur Avameri)

Mittevordkiilgse kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt on H ja timberring-
joone keskpunkt O. Olgu D kolmnurga ABC tipust A tdommatud korguse
AHI _,

|HD]|

Lahendus 1. Olgu O’ punktist A tommatud kolmnurga ABC {imberringjoo-
ne diameetri teine otspunkt ning H' punkti H peegeldus sirgest BC (joo-

aluspunkt. Testa, et ZAHO = 90° parajasti siis, kui

AH
nis 16). Siis |HD| = |H'D|, mistdttu tingimus ||HD| = 2 on samavaar-
o |AH| 1 |AO| |AH| e .
ne tingimusega = - = ——.Seega —— = 2 parajasti siis, kui
|AH'| 2 |AO| |HD|
OH | O'H'.

On teada, et H' asub kolmnurga ABC {imberringjoonel. Jirelikult Thale-
se teoreemi pohjal ZAH'O' = 90°. Seega OH || O'H' parajasti siis, kui

AH
Z/AHO = 90°. Kokkuvottes ||HD|| = 2 parajasti siis, kui ZAHO = 90°.
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Joonis 16

Meirkus. Kasutatud fakt, et H' asub kolmnurga ABC iimberringjoonel, on
lihtsasti tdestatav nurkade arvutuse ja piirdenurga omaduse pohjal. Toe-
poolest,

/AH'B=/DH'B=/DHB =90°-/CBH = 90°—(90° - ZACB) = /ACB,

mis nditabki, et punktid A, B, C ja H' on iihel ringjoonel.
Lahendus 2. Uldisust kitsendamata |AC| < |AB|. Olgu ABC mediaanide
|AG]

loikepunkt G ja kiilje BC keskpunkt K (joonis 17). Siis K|

= 2. Seega

Joonis 17
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AH AH AG
1AH] = 2 parajasti siis, kui | AH = u, mis kehtib parajasti siis, kui
|HD| |HD| IGK|

HG | DK ehk ZAHG = ZADK =90°.
Kuid H, G ja O asuvad iihel sirgel (nn Euleri sirge). Jarelikult ZAHG = 90°

AH
parajasti siis, kui ZAHO = 90°. Kokkuvdttes ||HD|| = 2 parajasti siis, kui
ZAHO =90°.

. (Hdrmel Nestra)

Taisarvuliste kiiljepikkustega ristkiilik on jaotatud 2022 tihikruuduks. Véhe-
malt {iks Gihikruut on varvitud mustaks. On teada, et koigis ridades on tihe-
palju musti tihikruute ja ka koigis veergudes on iihepalju musti tihikruute.
Leia koik voimalused, milline voib olla mustade tihikruutude arv kokku.

Vastus: 2022.

Lahendus. Olgu meie ristkiilik mootmetega a x b. Olgu igas reas k ja igas
veerus [ musta tihikruutu; siis ak = bl. Kuna ab = 2022 = 2 -3 - 337, kus te-
gurid on algarvud, siis arvud a ja b on {ihistegurita, sest juhul SUT(a, b) > 1
peaks iiks ja sama algarv esinema nii teguris a kui ka teguris b, mis pole
voimalik. Et vorduse ak = bl pohjal on arv b arvu ak tegur, siis peab arv b
peab olema arvu k tegur, mistdttu mustade ruutude koguarv ak avaldub
kujul abk’ ehk 2022k’, kus k' on mingi tiisarv. Kuna vdhemalt iiks must
tihikruut leidub ja kokku on tihikruute 2022, siis ainsa voimalusena on koik
2022 {ihikruutu mustaks varvitud.

. (Hendrik Vija)
Opetaja kirjutab tahvlile jarjest numbrid 20212022. Juku peab nende numb-
rite vahele kirjutama tépselt iihe korra koiki tehtemirke (+, —, -, :), nii et te-

kib korrektne matemaatiline avaldis, millel on reaalarvuline vdartus, ning
leidma selle vaartuse.

a) Kas Jukul on voimalik saada 16pptulemuseks arv 0?

b) Kas juhul, kui 6petaja lubaks kasutada ka sulge, saaks Juku tekitada suu-
rema vadrtusega avaldisi kui ilma sulgudeta voimalik?

c) Toesta, et leidub arvust 1000 vdiksem positiivne tdisarv, mida Jukul ei
ole voimalik (sulge kasutamata) avaldise véartuseks saada.

Vastus: a) jah; b) jah.
Lahendus.
a) Sobib niiteks 2 +0-2120:2 -2 = 0.

b) Sulgude abil on véimalik Jukul kirjutada avaldis (2 — 0 + 2) : 1 - 2022,
mille vaartus on 8088. Niditame, et nii suurt tulemust ei ole voimalik il-
ma sulgudeta saada. Selleks nditame kodigepealt, et korrutamistehte tu-
lemus on kindlasti vdaiksem kui 5000. Paneme tdhele, et kaheksa numbri
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c)

vahele nelja tehtemirgi asetamisel jddb alles tdpselt kolm paari korvu-
tiasuvaid numbreid, mille vahel marki pole. Seega kui mdlemad tegurid
on arvud, siis suurem tegur on iilimalt 4-kohaline ning kui suurem tegur
on 3-kohaline, siis vdiksem on tilimalt 2-kohaline. Et suurim kasutatav
number on 2, saame siit korrutisele tokked 2222 - 2 ja 222 - 22, mis on
vdiksemad kui 5000. Kui esimene tegur on jagamistehte tulemus ja teine
on ary, siis ei saa tulemus olla suurem, sest jagatis ei saa olla jagatavast
suurem. Samuti ndeme, et liitmisel saab voimalik korrutamist mitte si-
saldav liidetav olla tilimalt 4 -kohaline arv, mis on viiksem kui 3000, sest
voimalik jagamine ja lahutamine liidetava sees ei saa tulemust suuren-
dada. Kokkuvottes on mistahes ilma sulgudeta saadav tulemus vdiksem
kui 8000. Jarelikult Juku saavutab sulgude abiga suurema tulemuse.

Tehtemirkide asetamiseks erinevate numbrikohtade vahele on Jukul
kokku 7 - 6 - 5 - 4 ehk 840 voimalust. Seega on maksimaalselt 840 eri-
nevat tulemust, mis tahvlil oleval avaldisel voib tekkida. Seega leidub
arvust 1000 vdiksem positiivne tdisarv, mida Jukul ei ole voimalik aval-
dise vadrtuseks saada.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 12. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Tahvlile on kirjutatud mingi hulk erinevaid positiivseid tdisarve. Kui kirju-
tatud arvudest kustutada koige vdiksem arv, siis koigi allesjddnud arvude
summa ja korrutise jagatis on 4 korda suurem kui algsete arvude summa
ja korrutise jagatis. Leia koik voimalused, milline hulk arve saab olla algselt
tahvlil.

Vastus: {5, 20}, {5, 6, 14}, {5,7,13}, {5,8,12}, {5,9,11}, {6,12}.

Lahendus. Ulesande tingimustest tulenevalt on tahvlil vdhemalt 2 arvu. Ol-
gu n koige védiksem tahvlile kirjutatud arv, s koigi tilejadnud arvude summa
ning k koigi tilejddnud arvude korrutis. Ulesande tingimustest saame kokku

~ Lo n+s s .
panna vorrandi 4- T r Pérast poolte korrutamist vasaku poole murru
n

nimetajaga nk saame vorrandi 4(n + s) = ns, mis on samavddrne vorrandi-
ga(n—4)(s—4) = 16. Teame,et16 =1-16=2-8=4-4=8-2=16-1.
Kuna 7 on vdhim tahvlile kirjutatud arv, siis n < s. Seega jadvad variandid
n—-4=1s-4=16jan—-4 =2,s -4 = 8 (negatiivsed tegurid ei sobi, sest
sel juhul oleks vdhemalt iiks arvudest 7 ja s samuti negatiivne). Siit n = 5 ja
s=20v0in==6jas=12.
e Olgu n = 5ja s = 20. Kui tahvlil on 2 arvu, siis nendeks arvudeks on 5
ja 20. Kui tahvlil on 3 arvu, siis need on 5, 6 ja 14 v6i 5, 7 ja 13 v6i 5, 8
ja 12 voi 5, 9ja 11. Tahvlil ei saa olla 4 arvu, sest 6 + 7 + 8 > 20.

e Olgu n = 6 ja s = 12. Kui tahvlil on 2 arvu, siis need on 6 ja 12. Tahvlil
eisaaolla 3 arvu, sest 7+ 8 > 12.
2. (Hdrmel Nestra)

Funktsioon f(x) on médiratud koigil positiivsetel reaalarvudel ja votab posi-
tiivseid reaalarvulisi vddrtusi. On teada, et leidub selline 1-st erinev positiiv-
ne konstant c, et iga positiivse reaalarvu x korral

(fe0)® = ff ().

Kas voib kindlalt vdita, et see funktsioon rahuldab antud vordust iga posi-
tiivse reaalarvulise konstandi ¢ ja positiivse reaalarvu x korral?

Vastus: ei.
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Lahendus 1. Olgu f(x) = """ See funktsioon on méiratud koigil posi-
tiivsetel reaalarvudel x ja votab positiivseid reaalarvulisi vaartusi. Siis

(f(cx))2 — (esinln(cx))2 — e2 sin(In x+In c)’

. s 2 s s
f(X)f (sz) — es1nlnx . esmln(c x) — esmlnx+sm(ln x+2In L’).

Konstandi ¢ = %" korral saame

Zsin(lnx+lne2”) = 2sin(Inx + 27) = 2sinln x = sinln x + sinln x =
sinlnx + sin (Inx + 4n7) =
= sinlnx+sin(lnx+21ne2”),

seega funktsioon f(x) rahuldab iga x korral noutud vordust. Vottes aga
n n b/

¢ = e2,saame x = 1 korral 2sin(In1 + Ine2) = Zsing = 2, samas kui

sinlnl +sin(Inl + 21ln e%) =sin0 + sinz = 0. Seega f(x) ei rahulda antud

vordust ¢ = e? korral.

Lahendus 2. Olgu

x, kui x on ratsionaalarv,
1, kui x on irratsionaalarv.

f(x)={

Iga positiivse ratsionaalarvulise konstandi ¢ korral f(cx) = f(x), sest x ja
cx on kas molemad ratsionaalarvud voi mélemad irratsionaalarvud. Seega

(flex)® = (f(0))* jaka f(x0) f (c*x) = f(x) f(cx) = (f(x))*, mis tihendab, et

iilesande vordus kehtib iga positiivse ratsionaalarvulise konstandi ¢ korral.
Vottes aga niiteks ¢ = V2 ja x = 1, saame f(cx) = f (\/E) = 1, samas kui
ff(*x) = FA)f(2) = 1-2 = 2. Seega iilesande vordus ei kehti ¢ = V2
korral.
. (Kaarel Hiinni)
Kolmnurk iimbermodduga P on jaotatud k kolmnurgakujuliseks tiikiks, kus
k=2.

a) Tdesta, etleidub tiikk, mille imbermo66t on suurem kui %

b) Toesta, et kui algne kolmnurk on vordkiilgne, siis leidub tiikk, mille tim-

P
bermoot on vihemalt —.

vk

Lahendus.

a) Algse kolmnurga raja (piirjoon) jaguneb tiikkide vahel. Kuna k = 2, lei-
dub tiikkide rajadel osi, mis ei kuulu algse kolmnurga rajale. Seega koigi
k tiiki imbermootude summa on suurem kui P. Jarelikult leidub tuikk,

P
mille imbermo66t on suurem kui %
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B a C
Joonis 18

b) Olgu antud vordkiilgse kolmnurga pindala S. Siis leidub tiikk A, mille

S
pindala on vdhemalt " Kui kolmnurk A oleks vordkiilgne, siis oleks ta

1
sarnane algse kolmnurgaga, kusjuures sarnasustegur oleks ﬁ Seega

P
tema timbermo0ot oleks _k Fikseeritud pindalaga kolmnurkade seas
on vdhim {imbermo6t vordkiilgsel kolmnurgal, mistottu kolmnurga A

P
timbermd6t on igal juhul vdhemalt —.

vk
Mcdrkus. Toestame, et fikseeritud pindalaga kolmnurkade seas on vihim
iimbermoot vordkiilgsel kolmnurgal. Olgu meie fikseeritud pindala S ja tihe
kiilje pikkus a ning vaatleme suvalist kolmnurka ABC, mille pindala on S

28
ja |BC| = a. Siis kiiljele BC tdmmatud korgus on — ehk tipp A asub kiil-
a

28
jega BC paralleelsel temast kaugusel — asuval sirgel [ (joonis 18). Olgu C’
a

tipu C peegeldus sirgest [ ja A’ sirge BC' 16ikepunkt sirgega /. Kolmnurga-
vorratusest |AB|+|AC| = |AB|+|AC'| = |BC'| = |A'B|+|A'C'| = |A'B|+|A'C|.
Kuna BC | [ ja sirge I poolitab 16igu CC’, siis sirge I poolitab ka 16igu BC’
ehk |A'B| = |A'C'| = |A'C|. Seega vottes tipu A asemele A’, mille pu-
hul kolmnurk on vordhaarne, saab kolmnurga {imberm66t muutuda ainult
viiksemaks. Teisi sonu, fikseeritud pindala S ja iihe kiilje pikkuse a korral on
vdhim imbermo06t kolmnurgal, mille tilejddnud kaks kiilge on vordse pikku-
sega.

o e a2 (25)\?
Pythagorase teoreemi pohjal on nende kahe kiilje pikkus (E) + —

a

2 (25)?
millest tulenevalt on see vidhim timbermo6ot P(a) = a + 2 (5) + (—) ,

a
mida vaatame jdrgnevas funktsioonina kiiljepikkuse a suhtes. Ilmselgelt

31



) ay2 (2S\? 28\% 4§ _
P(a) > aja P(a) > 2 (—) +|—]| >2{/|—]| = —.Seegakuia >t
2 a a a
48

voi a < e kus ¢ on pindalaga S vordkiilgse kolmnurga timbermaat, siis

4S8
P(a) > t. Loigul [T; f] on aga P(a) pidev funktsioon ja omandab mini-

maalse vddrtuse. See vdartus on fikseeritud pindalaga S kolmnurga vdhim
voimalik imbermaot. Eelmise 16igu mottekdigule tuginedes saab see mini-
maalne imbermo06t realiseeruda vaid vordkiilgse kolmnurga puhul, sest kui
kaks kiilge on eri pikkusega, saab kolmanda kiilje pikkust suurusena a ka-
sutades leida sama pindala ja vdiksema iimbermoddduga kolmnurga.

. (Kaarel Hdnni)

Olgu n positiivne tdisarv. Iga k = 1,2,..., n — 1 korral nimetame naabriteks
kaht kombinatsiooni n elemendist k-kaupa, kui neis kombinatsioonides on
tdpselt k—1 iihist elementi (ehk nad erinevad tdpselt iihe elemendi poolest).
Toesta, et sellises n elemendist k-kaupa kombinatsioonide valikus, milles
iikski kaks kombinatsiooni pole naabrid, ei saa olla rohkem kui Clrij kom-
binatsiooni.

Lahendus 1. Igas kahes sellisesse valikusse kuuluval kombinatsioonis on
k — 1 vihimast elemendist moodustuv hulk unikaalne. Véimalusi valida see
hulk on C¥~1, sest arv 7 ei saa olla iiheski k-kaupa kombinatsioonis k — 1
vdhima elemendi hulgas.

Lahendus 2. Tahistame n elemendist k-kaupa kombinatsioonide arvu nen-
de suurimas voimalikus valikus, kus tikski kaks kombinatsiooni pole naab-
rid, f(n, k).Iga n = 2 korral f(n,1) = 1, sest igas kahes 1-kaupa kombinat-
sioonis on tédpselt 0 iihist elementi ehk nad on naabrid. Seega k = 1 korral
vorratus kehtib vordusena.

Néitame induktsiooniga n jargi, et f(n, k) < C,’ij igak=1,2,...,n-1kor-
ral. Vottes induktsiooni baasiks n = 2, vdide kehtib triviaalselt, sest sel juhul
on k = 1 ainus voimalus. Eeldame niiiid, et vdiksema elementide koguar-
vu korral vajalik vorratus kehtib, ja vaatleme kombinatsioone n elemendist
k-kaupa, kus k > 1. Selliseid kombinatsioone, milles iiks element on arv n,
saab naabriteta valikus olla tilimalt f(n — 1, k — 1), sest kdigist neist arvu n
eemaldamisel tekib naabriteta kollektsioon kombinatsioone n — 1 elemen-
dist (k—1)-kaupa. Selliseid kombinatsioone, milles arvu n pole, on naabrite-
takollektsioonis iilimalt f(n—1, k). Seega f(n, k) < f(n—-1,k-1)+f(n-1, k).
Induktsiooni eelduse pohjal f(n — 1,k — 1) < CX"2ja f(n - 1,k) < Cck1.
Pascali reegli pohjal CK2 + C];:% = C*1, seega kokkuvéttes f(n, k) < C],jj.
. (Hdéirmel Nestra)

Toesta, et leidub lopmata palju positiivseid tdisarve 7, mille korral saab
tdisarvud 1, 2,3, ...,2n jaotada paaridesse nii, et paaride liikkmete korrutiste
summa jagub arvuga 2n.
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Lahendus 1. On teada, et algarve on l6pmata palju. Iga algarvu p korral

saabarvud 1,2, 3,...,2p jaotada paaridesse (1, p+ 1), 2, p + 2),...,(p, 2p).

Paaride liikkmete korrutised annavad arvuga p jagamisel samad jd4gid na-

gu arvud 12,2%,..., (p - 1)?, p2, seega nende korrutiste summa annab ar-

vuga p jagamisel sama jidgi nagu arv 12 + 22 + ... + p?. Tuntud vale-
9 pp+12p+1)

mi pohjal 12 + 22 + ... + p? = E— Seega kui p > 3, siis

12+ 22 + ...+ p? jagub arvuga p, sest algarv p ei taandu murrust vilja. Paa-
rides (1,p + 1),(2,p + 2),...,(p,2p) on alati iiks arvudest paaris, mistottu
koik korrutised on paaris ja nende summa jagub ka 2-ga. Kokkuvdttes jagub
paaride (1, p+1), (2, p+2),..., (p, 2p) liikkmete korrutiste summa arvuga 2p.
nn+1)#4n-1)
Lahendus 2.Onteada,et1-2+3-4+...+2n-1)2n) = ———.

nn+1)(4n-1) (n+ 1)(4n3— 1)
B e——— n- ————-, kus
teine tegur on tdisarv; see tdisarv on ka paaris, sest n + 1 on paaris ning
tegur 2 ei taandu nimetajaga 3 vdlja. Seegaarv1-2+3-4+4+...+ (2n—-1)(2n)
jagub arvuga 2n. Jarelikult sobiv paarideks jaotus leidub koigi positiivsete
tdisarvude n jaoks, mis annavad 6-ga jagades jadgi 1 voi 5.

nn+1)2n+1
Mcirkus. Lahendustes kasutatud valemid 12 +2% +...+n? = L

. nn+1)#n-1) . oo
jal-24+3-4+4+...4+2n-12n) = — s on lihtsasti toes-

Kui n ja 6 on iihistegurita, siis

tatavad induktsiooniga n jargi. Neid valemeid mitte méletades on véima-
lik nad tuletada médramata kordajate meetodil, otsides lahendit kuuppo-

liinoomi kujul an® + bn* + cn + d. Niiteks selleks, et tuletada valemit
nn+1)4n-1)

1-2+3-4+...+(2n—1)(2n):f,v()ibvéértustenzo,l,&?)
jaoks kirjutada vorrandid
d =0,
a+ b+ c+d =2,
8a+4b+2c+d = 14,
27a+9b+3c+d = 44

ja lahendada stisteemi kordajate leidmiseks. Kavalam olles vdib kasutada
vaartusi n = -2, -1, 0, 1, mille puhul tulevad vorrandid lihtsamad (vdartus-
te n = —1, -2 jaoks on vorrandi parem pool vastavalt 0 ja —6, mis saadakse
tagurpidi itereerimisel: 0 = 0 — 0 (—1) ja =6 = 0 — (=2) - (=3)). Sellele, et
otsida tuleb just kuuppoliinoomi, vihjab asjaolu, et otsitavate avaldiste va-
he kahe jirjestikuse 7 jaoks on (21 + 1)(2n + 2) ehk 4n? + 3n + 2, mis on
ruutpoliinoom; ruutpoliinoomi integreerimisel tekib kuuppoliinoom.
Lahendus 3.1ga algarvu p korral saab arvud 1,2, 3, ..., 2p jaotada paarides-
se(l,p+1),2,p+2),...,(p,2p). Paaride liikmete korrutised annavad arvu-
ga p jagamisel samad jadgid nagu arvud 12,22,..., (p — 1)?, p°.
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Oletame, et leidub tdisarv a, mille korral a® = -1 (mod p); kui p > 2,
siis ilmselt a # 1,-1 (mod p). Siis iga i = 1,2,...,p — 1 korral anna-
vad arvud i, ai,a’i,a’i arvuga p jagades erinevad jidgid (kaks viimast
on samad nagu arvudel p — i ja a(p — i)), samas kui a*i = i (mod p).
Seega koik jadgid 1,2,..., p — 1 jagunevad mainitud kujul neljaliikmelis-
tesse tsiiklitesse. Iga neliku arvude ruutude summa jagub arvuga p, sest
%+ (azi)2 =1+ az)i2 = (1- l)i2 = 0 (mod p) ja kahe viimase arvuga
samamoodi. Seega summa 1% + 2% + ... + (p — 1)? jagub arvuga p. Ilmselt ja-
gub arvuga p ka korrutis p-2p, mistottu koigi vaadeldavate paaride liikkmete
korrutiste summa jagub arvuga p. Paarides (1, p+1), (2, p+2),...,(p,2p) on
alati iiks arvudest paaris, mistottu koik korrutised on paaris ja nende sum-
ma jagub ka 2-ga. Kokkuvottes jagub paaride (1, p+ 1), (2, p+2),...,(p,2p)
lilkmete korrutiste summa arvuga 2p.

Jadb niidata, et selliseid algarve p, mille korral @> = —1 (mod p) mingi
tdisarvu a jaoks, leidub l1opmata palju. Oletame viitevastaselt, et selliseid
algarve on vaid 16plik arv; olgu need algarvud p;, p», ..., pn ja defineerime
m = p1pz...pn. Olgu g arvu m? + 1 suvaline algtegur; selline peab leidu-
ma, sest m?+1 > 1. Algarvude p1, po, ..., p, valiku pohjal peab ¢ olema iiks
neist algarvudest, kuna véttes a = m kehtib a> = —1 (mod g). See aga pole
voimalik, sest g on ka arvu m? algtegur, m® ja m* + 1 on aga tihistegurita.
Vastuolu néitab, et noutud omadusega algarve on loputult.

Midrkus. Kirjutisega x = y (mod m) tdhistatakse véidet, et vahe x — y jagub
arvuga m (ehk x ja y annavad arvuga m jagamisel sama jaagi).
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 9. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Triinu Veeorg)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antavad punktid summeeriti.

o Leitud o6ige vastus: 2p
o Korrektselt pohjendatud, et suuremat arvu ei leidu: 5p
Sealhulgas:
e Pohjendatud, et suurim vdimalik {ihistegur ei saa olla suu-
rem kui 50000: 1p
e Pohjendatud, et sel juhul suurima voimaliku tihisteguri tei-
ne number ei saa olla suurem kui 8: 1p
e Pohjendatud, et sel juhul suurima voimaliku tihisteguri kol-
mas number ei saa olla suurem kui 6: 1p
* Pohjendatud, et sel juhul suurima voimaliku tihisteguri nel-
jas number ei saa olla suurem kui 5: 1p
e Pohjendatud, et sel juhul suurima voimaliku tihisteguri viies
number peab olema 1: 1p

2. (KatiIher)

Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte jargnevalt.

o Ainult dige vastus: Op
o Taislahendus: 7p
Sealhulgas:
e Leitud 6ige kandidaatarv (2023 - 2024 — 1 ehk 2022 -2025 + 1
ehk 4094551), mille ruuduga on tegu: 5p
* Veendutud, et tegemist on sobiva arvuga: 2p

Oige vastuseni joudnud to6des leiti enamasti konkreetselt, millise tdisarvu
ruuduga on tegemist, see aga muutis arvutused sageli {isna mahukaks ja
ebameeldivaks. Mitmes t60s tiritati uurida ka arvude algtegureid voi viima-
seid numbreid, millest siis enamjaolt tiritati jareldada eitavat vastust.

3. (Kadi Siigur)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Niidatud, et kui APCP’ on ruut, siis ZABC = 90°: 1p
o Niidatud, et ZABC = ZAPC: 1p
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o Pohjendatud, et kui ZABC = 90°, siis PP’ on ringi diameeter: 2p

o Niidatud, et kui ZABC = 90°, siis APCP' on ruut: 3p
Sealhulgas ziirii lahendusega 1 sarnase mottekdigu puhul:

e Ndiidatud, et kdik nurgad on tdisnurgad: 2p

e Niidatud, et kaks ldhiskiilge on vordse pikkusega: 1p

Sealhulgas ziirii lahendusega 2 sarnase mottekdigu puhul:

e Niidatud, et nelinurga diagonaalid on risti ja poolitavad
teineteist: 2p

e Ndidatud, et nelinurgas on tdisnurkne sisenurk: 1p

4. (Jaan Kristjan Kaasik)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Osa a) tdislahendus: 2p
Sealhulgas:

e Loetletud 9 diget kolmnurka, 1 puudu: 1p

o Osa b) tdaislahendus: 5p
Sealhulgas:

e Nididatud, et summa ei saa olla suurem kui 27, voi maini-

tud, et suurima vaartuse korral on suure kolmnurga kiilge-

del pulgad vairtusega 3: 1p
e Pohjendatud, et summat 27 ei ole voimalik saavutada voi

ndidatud, et iga pulk suure kolmnurga kiiljel ei saa olla vadr-

tusega 3: 2p
e Toodud korrektne ndide summaga 26: 2p

Minimaalsete vigade eest voeti vastavas 2-punktises osas 1 punkt maha.

Enamuse 7 punkti saanud lahenduste puhul sai detailide iile norida. Alati
tasub sellises tilesandes kirjutada konkreetselt vélja, et maksimaalne vaartus
peab olema ,nii madal“ (hetkel siis 26), siis esitada sellele véitele péhjen-
dus (27 ei saa olla ning suurem ka mitte), ja Iopuks esitada ndide, et selline
maksimum realiseerub (joonis summaga 26). Kuid lahenduse idee ja sisu
oli vdga paljudel 6ige ning see kord hindas parandaja sisu tdhtsamaks kui
korrektset viljendusoskust.

5. (Julia Polikarpus)
Anname eraldi skeemid kahe erineva lahendustiitibi hindamiseks.

Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude jaoks:

o Vastavate pindalade summad ja suhted leitud: 4p
Sealhulgas:

» Korrektne joonis tehtud: 1p

* Idee vaadelda vordsete korgustega kolmnurki: 1p
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o Vorrandisiisteem koostatud ja lahendatud:

Skeem Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude jaoks:

o Kolme pindala suhted leitud (Ziirii lahenduses kolm esimest jao-
tust) ning avaldatud kolmnurga ABC pindala kaudu:
Sealhulgas:

 Korrektne joonis tehtud:
e Idee vaadelda samade korgustega kolmnurki:

o Kolmnurga ABN pindala avaldatud kolmnurga ABC pindala
kaudu:

o Loppvastus korrektselt arvutatud:

3p

4p

Ip
Ip

2p
lp

Oige joonise eest, lahendusidee eest, mis voiks viia sihile, ja vastavate pind-

alade suhete leidmise eest sai 6pilane kokku kuni 3 punkti.

Mitmed o6pilased olid kasutanud iilesande lahendamiseks kiirte teoreemi, st

tdiendanud joonist sirgetega, mis olid paralleelsed sirgega AK.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 10. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1.

(Hannes Jukk)

Ulesannet lahendati kahel moel. Ziirii lahendusega analoogiliste lahendus-
te eest saadi 7 punkti, sest vigu lahendustes ei tuvastatud. Seet6ttu anname
skeemi vaid alternatiivse lahenduse jaoks, mis kasutas loogilist arutelu tik-
sikute numbrite kaupa (kirjutati a = a;aas7 ja by b, bsby). Selle lahenduse
allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Niidatud, et mélemad arvud on neljakohalised: 2p
o Leitud, koos pohjendusega, arvudes a ja b puuduvad numbrid: 4p
o Leitud arvude a ja b summa: 1p
(Urve Kangro)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Teisendatud ruutjuurealune tidisruuduks ning leitud ruutjuur: 3p
Sealhulgas:
 Leitud ruutjuur esimeste liidetavate korral ja selle pohjal il-
ma toestuseta iildistatud: 1p
o Leitud summa kas teisendades teleskoopsummaks voi kasuta-
des matemaatilist induktsiooni: 4p
Sealhulgas:
e Leitud summa esimeste liidetavate korral ja selle pohjal il-
ma toestuseta iildistatud: 1p

Kiillalt palju esines lihtsalt summa draarvamist ilma téestuseta. Sellest, et
paari esimese liidetava korral ilmneb mingi seaduspérasus, ei jareldu veel,
et see kehtib ka 2021 liidetava korral. Kiill on sellisest draarvamisest kasu
valemi matemaatilise induktsiooniga tdestamiseks. Ka ruutjuure lihtsusta-
misel tihti arvutati lihtsalt esimesed ruutjuured vélja ja selle pohjal arvati
dra lildvalem. Ka see tuleks tildjuhul dra toestada.

(Martin Rahe)

Ziirii lahendustega sarnaste lahenduste allpool mérgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Jaotatud |AC| summaks |AD| + |DE| + |EC]|: 1p
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o Tuletatud nurkade arvutusest voi sarnastest kolmnurkadest, et

kolmnurk BDE on vordkiilgne: 2p
Sealhulgas:

e Tuletatud nurkade arvutusest voi sarnastest kolmnurkadest,
et kolmnurk BDE on vordhaarne: 1p

o Kasutades sarnaseid kolmnurki ja seost |[EC| = 2| AD| tuletatud,
et |BE| = [DB| = V2| AD|: 2p
o Jareldatud, et |DE| = \/EIADlz 1p
o Antud bige vastus: 1p

Kui kolmnurkade ADB ja BEC sarnasust oli eeldatud ilma pohjendamata,
sai skeemi teise rea jargi 1 punkti vdhem.

Ulesanne oli piris hésti lahendatud, iile poole esitatud lahendustest olid
tdislahendused. Paljud neist olid aga lahenduse mingeid samme teinud eba-
optimaalselt, nditeks kasutati trigonomeetriat, et vordkiilgse kolmnurga kol-
manda kiilje pikkus leida. Poolikutes lahendustes nédidati enamasti 4ra, et
kolmnurk BDE on vordkiilgne, kuid ei osatud sealt edasi liikuda.

. (Raul Kangro)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Korrektselt leitud eksperimentide A ja B korral néutud summa

teenimiseks vajalikud kdrbeste arvud: 1p
o Korrektselt defineeritud pdlvkonna numbri (ehk generatsiooni

numbri ehk vanemaks olemise jargu) maiste: 1p
o Arusaadud, et sama generatsiooni numbriga kdrbsed ei saa olla

iiksteise jdreltulijad: 2p
o Idee vaadata juhtu, kus on maksimaalselt 200 generatsiooni: 1p

o Korrektselt ndidatud, et kui maksimaalne generatsiooni number
on {ilimalt 200, siis leidub generatsioon, milles on vihemalt 501
liiget: 2p
Kui lahenduses oli sonastatud, et eksperimendi A puhul soovitud summa
teenimiseks peab leiduma 501 kédrbest samast polvkonnast (selle asemel, et
vdita korrektselt, et kui leidub 501 kdrbest samast polvkonnast, siis saab eks-
perimendi A jaoks kirbseid miitia soovitud summaga), anti skeemi kolman-
darea eest 1 punkt.

Ulesanne osutus raskeks. Opilased kippusid argumenteerima generatsiooni
moistet kasutades ilma seda defineerimata ning néidetest paistis, et arvati,
et sama vanema koik vahetud jarglased peaksid olema samas generatsioo-
nis, kuid nii defineeritud generatsiooni puhul ei kehti toodud arutelud koiki-
del voimalikel juhtudel. Probleemid tekivad, kui mingi isendi mingi jarglane
on iiht liini pidi nt 2 pdlvkonna, teist liini pidi 3 pdlvkonna kaugusel.
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5. (Janno Veeorg)

Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kaht eri skeemi; iga skeemi pu-
hul selles mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem ziirii lahendusega 1 sarnaste lahenduste jaoks:

o Toestatud, et 2|OK| = |AH|: 4p

o Toestatud, et 4/OK|? + |BC|?> = 4R?: 3p
Skeem ziirii lahendusega 5 sarnaste lahenduste jaoks:

o Toestatud, et |CB'| = |AH|: 4p

o Sealhulgas:

ICB'| _ |BB'|sin ZABC

|AH| |AC| '
o Toestatud, et [CB'|* + |BC|?> = 4R?: 3p

Enamus tdislahendusi ja ka poolikuid lahendusi lahendas sarnaselt Ziirii la-

hendusega 5. Sellest hoolimata leidus aga ka 3 tdislahendust, kus oli lahen-

datud koigist teistest erinevalt.

e Niidatud, et 1p
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 11. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Oleg Kosik)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Maérgitud, et sobivad poliinoomid +x", kus n on mittenegatiiv-

ne tdisarv: 1p

o Ndidatud, et positiivse astmega poliinoomi vabaliige peab ole-
ma 0: 4p

Sealhulgas:

e Niidatud, et P(n) algtegurite hulgas saavad olla ainult ar-
vu n algtegurid: 2p
o Selle abil pohjendatud, et teisi sobivaid poliinoome ei leidu: 2p

. (Joonas Jiirgen Kisel)

Tutipmottekdike hinnati jargnevalt:

o Esitatud iiks voi molemad lahendid: Op
1 1

o Saadud vorrand x|y + —) =z|y+ —) voi selle analoog: 1p
y X

o Tédheldatud, et x, y, z on samamargilised: 1p

o Téislahendus: 7p

Ulesanne oli oodatust tunduvalt raskem: esitati vaid {iks tdislahendus. Pea-
aegu koik osalejad leidsid vdhemalt iihe lahenditest, ent kuna need olid huu-
pi pakkumise teel holpsasti leitavad, ei antud nende eest punkte. Nagu Ziirii
lahendusest 1 ndha, siis 1 punkti andnud tdhelepanekud oleks dige tolgen-
duse korral tublisti abiks olnud; selliseid toid, kus neid oleks tdhendusrik-
kalt edasi arendatud, aga ei olnud. Valdavalt ldheneti tilesandele vorrandi-
te murdudest vabastamisega ning teineteisest liitmise-lahutamisega; samas
tuli monikord sisse kirjavigu, mille tottu sai lahendatud algsest oluliselt liht-
sam lilesanne.

. (Artur Avameri)

Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte jargnevalt.

o Lahendatud tilesanne iihes suunas, kusjuures teine suund la-
hendub sarnaselt vdidete jarjekorda iimber poorates: 5p
o Taislahendus: 7p
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4. (Andres Alumets)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Leitud arvu 2022 algtegurid: 1p
o Lahendus tdielikuna l16pule viidud: 6p
e Mingi 1-st pikema kiiljepikkusega juht hésti tdestatud: 1p

Paljud dpilased lahendasid tilesande juhtude ldbivaatusena. Kui koik juhud
olid labi vaadatud, siis 6pilane sai enamasti 7 punkti. Palju oli tdestatud liht-
sa mustri kaudu, kuid polnud tldistatud igale juhule; sel juhul ei saanud
opilane 7 punkti.

5. (Hendrik Vija)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Lahendatud iilesande osa a): 1p
o Lahendatud iilesande osa b): 3p
Sealhulgas:
e Tuldud méttele hinnata avaldises esinevat korrutist {ilalt: 1p
e Késitletud koigi variante, mitmekohalised arvud avaldises
voivad esineda: 1p

e Antud korrektne tilemtoke ilma sulgudeta avaldise védartu-
sele ning esitatud sulgudega avaldis, mille vaartus on sellest

suurem: 1p
o Lahendatud iilesande osa c): 3p
Sealhulgas:
e Tuldud mottele hinnata voimaluste arvu tehtemérkide pai-
gutamiseks avaldisse: 1p
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

26. marts 2022 Loppvoor 12. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Elts Abel)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Voetud kasutusele vajalikud tdhistused ja saadud neid siduv vor-

dus: 2p
o Ndidatud, et ainsad vdhimad arvud saavad olla 5 ja 6 ning leitud

vastav arvude summa: 2p
o Leitud kaheelemendilised hulgad elementidega 5 ja 20 ning 6 ja

12: 1p
o Leitud 6iged neli kolmeelemendilist hulka: 2p

Vastusena oodati koikide selliste arvuhulkade loetelu, mis rahuldavad {iles-
ande tingimusi. Suur hulk lahendajaid aga andis vastuseks, mitu arvu véib
olla tahvlile kirjutatud.

2. (Mart Abel)
Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte jargnevalt.

o Taielik lahendus (niide funktsioonist, mis rahuldab iilesande
tingimusi mingi positiivse arvu ¢ # 1 korral, kuid ei rahulda neid
koigi positiivsete reaalarvude c korral, koos kontrolliga, et iiles-
ande algtingimused on tdidetud ja nditega mingist ¢ vdirtusest): 7p
o Taislahendus, mille kdigus tehtud 1-2 aritmeetikaviga: 6p
Naited funktsioonidest, mis rahuldavad iilesandes toodud tingimusi koigi
positiivsete reaalarvude c¢ korral, punkte ei andnud.

3. (Joonas Kalda)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Osa a) lahendus: 2p
Sealhulgas tiiiipiliste osaliste lahenduste eest:
e Niidatud, et vdide kehtib mingi konkreetse k vddrtuse kor-
ral: Op
e Toestatud, et leidub tiikk, mille imberm66t on suurem kui
% voi sellega vordne: 1p

o Osab) lahendus: 5p
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4. (Ago-Erik Riet)
Ttitipiliste mottekdikude eest anti punkte jargnevalt.

o Lahendatud mingi mittetriviaalne erijuht nagu n = 4,k = 2,
voi kus oli naabrus kirjeldatud graafina, joonistatud moni vas-
tav graaf ja aru saadud, et on vaja tdestada, et iiheski s6ltumatus
tipuhulgas pole rohkem kui c’,gj elementi, voi leitud selles graa-
fis tihe tipu naabrite arv k(n — k): 1p
o Taislahendus: 7p

Tegemist on iilesandega kodeerimisteooria valdkonnast. Info kodeeritakse
ehk kirjeldatakse liiaga, seejdrel saadetakse iile kanali, kus voivad tekkida ju-
huslikud vead, ning pérast piiiitakse algne info taastada, kasutades liiaga an-
tud info struktuuri. Sellised veaparanduskoodid on kasutusel koikjal, kus in-
fo liigub voi seda talletatakse, nditeks 5G, WiFi, protsessori siinid, CD/DVD,
arvuti muutmadlu, satelliitside, side kosmoseaparaatidega jne. Antud {iles-
annet saab kirjeldada nii, et me vaatleme nullide ja {ihtede jadasid pikkuse-
ga n, kus on tipselt k iihte, ning tahame tdestada tilemtoket selliste jadade
hulkade suurustele, kus igas kahes jadas on erinev stimbol vihemalt 4 po-
sitsioonis (ehk nn Hammingi kaugus vdhemalt 4). Need hulgad on tuntud
kui minimaalse kaugusega 4 konstantse kaaluga koodid. Kui info kodeerida
selliseks jadade hulgaks ning saata iile kanali, siis iiks bitimuutus on auto-
maatselt parandatav, voi kolm bitimuutust on avastatavad (nditeks saame
kiisida info uuesti saatmist); ithtede arvu kitsendamist on vaja konkreetse-
tes rakendustes.

Graafide keeles voiks kombinatsioonid n elemendist k-kaupa olla graafi ti-
pud ning servaga ithendame kaks tippu (iga tipupaari), mis on omavahel
naabrid. Naabrusgraaf, mille saame, on tuntud kui Johnsoni graaf parameet-
ritega n ja k. Kaugusega 4 konstantse kaaluga kood vastab soltumatule ti-
puhulgale selles graafis, st sellisele tipuhulgale, mille tippude vahel (hulga
sees) pole iihtegi serva. Ulesandeks ongi toestada, et iheski sdltumatus ti-
puhulgas pole rohkem kui Cﬁj elementi.

5. (Valdis Laan)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Vilja pakutud sobiv jaotus paarideks: 1p
o Ndidatud, et korrutiste summa jagub 2-ga: 1p
o Ndidatud, et korrutiste summa jagub n-ga: 5p
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