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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 9. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kaks positiivset täisarvu sisaldavad kahe peale kokku iga numbrit 0, 1, . . . , 9
täpselt korra. Leia suurim võimalik nende kahe arvu suurim ühistegur.

2. Kas arv 2022 · 2023 · 2024 · 2025 + 1 on mingi täisarvu ruut?

3. Kolmnurga ABC tipu B juures oleva sisenurga poolitaja lõikub kolmnurga
ABC ümberringjoonega punktis P (P 6= B ). Punkti P läbiv sirge, mis on risti
sirgega AC , lõikub kolmnurga ABC ümberringjoonega punktis P ′ (P ′ 6= P ).
Tõesta, et nelinurk APC P ′ on ruut parajasti siis, kui ∠ABC = 90◦ .

4. On antud pulgad pikkusega 1, millest igaühe peale on kirjutatud number 1,
2 või 3. Iga numbriga pulki on piiramatus koguses. Loeme kolmest pulgast
moodustatud kolmnurki erinevateks, kui ühe kolmnurga pulkadest ei saa
moodustada teist kolmnurka.

a) Mitu erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka on üldse või-
malik?

b) 18 pulgast moodustatakse võrdkülgne kolmnurk külje-
pikkusega 3, mis on jaotatud 9 võrdkülgseks kolmnurgaks
küljepikkusega 1, mis kõik on erinevad. Leia suurim või-
malik suure kolmnurga külgedel olevale 9 pulgale kirjuta-
tud numbrite summa.

5. Kolmnurgas ABC valitakse küljel AC punkt M ja seejärel lõigul B M punkt K

nii, et |AM | = 1

3
|AC | ja |BK | = 1

4
|B M |. Olgu N sirge AK lõikepunkt küljega

BC . Mitu protsenti moodustab nelinurga MK NC pindala kolmnurga ABC

pindalast?



Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Naturaalarvude a ja b liitmisel jättis Juku kogemata taskuarvutisse sisesta-
mata arvu a lõpunumbri 7 ning sai vastuseks 2022. Kui Juku oleks samade
arvude liitmisel unustanud taskuarvutisse sisestamata hoopis arvu b lõpu-
numbri, siis olnuks tulemuseks 5000. Leia arvude a ja b summa.

2. Leia summa

√

1 + 1

12
+ 1

22
+

√

1 + 1

22
+ 1

32
+ . . . +

√

1 + 1

20212
+ 1

20222
.

3. Punktid A , D , E ja C asuvad ühel sirgel selles järjestuses. Punkt B valitakse
nii, et kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased (antud tippude järjekorraga),

kusjuures |EC | = 2|AD| ja ∠ABC = 120◦ . Leia
|AC |
|AD|

.

4. Kärbsekasvanduses on 100001 äädikakärbest. Uurimisrühm soovib kasvan-
duselt osta mingi hulga kärbseid, et teha (ühekordselt) kas eksperimenti A
või eksperimenti B (aga mitte mõlemat).

Eksperimendi A jaoks vajab uurimisrühm sellist hulka kärbseid, kellest ükski
pole mõne teise selles hulgas oleva kärbse järeltulija. Sellise hulga eest mak-
saks uurimisrühm kasvandusele 505 eurot pluss 5 eurot iga kärbse kohta.

Eksperimendi B jaoks vajab uurimisrühm aga sellist hulka kärbseid, kelle
seast mistahes viisil kaks kärbest valides on üks neist teise järeltulija. Sellise
hulga eest maksaks uurimisrühm kasvandusele 1000 eurot pluss 10 eurot
iga kärbse kohta.

Tõesta, et kasvanduses leidub selline hulk kärbseid, mille eest maksaks uuri-
misrühm vähemalt 3010 eurot.

Märkus. Igal kärbsel saab kasvanduses olla kuni 2 vanemat.

5. Teravnurkse kolmnurga ABC ümberringjoone raadius on R ning kõrguste
lõikepunkt on H . Tõesta, et |AH |2 + |BC |2 = 4R2 .



Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Leia kõik täisarvuliste kordajatega polünoomid P (x), millel on järgmine
omadus: kõigi tingimust SÜT(u, v) = 1 rahuldavate positiivsete täisarvude
paaride (u, v) korral SÜT(|P (u)|, |P (v)|) = 1.

Märkus. Polünoom P (x) on täpselt ühest tundmatust x sõltuv avaldis ku-
jul al xl + al−1xl−1 + . . . + a1x + a0 , kus l on mingi naturaalarv; arvusid
al , al−1, . . . , a1, a0 nimetatakse selle polünoomi kordajateks. Iga arvu c kor-
ral tähendab P (c) avaldise P (x) väärtust, kui võtta tundmatu x väärtuseks c .

2. Leia kõik reaalarvukolmikud (x, y, z), mis rahuldavad võrrandisüsteemi































x

y
+ y

z
+ x y = 3,

y

z
+ z

x
+ y z = 3,

z

x
+ x

y
+ zx = 3.

3. Mittevõrdkülgse kolmnurga ABC kõrguste lõikepunkt on H ja ümberring-
joone keskpunkt O . Olgu D kolmnurga ABC tipust A tõmmatud kõrguse

aluspunkt. Tõesta, et ∠AHO = 90◦ parajasti siis, kui
|AH |
|HD|

= 2.

4. Täisarvuliste küljepikkustega ristkülik on jaotatud 2022 ühikruuduks. Vähe-
malt üks ühikruut on värvitud mustaks. On teada, et kõigis ridades on ühe-
palju musti ühikruute ja ka kõigis veergudes on ühepalju musti ühikruute.
Leia kõik võimalused, milline võib olla mustade ühikruutude arv kokku.

5. Õpetaja kirjutab tahvlile järjest numbrid 20212022. Juku peab nende numb-
rite vahele kirjutama täpselt ühe korra kõiki tehtemärke (+,−, ·, :), nii et te-
kib korrektne matemaatiline avaldis, millel on reaalarvuline väärtus, ning
leidma selle väärtuse.

a) Kas Jukul on võimalik saada lõpptulemuseks arv 0?

b) Kas juhul, kui õpetaja lubaks kasutada ka sulge, saaks Juku tekitada suu-
rema väärtusega avaldisi kui ilma sulgudeta võimalik?

c) Tõesta, et leidub arvust 1000 väiksem positiivne täisarv, mida Jukul ei
ole võimalik (sulge kasutamata) avaldise väärtuseks saada.



Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga ülesande õige ja ammendavalt põhjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Tahvlile on kirjutatud mingi hulk erinevaid positiivseid täisarve. Kui kirju-
tatud arvudest kustutada kõige väiksem arv, siis kõigi allesjäänud arvude
summa ja korrutise jagatis on 4 korda suurem kui algsete arvude summa
ja korrutise jagatis. Leia kõik võimalused, milline hulk arve saab olla algselt
tahvlil.

2. Funktsioon f (x) on määratud kõigil positiivsetel reaalarvudel ja võtab posi-
tiivseid reaalarvulisi väärtusi. On teada, et leidub selline 1-st erinev positiiv-
ne konstant c , et iga positiivse reaalarvu x korral

(

f (cx)
)2 = f (x) f

(

c2x
)

.

Kas võib kindlalt väita, et see funktsioon rahuldab antud võrdust iga posi-
tiivse reaalarvulise konstandi c ja positiivse reaalarvu x korral?

3. Kolmnurk ümbermõõduga P on jaotatud k kolmnurgakujuliseks tükiks, kus
k Ê 2.

a) Tõesta, et leidub tükk, mille ümbermõõt on suurem kui
P

k
.

b) Tõesta, et kui algne kolmnurk on võrdkülgne, siis leidub tükk, mille üm-

bermõõt on vähemalt
P
p

k
.

4. Olgu n positiivne täisarv. Iga k = 1, 2, . . . , n − 1 korral nimetame naabriteks

kaht kombinatsiooni n elemendist k -kaupa, kui neis kombinatsioonides on
täpselt k−1 ühist elementi (ehk nad erinevad täpselt ühe elemendi poolest).
Tõesta, et sellises n elemendist k -kaupa kombinatsioonide valikus, milles
ükski kaks kombinatsiooni pole naabrid, ei saa olla rohkem kui C k−1

n−1 kom-
binatsiooni.

5. Tõesta, et leidub lõpmata palju positiivseid täisarve n , mille korral saab
täisarvud 1, 2, 3, . . . , 2n jaotada paaridesse nii, et paaride liikmete korrutiste
summa jagub arvuga 2n .



69-я Олимпиада Эстонии по математике

26 марта 2022 г. Заключительный тур 9 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Вспомогательные письменныематериалыили электронные приборыне разрешены.

1. Два положительных целых числа содержат вместе на двоих каждую из

цифр 0, 1, . . . , 9 ровно по одному разу. Найти наибольший возможныйна-
ибольший общий делитель этих двух чисел.

2. Является ли число 2022 ·2023 ·2024 ·2025+1 квадратом какого-то целого
числа?

3. Биссектриса угла при вершине B треугольника ABC пересекает описан-

нуюокружность треугольника ABC в точке P (P 6= B ). Прямая через точ-

ку P , перпендикулярная прямой AC , пересекает описанную окружность

треугольника ABC в точке P ′ (P ′ 6= P ). Доказать, что четырёхугольник

APC P ′ является квадратом тогда и только тогда, когда ∠ABC = 90◦ .

4. Даны палочки длиной 1, на каждой из которых написана одна из цифр 1,
2 или 3. Палочек с каждой из цифр неограниченное количество. Будем

считать треугольники, составленные из трёх палочек, различными, если

из палочек одного треугольниканевозможно составить другой треуголь-

ник.

а) Сколько различных треугольников из трёх палочек всего существу-

ет?

б) Из 18 палочек составляют равносторонний треуголь-

ник с длиной стороны 3, разделённый на 9 равносто-

ронних треугольников сдлинойстороны 1, которыевсе
различны.Найтинаибольшуювозможнуюсуммуцифр,

написанных на 9 палочках сторон большого треуголь-

ника.

5. Втреугольнике ABC на стороне AC отмечают точку M , а затемнаотрезке

B M точку K так, что |AM | = 1

3
|AC | и |BK | = 1

4
|B M |. Пусть N — точка

пересечения прямой AK со стороной BC . Сколько процентов составляет

площадь четырёхугольника MK NC от площади треугольника ABC ?



69-я Олимпиада Эстонии по математике

26 марта 2022 г. Заключительный тур 10 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Вспомогательные письменныематериалыили электронные приборыне разрешены.

1. При сложении двух натуральных чисел a и b Юра случайно забыл вве-

сти в калькулятор последнююцифру числа a , которая равнялась 7, и по-
лучил ответ 2022. Если бы вместо этогоЮра забыл ввести в калькулятор

последнююцифру числа b , то получил бы ответ 5000. Найти сумму чисел
a и b .

2. Найти сумму

√

1 + 1

12
+ 1

22
+

√

1 + 1

22
+ 1

32
+ . . . +

√

1 + 1

20212
+ 1

20222
.

3. Точки A , D , E и C расположены на одной прямой в указанном порядке.

Точку B отмечают так, что треугольники ADB и BEC подобны (в данном

порядке вершин), причём |EC | = 2|AD| и ∠ABC = 120◦ . Найти
|AC |
|AD|

.

4. Нафермепоразведениюмухживёт 100001 уксусныхмух.Исследователь-
ская группа хочет приобрести у фермы некоторое множество мух, чтобы

провести однократно один из экспериментов A или B (но не оба вместе).

Для эксперимента A исследовательской группе требуется такое множе-

ство мух, в котором ни одна муха не является потомком какой-то другой

мухи из этого множества. За такое множество исследовательская группа

заплатила быферме 505 евро плюс 5 евро за каждуюмуху.

Для эксперимента B исследовательской группе требуется такое множе-

ствомух, что, выбираяизнеголюбыедвемухи,однаизнихбудетявляться

потомком другой. За такое множество исследовательская группа запла-

тила быферме 1000 евро плюс 10 евро за каждуюмуху.

Доказать, что на ферме найдётся множество мух, за которое исследова-

тельская группа заплатила бы по меньшей мере 3010 евро.

Примечание.У каждой мухи может быть на ферме до 2 родителей.

5. Пусть R — радиус описанной окружности остроугольного треугольни-

ка ABC , а высоты треугольника пересекаются в точке H . Доказать, что

|AH |2 + |BC |2 = 4R2 .



69-я Олимпиада Эстонии по математике

26 марта 2022 г. Заключительный тур 11 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Вспомогательные письменныематериалыили электронные приборыне разрешены.

1. Найти все многочлены с целочисленнымикоэффициентами P (x), у кото-
рых есть следующее свойство: для всех таких пар положительных целых

чисел (u, v), что НОД(u, v) = 1, выполняется НОД(|P (u)|, |P (v)|) = 1.
Примечание. Многочлен P (x) — это зависящее ровно от одной неизвест-

ной x выражение вида al xl +al−1xl−1 + . . .+a1x +a0 , где l —какое-то на-

туральное число; числа al , al−1, . . . , a1, a0 называются коэффициентами

этого многочлена. Для каждого числа c запись P (c) обозначает значение
выражения P (x), если значением неизвестной x взять c .

2. Найти все тройки действительных чисел (x, y, z), удовлетворяющие си-
стеме уравнений































x

y
+ y

z
+ x y = 3,

y

z
+ z

x
+ y z = 3,

z

x
+ x

y
+ zx = 3.

3. Высоты неравностороннего треугольника ABC пересекаются в точке H ,

а центр описанной вокруг него окружности находится в точке O . Пусть D

—основаниепроведённойизвершины A высотытреугольника ABC . До-

казать, что ∠AHO = 90◦ тогда и только тогда, когда
|AH |
|HD|

= 2.

4. Прямоугольник со сторонами целочисленной длины разделён на 2022
клетки в форме единичного квадрата. По крайней мере одна клетка по-

крашена чёрным. Известно, что во всех рядах поровну чёрных клеток, и

также и во всех столбцах поровну. Найти все возможности, сколько всего

может быть чёрных клеток.

5. Учительница записываетнадоскепопорядкуцифры 20212022. Васядол-
женмежду этими цифрами записать ровно по одному разу все знаки дей-

ствий (+,−, ·, :) так, чтобыполучилось корректное математическое выра-

жение, у которого будет действительное значение, и найти это значение.

а) Может ли Вася получить ответом 0?
б) В случае, если учительница разрешит использовать также и скобки,

сможет ли Вася получить выражения с большим значением, чем это

возможно без скобок?

в) Доказать, что существует положительное целое число меньшее, чем

1000, получить которое значением выражения невозможно (не ис-

пользуя скобки).



69-я Олимпиада Эстонии по математике

26 марта 2022 г. Заключительный тур 12 класс

Время, отводимое для решения: 5 часов.

Верное и достаточно обоснованное решение каждой задачи даёт 7 баллов.

Вспомогательные письменныематериалыили электронные приборыне разрешены.

1. На доске записано некоторое множество различных положительных це-

лых чисел. Если стереть самое маленькое из записанных чисел, то отно-

шение суммы и произведения оставшихся чисел будет в 4 раза больше,

чем отношение суммыипроизведенияпервоначальных чисел.Найти все

возможности того, какое множество чиселможет быть на доске в начале.

2. Функция f (x) определена для всех положительных действительных чи-
сел и принимает положительные действительные значения. Известно,

что найдётся такая отличная от 1 положительная константа c , что при

каждом положительном действительном x выполняется

(

f (cx)
)2 = f (x) f

(

c2x
)

.

Можно ли с уверенностью утверждать, что эта функция удовлетворяет

данномуравенствудлякаждойположительнойдействительнойконстан-

ты c и для каждого положительного действительного x ?

3. Треугольникспериметром P разделённа k треугольныхкуска, где k Ê 2.

а) Доказать, что найдётся кусок с периметром больше, чем
P

k
.

б) Доказать, чтоеслипервоначальныйтреугольникравносторонний, то

найдётся кусок с периметром не меньше, чем
P
p

k
.

4. Дано целое положительное число n . Для каждого k = 1, 2, . . . , n − 1 назо-
вём соседями два сочетания по k элементов из n , если в этих сочетаниях

ровно k − 1 общих элементов (т. е. они отличаются ровно одним элемен-

том). Доказать, что внаборе сочетанийпо k элементовиз n , в которомни-

какие два сочетания не являются соседями, не может быть больше, чем

C k−1
n−1 сочетаний.

5. Доказать,чтонайдётсябесконечномногоположительныхцелыхчисел n ,

при которых целые числа 1, 2, 3, . . . , 2n можно разбить на пары так, что

сумма произведений чисел в парах делится на 2n .



Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 9. klass

Lahendused

1. (Härmel Nestra)

Kaks positiivset täisarvu sisaldavad kahe peale kokku iga numbrit 0, 1, . . . , 9
täpselt korra. Leia suurim võimalik nende kahe arvu suurim ühistegur.

Vastus: 48651.

Lahendus. Oletame algul, et need kaks arvu on mõlemad 5-kohalised. Pane-
me tähele, et kahe erineva arvu ühistegur ei saa olla suurem kui pool suure-
mast arvust; seega antud arvude suurim ühistegur peab olema väiksem kui
50000. See tähendab, et kui see suurim ühistegur on 5-kohaline, siis tema
esimene number ei saa olla suurem kui 4. Olgu see suurim ühistegur d ning
oletame, et ta on 5-kohaline ja tema esimene number on 4; sel juhul peab
suurem kahest arvust olema 2d (sest 3d oleks 6-kohaline) ja väiksem ole-
ma d . Kui arvu d teine number oleks 9, siis oleks arvu 2d esimesed kaks
numbrit kas 98 või 99, kuid mõlemal juhul esineks number 9 kahes arvus
topelt. Seega arvu d teine number ei saa olla suurem kui 8; oletame, et see
on 8 ning arvu 2d esimene number seega 9. Kui arvu d kolmas number
oleks 7, siis peaks ka arvu 2d teine number olema 7. Seega arvu d kolmas
number ei saa olla suurem kui 6 ning neljast esimesest numbrist moodus-
tuv arv ei saa olla suurem kui 4865; oletame, et arvu d esimesed neli numbrit
on 4865. Siis arvu 2d esimesed kolm numbrit on 973 ja neljas number on 0,
sest ühelistest ei saa piisavalt suurte numbrite puudusel tekkida ülekannet.
Üle jäävad numbrid 1 ja 2, mille jaotamiseks ainus võimalus on d = 48651
ja 2d = 97302. Need arvud ka rahuldavad ülesande tingimusi.

Kui ülesande tingimusi rahuldavad kaks arvu ei ole 5-kohalised, siis saab
nende arvude suurim ühistegur olla ülimalt 4-kohaline, sest kahe arvu ühis-
tegur ei saa olla suurem väiksemast arvust. Järelikult eelmises lõigus leitust
suuremaid lahendeid ei leidu.

2. (Urve Kangro)

Kas arv 2022 · 2023 · 2024 · 2025 + 1 on mingi täisarvu ruut?

Vastus: jah.

Lahendus. Olgu a = 2022 ja b = a(a + 3) = a2 + 3a . Paneme tähele, et
(a + 1)(a + 2) = a2 + 3a + 2 = b + 2. Seega

a(a + 1)(a + 2)(a + 3) + 1 = b(b + 2) + 1 = (b + 1)2.

9



A

B

C

P

P
′

Joonis 1

3. (Erik Paemurru)

Kolmnurga ABC tipu B juures oleva sisenurga poolitaja lõikub kolmnurga
ABC ümberringjoonega punktis P (P 6= B ). Punkti P läbiv sirge, mis on risti
sirgega AC , lõikub kolmnurga ABC ümberringjoonega punktis P ′ (P ′ 6= P ).
Tõesta, et nelinurk APC P ′ on ruut parajasti siis, kui ∠ABC = 90◦ .

Lahendus 1. Piirdenurga omaduse põhjal ∠ABC = ∠AP ′C (joonis 1). Seega
piisab ülesande lahendamiseks näidata, et nelinurk APC P ′ on ruut parajasti
siis, kui ∠AP ′C = 90◦ .

Kuna ∠ABP = ∠C BP , siis |AP | = |C P |. Seega PP ′ on külje AC keskristsirge,
sest võrdhaarse kolmnurga tipunurgast tõmmatud kõrgus asub keskristsir-
gel. Järelikult sirge PP ′ läbib kolmnurga ABC ümberringjoone keskpunkti
ehk kõõl PP ′ on diameeter. Thalese teoreemist ∠PAP ′ = ∠PC P ′ = 90◦ .

Kui ∠AP ′C = 90◦ , siis ka ∠APC = 180◦ − 90◦ = 90◦ . Seega nelinurk APC P ′

on ristkülik ja kahe lähiskülje AP ja C P pikkuste võrdsuse tõttu ka ruut. Tei-
salt, kui APC P ′ on ruut, siis ilmselgelt ∠AP ′C = 90◦ . Sellega ongi vajalik
samaväärsus tõestatud.

Lahendus 2. Piirdenurga omaduse põhjal ∠ABC = ∠AP ′C . Seega piisab
ülesande lahendamiseks näidata, et nelinurk APC P ′ on ruut parajasti siis,
kui ∠AP ′C = 90◦ .

Kuna ∠ABP = ∠C BP , siis |AP | = |C P |. Seega sirge PP ′ poolitab külje AC ,
sest võrdhaarse kolmnurga tipunurgast tõmmatud kõrgus ja mediaan üh-
tivad.

Kui ∠AP ′C = 90◦ , siis Thalese teoreemi põhjal on AC kolmnurga ABC üm-
berringjoone diameeter. Järelikult teda poolitav kõõl PP ′ läbib kolmnurga
ABC ümberringjoone keskpunkti, mis tähendab, et ka AC poolitab kõõ-
lu PP ′ . Et ülesande tingimuste põhjal PP ′ ⊥ AC , siis nelinurga APC P ′

diagonaalid on risti ja poolitavad teineteist, siis nelinurk APC P ′ on romb
ning ∠AP ′C = 90◦ tõttu ka ruut. Teisalt, kui APC P ′ on ruut, siis ilmselgelt
∠AP ′C = 90◦ . Vajalik samaväärsus on tõestatud.
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4. (Maksim Ivanov)

On antud pulgad pikkusega 1, millest igaühe peale on kirjutatud number 1,
2 või 3. Iga numbriga pulki on piiramatus koguses. Loeme kolmest pulgast
moodustatud kolmnurki erinevateks, kui ühe kolmnurga pulkadest ei saa
moodustada teist kolmnurka.

a) Mitu erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka on üldse või-
malik?

b) 18 pulgast moodustatakse võrdkülgne kolmnurk külje-
pikkusega 3, mis on jaotatud 9 võrdkülgseks kolmnurgaks
küljepikkusega 1, mis kõik on erinevad. Leia suurim või-
malik suure kolmnurga külgedel olevale 9 pulgale kirjuta-
tud numbrite summa.

Vastus: a) 10; b) 26.

Lahendus 1.

a) Kolmnurki, mille kõigil külgedel on üks ja sama number, on 3 erinevat
(111, 222, 333). Kolmnurki, mille kahel küljel on üks ja kolmandal mingi
muu number, on 6 erinevat (112, 113, 221, 223, 331, 332). Kolmnurgad,
mille kõigil külgedel on erinev number, on kõik ühesugused (123). Seega
kokku on 3 + 6 + 1 ehk 10 erinevat kolmest pulgast moodustatud kolm-
nurka.

b) Et suurim pulgale kirjutatud number on 3, on suurim 9 pulgale kirju-
tatud numbrite summa 9 · 3 ehk 27. Oletame, et vaadeldava 18 pulgast
moodustatud võrdkülgse kolmnurga külgedel olevate pulkade numbrite
summa on 27. See tähendab, et kõigil neil 9 pulgal on number 3. Üld-
se on 6 erinevat kolmest pulgast moodustatud kolmnurka, mille ühel
küljel on number 3. Et ka vaadeldavas kujundis on külgedel 6 väikese
kolmnurga külged, peavad kõik 6 erinevat kolmest pulgast moodusta-
tud kolmnurka, mille ühel küljel on number 3, esinema vaadeldava ku-
jundi nurgas või külgedel. Kuna üks neist 6 kolmnurgast on selline, mil-
le kõigil külgedel on number 3, kuid väikse kolmnurga kõik küljed ei saa
korraga olla suure kolmnurga külgedel, satub vähemalt üks pulk, mil-
lel on number 3, suure kolmnurga siseossa. Teine väike kolmnurk, mille
küljeks on see pulk, asub tervikuna kolmnurga siseosas (joonistel 2 ja 3
on kujutatud kaks võimalikku olukorda; kui rohelisega märgitud pulk
kuulub kolmnurgale, mille igal küljel on number 3, siis punasega piira-
tud siseosa kolmnurkade mingile küljele satuks number 3). Saime vas-
tuolu eelnevalt tõestatud väitega, et kõik kolmest pulgast moodustatud
kolmnurgad, mille ühel küljel on number 3, paiknevad suure kolmnurga
nurgas või külgedel. Vastuolu näitab, et suure kolmnurga külgedel ole-
vate pulkade numbrite summa ei saa olla 27.

Joonis 4 näitab, et summa 26 on võimalik.
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Joonis 2 Joonis 3

3

3 3

3

33

3 1

2

3 2

3

1

2

2 2

1

1

Joonis 4

Lahendus 2.

a) Küsimus on samaväärne küsimusega, kui palju on erinevaid kolmeko-
halisi arve, mille iga number on 1, 2 või 3 ja mille numbrid on mitte-
kahanevalt järjestatud (st ühelegi numbrile ei järgne väiksem number).
Selliseid arve on 10 (111, 112, 113, 122, 123, 133, 222, 223, 233, 333).

b) Et suurim pulgale kirjutatud number on 3, on suurim 9 pulgale kirju-
tatud numbrite summa 9 · 3 ehk 27. Oletame, et vaadeldava 18 pulgast
moodustatud võrdkülgse kolmnurga külgedel olevate pulkade numbrite
summa on 27. See tähendab, et kõigil neil 9 pulgal on number 3. Kõi-
gis 10 erinevas kolmest pulgast moodustatud kolmnurgas, mis on üldse
võimalik, esineb number 3 kokku 10 korda. Et 9 esinemist ära kasutada,
peab kindlasti valikus esinema kolmnurk, mille igal küljel on number 3.
Kuna väikse kolmnurga kõik küljed ei saa korraga olla suure kolmnurga
külgedel, satub vähemalt üks pulk, millel on number 3, ka suure kolm-
nurga siseossa. Seega tuleb ära kasutada kõik 10 number 3 esinemist.
Kuid suure kolmnurga siseossa sattuv pulk on korraga kahe väikse kolm-
nurga küljeks, mistõttu kolmnurkade kaupa lugedes tekib 11 number 3
esinemist. Vastuolu näitab, et suure kolmnurga külgedel olevate numb-
rite summa ei saa olla 27.

Et see summa saab olla 26, näitab ükskõik milline joonistest 5, 6, 7, 8
ja 9.

Märkus. Joonistel 4–9 on toodud kõik võimalused saada suure kolmnurga
külgedel olevate pulkade summaks 26, arvestamata pöördeid ja peegeldusi.

3

3 3

3

33

3 1

2

3 2

3

1

2

2 1

1

1

Joonis 5

3

3 3

3

33

3 1

2

3 3

2

2

2

1 1

1

1

Joonis 6

3

3 3

3

33

3 1

2

3 3

2

1

2

2 1

1

1

Joonis 7

3

3 3

3

33

3 1

2

2 3

3

2

2

1 1

1

1

Joonis 8

3

3 3

3

33

3 1

2

2 3

3

2

2

2 1

1

1

Joonis 9

5. (Urve Kangro)

Kolmnurgas ABC valitakse küljel AC punkt M ja seejärel lõigul B M punkt K

nii, et |AM | = 1

3
|AC | ja |BK | = 1

4
|B M |. Olgu N sirge AK lõikepunkt küljega
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BC . Mitu protsenti moodustab nelinurga MK NC pindala kolmnurga ABC

pindalast?

Vastus: 65.

Lahendus 1. Olgu kolmnurga ABC pindala S ning kolmnurkade AK M ,
BK N , MK N ja C M N pindalad vastavalt S1 , S2 , S3 ja S4 (joonis 10). Siis:

• S2 + S3 + S4 = 2

3
S , sest vasak pool on kolmnurga MBC pindala ning

kolmnurkadel MBC ja ABC on võrdsed kõrgused ja aluste suhe
2

3
;

• S1 + S3 + S4 = 3

2
S4 , sest vasak pool on kolmnurga ANC pindala ning

kolmnurkadel ANC ja M NC on võrdsed kõrgused ja aluste suhe
3

2
;

• S2 = 1

3
S3 , sest kolmnurkadel B N K ja M N K on võrdsed kõrgused ja

aluste suhe
1

3
;

• S1 = 1

4
S , sest kolmnurkadel AK M ja ABC on kõrguste suhe

3

4
ja aluste

suhe
1

3
.

Asendades S1 ja S2 kahest viimasest võrdusest kahte esimesse, saame S3 ja
S4 suhtes võrrandisüsteemi















1

3
S3 + S3 + S4 = 2

3
S,

1

4
S + S3 + S4 = 3

2
S4.

S1

S2

S3

S4

A

B

C

M

N

K

Joonis 10
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Liites esimese võrrandi pooltele
1

3
S4 tuues S -ga liikme vasakule, saame

S3 + S4 ja S4 suhtes samaväärse võrrandisüsteemi















4

3
(S3 + S4) − 2

3
S = 1

3
S4,

(S3 + S4) + 1

4
S = 3

2
S4.

Korrutades saadud süsteemis esimese võrrandi 9-ga ja teise 2-ga, muutu-
vad paremad pooled võrdseks. Seega on võrdsed ka vastavad vasakud poo-

led ehk 9· 4

3
(S3 + S4)−9· 2

3
S = 2 (S3 + S4)+

1

2
S . Avaldades siit S3+S4 , saame

S3 +S4 = 0,65S . Järelikult nelinurga MK NC pindala moodustab kolmnurga
ABC pindalast 65%.

Lahendus 2. Tähistame kujundi Π pindala SΠ . Ülesande tingimustest saa-
me:

•
S AB M

S ABC
= |AM |

|AC |
= 1

3
, seega S AB M moodustab

1

3
ja SC B M moodustab

2

3
kogu kolmnurga ABC pindalast;

•
S ABK

S AB M
= |BK |

|B M |
= 1

4
, seega S ABK moodustab

1

4
· 1

3
ehk

1

12
ja S AMK

moodustab
1

3
− 1

12
ehk

1

4
kogu kolmnurga ABC pindalast;

•
SBC K

SBC M
= |BK |

|B M |
= 1

4
(joonis 11), seega SBC K moodustab

1

4
· 2

3
ehk

1

6
ja

SMC K moodustab
2

3
− 1

6
ehk

1

2
kogu kolmnurga ABC pindalast.

A

B

C

M

N

K

Joonis 11

14



Kuna
S AB N

S AC N
= |B N |

|C N |
= SK B N

SKC N
, siis

S AB N

S AC N
= S AB N − SK B N

S AC N − SKC N
= S ABK

S AMK + SMC K
=

1
12

1
4 + 1

2

=
1

12
3
4

= 1

9
.

Sellest tulenevalt
S AB N

S ABC
= S AB N

S AB N + S AC N
= S AB N

S AB N + 9S AB N
= 1

10
, mistõttu

S AB N moodustab
1

10
kogu kolmnurga ABC pindalast.

Kokku niisiis

SMK NC

S ABC
= S ABC − S AB N − S AMK

S ABC
= 1 − 1

10
− 1

4
= 0,65

ehk nelinurga MK NC pindala moodustab kolmnurga ABC pindalast 65%.
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 10. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Naturaalarvude a ja b liitmisel jättis Juku kogemata taskuarvutisse sisesta-
mata arvu a lõpunumbri 7 ning sai vastuseks 2022. Kui Juku oleks samade
arvude liitmisel unustanud taskuarvutisse sisestamata hoopis arvu b lõpu-
numbri, siis olnuks tulemuseks 5000. Leia arvude a ja b summa.

Vastus: 6385.

Lahendus. Olgu a = x7 ja b = yd , kus d on arvu b lõpunumber ning x

ja y on vastavalt arvud a ja b ilma viimase numbrita. Teisiti väljendudes
a = 10x + 7 ja b = 10y + d . Ülesande tingimustest saame võrrandisüsteemi

{

x + 10y + d = 2022,
y + 10x + 7 = 5000.

(1)

Lahutades teisest võrrandist esimese ja lihtsustades, saame võrrandi

9(x − y) − d = 2971. (2)

Kuna x ja y on täisarvud, siis 9(x − y) jagub 9-ga. Et arv 2971 annab 9-ga
jagades jäägi 1, siis number d peab andma 9-ga jagades jäägi 8; ainus või-
malus selleks on d = 8. Lihtsustades selle teadmise abil võrrandi (2), saame
x−y = 331, kust edasi võrrandisüsteemi (1) emba-kumba võrrandisse asen-
dades saame x = 484 ja y = 153. Järelikult a + b = 4847 + 1538 = 6385.

2. (Urve Kangro)

Leia summa

√

1 + 1

12
+ 1

22
+

√

1 + 1

22
+ 1

32
+ . . . +

√

1 + 1

20212
+ 1

20222
.

Vastus: 2021 + 2021

2022
.

Lahendus 1. Tähistame

s =
√

1 + 1

12
+ 1

22
+

√

1 + 1

22
+ 1

32
+ . . . +

√

1 + 1

20212
+ 1

20222
.

Paneme tähele, et

1 + 1

k2
+ 1

(k + 1)2
= k2(k + 1)2 + (k + 1)2 + k2

k2(k + 1)2
=

= (k(k + 1))2 + 2k(k + 1) + 1

(k(k + 1))2
= (k(k + 1) + 1)2

(k(k + 1))2
,
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miska
√

1 + 1

k2
+ 1

(k + 1)2
= k(k + 1) + 1

k(k + 1)
= 1 + 1

k(k + 1)
= 1 + 1

k
− 1

k + 1
.

Seega

s = 2021 +
(

1

1
− 1

2

)

+
(

1

2
− 1

3

)

+ . . . +
(

1

2021
− 1

2022

)

=

= 2021 + 1

1
− 1

2022
= 2021 + 2021

2022
.

Lahendus 2. Lihtsustame ruutjuure

√

1 + 1

k2
+ 1

(k + 1)2
= 1 + 1

k(k + 1)
na-

gu lahenduses 1. Esimene liidetav on 1
1

2
, kahe esimese liidetava summa on

1
1

2
+ 1

1

6
= 2

2

3
, kolme liidetava summa on 2

2

3
+ 1

1

12
= 3

3

4
jne.

Oletame, et n liidetava summa on n + n

n + 1
. Näitame, et siis n + 1 liideta-

va summa on n + 1 + n + 1

n + 2
. Liites n liidetava summale järgmise liidetava,

saame

n + n

n + 1
+ 1 + 1

(n + 1)(n + 2)
= n + 1 + n(n + 2) + 1

(n + 1)(n + 2)
=

= n + 1 + (n + 1)2

(n + 1)(n + 2)
= n + 1 + n + 1

n + 2
.

Seega 2021 liidetava summa on 2021 + 2021

2022
.

3. (Sandra Schumann)

Punktid A , D , E ja C asuvad ühel sirgel selles järjestuses. Punkt B valitakse
nii, et kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased (antud tippude järjekorraga),

kusjuures |EC | = 2|AD| ja ∠ABC = 120◦ . Leia
|AC |
|AD|

.

Vastus: 3 +
p

2.

Lahendus 1. Tähistame ∠EDB = α (joonis 12). Kolmnurkade ADB ja BEC

sarnasuse tõttu ∠D AB = ∠EBC ja ∠BD A = ∠C EB ; viimasest saame oma-
korda ∠DEB = 180◦ − ∠C EB = 180◦ − ∠BD A = ∠EDB = α. Järeli-
kult |DB | = |BE |. Samuti saame kolmnurkade ADB ja BEC sarnasusest
|BE |
|AD|

= |EC |
|DB |

= |EC |
|BE |

; seega

( |BE |
|AD|

)2

= |BE |
|AD|

· |EC |
|BE |

= |EC |
|AD|

= 2, kust

|BE |
|AD|

=
p

2 ehk |BE | =
p

2|AD|.
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Võrdhaarsest kolmnurgast BDE saame ∠DBE = 180◦ − 2α. Teisalt aga

∠DBE = 120◦ −∠ABD −∠EBC =
= 120◦ −∠ABD −∠D AB =
= 120◦ − (∠ABD +∠D AB) = 120◦ − α.

Võrrandist 180◦ − 2α = 120◦ − α saame α = 60◦ . Järelikult kolmnurk BDE

on võrdkülgne, millest tulenevalt |DE | = |BE | =
p

2|AD|.
Kokkuvõttes

|AC |
|AD|

= |AD| + |DE | + |EC |
|AD|

= |AD| +
p

2|AD| + 2|AD|
|AD|

= 1+
p

2+2 = 3+
p

2.

Lahendus 2. Kolmnurkade ADB ja BEC sarnasuse tõttu ∠D AB = ∠EBC ja
∠ABD = ∠BC E . Seega kolmnurgad ADB ja BEC on sarnased ka kolmnur-
gaga ABC tunnuse NN põhjal. Järelikult ∠ADB = ∠BEC = ∠ABC = 120◦ .
Sellest saame, et ∠BDE = ∠DEB = 180◦ − 120◦ = 60◦ , millest tulenevalt on
kolmnurk BDE võrdkülgne.

Kolmnurkade ADB ja ABC sarnasusest saame
|AD|
|AB |

= |AB |
|AC |

. Kolmnurkade

BEC ja ABC sarnasusest saame samamoodi
|EC |
|BC |

= |BC |
|AC |

. Nendest ja tingi-

musest 2|AD| = |EC | saame, et |BC |2 = |EC | · |AC | = 2|AD| · |AC | = 2|AB |2 ,
seega |BC | =

p
2|AB | ehk sarnasustegur kolmnurkade ADB ja BEC vahel

on
p

2. Sellest tulenevalt |DE | = |BD| =
p

2|AD|.
Kokkuvõttes

|AC |
|AD|

= |AD| + |DE | + |EC |
|AD|

= |AD| +
p

2|AD| + 2|AD|
|AD|

= 1+
p

2+2 = 3+
p

2.

4. (Kaarel Hänni)

Kärbsekasvanduses on 100001 äädikakärbest. Uurimisrühm soovib kasvan-
duselt osta mingi hulga kärbseid, et teha (ühekordselt) kas eksperimenti A
või eksperimenti B (aga mitte mõlemat).

A

B

CD E

Joonis 12
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Eksperimendi A jaoks vajab uurimisrühm sellist hulka kärbseid, kellest ükski
pole mõne teise selles hulgas oleva kärbse järeltulija. Sellise hulga eest mak-
saks uurimisrühm kasvandusele 505 eurot pluss 5 eurot iga kärbse kohta.

Eksperimendi B jaoks vajab uurimisrühm aga sellist hulka kärbseid, kelle
seast mistahes viisil kaks kärbest valides on üks neist teise järeltulija. Sellise
hulga eest maksaks uurimisrühm kasvandusele 1000 eurot pluss 10 eurot
iga kärbse kohta.

Tõesta, et kasvanduses leidub selline hulk kärbseid, mille eest maksaks uuri-
misrühm vähemalt 3010 eurot.

Märkus. Igal kärbsel saab kasvanduses olla kuni 2 vanemat.

Lahendus. Iga naturaalarvu k = 1, 2, . . . jaoks nimetame kärbest k -ndat jär-

ku vanemaks, kui suurimas sellises eksperimendi B jaoks sobivas hulgas, kus
see kärbes oleks vanim, on täpselt k kärbest. (St kärbsed, kellel pole kas-
vanduses ühtki järeltulijat, on esimest järku vanemad, kärbsed, kel on kas-
vanduses küll järeltulijad, kuid kel omakorda järeltulijaid pole, on teist järku
vanemad jne.)

Kui leidub eksperimendi B jaoks sobiv hulk, milles on vähemalt 201 kärbest,
siis maksaks uurimisrühm selle eest vähemalt 1000+10·201 ehk 3010 eurot,
mida ongi vaja tõestada. Oletame nüüd, et sellist hulka pole ehk igas ekspe-
rimendi B jaoks sobivas hulgas on 200 kärbest või vähem. Siis iga kärbes
on ülimalt 200-ndat järku vanem. Kuna 100001 : 200 > 500, siis Dirichlet’
printsiibi põhjal leidub selline k , et vähemalt 501 kärbest on k -ndat järku
vanemad. Kahest kärbsest, kes on sama järku vanemad, ei saa ilmselt üks
olla teise järeltulija, mistõttu kõigi k -ndat järku vanemate hulk sobib ekspe-
rimendi A jaoks. Selle hulga eest maksaks uurimisrühm vähemalt 505+5·501
ehk 3010 eurot, mida oligi vaja tõestada.

5. (Artur Avameri)

Teravnurkse kolmnurga ABC ümberringjoone raadius on R ning kõrguste
lõikepunkt on H . Tõesta, et |AH |2 + |BC |2 = 4R2 .

Lahendus 1. Olgu tipust A tõmmatud kõrguse aluspunkt D , külje BC kesk-
punkt K , kolmnurga ABC ümberringjoone keskpunkt O ning tipust A tõm-
matud kolmnurga ABC ümberringjoone diameetri otspunkt A′ (joonis 13).
Piirdenurga omaduse põhjal ∠A A′C = ∠ABC ja ∠A A′B = ∠AC B , teisalt
aga ∠C HD = 90◦ − ∠BC H = ∠ABC ja ∠B HD = 90◦ − ∠C B H = ∠AC B .
Järelikult ∠C A′B = ∠ABC +∠AC B = ∠C HB . Samas HB ⊥ AC ja Thalese
teoreemi põhjal C A′ ⊥ AC , millest tulenevalt C A′ ∥ HB . Seega C A′B H on
ühe paari paralleelsete külgede ja ühe paari võrdsete vastasnurkade alusel
rööpkülik. Kuna rööpküliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis A′H lä-
bib lõigu BC keskpunkti K . Seega OK on kolmnurga AH A′ kesklõik, millest
tulenevalt |AH | = 2|OK |. Et OK ⊥ BC , siis Pythagorase teoreemi põhjal
|OK |2 + |BK |2 = |BO|2 = R2 . Järelikult

|AH |2 + |BC |2 = (2|OK |)2 + (2|BK |)2 = 4
(

|OK |2 + |BK |2
)

= 4R2.

19



Lahendus 2. Olgu O ja G vastavalt kolmnurga ABC ümberringjoone kesk-
punkt ja mediaanide lõikepunkt ning olgu K külje BC keskpunkt (joo-
nis 14). On teada, et |AG| = 2|GK |. Samuti on teada, et punktid H , G

ja O asuvad ühel sirgel (nn Euleri sirge), kusjuures |HG| = 2|GO|. See-
ga on kolmnurgad AHG ja KOG tunnuse KNK alusel sarnased teguriga 2.
Järelikult |AH | = 2|KO|. Pythagorase teoreemist kolmnurgas KOB saame
|KO|2 + |K B |2 = |OB |2 = R2 , millest tulenevalt

|AH |2 + |BC |2 = (2|KO|)2 + (2|K B |)2 = 4
(

|KO|2 + |K B |2
)

= 4R2.

Lahendus 3. Kasutame kompleksarve. Valime teljed nii, et R = 1 ning ol-
gu punktidele A, B , C vastavad kompleksarvud vastavalt a, b, c . On üldtun-
tud fakt, et h = a + b + c , ning et ühikringjoontel asuvate punktide kor-

ral x = 1

x
. Nüüd |BC |2 = |(b − c)|2 = (b − c)

(

b − c
)

= (b − c)

(

1

b
− 1

c

)

,

|AH |2 = |h − a|2 = (h − a)
(

h − a
)

= (b + c)
(

b + c
)

= (b + c)

(

1

b
+ 1

c

)

. Järe-

likult |BC |2 + |AH |2 = 2 − c

b
− b

c
+ 2 + c

b
+ b

c
= 4 = 4R2 , mida oligi tarvis

tõestada.

Märkus. Lahendus 2 ei kasuta kolmnurga ABC teravnurksuse eeldust, seega
väide kehtib iga kolmnurga jaoks.

Lahendus 4. Tähistame kolmnurga ABC sisenurgad tippude A , B , C juures
kui α, β, γ. Olgu tippudest A , B , C tõmmatud kõrguste aluspunktid vasta-
valt D , E , F (joonis 15). Siis ∠AB H = 90◦ −α ja ∠B AH = 90◦ −β, järelikult
∠AHB = 180◦ −

(

90◦ − α
)

−
(

90◦ − β
)

= α+ β = 180◦ − γ.

A

BC
D

H

K

O

A
′

Joonis 13
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A

BC
D

H

K

O

G

Joonis 14

A

BC
D

H

E

F

Joonis 15
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Siinusteoreemist kolmnurkades AB H ja ABC ning üldtuntud trigonomeet-
riaseostest saame, et

|AH |
cosα

= |AH |
sin(90◦ − α)

= |AB |
sin

(

180◦ − γ
) = |AB |

sinγ
= |BC |

sinα
.

Siit |AH | sinα = |BC | cosα, millest tulenevalt

|AH |2 sin2 α = |BC |2 cos2 α = |BC |2
(

1 − sin2 α
)

ehk |AH |2 sin2 α+ |BC |2 sin2 α = |BC |2 . Järelikult

|AH |2 + |BC |2 = |BC |2

sin2 α
=

( |BC |
sinα

)2

= (2R)2 = 4R2

(eelviimases võrduses kasutati siinusteoreemi kolmnurgas ABC ).

Lahendus 5. Olgu tipust B tõmmatud kolmnurga ABC ümberringjoone dia-
meetri teine otspunkt B ′ . Sirged AB ′ ja AB on risti (diameetrile toetuv piir-
denurk) ning sirged C H ja AB on risti. Seega sirged AB ′ ja C H on paral-
leelsed. Analoogselt on paralleelsed ka sirged C B ′ ja AH . Seega on AHC B ′

rööpkülik. Järelikult |C B ′| = |AH |.
Rakendades kolmnurgas BC B ′ Pythagorase teoreemi saame

|C B ′|2 + |C B |2 = |BB ′|2.

Kuna |C B ′| = |AH | ja |BB ′| = 2R , siis on ülesanne lahendatud.
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 11. klass

Lahendused

1. (Hendrik Vija, Oleg Košik)

Leia kõik täisarvuliste kordajatega polünoomid P (x), millel on järgmine
omadus: kõigi tingimust SÜT(u, v) = 1 rahuldavate positiivsete täisarvude
paaride (u, v) korral SÜT(|P (u)|, |P (v)|) = 1.

Märkus. Polünoom P (x) on täpselt ühest tundmatust x sõltuv avaldis ku-
jul al xl + al−1xl−1 + . . . + a1x + a0 , kus l on mingi naturaalarv; arvusid
al , al−1, . . . , a1, a0 nimetatakse selle polünoomi kordajateks. Iga arvu c kor-
ral tähendab P (c) avaldise P (x) väärtust, kui võtta tundmatu x väärtuseks c .

Vastus: kõik polünoomid kujul P (x) = ±xl , kus l on mittenegatiivne täisarv.

Lahendus 1. Esmalt näitame, et arvul P (n) saavad olla vaid need algtegurid,
mis arvul n . Oletame väitevastaselt, et leidub mingi algarv q , mis on arvu
P (n) tegur, aga mitte arvu n tegur. Sel juhul P (n + q) ≡ P (n) ≡ 0 (mod q).
Kuid siis SÜT(n, n + q) = 1, samas kui SÜT(|P (n)|, |P (n + q)|) Ê q > 1,
vastuolu ülesande tingimusega. Seega kõik arvu P (n) algtegurid on ühtlasi
ka arvu n algtegurid.

Näitame järgnevas, et sobivad vaid polünoomid kujul P (x) = ±xl , l Ê 0.
Teeme induktsiooni polünoomi P (x) astme l (pealiikme astendaja) järgi.
Kui l = 0 ehk P (x) on konstantne, siis ülesande tingimuste täitmiseks
peab see konstant olema iseendaga ühistegurita. See on võimalik vaid ju-
hul P (x) = ±1 = ±x0 . Seega juhul l = 0 väide kehtib. Eeldame nüüd, et
l > 0 ehk P (x) pole konstantne. Siis peab lõpmata paljude algarvude q

jaoks kehtima |P (q)| > 1, mistõttu eelneva põhjal peab q olema P (q) te-
gur. Kõik positiivse astendajaga liikmed ilmselgelt jaguvad arvuga q , seega
peab vabaliige sellisel juhul jaguma arvuga q . Et vabaliige ei sõltu q valikust,
peab vabaliige jaguma lõpmata paljude algarvudega ehk olema 0. Järelikult
P (x) = xP1(x). Siin P1(x) on samuti täisarvuliste kordajatega polünoom
ning rahuldab ülesande tingimust, sest kui oleks SÜT(|P1(u)|, |P1(v)|) > 1,
siis oleks SÜT(|P (u)|, |P (v)|) = SÜT(|uP1(u)|, |vP1(v)|) > 1, vastuolu P (x)
valikuga. Polünoomi P1(x) aste on l −1, mistõttu induktsiooni eelduse põh-

jal P1(x) = ±xl−1 . Seega P (x) = ±xl .

Teisalt, kõik sellised polünoomid ka sobivad, sest kui SÜT(u, v) = 1, siis ka
SÜT(ul , v l ) = 1.

23



Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 näitame, et arvu P (n) kõik algtegurid pea-
vad olema arvu n algtegurid. Fikseerides suvalise algarvu q , saame järelda-

da, et P (q) = ±qk mingi naturaalarvu k korral. Olgu polünoomi P (x) aste l .

Siis xl+1 > |P (x)| iga x > N korral, kus arvu N kohale võib võtta polü-

noomi P kordajate absoluutväärtuste summa (sest
P (x)

xl+1
esitub summana

arvudest, millest igaüks on väiksem vastava kordaja ja kõigi kordajate ab-
soluutväärtuste summa suhtest). Seega lõpmata paljude algarvude q korral

P (q) = ±qk , kus k on selline naturaalarv, et k É l . Kuna selliseid naturaal-
arve on vaid lõplik hulk, siis leidub mingi kindel natuaalarv k , et lõpmata

paljude algarvude q korral P (q) = qk või lõpmata paljude algarvude q kor-

ral P (q) = −qk . Sellest aga järeldub, et P (x) = xk või P (x) = −xk (õigupoo-
lest k = l ). Sellised polünoomid ka sobivad, sest kui SÜT(u, v) = 1, siis ka
SÜT(ul , v l ) = 1.

2. (Karl Paul Parmakson)

Leia kõik reaalarvukolmikud (x, y, z), mis rahuldavad võrrandisüsteemi































x

y
+ y

z
+ x y = 3,

y

z
+ z

x
+ y z = 3,

z

x
+ x

y
+ zx = 3.

Vastus: (1, 1, 1), (−1,−1,−1).

Lahendus 1. Kõik arvud x , y ja z peavad olema samamärgilised, sest kui täp-
selt üks või kaks neist arvudest on negatiivsed, siis leidub süsteemi võrrand,
mille kõik liikmed on negatiivsed, kuid negatiivsete arvude summa ei saa ol-
la positiivne arv 3. Samuti on lihtne näha, et kui (x, y, z) on lahend, siis ka
(−x,−y,−z) on lahend.

Seetõttu vaatleme üldisust kitsendamata olukorda, kus x , y ja z on positiiv-
sed. Lahutades esimesest võrrandist teise, teisest kolmanda ja kolmandast
esimese ning rühmitades sobivalt, saame uue võrrandisüsteemi



































x

(

y + 1

y

)

= z

(

y + 1

x

)

,

y

(

z + 1

z

)

= x

(

z + 1

y

)

,

z

(

x + 1

x

)

= y

(

x + 1

z

)

.

Saadud võrranditest esimese põhjal näeme, et x > z parajasti siis, kui

y + 1

y
< y + 1

x
, mis ilmselt kehtib parajasti siis, kui y > x . Samamoodi
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saame teise ja kolmanda võrrandi põhjal, et y > x parajasti siis, kui z > y ,
ning z > y parajasti siis, kui x > z . Seega ükskõik milline võrratustest x > z ,
y > x ja z > y viiks tsüklilise seoseni x > z > y > x , mis ei saa kehtida.
Järelikult x É z É y É x , kust x = y = z . Algse võrrandisüsteemi iga võrrand
taandub nüüd kujule 1 + 1 + x2 = 3, millest x = y = z = 1.

Lisaks positiivsele lahendile rahuldab võrrandisüsteemi ka vastav negatiiv-
ne lahend (−1,−1,−1).

Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 taandame ülesande lahendamise positiiv-
setele arvudele. Kuna tähistades muutujad tsükliliselt ümber, saame sa-
ma võrrandisüsteemi, võime üldisust kitsendamata eeldada ka, et x on

vähim arvude x , y , z seast. Sel juhul teises võrrandis
z

x
Ê 1, mistõttu

y

(

z + 1

z

)

É 2. Et aga aritmeetilise ja geomeetrilise keskmise vahelise võr-

ratuse põhjal z + 1

z
Ê 2, siis peab olema y É 1. Võrratusest x É y aga saame

x

y
É 1 ja x y É y2 . Et võrratuse y É 1 põhjal y2 É 1, siis saame esimesest

võrrandist
y

z
Ê 1 ehk y Ê z . Kokkuvõttes võime järeldada, et 1 Ê y Ê z Ê x .

Esimesest ja teisest võrrandist järeldub
x

y
+ y

z
+ x y = y

z
+ z

x
+ y z , millest

sarnaste liikmete koondamisel saame
x

y
+ x y = z

x
+ y z . Kuna aga eelneva

põhjal
z

x
Ê 1 Ê x

y
ning y z Ê x y , siis

z

x
+ y z Ê x

y
+ x y . See tähendab, et

mõlemas võrratuses peab kehtima võrdus. See on võimalik ainult x = y = z

puhul. Edasi jätkame nagu lahenduses 1.

3. (Artur Avameri)

Mittevõrdkülgse kolmnurga ABC kõrguste lõikepunkt on H ja ümberring-
joone keskpunkt O . Olgu D kolmnurga ABC tipust A tõmmatud kõrguse

aluspunkt. Tõesta, et ∠AHO = 90◦ parajasti siis, kui
|AH |
|HD|

= 2.

Lahendus 1. Olgu O′ punktist A tõmmatud kolmnurga ABC ümberringjoo-
ne diameetri teine otspunkt ning H ′ punkti H peegeldus sirgest BC (joo-

nis 16). Siis |HD| = |H ′D|, mistõttu tingimus
|AH |
|HD|

= 2 on samaväär-

ne tingimusega
|AH |
|AH ′|

= 1

2
= |AO|

|AO′|
. Seega

|AH |
|HD|

= 2 parajasti siis, kui

OH ∥ O′H ′ .

On teada, et H ′ asub kolmnurga ABC ümberringjoonel. Järelikult Thale-
se teoreemi põhjal ∠AH ′O′ = 90◦ . Seega OH ∥ O′H ′ parajasti siis, kui

∠AHO = 90◦ . Kokkuvõttes
|AH |
|HD|

= 2 parajasti siis, kui ∠AHO = 90◦ .
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A

B C
D

H

O

O
′

H
′

Joonis 16

Märkus. Kasutatud fakt, et H ′ asub kolmnurga ABC ümberringjoonel, on
lihtsasti tõestatav nurkade arvutuse ja piirdenurga omaduse põhjal. Tõe-
poolest,

∠AH ′B = ∠DH ′B = ∠DHB = 90◦−∠C B H = 90◦− (90◦−∠AC B) = ∠AC B ,

mis näitabki, et punktid A , B , C ja H ′ on ühel ringjoonel.

Lahendus 2. Üldisust kitsendamata |AC | É |AB |. Olgu ABC mediaanide

lõikepunkt G ja külje BC keskpunkt K (joonis 17). Siis
|AG|
|GK |

= 2. Seega

A

B C
D

H

O G

K

Joonis 17
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|AH |
|HD|

= 2 parajasti siis, kui
|AH |
|HD|

= |AG|
|GK |

, mis kehtib parajasti siis, kui

HG ∥ DK ehk ∠AHG = ∠ADK = 90◦ .

Kuid H , G ja O asuvad ühel sirgel (nn Euleri sirge). Järelikult ∠AHG = 90◦

parajasti siis, kui ∠AHO = 90◦ . Kokkuvõttes
|AH |
|HD|

= 2 parajasti siis, kui

∠AHO = 90◦ .

4. (Härmel Nestra)

Täisarvuliste küljepikkustega ristkülik on jaotatud 2022 ühikruuduks. Vähe-
malt üks ühikruut on värvitud mustaks. On teada, et kõigis ridades on ühe-
palju musti ühikruute ja ka kõigis veergudes on ühepalju musti ühikruute.
Leia kõik võimalused, milline võib olla mustade ühikruutude arv kokku.

Vastus: 2022.

Lahendus. Olgu meie ristkülik mõõtmetega a × b . Olgu igas reas k ja igas
veerus l musta ühikruutu; siis ak = bl . Kuna ab = 2022 = 2 · 3 · 337, kus te-
gurid on algarvud, siis arvud a ja b on ühistegurita, sest juhul SÜT(a, b) > 1
peaks üks ja sama algarv esinema nii teguris a kui ka teguris b , mis pole
võimalik. Et võrduse ak = bl põhjal on arv b arvu ak tegur, siis peab arv b

peab olema arvu k tegur, mistõttu mustade ruutude koguarv ak avaldub
kujul abk ′ ehk 2022k ′ , kus k ′ on mingi täisarv. Kuna vähemalt üks must
ühikruut leidub ja kokku on ühikruute 2022, siis ainsa võimalusena on kõik
2022 ühikruutu mustaks värvitud.

5. (Hendrik Vija)

Õpetaja kirjutab tahvlile järjest numbrid 20212022. Juku peab nende numb-
rite vahele kirjutama täpselt ühe korra kõiki tehtemärke (+,−, ·, :), nii et te-
kib korrektne matemaatiline avaldis, millel on reaalarvuline väärtus, ning
leidma selle väärtuse.

a) Kas Jukul on võimalik saada lõpptulemuseks arv 0?

b) Kas juhul, kui õpetaja lubaks kasutada ka sulge, saaks Juku tekitada suu-
rema väärtusega avaldisi kui ilma sulgudeta võimalik?

c) Tõesta, et leidub arvust 1000 väiksem positiivne täisarv, mida Jukul ei
ole võimalik (sulge kasutamata) avaldise väärtuseks saada.

Vastus: a) jah; b) jah.

Lahendus.

a) Sobib näiteks 2 + 0 · 2120 : 2 − 2 = 0.

b) Sulgude abil on võimalik Jukul kirjutada avaldis (2 − 0 + 2) : 1 · 2022,
mille väärtus on 8088. Näitame, et nii suurt tulemust ei ole võimalik il-
ma sulgudeta saada. Selleks näitame kõigepealt, et korrutamistehte tu-
lemus on kindlasti väiksem kui 5000. Paneme tähele, et kaheksa numbri
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vahele nelja tehtemärgi asetamisel jääb alles täpselt kolm paari kõrvu-
tiasuvaid numbreid, mille vahel märki pole. Seega kui mõlemad tegurid
on arvud, siis suurem tegur on ülimalt 4-kohaline ning kui suurem tegur
on 3-kohaline, siis väiksem on ülimalt 2-kohaline. Et suurim kasutatav
number on 2, saame siit korrutisele tõkked 2222 · 2 ja 222 · 22, mis on
väiksemad kui 5000. Kui esimene tegur on jagamistehte tulemus ja teine
on arv, siis ei saa tulemus olla suurem, sest jagatis ei saa olla jagatavast
suurem. Samuti näeme, et liitmisel saab võimalik korrutamist mitte si-
saldav liidetav olla ülimalt 4-kohaline arv, mis on väiksem kui 3000, sest
võimalik jagamine ja lahutamine liidetava sees ei saa tulemust suuren-
dada. Kokkuvõttes on mistahes ilma sulgudeta saadav tulemus väiksem
kui 8000. Järelikult Juku saavutab sulgude abiga suurema tulemuse.

c) Tehtemärkide asetamiseks erinevate numbrikohtade vahele on Jukul
kokku 7 · 6 · 5 · 4 ehk 840 võimalust. Seega on maksimaalselt 840 eri-
nevat tulemust, mis tahvlil oleval avaldisel võib tekkida. Seega leidub
arvust 1000 väiksem positiivne täisarv, mida Jukul ei ole võimalik aval-
dise väärtuseks saada.
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 12. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Tahvlile on kirjutatud mingi hulk erinevaid positiivseid täisarve. Kui kirju-
tatud arvudest kustutada kõige väiksem arv, siis kõigi allesjäänud arvude
summa ja korrutise jagatis on 4 korda suurem kui algsete arvude summa
ja korrutise jagatis. Leia kõik võimalused, milline hulk arve saab olla algselt
tahvlil.

Vastus: {5, 20}, {5, 6, 14}, {5, 7, 13}, {5, 8, 12}, {5, 9, 11}, {6, 12}.

Lahendus. Ülesande tingimustest tulenevalt on tahvlil vähemalt 2 arvu. Ol-
gu n kõige väiksem tahvlile kirjutatud arv, s kõigi ülejäänud arvude summa
ning k kõigi ülejäänud arvude korrutis. Ülesande tingimustest saame kokku

panna võrrandi 4· n + s

nk
= s

k
. Pärast poolte korrutamist vasaku poole murru

nimetajaga nk saame võrrandi 4(n + s) = ns , mis on samaväärne võrrandi-
ga (n − 4)(s − 4) = 16. Teame, et 16 = 1 · 16 = 2 · 8 = 4 · 4 = 8 · 2 = 16 · 1.
Kuna n on vähim tahvlile kirjutatud arv, siis n < s . Seega jäävad variandid
n − 4 = 1, s − 4 = 16 ja n − 4 = 2, s − 4 = 8 (negatiivsed tegurid ei sobi, sest
sel juhul oleks vähemalt üks arvudest n ja s samuti negatiivne). Siit n = 5 ja
s = 20 või n = 6 ja s = 12.

• Olgu n = 5 ja s = 20. Kui tahvlil on 2 arvu, siis nendeks arvudeks on 5
ja 20. Kui tahvlil on 3 arvu, siis need on 5, 6 ja 14 või 5, 7 ja 13 või 5, 8
ja 12 või 5, 9 ja 11. Tahvlil ei saa olla 4 arvu, sest 6 + 7 + 8 > 20.

• Olgu n = 6 ja s = 12. Kui tahvlil on 2 arvu, siis need on 6 ja 12. Tahvlil
ei saa olla 3 arvu, sest 7 + 8 > 12.

2. (Härmel Nestra)

Funktsioon f (x) on määratud kõigil positiivsetel reaalarvudel ja võtab posi-
tiivseid reaalarvulisi väärtusi. On teada, et leidub selline 1-st erinev positiiv-
ne konstant c , et iga positiivse reaalarvu x korral

(

f (cx)
)2 = f (x) f

(

c2x
)

.

Kas võib kindlalt väita, et see funktsioon rahuldab antud võrdust iga posi-
tiivse reaalarvulise konstandi c ja positiivse reaalarvu x korral?

Vastus: ei.
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Lahendus 1. Olgu f (x) = esin ln x . See funktsioon on määratud kõigil posi-
tiivsetel reaalarvudel x ja võtab positiivseid reaalarvulisi väärtusi. Siis

(

f (cx)
)2 =

(

esin ln(cx)
)2

= e2 sin(ln x+ln c),

f (x) f
(

c2x
)

= esin ln x · esin ln(c2x) = esin ln x+sin(ln x+2 ln c).

Konstandi c = e2π korral saame

2 sin
(

ln x + ln e2π)

= 2 sin (ln x + 2π) = 2 sin ln x = sin ln x + sin ln x =
= sin ln x + sin (ln x + 4π) =
= sin ln x + sin

(

ln x + 2 ln e2π)

,

seega funktsioon f (x) rahuldab iga x korral nõutud võrdust. Võttes aga

c = e
π
2 , saame x = 1 korral 2 sin(ln 1 + ln e

π
2 ) = 2 sin

π

2
= 2, samas kui

sin ln 1 + sin(ln 1 + 2 ln e
π
2 ) = sin 0 + sinπ = 0. Seega f (x) ei rahulda antud

võrdust c = e
π
2 korral.

Lahendus 2. Olgu

f (x) =
{

x, kui x on ratsionaalarv,
1, kui x on irratsionaalarv.

Iga positiivse ratsionaalarvulise konstandi c korral f (cx) = f (x), sest x ja
cx on kas mõlemad ratsionaalarvud või mõlemad irratsionaalarvud. Seega
(

f (cx)
)2 =

(

f (x)
)2

ja ka f (x) f
(

c2x
)

= f (x) f (cx) =
(

f (x)
)2

, mis tähendab, et
ülesande võrdus kehtib iga positiivse ratsionaalarvulise konstandi c korral.

Võttes aga näiteks c =
p

2 ja x = 1, saame f (cx) = f
(p

2
)

= 1, samas kui

f (x) f
(

c2x
)

= f (1) f (2) = 1 · 2 = 2. Seega ülesande võrdus ei kehti c =
p

2
korral.

3. (Kaarel Hänni)

Kolmnurk ümbermõõduga P on jaotatud k kolmnurgakujuliseks tükiks, kus
k Ê 2.

a) Tõesta, et leidub tükk, mille ümbermõõt on suurem kui
P

k
.

b) Tõesta, et kui algne kolmnurk on võrdkülgne, siis leidub tükk, mille üm-

bermõõt on vähemalt
P
p

k
.

Lahendus.

a) Algse kolmnurga raja (piirjoon) jaguneb tükkide vahel. Kuna k Ê 2, lei-
dub tükkide rajadel osi, mis ei kuulu algse kolmnurga rajale. Seega kõigi
k tüki ümbermõõtude summa on suurem kui P . Järelikult leidub tükk,

mille ümbermõõt on suurem kui
P

k
.
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l

a

A

B C

A
′

C
′

Joonis 18

b) Olgu antud võrdkülgse kolmnurga pindala S . Siis leidub tükk ∆, mille

pindala on vähemalt
S

k
. Kui kolmnurk ∆ oleks võrdkülgne, siis oleks ta

sarnane algse kolmnurgaga, kusjuures sarnasustegur oleks
1
p

k
. Seega

tema ümbermõõt oleks
P
p

k
. Fikseeritud pindalaga kolmnurkade seas

on vähim ümbermõõt võrdkülgsel kolmnurgal, mistõttu kolmnurga ∆

ümbermõõt on igal juhul vähemalt
P
p

k
.

Märkus. Tõestame, et fikseeritud pindalaga kolmnurkade seas on vähim
ümbermõõt võrdkülgsel kolmnurgal. Olgu meie fikseeritud pindala S ja ühe
külje pikkus a ning vaatleme suvalist kolmnurka ABC , mille pindala on S

ja |BC | = a . Siis küljele BC tõmmatud kõrgus on
2S

a
ehk tipp A asub kül-

jega BC paralleelsel temast kaugusel
2S

a
asuval sirgel l (joonis 18). Olgu C ′

tipu C peegeldus sirgest l ja A′ sirge BC ′ lõikepunkt sirgega l . Kolmnurga-
võrratusest |AB |+|AC | = |AB |+|AC ′| Ê |BC ′| = |A′B |+|A′C ′| = |A′B |+|A′C |.
Kuna BC ∥ l ja sirge l poolitab lõigu CC ′ , siis sirge l poolitab ka lõigu BC ′

ehk |A′B | = |A′C ′| = |A′C |. Seega võttes tipu A asemele A′ , mille pu-
hul kolmnurk on võrdhaarne, saab kolmnurga ümbermõõt muutuda ainult
väiksemaks. Teisi sõnu, fikseeritud pindala S ja ühe külje pikkuse a korral on
vähim ümbermõõt kolmnurgal, mille ülejäänud kaks külge on võrdse pikku-
sega.

Pythagorase teoreemi põhjal on nende kahe külje pikkus

√

( a

2

)2
+

(

2S

a

)2

,

millest tulenevalt on see vähim ümbermõõt P (a) = a + 2

√

( a

2

)2
+

(

2S

a

)2

,

mida vaatame järgnevas funktsioonina küljepikkuse a suhtes. Ilmselgelt
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P (a) > a ja P (a) > 2

√

( a

2

)2
+

(

2S

a

)2

> 2

√

(

2S

a

)2

= 4S

a
. Seega kui a > t

või a < 4S

t
, kus t on pindalaga S võrdkülgse kolmnurga ümbermõõt, siis

P (a) > t . Lõigul [
4S

t
; t ] on aga P (a) pidev funktsioon ja omandab mini-

maalse väärtuse. See väärtus on fikseeritud pindalaga S kolmnurga vähim
võimalik ümbermõõt. Eelmise lõigu mõttekäigule tuginedes saab see mini-
maalne ümbermõõt realiseeruda vaid võrdkülgse kolmnurga puhul, sest kui
kaks külge on eri pikkusega, saab kolmanda külje pikkust suurusena a ka-
sutades leida sama pindala ja väiksema ümbermõõduga kolmnurga.

4. (Kaarel Hänni)

Olgu n positiivne täisarv. Iga k = 1, 2, . . . , n − 1 korral nimetame naabriteks

kaht kombinatsiooni n elemendist k -kaupa, kui neis kombinatsioonides on
täpselt k−1 ühist elementi (ehk nad erinevad täpselt ühe elemendi poolest).
Tõesta, et sellises n elemendist k -kaupa kombinatsioonide valikus, milles
ükski kaks kombinatsiooni pole naabrid, ei saa olla rohkem kui C k−1

n−1 kom-
binatsiooni.

Lahendus 1. Igas kahes sellisesse valikusse kuuluval kombinatsioonis on
k − 1 vähimast elemendist moodustuv hulk unikaalne. Võimalusi valida see
hulk on C k−1

n−1 , sest arv n ei saa olla üheski k -kaupa kombinatsioonis k − 1
vähima elemendi hulgas.

Lahendus 2. Tähistame n elemendist k -kaupa kombinatsioonide arvu nen-
de suurimas võimalikus valikus, kus ükski kaks kombinatsiooni pole naab-
rid, f (n, k). Iga n Ê 2 korral f (n, 1) = 1, sest igas kahes 1-kaupa kombinat-
sioonis on täpselt 0 ühist elementi ehk nad on naabrid. Seega k = 1 korral
võrratus kehtib võrdusena.

Näitame induktsiooniga n järgi, et f (n, k) É C k−1
n−1 iga k = 1, 2, . . . , n −1 kor-

ral. Võttes induktsiooni baasiks n = 2, väide kehtib triviaalselt, sest sel juhul
on k = 1 ainus võimalus. Eeldame nüüd, et väiksema elementide koguar-
vu korral vajalik võrratus kehtib, ja vaatleme kombinatsioone n elemendist
k -kaupa, kus k > 1. Selliseid kombinatsioone, milles üks element on arv n ,
saab naabriteta valikus olla ülimalt f (n − 1, k − 1), sest kõigist neist arvu n

eemaldamisel tekib naabriteta kollektsioon kombinatsioone n − 1 elemen-
dist (k−1)-kaupa. Selliseid kombinatsioone, milles arvu n pole, on naabrite-
ta kollektsioonis ülimalt f (n−1, k). Seega f (n, k) É f (n−1, k−1)+ f (n−1, k).

Induktsiooni eelduse põhjal f (n − 1, k − 1) É C k−2
n−2 ja f (n − 1, k) É C k−1

n−2 .

Pascali reegli põhjal C k−2
n−2 +C k−1

n−2 = C k−1
n−1 , seega kokkuvõttes f (n, k) É C k−1

n−1 .

5. (Härmel Nestra)

Tõesta, et leidub lõpmata palju positiivseid täisarve n , mille korral saab
täisarvud 1, 2, 3, . . . , 2n jaotada paaridesse nii, et paaride liikmete korrutiste
summa jagub arvuga 2n .

32



Lahendus 1. On teada, et algarve on lõpmata palju. Iga algarvu p korral
saab arvud 1, 2, 3, . . . , 2p jaotada paaridesse (1, p + 1), (2, p + 2), . . . , (p, 2p).
Paaride liikmete korrutised annavad arvuga p jagamisel samad jäägid na-
gu arvud 12, 22, . . . , (p − 1)2, p2 , seega nende korrutiste summa annab ar-
vuga p jagamisel sama jäägi nagu arv 12 + 22 + . . . + p2 . Tuntud vale-

mi põhjal 12 + 22 + . . . + p2 = p(p + 1)(2p + 1)

6
. Seega kui p > 3, siis

12 + 22 + . . .+ p2 jagub arvuga p , sest algarv p ei taandu murrust välja. Paa-
rides (1, p + 1), (2, p + 2), . . . , (p, 2p) on alati üks arvudest paaris, mistõttu
kõik korrutised on paaris ja nende summa jagub ka 2-ga. Kokkuvõttes jagub
paaride (1, p+1), (2, p+2), . . . , (p, 2p) liikmete korrutiste summa arvuga 2p .

Lahendus 2. On teada, et 1 · 2 + 3 · 4 + . . . + (2n − 1)(2n) = n(n + 1)(4n − 1)

3
.

Kui n ja 6 on ühistegurita, siis
n(n + 1)(4n − 1)

3
= n · (n + 1)(4n − 1)

3
, kus

teine tegur on täisarv; see täisarv on ka paaris, sest n + 1 on paaris ning
tegur 2 ei taandu nimetajaga 3 välja. Seega arv 1 ·2+3 ·4+ . . .+ (2n −1)(2n)
jagub arvuga 2n . Järelikult sobiv paarideks jaotus leidub kõigi positiivsete
täisarvude n jaoks, mis annavad 6-ga jagades jäägi 1 või 5.

Märkus. Lahendustes kasutatud valemid 12+22+. . .+n2 = n(n + 1)(2n + 1)

6

ja 1 · 2 + 3 · 4 + . . . + (2n − 1)(2n) = n(n + 1)(4n − 1)

3
on lihtsasti tões-

tatavad induktsiooniga n järgi. Neid valemeid mitte mäletades on võima-
lik nad tuletada määramata kordajate meetodil, otsides lahendit kuuppo-
lünoomi kujul an3 + bn2 + cn + d . Näiteks selleks, et tuletada valemit

1 ·2+3 ·4+ . . .+ (2n −1)(2n) = n(n + 1)(4n − 1)

3
, võib väärtuste n = 0, 1, 2, 3

jaoks kirjutada võrrandid














d = 0,
a + b + c +d = 2,

8a +4b +2c +d = 14,
27a +9b +3c +d = 44

ja lahendada süsteemi kordajate leidmiseks. Kavalam olles võib kasutada
väärtusi n = −2,−1, 0, 1, mille puhul tulevad võrrandid lihtsamad (väärtus-
te n = −1,−2 jaoks on võrrandi parem pool vastavalt 0 ja −6, mis saadakse
tagurpidi itereerimisel: 0 = 0 − 0 · (−1) ja −6 = 0 − (−2) · (−3)). Sellele, et
otsida tuleb just kuuppolünoomi, vihjab asjaolu, et otsitavate avaldiste va-
he kahe järjestikuse n jaoks on (2n + 1)(2n + 2) ehk 4n2 + 3n + 2, mis on
ruutpolünoom; ruutpolünoomi integreerimisel tekib kuuppolünoom.

Lahendus 3. Iga algarvu p korral saab arvud 1, 2, 3, . . . , 2p jaotada paarides-
se (1, p +1), (2, p +2), . . . , (p, 2p). Paaride liikmete korrutised annavad arvu-
ga p jagamisel samad jäägid nagu arvud 12, 22, . . . , (p − 1)2, p2 .
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Oletame, et leidub täisarv a , mille korral a2 ≡ −1 (mod p); kui p > 2,
siis ilmselt a 6≡ 1,−1 (mod p). Siis iga i = 1, 2, . . . , p − 1 korral anna-
vad arvud i , ai , a2i , a3i arvuga p jagades erinevad jäägid (kaks viimast
on samad nagu arvudel p − i ja a(p − i )), samas kui a4i ≡ i (mod p).
Seega kõik jäägid 1, 2, . . . , p − 1 jagunevad mainitud kujul neljaliikmelis-
tesse tsüklitesse. Iga neliku arvude ruutude summa jagub arvuga p , sest
i 2 + (ai )2 = (1 + a2)i 2 ≡ (1 − 1)i 2 = 0 (mod p) ja kahe viimase arvuga
samamoodi. Seega summa 12 +22 + . . .+ (p −1)2 jagub arvuga p . Ilmselt ja-
gub arvuga p ka korrutis p ·2p , mistõttu kõigi vaadeldavate paaride liikmete
korrutiste summa jagub arvuga p . Paarides (1, p+1), (2, p+2), . . . , (p, 2p) on
alati üks arvudest paaris, mistõttu kõik korrutised on paaris ja nende sum-
ma jagub ka 2-ga. Kokkuvõttes jagub paaride (1, p + 1), (2, p + 2), . . . , (p, 2p)
liikmete korrutiste summa arvuga 2p .

Jääb näidata, et selliseid algarve p , mille korral a2 ≡ −1 (mod p) mingi
täisarvu a jaoks, leidub lõpmata palju. Oletame väitevastaselt, et selliseid
algarve on vaid lõplik arv; olgu need algarvud p1, p2, . . . , pn ja defineerime
m = p1p2 . . . pn . Olgu q arvu m2 + 1 suvaline algtegur; selline peab leidu-
ma, sest m2+1 > 1. Algarvude p1, p2, . . . , pn valiku põhjal peab q olema üks
neist algarvudest, kuna võttes a = m kehtib a2 ≡ −1 (mod q). See aga pole
võimalik, sest q on ka arvu m2 algtegur, m2 ja m2 + 1 on aga ühistegurita.
Vastuolu näitab, et nõutud omadusega algarve on lõputult.

Märkus. Kirjutisega x ≡ y (mod m) tähistatakse väidet, et vahe x − y jagub
arvuga m (ehk x ja y annavad arvuga m jagamisel sama jäägi).
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 9. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Triinu Veeorg)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antavad punktid summeeriti.

◦ Leitud õige vastus: 2 p

◦ Korrektselt põhjendatud, et suuremat arvu ei leidu: 5 p

Sealhulgas:

• Põhjendatud, et suurim võimalik ühistegur ei saa olla suu-
rem kui 50000: 1 p

• Põhjendatud, et sel juhul suurima võimaliku ühisteguri tei-
ne number ei saa olla suurem kui 8: 1 p

• Põhjendatud, et sel juhul suurima võimaliku ühisteguri kol-
mas number ei saa olla suurem kui 6: 1 p

• Põhjendatud, et sel juhul suurima võimaliku ühisteguri nel-
jas number ei saa olla suurem kui 5: 1 p

• Põhjendatud, et sel juhul suurima võimaliku ühisteguri viies
number peab olema 1: 1 p

2. (Kati Iher)

Tüüpiliste mõttekäikude eest anti punkte järgnevalt.

◦ Ainult õige vastus: 0 p

◦ Täislahendus: 7 p

Sealhulgas:

• Leitud õige kandidaatarv (2023 ·2024−1 ehk 2022 ·2025+1
ehk 4094551), mille ruuduga on tegu: 5 p

• Veendutud, et tegemist on sobiva arvuga: 2 p

Õige vastuseni jõudnud töödes leiti enamasti konkreetselt, millise täisarvu
ruuduga on tegemist, see aga muutis arvutused sageli üsna mahukaks ja
ebameeldivaks. Mitmes töös üritati uurida ka arvude algtegureid või viima-
seid numbreid, millest siis enamjaolt üritati järeldada eitavat vastust.

3. (Kadi Siigur)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Näidatud, et kui APC P ′ on ruut, siis ∠ABC = 90◦ : 1 p

◦ Näidatud, et ∠ABC = ∠APC : 1 p
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◦ Põhjendatud, et kui ∠ABC = 90◦ , siis PP ′ on ringi diameeter: 2 p

◦ Näidatud, et kui ∠ABC = 90◦ , siis APC P ′ on ruut: 3 p

Sealhulgas žürii lahendusega 1 sarnase mõttekäigu puhul:

• Näidatud, et kõik nurgad on täisnurgad: 2 p

• Näidatud, et kaks lähiskülge on võrdse pikkusega: 1 p

Sealhulgas žürii lahendusega 2 sarnase mõttekäigu puhul:

• Näidatud, et nelinurga diagonaalid on risti ja poolitavad
teineteist: 2 p

• Näidatud, et nelinurgas on täisnurkne sisenurk: 1 p

4. (Jaan Kristjan Kaasik)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Osa a) täislahendus: 2 p

Sealhulgas:

• Loetletud 9 õiget kolmnurka, 1 puudu: 1 p

◦ Osa b) täislahendus: 5 p

Sealhulgas:

• Näidatud, et summa ei saa olla suurem kui 27, või maini-
tud, et suurima väärtuse korral on suure kolmnurga külge-
del pulgad väärtusega 3: 1 p

• Põhjendatud, et summat 27 ei ole võimalik saavutada või
näidatud, et iga pulk suure kolmnurga küljel ei saa olla väär-
tusega 3: 2 p

• Toodud korrektne näide summaga 26: 2 p

Minimaalsete vigade eest võeti vastavas 2-punktises osas 1 punkt maha.

Enamuse 7 punkti saanud lahenduste puhul sai detailide üle norida. Alati
tasub sellises ülesandes kirjutada konkreetselt välja, et maksimaalne väärtus
peab olema „nii madal“ (hetkel siis 26), siis esitada sellele väitele põhjen-
dus (27 ei saa olla ning suurem ka mitte), ja lõpuks esitada näide, et selline
maksimum realiseerub (joonis summaga 26). Kuid lahenduse idee ja sisu
oli väga paljudel õige ning see kord hindas parandaja sisu tähtsamaks kui
korrektset väljendusoskust.

5. (Julia Polikarpus)

Anname eraldi skeemid kahe erineva lahendustüübi hindamiseks.

Skeem žürii lahendusega 1 sarnaste mõttekäikude jaoks:

◦ Vastavate pindalade summad ja suhted leitud: 4 p

Sealhulgas:

• Korrektne joonis tehtud: 1 p

• Idee vaadelda võrdsete kõrgustega kolmnurki: 1 p
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◦ Võrrandisüsteem koostatud ja lahendatud: 3 p

Skeem žürii lahendusega 2 sarnaste mõttekäikude jaoks:

◦ Kolme pindala suhted leitud (žürii lahenduses kolm esimest jao-
tust) ning avaldatud kolmnurga ABC pindala kaudu: 4 p

Sealhulgas:

• Korrektne joonis tehtud: 1 p

• Idee vaadelda samade kõrgustega kolmnurki: 1 p

◦ Kolmnurga AB N pindala avaldatud kolmnurga ABC pindala
kaudu: 2 p

◦ Lõppvastus korrektselt arvutatud: 1 p

Õige joonise eest, lahendusidee eest, mis võiks viia sihile, ja vastavate pind-
alade suhete leidmise eest sai õpilane kokku kuni 3 punkti.

Mitmed õpilased olid kasutanud ülesande lahendamiseks kiirte teoreemi, st
täiendanud joonist sirgetega, mis olid paralleelsed sirgega AK .
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 10. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Hannes Jukk)

Ülesannet lahendati kahel moel. Žürii lahendusega analoogiliste lahendus-
te eest saadi 7 punkti, sest vigu lahendustes ei tuvastatud. Seetõttu anname
skeemi vaid alternatiivse lahenduse jaoks, mis kasutas loogilist arutelu ük-

sikute numbrite kaupa (kirjutati a = a1a2a37 ja b1b2b3b4 ). Selle lahenduse
allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Näidatud, et mõlemad arvud on neljakohalised: 2 p

◦ Leitud, koos põhjendusega, arvudes a ja b puuduvad numbrid: 4 p

◦ Leitud arvude a ja b summa: 1 p

2. (Urve Kangro)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Teisendatud ruutjuurealune täisruuduks ning leitud ruutjuur: 3 p

Sealhulgas:

• Leitud ruutjuur esimeste liidetavate korral ja selle põhjal il-
ma tõestuseta üldistatud: 1 p

◦ Leitud summa kas teisendades teleskoopsummaks või kasuta-
des matemaatilist induktsiooni: 4 p

Sealhulgas:

• Leitud summa esimeste liidetavate korral ja selle põhjal il-
ma tõestuseta üldistatud: 1 p

Küllalt palju esines lihtsalt summa äraarvamist ilma tõestuseta. Sellest, et
paari esimese liidetava korral ilmneb mingi seaduspärasus, ei järeldu veel,
et see kehtib ka 2021 liidetava korral. Küll on sellisest äraarvamisest kasu
valemi matemaatilise induktsiooniga tõestamiseks. Ka ruutjuure lihtsusta-
misel tihti arvutati lihtsalt esimesed ruutjuured välja ja selle põhjal arvati
ära üldvalem. Ka see tuleks üldjuhul ära tõestada.

3. (Martin Rahe)

Žürii lahendustega sarnaste lahenduste allpool märgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

◦ Jaotatud |AC | summaks |AD| + |DE | + |EC |: 1 p
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◦ Tuletatud nurkade arvutusest või sarnastest kolmnurkadest, et
kolmnurk BDE on võrdkülgne: 2 p

Sealhulgas:

• Tuletatud nurkade arvutusest või sarnastest kolmnurkadest,
et kolmnurk BDE on võrdhaarne: 1 p

◦ Kasutades sarnaseid kolmnurki ja seost |EC | = 2|AD| tuletatud,

et |BE | = |DB | =
p

2|AD|: 2 p

◦ Järeldatud, et |DE | =
p

2|AD|: 1 p

◦ Antud õige vastus: 1 p

Kui kolmnurkade ADB ja BEC sarnasust oli eeldatud ilma põhjendamata,
sai skeemi teise rea järgi 1 punkti vähem.

Ülesanne oli päris hästi lahendatud, üle poole esitatud lahendustest olid
täislahendused. Paljud neist olid aga lahenduse mingeid samme teinud eba-
optimaalselt, näiteks kasutati trigonomeetriat, et võrdkülgse kolmnurga kol-
manda külje pikkus leida. Poolikutes lahendustes näidati enamasti ära, et
kolmnurk BDE on võrdkülgne, kuid ei osatud sealt edasi liikuda.

4. (Raul Kangro)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Korrektselt leitud eksperimentide A ja B korral nõutud summa
teenimiseks vajalikud kärbeste arvud: 1 p

◦ Korrektselt defineeritud põlvkonna numbri (ehk generatsiooni
numbri ehk vanemaks olemise järgu) mõiste: 1 p

◦ Aru saadud, et sama generatsiooni numbriga kärbsed ei saa olla
üksteise järeltulijad: 2 p

◦ Idee vaadata juhtu, kus on maksimaalselt 200 generatsiooni: 1 p

◦ Korrektselt näidatud, et kui maksimaalne generatsiooni number
on ülimalt 200, siis leidub generatsioon, milles on vähemalt 501
liiget: 2 p

Kui lahenduses oli sõnastatud, et eksperimendi A puhul soovitud summa
teenimiseks peab leiduma 501 kärbest samast põlvkonnast (selle asemel, et
väita korrektselt, et kui leidub 501 kärbest samast põlvkonnast, siis saab eks-
perimendi A jaoks kärbseid müüa soovitud summaga), anti skeemi kolman-
da rea eest 1 punkt.

Ülesanne osutus raskeks. Õpilased kippusid argumenteerima generatsiooni
mõistet kasutades ilma seda defineerimata ning näidetest paistis, et arvati,
et sama vanema kõik vahetud järglased peaksid olema samas generatsioo-
nis, kuid nii defineeritud generatsiooni puhul ei kehti toodud arutelud kõiki-
del võimalikel juhtudel. Probleemid tekivad, kui mingi isendi mingi järglane
on üht liini pidi nt 2 põlvkonna, teist liini pidi 3 põlvkonna kaugusel.
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5. (Janno Veeorg)

Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kaht eri skeemi; iga skeemi pu-
hul selles märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem žürii lahendusega 1 sarnaste lahenduste jaoks:

◦ Tõestatud, et 2|OK | = |AH |: 4 p

◦ Tõestatud, et 4|OK |2 + |BC |2 = 4R2 : 3 p

Skeem žürii lahendusega 5 sarnaste lahenduste jaoks:

◦ Tõestatud, et |C B ′| = |AH |: 4 p

◦ Sealhulgas:

• Näidatud, et
|C B ′|
|AH |

= |BB ′| sin∠ABC

|AC |
: 1 p

◦ Tõestatud, et |C B ′|2 + |BC |2 = 4R2 : 3 p

Enamus täislahendusi ja ka poolikuid lahendusi lahendas sarnaselt žürii la-
hendusega 5. Sellest hoolimata leidus aga ka 3 täislahendust, kus oli lahen-
datud kõigist teistest erinevalt.
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 11. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Oleg Košik)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Märgitud, et sobivad polünoomid ±xn , kus n on mittenegatiiv-
ne täisarv: 1 p

◦ Näidatud, et positiivse astmega polünoomi vabaliige peab ole-
ma 0: 4 p

Sealhulgas:

• Näidatud, et P (n) algtegurite hulgas saavad olla ainult ar-
vu n algtegurid: 2 p

◦ Selle abil põhjendatud, et teisi sobivaid polünoome ei leidu: 2 p

2. (Joonas Jürgen Kisel)

Tüüpmõttekäike hinnati järgnevalt:

◦ Esitatud üks või mõlemad lahendid: 0 p

◦ Saadud võrrand x

(

y + 1

y

)

= z

(

y + 1

x

)

või selle analoog: 1 p

◦ Täheldatud, et x , y , z on samamärgilised: 1 p

◦ Täislahendus: 7 p

Ülesanne oli oodatust tunduvalt raskem: esitati vaid üks täislahendus. Pea-
aegu kõik osalejad leidsid vähemalt ühe lahenditest, ent kuna need olid huu-
pi pakkumise teel hõlpsasti leitavad, ei antud nende eest punkte. Nagu žürii
lahendusest 1 näha, siis 1 punkti andnud tähelepanekud oleks õige tõlgen-
duse korral tublisti abiks olnud; selliseid töid, kus neid oleks tähendusrik-
kalt edasi arendatud, aga ei olnud. Valdavalt läheneti ülesandele võrrandi-
te murdudest vabastamisega ning teineteisest liitmise-lahutamisega; samas
tuli mõnikord sisse kirjavigu, mille tõttu sai lahendatud algsest oluliselt liht-
sam ülesanne.

3. (Artur Avameri)

Tüüpiliste mõttekäikude eest anti punkte järgnevalt.

◦ Lahendatud ülesanne ühes suunas, kusjuures teine suund la-
hendub sarnaselt väidete järjekorda ümber pöörates: 5 p

◦ Täislahendus: 7 p
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4. (Andres Alumets)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Leitud arvu 2022 algtegurid: 1 p

◦ Lahendus täielikuna lõpule viidud: 6 p
• Mingi 1-st pikema küljepikkusega juht hästi tõestatud: 1 p

Paljud õpilased lahendasid ülesande juhtude läbivaatusena. Kui kõik juhud
olid läbi vaadatud, siis õpilane sai enamasti 7 punkti. Palju oli tõestatud liht-
sa mustri kaudu, kuid polnud üldistatud igale juhule; sel juhul ei saanud
õpilane 7 punkti.

5. (Hendrik Vija)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Lahendatud ülesande osa a): 1 p

◦ Lahendatud ülesande osa b): 3 p

Sealhulgas:

• Tuldud mõttele hinnata avaldises esinevat korrutist ülalt: 1 p

• Käsitletud kõigi variante, mitmekohalised arvud avaldises
võivad esineda: 1 p

• Antud korrektne ülemtõke ilma sulgudeta avaldise väärtu-
sele ning esitatud sulgudega avaldis, mille väärtus on sellest
suurem: 1 p

◦ Lahendatud ülesande osa c): 3 p

Sealhulgas:

• Tuldud mõttele hinnata võimaluste arvu tehtemärkide pai-
gutamiseks avaldisse: 1 p
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Eesti 69. matemaatikaolümpiaad

26. märts 2022 Lõppvoor 12. klass

Hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Elts Abel)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Võetud kasutusele vajalikud tähistused ja saadud neid siduv võr-
dus: 2 p

◦ Näidatud, et ainsad vähimad arvud saavad olla 5 ja 6 ning leitud
vastav arvude summa: 2 p

◦ Leitud kaheelemendilised hulgad elementidega 5 ja 20 ning 6 ja
12: 1 p

◦ Leitud õiged neli kolmeelemendilist hulka: 2 p

Vastusena oodati kõikide selliste arvuhulkade loetelu, mis rahuldavad üles-
ande tingimusi. Suur hulk lahendajaid aga andis vastuseks, mitu arvu võib
olla tahvlile kirjutatud.

2. (Mart Abel)

Tüüpiliste mõttekäikude eest anti punkte järgnevalt.

◦ Täielik lahendus (näide funktsioonist, mis rahuldab ülesande
tingimusi mingi positiivse arvu c 6= 1 korral, kuid ei rahulda neid
kõigi positiivsete reaalarvude c korral, koos kontrolliga, et üles-
ande algtingimused on täidetud ja näitega mingist c väärtusest): 7 p

◦ Täislahendus, mille käigus tehtud 1–2 aritmeetikaviga: 6 p

Näited funktsioonidest, mis rahuldavad ülesandes toodud tingimusi kõigi
positiivsete reaalarvude c korral, punkte ei andnud.

3. (Joonas Kalda)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Osa a) lahendus: 2 p

Sealhulgas tüüpiliste osaliste lahenduste eest:

• Näidatud, et väide kehtib mingi konkreetse k väärtuse kor-
ral: 0 p

• Tõestatud, et leidub tükk, mille ümbermõõt on suurem kui
P

k
või sellega võrdne: 1 p

◦ Osa b) lahendus: 5 p
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4. (Ago-Erik Riet)

Tüüpiliste mõttekäikude eest anti punkte järgnevalt.

◦ Lahendatud mingi mittetriviaalne erijuht nagu n = 4, k = 2,
või kus oli naabrus kirjeldatud graafina, joonistatud mõni vas-
tav graaf ja aru saadud, et on vaja tõestada, et üheski sõltumatus

tipuhulgas pole rohkem kui C k−1
n−1 elementi, või leitud selles graa-

fis ühe tipu naabrite arv k(n − k): 1 p

◦ Täislahendus: 7 p

Tegemist on ülesandega kodeerimisteooria valdkonnast. Info kodeeritakse
ehk kirjeldatakse liiaga, seejärel saadetakse üle kanali, kus võivad tekkida ju-
huslikud vead, ning pärast püütakse algne info taastada, kasutades liiaga an-
tud info struktuuri. Sellised veaparanduskoodid on kasutusel kõikjal, kus in-
fo liigub või seda talletatakse, näiteks 5G, WiFi, protsessori siinid, CD/DVD,
arvuti muutmälu, satelliitside, side kosmoseaparaatidega jne. Antud üles-
annet saab kirjeldada nii, et me vaatleme nullide ja ühtede jadasid pikkuse-
ga n , kus on täpselt k ühte, ning tahame tõestada ülemtõket selliste jadade
hulkade suurustele, kus igas kahes jadas on erinev sümbol vähemalt 4 po-
sitsioonis (ehk nn Hammingi kaugus vähemalt 4). Need hulgad on tuntud
kui minimaalse kaugusega 4 konstantse kaaluga koodid. Kui info kodeerida
selliseks jadade hulgaks ning saata üle kanali, siis üks bitimuutus on auto-
maatselt parandatav, või kolm bitimuutust on avastatavad (näiteks saame
küsida info uuesti saatmist); ühtede arvu kitsendamist on vaja konkreetse-
tes rakendustes.

Graafide keeles võiks kombinatsioonid n elemendist k -kaupa olla graafi ti-
pud ning servaga ühendame kaks tippu (iga tipupaari), mis on omavahel
naabrid. Naabrusgraaf, mille saame, on tuntud kui Johnsoni graaf parameet-
ritega n ja k . Kaugusega 4 konstantse kaaluga kood vastab sõltumatule ti-
puhulgale selles graafis, st sellisele tipuhulgale, mille tippude vahel (hulga
sees) pole ühtegi serva. Ülesandeks ongi tõestada, et üheski sõltumatus ti-

puhulgas pole rohkem kui C k−1
n−1 elementi.

5. (Valdis Laan)

Lahenduse allpool märgitud osade eest antud punktid summeeriti.

◦ Välja pakutud sobiv jaotus paarideks: 1 p

◦ Näidatud, et korrutiste summa jagub 2-ga: 1 p

◦ Näidatud, et korrutiste summa jagub n-ga: 5 p
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