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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kell on 20.45. Kui palju on kell tépselt 20 tundi ja 22 minutit hiljem?

2. Leia number A, mille korral kehtib vordus
(AA+AA+1)- A= AAA,

kus AA on kahekohaline ja AAA kolmekohaline naturaalarv.

4. Korvis on 15 tomatit rohkem kui kotis. Mitu tomatit tuleb korvist tosta kotti,
et kotis oleks 7 tomatit rohkem kui korvis?

5. Nelja erineva positiivse tdisarvu a, b, c ja d kohta on teada, et c + b = 4,
a+d=7jab+d=6.Leiaarv a.



10.

Vordkiilgne kolmnurk timbermédduga 27 cm on jaotatud vord-

kiilgseks kolmnurgaks ja nelinurgaks. Nii saadud vdiksema kolm-
nurga imbermo06t on 18 cm. Leia saadud nelinurga imbermaaot.

Ristkiiliku ABCD kiiljel CD asub punkt E, mille kor-
ral ZEAB = 45° ja |[EC| = 3 cm. Lisaks on teada, et
|BC| = 4 cm. Leia ristkiiliku ABCD pindala.

Ringi on tdmmatud kaks diameetrit, mille vaheline nurk on
40°. Leia vdihim arv, mitu diameetrit tuleb lisaks tdmmata, et
koik diameetrid jaotaks ringi vordseteks sektoriteks.

Tuleb valida iiks 6un, iiks pirn ja iiks paprika. Iga vili saab olla kas punane,
kollane voi roheline. Valitud viljade seas:

1) peab olema vihemalt {iks kollane;

2) ei tohi olla punast paprikat, kollast duna, rohelist Guna ega rohelist pir-
ni.

Mitu erinevat voimalust on viljade valikuks? Kaks valikut on erinevad kui
need erinevad vdhemalt iihe vilja varvi poolest.

Kolm iihesuurust kuubikut on kleebitud tahkupidi kokku ja saadud —
joonisel olev keha. Mitme vorra on selle keha servade arv suurem
tahkude arvust? |




Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 8. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta:
202,2 202,1 _

2,021 20,22

2. Leianumbrite A ja B summa, kui kehtib vordus AAAA = ‘AA-ABA, kus AA
on kahekohaline, ABA kolmekohaline ja AAAA neljakohaline naturaalarv.

3. Leia vdhim algarv, mis ei saa ithegi numbri X korral olla viiekohalise arvu
20X22 teguriks.

4. On teada, et 250 milliliitrit mannat kaalub 0,2 kilogrammi. Mitu grammi
kaalub 0,4 liitrit mannat?

5. On antud kaks positiivset arvu a ja b. Arv a moodustab 60% arvust b. Kui
lahutada suuremast arvust vdiksem, saame tulemuseks arvu, mis on 60 vor-
ra vdiksem arvust a. Leia arv a.



10.

Joonisel on suur ruut jaotatud kaheks ruuduks timbermootu-
dega 20 cm ja 12 cm ning tumedamaks varvitud kujundiks.
Leia tumedamaks varvitud kujundi imbermoot.

Ristkiiliku ABCD kiiljel CD asub punkt E, mil- E C
le korral /EAD = 47° ja ZAEB = 92°. Lisaks
on teada, et | AD| = 7 cm. Leia kolmnurga BCE @
pindala.

A B
On kaks iihise keskpunktiga ringjoont raadiustega 3 cm ja

2 cm. Sektori tumedamaks virvitud osa pindala on 7 cm?.

Leia selle sektori nurga suurus.

Kui palju on kolmekohalisi arve, mis jaguvad arvuga 4 ja mille viimane num-
ber on samuti 4?

Neli tihesuurust kuubikut kleebitakse tahkupidi kokku, nii et kok- —
kukleebitavad tahud kattuvad tervenisti. Joonisel on saadava ke- |
ha pealtvaade. Leia selle keha tahkude arv.




Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga iilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

. _ 1 3 x 3
1. Leiaarv x vordusest — — — + — = — +
2 4 6 2

=
N

2. Leia numbrite A ja B summa, kui kehtib vordus BA- B- A = AAA, kus BA
on kahekohaline ja AAA kolmekohaline naturaalarv.

3. Kui palju on selliseid kahekohalisi naturaalarve, mille koik arvust 1 suure-
mad tegurid on paarisarvud?

4. Kooli spordipdeval osalejatest moodustasid poisid 52%, ttidrukuid aga oli
6 vorra vahem kui poisse. Kui palju oli sellel spordipdeval osalejaid kokku?

a
5. Positiivsete arvude a ja b korrutis ab on jagatisest > neli korda suurem ja

b
jagatisest — neli korda vdiksem. Leia arvude a ja b summa.
a



6.

10.

Punktid B ja C asuvad vastavalt paralleelse- s B
tel sirgetel s ja t. Nurga BAC suurus on 96°. A

Leia sirge AC ja sirge t vahelise teravnurga '@
suurus, kui on teada, et see on kolm korda

suurem sirge AB ja sirge s vahelise terav- C
nurga suurusest. ¢ \

Poolringi raadiusega 6 cm on kujundatud ristkiilik, mil-
le pikem kiilg asub diameetril ja kaks tippu asuvad pool-
ringjoonel. Ristkiiliku tiks kiilg on teisest kaks korda pi-
kem. Leia ristkiiliku pindala.

Vordkiilgne kolmnurk on jaotatud vordkiilgseks kolmnur-
gaks ja nelinurgaks nii, et need mélemad on {imbermo66du-
ga 15 cm. Leia suure kolmnurga imbermoot.

2022 2021

2021 2022
olevate arvude numbrite vahele nii, et avaldise vdirtus oleks vordne arvuga

100?

Mitmel erineval viisil saab lisada tépselt kaks koma avaldises

Viis tihesuurust kuubikut kleebitakse tahkupidi kokku, nii et kok- — —
kukleebitavad tahud kattuvad tervenisti. Joonisel on saadava ke-
ha pealtvaade. Mitme vorra on selle keha tippude arv suurem tah-
kude arvust?




Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Loigule AB pikkusega 22 cm on asetatud kolm vord-
se imbermdoduga ristkiilikut, millest vaid keskmine on
ruut. Loigul AB asuva vasakpoolse ristkiiliku kiilg on A B
ruudu kiiljest 2 cm vorra pikem. Samal 16igul asuv parempoolse ristkiiliku
kiilg on aga ruudu kiiljest 1 cm vorra lithem. Leia kolmest ristkiilikust tekki-
nud kujundi imbermoot.

2. Vordhaarsete kolmnurkade ABC, ACD,
ADE, AEF ja AFG tipunurkade suuru-
sed tihise tipu A juures on vastavalt 24°,
26°, 28°, 30° ja 32°. Olgu M loikude FA
ja GD loikepunkt, K loikude FB ja GD
ldikepunkt ning N 16ikude FB ja EA
Ioikepunkt. Leia nurkade AMK, MKN
ja KN A suurused.

3. 2022-kohaline arv algab numbriga 2, jargmine number on 7. Alates kol-
mandast numbrist on iga number selles arvus vordne kahe eelmise numbri
korrutise tiheliste numbriga.

a) Mitu korda esineb selles arvus number 82

b) Jiiri liitis selle arvu mingist numbrist alates mingi hulga jarjestikuseid
numbreid ja sai summaks 777. Leia kdik voimalused, mitu numbrit vois
Jiiri liita.



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 8. klass

II osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Emal on kaks last. Praegu on ema vanus aastates kahekohaline arv, mille esi-
mene number on tema iihe lapse vanus aastates ning mille numbrite sum-
ma on vordne teise lapse vanusega aastates. Ema ja laste vanuste summa on
40 ning ema vanus jagub laste vanuste summaga.

a) Leialaste vanused.

b) Seitsme aasta parast on vanaisa vanus vordne ema ja kahe lapse vanuste
summaga. Kui vana on vanaisa praegu?

2. Nelinurga ABCD kohta on teada, et |AB| = |AC]| A
ja |DA| = |DC| ning ZABC = ZCDA. Selle neli-
nurga iiks nurkadest on suurusega 150°. Leia ne-
linurga ABCD kolme iilejadnud nurga suurused.

C
3. Tabel tdidetakse arvust 20 vdiksemate positiivsete tdis- ol 112
arvudega nii, et igas lahtris oleks erinev arv. Seejuures 3
peavad olema ridades olevate arvude summad vord-
sed ning ka veergudes olevate arvude summad vord- 16] |11)13]14

sed. Moned arvud on juba tabelisse kirjutatud.
a) Leia kahes vasakpoolses veerus puuduvate arvude summa.
b) Leia iiks voimalus tdita tabeli koik tiihjad lahtrid.
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2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass

II osa. Lahendamisaega on 4 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Leia kolm vdhimat naturaalarvu, millest 1 vorra vdiksemad arvud jaguvad
5-ga, 1 vorra suuremad arvud jaguvad 3-ga ja mis ise jaguvad 4-ga.

2. Kas on voimalik asendada tehtes

JUMAL
+KURAT
EETER

tdhed numbritega nii, et tekiks korrektne liitmine? Sama tdht tuleb asendada
koikjal sama numbriga, erinevad tdhed erinevate numbritega.

3. Kumera nelinurga ABCD kiiljel AB valitakse punkt K nii, et |[BK| = 2-|AK],
kiiljel CD aga valitakse punkt L nii, et |CL| = 3 - |[DL|. Nelinurga ABCD
pindala on 2022 cm?, nelinurga AKCL pindala aga 974 cm?. Leia kolmnur-
ga BCK pindala.

4. Kui palju on 8-kohalisi arve, mis on nii palindroomid kui ka poolp66rdam-
bigrammid, kui numbreid kujutatakse elektrooniliste kellade ekraanidelt
tuttavas 7-segmendilises vormis, nagu joonisel ndidatud?

1 JJuCcCC 1gad
U 1034950

Medirkus. Palindroomiks nimetatakse arvu, mille numbrite jdrjestuse timber-
pooramisel saame sama arvu. Poolpéordambigramm on arv, mis jadb sa-
maks 180 kraadi pooramisel. Nditeks kuupdev 2. detsember 2021 formaadis
YYYYMMDD on 20211202, mis on ithekorraga palindroom ja poolp66rdam-
bigramm. Kuupéev 2. juuni 2060 samas formaadis on aga kiill palindroom,
kuid mitte poolpddrdambigramm, sest 180 kraadi podramisel saame teise
kuupieva 9. september 2090.
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2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

4/ 4 4
4 .o ~ .o .
1. Kas arv \/\/ \/ V4 +4 + 4 + 4 on suurem, viaiksem voi niisama suur kui arv

4+4+4+4
\ V4a?

2. Kooli spordipdeval 1dbib Juku esimese poole jooksudistantsist iihtlase kii-

km km
rusega IG'ZT’ teise poole jooksuajast aga iihtlase kiirusega 12'8T' Va-

hepealse aja jookseb ta iihtlase kiirusega v, mis on iihtlasi tema keskmine
kiirus kogu jooksu viltel. Leia v.

3. Jiiri tahab teha jargmist trikki. Ta palub Maril méelda iihe neljakohalise na-
turaalarvu. Seejdrel palub ta Maril liita sellele arvule oma vanuse ja tulemu-
sele veelkord oma vanuse. Niiiid palub ta Maril algul méeldud arvu korru-
tada esimese liitmise tulemusega ning saadud korrutise teise liitmise tule-
musega jagada. Enne tegevuse algust on aga Jiiri kirjutanud paberile arvu,
mis osutub vordseks jagamisel tekkiva jadgiga. Leia Mari suurim vanus, mil-
le puhul Jiiri saab seda trikki edukalt teha s6ltumata Mari moéeldud arvust.
(Eeldame, et Jiiri teab Mari vanust ja Mari sooritab koik tehted digesti.)

4. Leia koik sellised naturaalarvude paarid, et kui esimesele arvule liita teise
arvu numbrite summa, siis on tulemuseks 1000, ja kui teisele arvule liita ka-
hekordne esimese arvu numbrite summa, siis on tulemuseks samuti 1000.

5. Olgu ABCD réopkiilik. Olgu A’ punkti A peegeldus punkti C suhtes. Olgu X
|XD]

IXC|’

sirgete A'B ja CD loikepunkt. Leia suhe

6. Art, Ben, Carmen ja Deivi tegid kokku 62 Messengeri postitust, kusjuures
keegi ei teinud kahte postitust jérjest. Art ja Carmen tegid kokku 2 posti-
tust enam kui Ben, kellel oli 2 korda rohkem postitusi kui Deivil. On teada,
et Ben ei kirjutanud kordagi kohe pdrast Carmenit, kes omakorda ei teinud
tihtki postitust kohe péarast Arti. Iga Deivi postitus jargnes vahetult Beni pos-
titusele, igale Deivi postitusele aga jargnes omakorda vahetult Beni postitus.
Kes neist neljast tegi viimase postituse?
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2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Positiivsed reaalarvud a, b, c¢ ja d rahuldavad vordusi a —d = b, b- a = c,
c+b=djad:c=a.lelaa+b+c+d.

Urnis on 7 palli (n = 3), mis on nummerdatud tdisarvudega 1,2, ..., n. Voi-
maluste arv votta urnist 3 palli nii, et suurima numbriga pall oleks voetud
pallide seas, on tidpselt 3 korda vdiksem voimaluste arvust votta urnist 3 pal-
li nii, et suurima numbriga palli poleks voetud pallide seas (pallide votmise
jarjekorda ei arvestata). Leia n.

Kas leiduvad tdisarvud x ja y, mille korral
a) x? - Xy + y2 = 20212
b) x* - xy + y* = 20222

Tahvlil on mingi erinevatest numbritest koosnev viiekohaline arv. Juku lii-
dab kokku kdik muud sellest arvust numbrite timberjirjestamise teel saada-
vad viiekohalised arvud. Leia algne arv, mille korral saadav summa on suu-
rim voimalik.

Ringjoon puutub nelinurga ABCD kiilgi AB, BC, CD ja D A vastavalt punk-
tides K, L, M ja N. Toesta, etloikude AN, BK, CL ja DM pikkused suhtu-
vad nagu nurkade ANK, BKL, CLM ja DM N tangensid.

On antud positiivne tdisarv n. Arvteljel on eesel, kes jookseb alati méoda
arvtelge konstantse kiirusega v = 1 mingis suunas. Ajahetkel # = 0 alustab
eesel jooksmist arvtelje punktist x = 0 arvtelje positiivses suunas. Shrekil
on kotis n porgandit, mida ta vabalt valitud aegadel saab iihekaupa aseta-
da arvtelje vabalt valitud punktidesse, kus eesel hetkel ei viibi. Eesel muu-
dab jooksusuunda siis ja ainult siis, kui tema selja taha jadb kokku rohkem
porgandeid kui on tema ees. Kui eesel jouab mone porgandini, siis ta s66b
selle dra. Leia suurim arv, mitu korda saab eesel kirjeldatud protsessi kdigus
suunda vahetada.
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2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Ats ja Pets méngisid lumesdda. Pets saatis teele 25 kuuli rohkem kui Ats,
vastast tabas aga 2 vorra vahem Petsi kuule kui Atsi omi. Kui aga Atsi oleksid
tabanud koik Petsi kuulid, koik Atsi enda kuulid ja veel iiks kuul, siis oleks
Ats pihta saanud 6 korda rohkem kordi kui ta tegelikult sai. Atsi kuulidest
tabas Petsi 40%. Mitu protsenti Petsi kuulidest tabas Atsi?

. Leia koik nurgad a, mille korral 0° < a < 180° ja kehtib vordus

3

4cosa=1+cosa+cos’a+cosda+...

(vorduse paremal pool on lopmatu summa).

Jukule meeldib vdga number 4. Juku kirjutab tahvlile ritta mingi arvu nelja-
sid ja monede neljade vahele pluss- voi miinusmaérke, nii et avaldise vaar-
tuseks oleks mingi positiivse tdisarvu neljas aste. Mis on vdhim véimalik arv
tehtemarke, mida Juku saab kasutada?

Leia koik reaalarvud x, mis rahuldavad vorrandit 3* + 4* = 5.
Kaks ringjoont raadiustega r; ja r, puutuvad teineteist vilimiselt punktis C
ning mingit {iht ja sama sirget vastavalt punktides A ja B, kus A # B.

a) Toesta, et kolmnurk ABC on tidisnurkne.

b) Avalda kolmnurga ABC pindala S raadiuste r; ja r» kaudu.

Olgu n = 3 tdisarv. Utleme, et 16plik hulk 7-nurki ruumis (mis ei pea olema
korrapdrased) on kuubi kate, kui kehtivad koik jargnevad tingimused:

1) iga punkt, mis kuulub ménele selle hulga n-nurgale, asub kuubi pinnal;

2) iga punkt kuubi pinnal kuulub mingile n-nurgale sellest hulgast;

3) alati, kui moéni punkt kuulub mitmele n-nurgale sellest hulgast, on ta
koigi nende n-nurkade tipp voi asub koigi nende n-nurkade kiiljel, kuid
pole tihegi n-nurga tipp;

4) iga n-nurk selles hulgas on kumer ja asub tervikuna iihel tasandil.

Kas kuubil leidub kate, kui

a) n=3;

b) n=>5?

Méirkus. Oeldakse, et punkt X kuulub n-nurgale, kui X on selle n-nurga
tipp, asub tema kiiljel voi asub tema sees.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 7 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.

Ha smom aucmrke Hanucamse moasbko omeemut, 0Jisk peuleHus,

MOIHCHO UCNOAB308AMb OONOIHUMELbHYI0 OyMazy.

Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.

BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIE MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

Ceituac Bpems 20.45. CKoJIbKO OyzieT BpeMeHH poBHO yepe3 20 yacoB u 22 MH-
HYTBI?

HaiiTu 3Hauenue iupol A, Ipy KOTOPOM JeHCTBYET paBEHCTBO
(AA+ AA+1)- A= AAA,

rne AA nBysHauHoe 1 AAA TpéxaHayHOe HaTypaJIbHOE YUCJIO.

HaiifTy HamMeHbIllee TIOJIOKUTEIbHOE I[eJI0e YHCI0, Ha KOTOpOEe YHCJIO
20222022 He neauTcs.

B kop3uHe Ha 15 momuopoB GoJibie, yeM B Melike. CKOJIbKO ITOMHIOPOB
HY>KHO U3 KOP3UHBI IIEPEJIOKUTH B MEIIOK TaK, YTOOBI B MEITKe 0Ka3aI0Ch Ha
7 IOMHUJIOPOB OOJIBIIIE, YEM B KOP3UHE?

IIpo yeThIpe pas3IMYHBIX TOJIOKUTETbHBIX IIEJIbIX YHCIa @, b, ¢ ¥ d U3BECTHO,
uroc+b=4,a+d=7ub+ d=6.HailTu 3HaueHune YnucIa a.



10.

PaBHOCTOPOHHU TPEYTOIBHUK, IEPUMETP KOTOPOTO paBeH 27 CM,
110/1eJ1€H Ha PAaBHOCTOPOHHUI TPEYTOJIbHUK U YeThIPEXYTOJIbHUK.
[lepuMeTp MOJIy4EHHOIO MEHBIIEr0 TPEeyroJbHUKA paBeH 18 cM.
HaiiTi mepuMeTp MOJY4YE€HHOTO YeThIPEXYTOIbHUKA.

Ha cropone CD npsamoyronbauka ABCD jeskuT Tou-
ka E Tak, uto ZEAB = 45° u |EC| = 3 cm. Takxke
u3BecTHO, uTo |BC| = 4 cm. Halitu niomaas mpsiMo-
yroapHuka ABCD.

B kpyre npoBeJieHbl ABa JuaMeTpa, yros Me, 1y KOTOpPbIMU pa-
BeH 40°. HaliTu HauMeHbIIee KOJMYECTBO JUaMETPOB, KOTOPhIE
HEeo0XOUMO JOTIOJTHUTEJIFHO IIPOBECTH, YTOOBI BCE IMAMETPhI
TOfIe/INJIA KPYT Ha paBHbIE CEKTOPa.

HysxHO BBIOpATh OJHO sI0JI0KO, OJHY TPYILY U OMUH mepel. Kakap1ii mroq Mo-
SKeT OBITh KPACHOTO, SKEJITOTO UJTH 3eJIEHOTO 11BeTa. Cpeu BhIOPAHHBIX T1JI0-
II0B:

1) mo/keH OBITH XOTS ObI OIMH KEJITOTO IIBETA;

2) He IO0JIKHO OBITH KPACHOTO MEPIIA, KEJTOTO s10JI0Ka, 3eJIEHOTO sI0JI0KA U
3€JIEHOU IpyIn.

CKOJIBKO BCEro pasIMYHbIX BOBMOJKHOCTEH JIs1 BbIOOpa 1myiom0B? J[Be BO3-
MOYKHOCTH CYHUTAIOTCS PA3TUIHBIMH, €CJIU OHU OTJIUYAIOTCS [IBETOM XOTsI ObI
OJTHOTO BBIOPAHHOTO TJI0/IA.

Tesio Ha PUCYHKE ITOJYINJINA CRJAECUBAHUEM HEKOTOPBIX rpaHeﬁ TpeX P—
OQHNHAKOBbIX Ky6I/IKOB. Ha crkosibKO KOTMYECTBO pe6ep BIIOJTY4€EHHOM

TeJsie OOJIbIIE KOJIMYeCTBA TPaHe? |



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 8 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.
Ha smom aucmrke Hanucamse moasbko omeemut, 0Jisk peuleHus,
MOIHCHO UCNOAB308AMb OONOIHUMELbHYI0 OyMazy.
Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.
BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIE MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

1. BBIUMCIUTE:
202,2 202,1

2,021 20,22

2. Haittu cymmy riudp A u B, ey geiicTByer paBernctso AAAA = AA-ABA, e

AA nBysHauyHoe, AB A TpéxaHauHoe 1 AAAA deTbIpEX3HAYHOE HATypaIbHOE
YHUCJIO.

3. HaiiTy HauMeHbIIIee IPOCTOE YHCJII0, KOTOPOE He MOSKET OKa3aThCs Ie/IUTeIEM
MATH3HAYHOTO yncia 20X 22 Hu Tpu KaKoM 3HaYeHuu nudpsl X .

4. V3BecTHO, yTo 250 MHJIJIMIMTPOB MaHHOHN Kpymbl BecuT 0,2 Kujorpamma.
CkouibKo rpamMmoB BecuT 0,4 TuTpa MaHHOHN KPYIIbI?

5. JlaHbI Ba MOJIOMKUTEIBHBIX yncaa a u b. Yucsio a cocrasiisier 60% OT 4yuc-
ga b. Eciiu BbI4eCTh U3 60JIBIIETO JAHHOTO YKCJIa MEHBIIIEe, TO B pe3yJibTare
TIOJTYYUTCSI YU CJI0, KOTOpOe Ha 60 MeHbIIe yncsia a. HaliTi 3HaueHue ynciia d.



10.

Ha pucyHKe 60JIBIIIOM KBaAparT IMO/IeJIEH Ha BA MEHBIITNX KBA/I-
para, nepuMeTpbl KOTOPBIX paBHbI 20 ¢cM 1 12 cM, a Tak)Ke Ha 3a-
KpallleHHYI0 B TEMHBIN 1BeT urypy. Haiitu nepumerp 3akpa-
IIEHHOU B TEMHBIN IIBET (DUTYPHI.

Ha cropone CD npsimoyrosibHuka ABCD sesxur D E C
touka E Tak, uto LZEAD = 47° u ZAEB = 92°.
Takske u3BecTHO, uTo |AD| = 7 cM. Hatitu mo- @
manb TpeyrosbHuka BCE. w
A B

JIBe OKPY’KHOCTH UMEIOT OOIIUI [IEHTP, a UX PaIdyChl paBHBI
3 cMm U 2 cM. [lytomane yacTu cekTopa, KoTopasi 3akpalleHa B
TEMHBII 1IBET, paBHAETCA T cm?. Haiitn BeJIMYMHY yIJIa 3TOTO
ceKTopa.

CKOJIBKO BCEro TpEX3HauYHbIX YA CEJI, KOTOPbIE AEeJIATCA Ha YACJIO 4 U ToCIes-
HsAs U pa KOTOPHIX TaKKe paBHA 4?

Tes10 Oy 4NN CKJIEMBAHNEM HEKOTOPBIX TPAHEN YETHIPEX OIMHA- —
KOBBIX KyOHMKOB TaK, UTO CKJIEeHHble I'PAaHU LIeJIMKOM COBIIQAAIOT.
Ha pucyHke noka3aH BUJL CIIEPEIH ITOTO Tesa. HaliTh KoJIm4ecTBO
rpaHe 9TOrO TeJIa.




69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 9 knacc

Tuacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 peuierusi: 40 munym.

Ha smom aucmrke Hanucamse moasbko omeemut, 0Jisk peuleHus,

MOIHCHO UCNOAB308AMb OONOIHUMELbHYI0 OyMazy.

Bepnuwiii omeem kascdoti 3adauu daém 2 banra.

BcnomozamenvHble NUCbMeHHbIE MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLE NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

w
Sl
Il
| W
+
RS
|
S IEN

1
HaiiTu 3HaYeHUe YKcia X U3 paBeHCTBa E - =+

o~

Haiitir cymmy udp A u B, ecim geiicTByer pasenctBo BA- B- A = AAA, e
BA nBy3HauHoe 1 AAA TpéxaHauyHOe HaTypaJIbHOe YHCJIO.

CKOJIBKO BCero TaKUX JIBy3HAYHbIX HaTypaJIbHbBIX YHCeJI, y KOTOPBIX BCe MHO-
JKUTEJIN, O0JIbIIIMe Yyncsa 1, 4EéTHbIe?

Cpey BceX y4aCTHUKOB IIIKOJIBHOTI'O CIIOPTUBHOIO IHSI MAIBYUKOB Ob1710 52%,
a ieBoYeK ObLI0 Ha 6 MeHbIIIe, 4eM MaTbIMKOB. CKOJIBKO BCETo ObLJIO y4aCTHU-
KOB Ha 3TOM CIIOPTUBHOM JIHE?

[TpousBenenve ab MOJIOMKUTENHHBIX YUCEN @ ¥ b B 4eThIpe pasa O0JIbIIIe YacT-

a
HOTrO E " B YE€ThIPE pa3a MEHbIIIE€ YaCTHOTO —. Haittu CyMMY YuCeJI d N b.
a



10.

Touku B 1 C COOTBETCTBEHHO JIE)KaT HA MMA-  § B
paJIeIbHBIX IPSIMBIX S U t. Besanunaa yria
BAC pasna 96°. HailTu BeJIMUMHY OCTPOTO
yria Mmeskay npsambivu AC U ¢, eCJTi U3BECT-
HO, 4TO 3Ta BeJIMYMHA B TPU pasa 60oJIbIIIe Be- C
JIMYUHBI OCTPOTO YIVIa MESKIY PsIMbIiMU AB

C
us.

B oJIyKpyT, painyc KOTOPOTo paBeH 6 M, BIFICAH IIPSMO-
YTOJIBHUK, 60JIBINIAsi CTOPOHA KOTOPOTO JIEXKUT Ha JTUaMeT-

e 1 [Be BEPIIINHBI KOTOPOTO JIesKAT Ha ITOJIyOKPYKHOCTH.
OpHa CTOpOHA IPSIMOYTOJIPHUKA B IBa Pasa JJINHHEE APY-
ro#. HaiTu miomanb npsiMOyTroJIbHUKA.

PaBHOCTOPOHHUI TPEYTOJILHUK IO/IEJIMIN HAa PAaBHOCTOPOH-
HUU TPEYTOJIbHUK U YEThIPEXYTOJIbHUK TAK, YTO TEPUMETPHI
00eunx MeHbIINX QUryp ObLIN paBHBI 15 cM. HaiiTu nepumeTp
0OJIBIIIETO TPEYTOJIBHUKA.

CKOJIbKUMU pas3IMYHbIMA crrocobaMu MOYKHO ,ILO6aBI/ITI) POBHO IB€ 3alIAThIE

o 2022 2021
MeEX, 154 aMH 4uceJi, rnpeacraB/J€HHBIX B BhIpAKEHUU ——— « ——, TaA
Ay Hiaop pen p 2021 2022

K,

4TOOBI 3HAYEHUEM BbIpa*KeHHUsI OKa3aJ/JI0Ch YUCJI0 1007

TeJ10 TOJTyYUJIM CKJIEMBAHIEM HEKOTODPBIX IPaHel MATH OAUHAKO- — —
BBIX KyOMKOB TaK, 4TO CKJIeeHHbIe TPAHHU IIeJIMKOM cOoBIaaior. Ha
PUCYHKe IIOKa3aH BUJ CIIEPeIH 9TOro Teja. Ha CKOJIbKO KoJinde-
CTBO BePIINH B IIOJIy4eHHOM TeJjie 60JIbIlle KOJIM4YecTBa IpaHeii?




69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 7 knacc

IT uacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 pewlerusi: 2 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamuv Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 000CHO8AHHOe pellerle Kaxcooll 3adauu
daém 7 baanos. Hanucamu moibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIE MAMEPUANbL UL INEKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuieHbl.

1. Haorpeske AB uHO# 22 CM JiesKaT CTOPOHBI TPEX MPsi-

MOYTOJIBHUKOB OIMHAKOBOTO leprMeTpa. TosbKo pacro- (:m
JIOSKEHHBIH II0CePeJUHE IPSIMOYTOJIbHUK SIBJISIETCSI KBan- A B
parom. Jleskaias Ha orpe3ake AB cTopoHa IpAMOYTOJbHUKA, PACIIOJI0KEHHO-
ro cjIeBa OT KBajpaTa, Ha 2 CM JJIMHHee CTOPOHBI KBapara, a JiesKallas Ha TOM
’Ke OTpe3Ke CTOPOHAa IIPSAMOYTOJIbHUKA, PACIIOJI0KEHHOr0 CIIpaBa OT KBajpa-
Ta, Ha 1 cM KopoYe CTOPOHBI KBaipara. Haiitu mepuMeTp Uryphbl, COCTOSAIIEN
U3 9TUX TPEX IPAMOYTOJBHUKOB.

2. BeJIM4MHBI YIJIOB IPU BEPIINHAX PABHO-
OenpeHHBIX TpeyronbHUKOB ABC, ACD,
ADE, AEF u AFG, KoTOpble pacrioJio-
SKEHBI OKO0JI0 UX 0011[el BepIInHbI A, co-
OTBETCTBEHHO paBHBI 24°, 26°, 28°,30° n
32°. Orpeskn FA u GD nepecekaiorcs B
touke M, orpe3kn FB u GD nepeceka-
10Tcs B Touke K, a orpe3ku FB u EA ne-
pecekatorcs B Touke N. Haiitu Besinunnbl yriioB AMK, MKN u KNA.

3. JlanHoe 2022-3HaYHOE YMCJI0 HAYMHAETCSI C IU(PBI 2, ero caeayomas udg-
pa 7. Hauunas c Tperbeil udpsrl, kaxgas nudpa sTOro 4ucjia paBHAETCS
nudpe eqUHUL B pe3dyJibTaTe IPOU3BedeHUs ABYX IpeIblAyIIUX HUdP.

a) CKOJIBKO pas B JaHHOM 4YUCJIe BcTpeyaeTcs nudpa 8?

6) HauwmHasi c HEKOTOPOW U PBI JAHHOTO Ynciia, FOpa C/I0KUI KaKoe-To KO-
JITYECTBO II0CJIeOBATEIbHBIX IU(P 9TOTO0 YKCJIA U IIOJIyYUJI B CyMMe 777.
CroJibko nudp nansoro yncsa lOpa mor cjiosxuth? HaliT Bce BO3MOSKHO-
CTH.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 8 knacc

IT uacms. Bpewmsi, omeodumoe 015 pewlerusi: 2 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamuv Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamoyHo 000CHO8AHHOe pellerle Kaxcooll 3adauu
daém 7 baanos. Hanucamu moibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHbIE MAMEPUANbL UL INEKMPOHHbLE NPUOODbL
He paspeuieHbl.

1. V mawmbl n1Boe nereii. Ceifyac BO3pacT MaMbl B TIOJTHBIX TOJ]aX paBeH JBY3HAY-
HOMY 4YHCJIy, lepBasi nudpa KOTOPOTO PaBHAETCS BO3PACTy B MOJHBIX rofax
OIHOTO eé pebEHKa, a cyMMa II(p KOTOPOTo PaBHSETCS BO3PACTY B ITOJTHBIX
rojiax BToporo e€ pebénka. CymMMa BO3pacTOB MaMbl U €€ jieTeil paBHsieTcst 40
rozfam, IpU4YéM BO3pacT MaMbI IeJIUTCSI Ha CYMMY BO3PacTOB eé€ feTel.

a) Hatitm Bo3pacT Kaskaoro U3 eé neTeu.

6) Yepes ceMb JieT BO3PACT JeAYIIKU OyJeT paBeH CyMMe BO3PACTOB MaMbl U
IByX eé nereif. CKOJIBKO JIET ielylIKe ceiiyac?

2. TIpo dyerwIpéxyrombHUK ABCD W3BEeCTHO, 4TO A
|AB| = |AC|, |IDA| = |DC|u LABC = ZCDA.
BesimurHa OJHOTO U3 YIVIOB 3TOT0 YEThIPEXYT0JIb- D B
HuKa pasHa 150°. HaliTu BEJIMYMHBI TPEX APYTUAX
YIVIOB YeTbIpéxyrojbHuka ABCD.

C
3. B kakayio sYeiKy TaOJIUIIbI HEOOXOUMO 3aluCcaTh Ofl- 10 12
HO TTOJIO?KUTETHLHOE I[€JI0€ YUCJI0, KOTOPOE MEHBIIIE YHC- 3
Jsia 20, Tak, YTOOBI BO BCEX sTUEiKaxX ObLIH 3alUCaHbI pas- T 13
JIMYHBIE Yrcya. [Ipu 3TOM cyMMa YKcesT B KayKIOM PSTy

TabJINIBI JOJKHA OBITH OIMHAKOBOM, ¥ CyMMa YHCeJI B KayKIOM CTOJIOIE Ta0-
JIMIIBI TOJKHA OBITH OMHAKOBOW. HEKOTOPBIE YKCIIa Y3Ke BIIMCAHBI B STYEUKH
TaOJINIIBI.

a) Haiitu cymmy 4mcesi, OTCYTCTBYIOIIUX B JIByX KpalHUX CJeBa CTOJIOIAX
9TOM TaOJIUIIBL.

6) HaiiT omHY BO3MOYKHOCTD JIJIsT 3aITOJTHEHHUST YMCIaMH BCEX TYCTHIX sTIeeK
TaOJIUIIBL.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHbiii Typ 9 knacc

ITuacmw. Bpewmsi, omeodumoe 015t pewierusi: 4 uaca.

1.

Peuenus 3adau nanucams Ha 0MOesrbHOM JUCTe.

Beproe u docmamouno 060cHo8anHoe peuteHue Kaxcooii 3adauu

daém 7 baanos. Hanucamo moJibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUcbMeHHble MAMePUalbl ULL JleKMPOHHble NPUOOPbL
He paspeuieHbi.

HaiiTi Tpy HaMMEHBIIINX HATypaIbHbBIX YHCJ/IA, UMEIOIINX CJIeyIoIee CBOH-
CTBO: YHCJIA, KOTOPbIe HA 1 MeHbIlIe HUX, IeJISATCA Ha YMCJIO 5, YACJIa, KOTOpPbIe
Ha 1 60JIbIlIe HUX, JeJSATCS Ha YHUCJI0 3, a caMU YKCJIa JeJIATCS Ha YHCIo 4.

Bo3MOKHO JIu B 1€MCTBUMN
JUMAL

+KURAT
EETER

3aMeHUTb OyKBBI IU(MPaMU TAK, YUTOOBI II0JIyYUJIOCH BEpHOE JeiCTBUE CJI0MKe-
HUA? OguHAaKOBbIe OYKBBI HEOOXOJUMO Be3Jle 3aMeHUTh OMHAKOBBIMU LU d-
pamu, a pa3Hble OYKBBI — pa3HBIMU IU(paMH.

Ha cTopoHe AB BBIIYRKJIOTO 4eThIpEXyroJabHuKka ABCD BeIOUpaoT TOUry K
Tak, uro |[BK| = 2 - |AK], a Ha ctopoHe CD BBIOMPAIOT TOYKY L Tak, 4yTo
|CL| = 3 - |DL|. Ilnomans yerbipéxyronpbauka ABCD paBHsiercs 2022 CM2,
a iomans yerbipéxyronbauka AKCL paBHAercsa 974 cm? . Haitti JI0IIaab
TpeyrosibHuKa BCK.

CKOJIBKO BCEro TaKux 8-3HaYHBIX YHMCEJI, KOTOpbIE€ OTHOBPEMEHHO ABJIAIOTCA
KaK rmajtuHaApoMaMu, TaK U JINCTOBEPTHAMMU, €CJIN I.IH(i)paMI/I ATUX YHCEJT ABJIA-
I0TCA IIOKa3aHHbIE HA PUCYHKE IlI/Iq)pI)I, HCIIO0JIb3yEMbIE Ha TabJI0 9JIEKTPOH-
HBIX YaCOB M COCTOALIIME U3 CEMU CEerMeHTOB?

1 JJuCccC 1gad
U 1234450 104

3ameuanue. [laaunOpomom Ha3bIBAETCSA YUCIIO, IPU 3AITUCH I (P KOTOPOTO B
00paTHOM MOPSIIKeE ITOJIYYAETCS TO SKe caMoe YUCJI0. JTucmosepmiuem Ha3bIBa-
€TCs YUCJI0, KOTOpOe He U3MeHseTcsA IIpu ero nosopore Ha 180 rpagycos. Ha-
npuMep, gara 2 nexkabpsi 2021 roga B ¢popmare ITTTTMM I umeeT Buj 20211202
U ABJIAETCA KaK MAJIUHIPOMOM, TaK U JINCTOBEPTHEM. UHCJIO, COOTBETCTBYIO-
miee gate 2 uoHs 2060 roga B ToM ke (popmare, sIBIsIeTCsT MATUHAPOMOM, HO
He ABJISAETCA JIMCTOBEPTHEM, TaK KaK IIpU II0BOpPOTe 3Toro yucsaa Ha 180 rpa-
JIyCOB IIOJIY4Ya€eTCsI YHMCJI0, COOTBETCTBYIOLIEE IPYroi nare — 9 ceHTss0pst 2090
roza.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHelii Typ 10 knacc

Bpems, omeodumoe 015 pewierus: 5 uacoe.
Bephoe u docmamouro 06ocHo8arHoe peuieHue kaxc0oii 3adauu 0aém 7 6a108.
BcnomozamenvHble NUCbMeHHbLe MAMepUualbl UL IeKMPOHHble NPUOOPbL He paspeulerbil.

4/ 4 4
1. Ompenpenurs, uncio |/ \/\/ V4 + 4 + 4 + 4 GoJIbIIIE, MEHBIIIE MM PABHO YHC-
4+4+4+4
Iy \ Va.

2. Ha mkoJ/ibHOM CIOPTHUBHOM JiHe KoJist mpo6eskast mepBylo MOJ0BUHY TUCTaH-
IIWY C TIOCTOSTHHOM CKOPOCTHIO 16,2 KM/ 4, a BTOPYIO MOJIOBUHY IIOTPAYE€HHOTO
Ha 3a0er BpeMeH!U OH MpobesKaJl C MIOCTOSTHHON CKOpPOCThIo 12,8 kM/4. B po-
MESKyTOYHOEe BpeMs OH 0eykall ¢ IOCTOSIHHOM CKOPOCTBIO U, KOTOpAsi TaKKe
OKa3aJIach ero CpeHel CKOPOCTHIO Ha IPOTSKeHNH Bcero 3abera. Haitu v.

3. IOpa xouer cresarh ciaeayomuii Tpiok. OH mpocut Mariry 3agymars OffHO 4e-
THIPEX3HAYHOE HATYpaJIbHOE YMCJI0. 3aTeM OH ITpocuT Mariry npnbaBuTh K 3a-
JIyMaHHOMY YU CJTy €€ BO3PAacCT, I10CJIe Yero OH IIPOCUT K I10JIyYeHHOMY Pe3yJIb-
TaTy CHOBa IPUOABUTH €€ BO3PaCT. 3aTeM OH IIPOCUT Mally u3HayaabHO 3a1y-
MaHHOE€ YK CJI0 YMHOKUTE Ha pe3yJ/IbTaT 1IepBOTo CI0KEeHH S, a 3aTeM I10JIyueH-
HOe IIpoU3BeJieHue MOeIUTh Ha pe3yJIbTaT BTOPOro CJI0KeHNUs1. J10 BBINOJIHE-
HHsA BCeX ONUCAHHBIX AelicTBuil IOpa 3ammceIBaeT Ha JIMCTKe OyMaru 4ucio,
KOTOpOE OKa)KeTCs PaBHBIM OCTATKY, IT0JIy4eHHOMY IIPU ITOCJIeJHEM JeJIeHUH.
Haiitu HanboJIBINIT BO3SMOKHBIN Bo3pacT Maiu, mpu kotopoM FOpa MozkeT
VCIIENIHO BBIMIOJHUTE 9TOT TPIOK BHE 3aBUCUMOCTH OT 3aJyMaHHOro Marmei
ygucya. ([Ipeanosaraeym, uyro IOpa 3HaeT Bo3pacT Mamiy, a Mailra BEpHO Bbl-
TIOJIHSIET BCe HEOOXOJMMbIe BBIUMCJIEHNS.)

4. HaiiTu Bce Iaphl HaTypa/IbHbIX YKCeJI, UMeIOIIe cJleylolee CBOMUCTBO: eciiu
K IIEpBOMY YHCJIy IPUOABUTH CYyMMY TGP BTOPOTO YK CJIA, TO B pe3ysbrare mo-
gyaurcst 1000, a ecii KO BTOPOMY YHCJTy IPUOABUTH JBOKHHYIO CyMMY (P
TIEPBOTO YNCJIA, TO B pe3yJibrare CHoBa mmoJryaurcs 1000.

5. Ilycts ABCD — mapasnenorpamm. ITycte A’ — cHMMeTpHYHOE OTpaskeHHe
ToukHu A oTHOCUTe bHO ToukH C. ITycTh X — ToUKa mepecedeHus mpsambix A'B
u CD. Havitu orHoienue | XD|/|XC]|.

6. Apréwm, bops, Kars u Jlamra otripaBusIu B UX 00IIUIA Yat Bcero 62 cooOIeHus,
MPUYEM HUKTO U3 HUX He OTIIPABJISII JBAa COO0IIeHUs moapsia. Aprém u Kars
Ha JBOUX OTIIPABUJIN Ha 2 cO00IIeHUs1 60JIblIIe, ueM Bopsi, KOTOPBI OTIIPaBUII

B 4aT B 2 pasa 6oJiblle coobIeHni, ueM Jlama. 1isBecTHo, 4To Bopst HU pasy
He OTIPaBJIsII co00IIeHne cpasdy mocie Karu, KoTopasi, B CBOIO O4Yepe[lb, Hi
pasy He OTIIpaBJisijia Co0bIeHIe cpady mocse Apréma. Kaskmoe cBoé coobirre-
Hue [laia otpasJisiyia cpasy mocJjie coodlenusi bopu, npuyém rmocsie Kask1o0-
ro coob1meHus Jlaimm Bceraa cpasy ciieoBaso coodmenre bopu. Kto s Hux
OTIIpaBUJI B YaT IOCJIeHee COO0IIeHne?



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHelii Typ 11 knacc

Bpemsi, omeodumoe 015 peuieus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cH08aHHoe peuieHue kaxc0oil 3adauu 0aém 7 6a108.
BcnomozamenbvHule NUcbMeHHble MAMePUAlbl UL INeKMPOHHbIe NPUOOPLL He Pa3peuletbi.

1.

[MoJ103kUTEIBHBIE IEHCTBUTEIbHBIE YUCHA d, D, ¢ v d yIOBJIETBOPSIOT PaBEH-
ctBaMa—-d=b,b-a=c,c+b=dud:c=a.Haimua+b+c+d.

BypHe n mapos (7 = 3), IpOHYMepOBaHHBIX IeJIbIMU YicaamMu 1, 2, . . ., n.Ko-
JINYECTBO BO3MOKHOCTEN BBIOPATh U3 YPHBI 3 I1apa Tak, 4To 11ap ¢ HanboJib-
M HOMepoM OyeT cpeqy BEIOpAHHBIX IIIapOB, POBHO B 3 pa3a MeHbIIIe KO-
JIMYECTBA BO3MOKHOCTEN BBIOPATH M3 YPHBI 3 I1apa TaK, 4TO I1apa ¢ HanboJIb-
LM HOMepOM He OyfieT cpey BEIOPAHHBIX I1apoB (IOPsIOK BbIOOPA IIapOB
He yuuTbIBaloT). Haiitu n.

HaiigyTcs jid LieJsible YUC/Ia X U Y, IPU KOTOPBIX
a) x% - Xy + y2 = 20217
6) X° — xy+ y* = 20222

Ha mocke 3amnucaHo NATU3HAYHOE YUCJIO, COCTOsAIIee U3 Pa3IMYHBIX IUPP.
IOpa ckJaabIBaeT Bce Apyrue NATH3HAYHbIE YMCJ/IA, KOTOPble MOKHO IIOJIY-
YUTh lTIepeCcTaHOBKOM nudp aToro yucsaa. HaliTu n3HayaabHOE YHUCIIO, IPU KO-
TOPOM IoJIy4aemasi CyMMa OyeT MakCUMa/JIbHON BO3MOYKHOM.

Oxpy>xHOCTb Kacaercs ctopoH AB, BC, CD u D A uetbipéxyrosibauka ABCD
coorBeTcTBeHHO B TouKax K, L, M n N. J[okasarsp, 4TO JJIUHBI OTpe3KOB AN,
BK, CLwu DM otHocsiTcs Kak TaureHcel yrioB ANK, BKL, CLM u DMN.

JIaHO TI0JIOSKUTEeIbHOE ITesI0e YHCI0 1. Ha 9uc10Bo# mpsAMO HaXOAUTCsA 0CE,
KOTOPBIH BCE BpeMs Oe/KUT 110 YUCIOBOU IIPSIMOM € IOCTOSTHHOU CKOPOCTBIO
v = 1 B KaKOM-TO HallpaBJeHUU. B MomeHT BpemeHu ¢ = 0 océy HauMHaeT
6er u3 To4kd X = 0 B IOJIOKUTEJILHOM HAIIPaBJIEHUU YHCIOBON IPSAMOH. Y
[Ipeka B CyMKe 77 MOPKOBOK, KOTOpBIE OH B IIPOM3BOJILHO BEIOPaHHBIE MOMEH-
TBhI BDEMEHHU MOKeT PacCTaBJIATH 110 OMHOH B TPOMU3BOIBHO BEIOMPAaeMble TOY-
KU Ha Y1 CJIOBOH NPAMON, B KOTOPBIX OCEJI B 3TOT MOMEHT He HaxoquTcs. Océ
IIOMeHsIeT HalpaBJieHre 6era Toraa u ToJIbKO TOTA, KOTAa 3a ero CIMHOH Oy-
JeT HaXOAUThCsA 60JIbIIe MOPKOBOK, YeM BIlepein Hero. Korma océs mocruraer
KaKOH-TO MOPKOBKH, OH e€ chefaeT. HaiiTu HanboJIbIIee 9rc/I0, CKOJIBKO Pas
MOSKeT OCEJI TOMEHATh HallpaBJIeHne 6era 1o Xo4y OIMCaHHOTo ITpoliecca.



69-a Onumnunaga ICcToOHMM NO MaTemMaTuke

2 cpespans 2022 r. PervonanbHelii Typ 12 knacc

Bpemsi, omeodumoe 0151 peuteHusi: 5 4acos.
Beproe u docmamouro 060cHo8arnHoe peuierue kaxcooti 3adauu daém 7 6annos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHble MAMePUaLbl UL INeKIMPOHHbIe NPUOOPbL He Pa3peuleHbl.

1.

Aprém u [letsa urpas B CHeKKH. [leTa oTiipaBuUiI B CTOPOHY CONIEPHUKA Ha 25
CHE’KKOB 00JIbIlle, 4eM ApPTéM, HO CHE’KKOB IleTu momaso B COllepHUKA Ha 2
MeHblIIe, ueM ApTéma. Ecsiu 661 B ApTéMa Iolaid Bce CHesKKU [1eTu, Bce CHeMX-
KU caMOTO0 ApTéMa U eIl1é OIH CHEKOK, TO B ApTéMa Ionasio 06l B 6 pas 60J1b-
11Ie CHE)KKOB, YeM Ha CaMOM JieJie ero ITopas3uJio. V3 cHesKKoB ApTéMa IonaJimn
B [leTio 40%. CKOJTbKO IPOIIEHTOB CHEKKOB [leTn romanau B Apréma?

Haiitu Bce yIbl &, ipu KOTopbix 0° < @ < 180° ¥ BBINOJIHAETCS PaBEHCTBO
4cosa = 1+ cosa +cos’a +cos’a +...(c IIPaBO CTOPOHBI PABEHCTBA
HaxoguTcsl 0eCKOHeYHas1 CyMMa).

JIémre ouens HpaBuTcs nudpa 4. JIEma sanucast Ha JOCKe B PSIJT KaKOe-TO YHC-
JIO YeTBEPOK, a MeKIy HEKOTOPBIMU M3 HUX 3HAKU CJIOKEHUA MJIU BbIUUTA-
HMA TaK, YTO 3HAaYEHMEM BhIpasKeHUsI OKa3alach YeTBEPTasi CTelleHb KaKoro-
TO ITOJIOYKUTEIBHOTO I1eJI0r0 YrcsIa. KakoBo HauMeHblIllee KOJIMYeCTBO 3HAKOB
IeiCTBHS, KOTOPOe MOT UCII0JIb30BaTh JIéma?

Haiitu Bce IeficTBUTeIbHbIE YMCIa X, TPU KOTOPBIX 3° + 4% = 5%,

JIBe OKPYSKHOCTH C payCaMu I'1 U I'y KaCAlOTCA JPyT Apyra BHEITHUM 0Opa-
3oM B Touke C, a TaK)Ke KaKOW-TO OTHOU M TOU JKe MPSIMOY COOTBETCTBEHHO B
Toukax A u B, mpuuém A # B.

a) Jlokasark, 4To TpeyroJbHUK ABC NpsMOyro/bHBIN.

6) BbipasuTh nioimiane S TpeyrosnbHuka ABC yepes pajiuycel 11 U Iy.
IIycte n = 3 — nesoe yucao. CKaskeM 4TO KOHEYHOE YUCJIO 11-YTOJTBbHUKOB
B IIPOCTPAHCTBe (He 00513aTeIbHO IPAaBUIIBHBIX) SIBJISIETCSI NOKPblmMueM Kyda,
€CJIX BBINIOJIHAIOTCS BCe CIeAyIOINe YCIOBUA:

1) Ka)k[gas TOYKa, KOTOpasi IPUHAAJIEKUT KAaKOMY-TO 71-YTOJIbHUKY U3 3TOTO

MHOKECTBA, JIEYKUT Ha IIOBEPXHOCTH Ky0a;

2) Kak[asi TOYKa Ha IIOBEPXHOCTU Ky0a IPUHAJIESKUT KaKOMY-TO 11-YIOJIb-
HUKY U3 9TOT0 MHOYKECTBA;

3) Bcerqa, KOrja Kakas-To TOYKa [IPUHAJIESKUT HECKOIBKUM 11-yTOJIbHUKAM
13 9TOT0 MHOSKECTBA, ABJISIETCSI OHA JTUO0 BEPIIMHOM BCEX 9TUX 71-YTOJIb-
HUKOB, MO0 JIEXKUT Ha CTOPOHE KAsKA0I0 U3 3TUX 711-YTOJIBHUKOB, HO He
SIBJISIETCSI TIPY 9TOM BEPIIMHON HU OJJHOTO U3 HUX;

4) KaKIbIN 1-YyTOJBHUK B 3TOM MHOKECTBE BBIITYKJIBIM 1 HAXOAUTCS 1IeJIu-
KOM B OJTHOM IIJIOCKOCTH.

Haiinércs jin y Kyba HOKpPBITHE, ECTTU

a) n=3;

6) n=>52
3ameuanue. ToBOPAT, 4TO ToUuKa X NpuHaoneiscum n-y2oavHuky, ecimm X —
BEpIIIMHA 3TOT'0 11-yTOJbHUKA, HAXOIUTCS Ha €ro CTOPOHE WJIM BHYTPH HETO.



Estonian Mathematical Olympiad No. 69

February 2, 2022 Regional round Grade 12

Working time: 5 hours.
A correct and sufficiently explained solution to each problem is worth 7 points.
Written materials or electronic devices are not permitted.

1.

Andy and Pete had a snowball fight. Pete threw 25 more balls than Andy but
the number of Pete’s balls hitting his opponent was 2 less than the number
of Andy’s balls hitting Pete. If Andy had been hit by all Pete’s balls, all Andy’s
own balls and one extra ball, then the number of times Andy was hit would
have been 6 times greater than it actually was. Of Andy’s balls, 40% hit Pete.
Find the percentage of Pete’s balls that hit Andy.

. Find all angles a such that 0° < @ < 180° and the equality

dcosa=1+cosa+cos’a+cossa+...

holds (the right-hand side of the equality is an infinite sum).

Johnny very much likes the digit 4. Johnny writes on a blackboard a number
of fours in a row, and plus or minus signs between some of the fours in such
a way that the value of the expression is the fourth power of some positive
integer. What is the least possible number of operators that Johnny could
use?

Find all real numbers x satisfying the equation 3% + 4* = 5%,

Two circles with radii r; and r» touch each other externally at a point C and
a common line at points A and B, respectively, where A # B.

a) Prove that the triangle ABC is right-angled.

b) Express the area S of the triangle ABC in terms of the radii r; and r».
Let n = 3 be an integer. Call a finite set of (not necessarily regular) n-gons
in the space a covering of a cube if all following conditions hold:

1) Every point that belongs to an n-gon of the set lies on the surface of the

cube;

2) Every point on the surface of the cube belongs to an n-gon of the set;

3) Whenever a point belongs to several n-gons of the set, it either is a ver-

tex of all of these n-gons or lies on a side of all these n-gons while being
a vertex for none of these n-gons;
4) Every n-gon of the set is convex and lies entirely in one plane.
Does a cube have a covering if:

a) n=32

b) n =52
Remark. A point X belongs to an n-gonif X is a vertex of the n-gon, lies on
a side of the n-gon or lies inside the n-gon.



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass
I osa vastused
1. 17.07. 6. 21 cm.
2. 5. 7. 28 cm®.
3. 4. 8. 7.
4, 11. 9. 3.
5. 2 10. 10
Lahendused
1. 20 tundi on 4 tundi vihem kui 66péev, seega tdpselt 20 tundi pérast kella-

aega 20.45 nditab kell 16.45. Veel 15 minutit hiljem on kell 17.00, seega 22
ehk 15 + 7 minutit hiljem on kell 17.07.

Et AA=11-Aja AAA = 111-A, saame vorrandi (22-A+1)-A = 111- A. Kuna
A esineb arvu algusnumbrina, siis A # 0, mistottu saame A-ga ldbi jagades
samavéadrse vorrandi 22 - A+ 1 = 111. Siit A = 5.

Iga arv jagub 1-ga. Kuna arv 20222022 16peb paarisnumbriga 2, siis see arv
jagub 2-ga, ning kuna arvu 20222022 ristsumma on 6-2, mis jagub 3-ga, siis
see arv jagub 3-ga. Arv 20222022 ei jagu 4-ga, sest kahest viimasest numb-
rist moodustatud arv 22 ei jagu 4-ga (annab 4-ga jagades jaagi 2).

. Alguses on korvis ja kotis olevate tomatite arvude vahe 15, 16pus aga —7.

Seega on vahet vaja vihendada 15 — (—7) ehk 22 vorra. Uhe tomati tostmine
korvist kotti vihendab vahet 2 vorra, sest korvis olevate tomatite arv kaha-
neb 1 vorra ja kotis olevate tomatite arv kasvab 1 vdrra. Seega on vaja korvist

22
kotti tosta > ehk 11 tomatit.
Kuna ¢ + b = 4 ning liidetavad on erinevad positiivsed tdisarvud, siis b ja ¢

on 1 ja 3 mingis jarjestuses. Et b+ d = 6ja b # d, siis b # 3. Jarelikult b = 1
ja d = 5.Vordusest a + d = 7 saame niitid a = 2.
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Joonis 1

6. Kuna suure vordkiilgse kolmnurga {imbermo66t on 27 cm, siis tema kiilje-
pikkus on sellest kolmandik ehk 9 cm. Analoogselt saame, et vdikse kolm-
nurga kiiljepikkus on 6 cm. Nelinurga kaks kiilge iihtivad vastavalt suure ja
vidikse kolmnurga kiilgedega, kahe iilejidnud kiilje pikkus aga vordub suure
ja vdikse kolmnurga kiiljepikkuste vahega 3 cm. Kokkuvdttes on nelinurga
iimbermo6t 9 + 6 + 3 + 3 ehk 21 sentimeetrit.

7. Kuna nelinurk ABCD on ristkiilik, siis /BAD = /ZADC = 90°. Jareli-
kult ZEAD = 90° — 45° = 45°. Kolmnurgast ADE saame niiiid arvuta-
da ZAED = 180° — 90° — 45° = 45° = /EAD. Seega |DE| = |DA]|. Et
ABCD on ristkiilik, siis |[DA| = |BC| = 4 cm. Kokkuvottes |DE| = 4 cm,
kust |CD| = |DE| + |EC| = 7 cm. Seega ristkiiliku ABCD pindala on 4-7 ehk
28 ruutsentimeetrit.

8. Ring tuleb jaotada vordseteks sektoriteks, mis jaotavad iihtlasi ka antud sek-
tori nurgaga 40° vordseteks sektoriteks. Seega otsitav jaotus sisaldab koos
iga diameetriga ka 40° vorra pooratud diameetri. Siis lisaks antud kahele
diameetrile peab leiduma ka 80°, 120°, 160°, 200°, 240°, 280° ja 320° poora-
tud diameetrid, kokku 7 diameetrit. Jadb tdhele panna, et saadud diameet-
rid on koik erinevad, sest nende seas ei leidu kahte, mis oleksid teineteise
suhtes pooratud 180°. Koos jaotavad nad ringi sektoriteks, mille nurk on 20°
(joonisel 1 on sinisega méargitud uued diameetrid).

9. Kuna kollast ega rohelist duna olla ei tohi, siis tuleb valida punane 6un. Edasi
on kaks voimalust.
¢ Kui valitakse vahemalt {iks roheline vili, siis paprika peab olema rohe-
line, sest teised viljad tingimuse 2 jargi rohelised olla ei tohi. Et 6un ja
paprika pole kumbki kollane, peab tingimuse 1 tditmiseks pirn olema
kollane. Siin on valik iihene.
¢ Kui iihtki rohelist vilja ei valita, siis paprika peab olema kollane ja pirn
saab olla punane voi kollane, mis annab 2 valikuvoimalust.

Seega kokku on 1 + 2 ehk 3 voimalust tingimusi tdita.

10. Antud kehal on samapalju ristkiilikukujulisi tahke kui kolmest ruudust moo-
dustatud kujundil servi ehk 6, lisaks on 2 pohitahku ehk kokku 8. Antud ke-
hal on servi 3 - 6 ehk 18. Seega servi on 18 — 8 ehk 10 vorra enam.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 8. klass
I osa vastused
1. 1000. 6. 26 cm.
2. 1. 7. 24,5 cm?.
3. 5. 8. 72°.
4, 320. 9. 45.
5. 180. 10. 10.
Lahendused
1. Paneme tihele, et

202,2 202,1 202,2-202,1 202,1-202,2 202,1 2022

. = = = . =100 -10=1000.
2,021 20,22 2,021-20,22 2,021-20,22 2,021 20,22

. EtAA=11-A, ABA=101-A+10-Bja AAAA = 1111 A, saame vorrandi

1111-A=11-A-(101- A+ 10- B). Kuna A esineb arvu algusnumbrina, siis
A # 0, mistdttu saame suurusega 11 - A 1dbi jagades samaviairse vorrandi
101 =101-A+10-B.Kui A> 1vdi B > 0, siis ilmselt 101- A+ 10- B > 101.
Jérelikult on ainus voimalus A=1ja B=0,kust A+ B = 1.

Et 20X22 16peb paarisnumbriga 2 sdltumata numbri X valikust, siis algarv 2
on alati arvu 20X22 tegur. Valides nditeks X = 0, jagub arv 20X22 algarvu-
ga 3, sest selle arvu ristsumma 6 jagub 3-ga. Jirgmine algarv 5 aga ei saa
olla arvu 20X22 tegur iithegi X korral, sest soltumata X valikust 16peb see
arv numbriga 2, mis ei jagu 5-ga.

Et 250 milliliitrit mannat kaalub 0,2 kilogrammi ehk 200 grammi ning 0,4
400 8
liitrit ehk 400 milliliitrit on 250 ehk 5 korda rohkem kui 250 milliliitrit, siis

8
0,4 liitrit mannat kaalub 200 - s ehk 320 grammi.

Et positiivne arv a moodustab 60% arvust b, siis arv b on suurem kui arv a
ja a = 0,6b. Ulesande tingimustest saame vorrandi b — 0,6b = 0,6b — 60. See
vorrand lihtsustub kujule 0,2b = 60, kust b = 300. Seega a = 0,6-300 = 180.
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10.

Ruutudel iimbermddduga 20 cm ja imbermddduga 12 cm on kiiljepikkus
vastavalt 5 cm ja 3 cm. Seega suure ruudu kiiljepikkus on 8 cm. Tumedaks
varvitud kujundi imbermd6t on jérelikult 2- (8 + (8 —3)) ehk 26 sentimeetrit.

Kuna ABCD on ristkiilik, siis |[BC| = |AD| = 7 cm ja ZADE = ZECB = 90°.
Kolmnurgast ADE saame ZAED = 180° — 90° — 47° = 43°, millest tule-
nevalt /BEC = 180° — 92° — 43° = 45°, Kolmnurgast BCE saame niiiid
ZEBC = 180° — 90° — 45° = 45° = /ZBEC. Jarelikult |[EC| = |BC| = 7 cm.

. 77 . .
Kolmnurga BCE pindala on seega - ehk 24,5 ruutsentimeetrit.

. L .. a 2.
Olgu sektori nurga suurus «. Suurema ringi sektori pindala on ——-7-3“ ja

360°
a
vdiksema ringi sektori pindala 360° -7-2% ruutsentimeetrit. Tumedaks varvi-
a
tud osa pindala vérdub nende pindalade vahega. Siit 3600 (3% -2%) =m,

360°

kust a = =72°.

Arvjagub 4-ga parajasti siis, kui tema kahest viimasest numbrist moodustuv
arv jagub 4-ga. Sellistest arvudest 1opevad 4-ga 04, 24, 44, 64 ja 84, iilejaa-
nud ehk 14, 34, 54, 74 ja 94 eijagu 4-ga. Seega iga sajaliste numbriga leidub
tdpselt 5 noutud omadusega kolmekohalist arvu. Kokku on neid jarelikult
9 -5 ehk 45.

Peale 2 pdhitahu on kehal samapalju kiilgtahke kui on pohitahul servi ehk 8.
Seega kehal on kokku 10 tahku.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass
I osa vastused
1. 11. 6. 72°.
2. 10. 7. 36 cm®.
3. 3. 8. 20 cm.
4. 150. 9. 5.
5. 2,5. 10. 6
Lahendused
1 3 2 8 7 7 11
1. Viies liikmed - ja —- paremale, saame r_oc +-—-=-=3-=- = —.
2 4 6 2 4 6 6 6

Jarelikult x = 11.

2. Bt AAA =111- A, saame vorrandi BA- B+ A = 111 - A. Kuna A esineb arvu
algusnumbrina, siis A # 0. Seega suurusega A ldbi jagades saame sama-
vidrse vorrandi BA - B = 111. Arvu 111 ainsad tegurid on 1,3,37,111, sest
111 = 3 - 37, kus tegurid on algarvud. Seega BA = 37, kust A = 7ja B = 3.
Jarelikult A + B = 10.

3. Otsitavad arvud on parajasti 2 astmed, sest teistel naturaalarvudel leidub
paaritu algarvuline tegur. Kahekohalised 2 astmed on 16, 32 ja 64, kokku
3 arvu.

4. Et poisid moodustasid osalejatest 52%, siis tiidrukud moodustasid osaleja-
test 48%. Poiste ja tiidrukute arvude vahe moodustab jarelikult 52% — 48%
ehk 4% koigi osalejate arvust. Et see vahe on 6, siis osalejaid oli kokku

100%
6- ehk 150.

(o]

5. Ulesande tingimuste pohjal ab = 4- %, kust b? = 4 ehk b = 2. Samuti saame

b 1 1 1
abzE:4,kusta2=1ehka=5.K0kkuv6ttesa+b=2+§=2,5.
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Joonis 2

. Olgu sirge AC ja sirge t vahelise teravnurga suurus «. Pikendame 16iku AC
iile punkti A sirgeni s, olgu vastav ldikepunkt D (joonis 2). Péiknurkadest
saame ZBDA = a. Kolmnurga ABD tipu A juures oleva vilisnurga suurus

o o . a
on 96°, tippude B ja D juures olevate sisenurkade suurused aga vastavalt 3
. s 4 o
ja a.Seega 96° = 3 +a= ga,kusta =72°.

. Olgu poolringjoone keskpunkt O. Et ristkiiliku pikem kiilg on lithemast kiil-
jest 2 korda pikem, on ristkiilik jaotatav kaheks ruuduks, mille kiiljepikkus
vordub ristkiiliku lithema kiilje pikkusega (joonis 3). Simmeetria téttu on
ruutude tiks tihine tipp punktis O. Seega kummagi ruudu diagonaali pik-
kus vordub poolringjoone raadiusega 6 cm. Jarelikult ristkiiliku pindala on

1
2- N 6% ehk 36 ruutsentimeetrit.

. Etviikse vordkiilgse kolmnurga timberm66t on 15 cm, on vdikse kolmnurga
kiiljepikkus sellest kolmandik ehk 5 cm. Kuna vdike kolmnurk ja nelinurk on
sama iimbermodduga ja neil kujundeil on tihine kiilg, mille pikkus vordub
vidikse kolmnurga kiiljepikkusega, siis nelinurga rajajoone osa, mis kattub
suure kolmnurga rajajoonega, on niisama pikk kui viikse kolmnurga kaks
iilejadnud kiilge kokku. Seega suure kolmnurga timbermdéot on 2 - 2 - 5 ehk
20 sentimeetrit.
2022 2021

t —— - —— =1, siis tuleb komade abil avaldise vaartust tdpselt 100 kor-
2021 2022

da suuremaks teha. Komad peavad olema erinevates arvudes. Kui mdlemad
komaga arvud oleksid lugejates, siis muutuks avaldise védartus vdiksemaks.

0]

Joonis 3
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10.

Kui mélemad komad on nimetajates, siis lisandub avaldise vdirtusele niimi-
tu nulli, kuipalju on komade jarel numbreid kokku. Seega peab komade jérel
olema kokku 2 numbrit, mida on voimalik saavutada ainult 1 viisil, pannes
koma kummagi nimetaja viimase numbri ette. Kui iiks koma on lugejas ja
teine nimetajas, peab nimetajas olev koma eraldama paremalt 2 numbrit
rohkem kui lugejas olev koma. See on voimalik ainult nii, et lugejas olev ko-
ma on viimase numbri ees ja nimetajas olev koma esimese numbiri jéarel. Et
lugejaid on 2 ja nimetajaid samuti 2, on niiviisi komade panekuks 2 - 2 ehk
4 voimalust. Kokku on komade asetamiseks noutud viisil 1 + 4 ehk 5 véima-
lust.

Peale 2 pohitahu on kehal samapalju kiilgtahke kui on pohitahul servi ehk 8.
Seega kehal on kokku 10 tahku. Keha tipud on parajasti molema pohitahu
tipud, mida on kokku 2 - 8 ehk 16. Tippude ja tahkude arvu vahe on 16 — 10
ehk 6.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass
I osalahendused
1. Loigule AB pikkusega 22 cm on asetatud kolm vord-
se imbermdoduga ristkiilikut, millest vaid keskmine on EI:‘]
ruut. Loigul AB asuva vasakpoolse ristkiiliku kiilg on A B

ruudu kiiljest 2 cm vorra pikem. Samal 16igul asuv parempoolse ristkiiliku
kiilg on aga ruudu kiiljest 1 cm vorra lithem. Leia kolmest ristkiilikust tekki-
nud kujundi imbermoot.

Vastus: 60 cm.

Lahendus. Olgu ruudu kiiljepikkus a cm. Siis ldigul AB asuva vasakpoolse
ristkiiliku kiilje pikkus on a+2, parempoolse ristkiiliku kiilje pikkus aga a—1
sentimeetrit. Kokkuvéttes (a+2) + a+ (a—1) = 22, kust a = 7. Seega ruudu
iimbermo06t on 4 - 7 ehk 28 sentimeetrit.

Olgu parempoolse ristkiiliku vertikaalse kiilje pikkus h cm. Kuna parem-
poolse ristkiiliku imbermdé6t peab olema vordne ruudu iimbermdoduga,
siis 2(7 — 1 + h) = 28, kust i = 8. Analoogselt saame vasakpoolse ristkiiliku
vertikaalse kiilje pikkuseks 5 cm, mis on vdiksem kui parempoolse ristkii-
liku oma. Seega kolmest ristkiilikust koosneva kujundi {imberm66t vordub
sellise ristkiiliku imberm66duga, mille iiks kiilg on AB ja teine kiilg on pa-
rempoolse ristkiiliku vertikaalne kiilg (joonisel 4 punasega maérgitud 16iku-
de kogupikkus vordub rohelisega margitud 16ikude kogupikkusega, sest nii
horisontaal- kui vertikaalsihiline pikkus on sama). Jarelikult kolmest ristkii-
likust tekkinud kujundi iimberma6t on 2(22 + 8) ehk 60 sentimeetrit.

Joonis 4

2. Vordhaarsete kolmnurkade ABC, ACD,
ADE, AEF ja AFG tipunurkade suuru-
sed tihise tipu A juures on vastavalt 24°,
26°,28°, 30° ja 32°. Olgu M laikude FA
ja GD loikepunkt, K ldikude FB ja GD
16ikepunkt ning N 16ikude FB ja EA
loikepunkt. Leia nurkade AMK, MKN
ja KN A suurused.
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Vastus: 77°, 139°, 114°.
Lahendus. Et |AB| = |AC| = |AD| = |AE| = |AG| = |AF]|, siis vordhaarse-

180° — ZDAG

test kolmnurkadest ADG ja ABF saame ZADG = ZAGD = —
) 180° — ZBAF o o o o
ja ZABF = /AFB = — Et ZDAG = 28° +30° + 32° = 90° ja
o o o o o .s 1800_900 o

/BAF =24° +26°+28°+30° = 108°, siis LZAGM=/ZAGD = —— =45

180°—108°
ja ZAFN = ZAFB = ———— = 36°. Seega ZAMK = 32° + 45° = 77°

ja ZKNA = 180° — 30° — 36° = 114°. Niiiid nelinurgast AMKN saame
/MKN =360° —30° —77° — 114° = 139°.

. 2022-kohaline arv algab numbriga 2, jirgmine number on 7. Alates kol-
mandast numbrist on iga number selles arvus vordne kahe eelmise numbri
korrutise tiheliste numbriga.

a) Mitu korda esineb selles arvus number 82

b) Jiiri liitis selle arvu mingist numbrist alates mingi hulga jarjestikuseid
numbreid ja sai summaks 777. Leia koik voimalused, mitu numbrit vois
Jiiri liita.

Vastus: a) 337; b) 194.
Lahendus. Vaadeldava arvu esimesed 10 numbrit on 2748262248. Paneme
tdhele, et 9-s ja 10-s number on vordsed vastavalt 3-nda ja 4-nda num-
briga. Etiga number soltub vaid kahest eelmisest, on ka 11-s number vordne
5-nda numbriga, 12-s number vordne 6-nda numbriga jne, iildiselt number
jarjekorranumbriga n+6 on vordne numbriga, mille jarjekorranumber on n,
iga n = 3 korral.

a) Leitud tsiiklis pikkusega 6 on tdpselt iiks number 8. Kuna arvus on 2022
numbrit, millest 2020 kuulub leitud tsiiklitesse, ja 2020 = 6 - 336 + 4, si-
saldab vaadeldav arv 336 tiistsiiklit ja veel 4 numbrit jargmisest tstiklist,
milles on ka iiks number 8. Seega on arvus kokku 337 numbrit 8.

b) Koik tsiiklisse kuuluvad numbrid on paaris. Seega ainus paaritu number
vaadeldavas arvus on tema teine number 7. Et Jiiri sai summaks paari-
tu arvu, pidi summa hélmama arvu teist numbrit. Uhes tsiiklis olevate
numbrite summaon 4 + 8 + 2 + 6 + 2 + 2 ehk 24 ning 777 = 24 - 32 + 9.
Seega kui Jiiri alustas liitmist arvu esimesest numbrist, siis holmas tema
summa lisaks kahele esimesele numbrile tépselt 32 tdistsiiklit. Liideta-
vaid oli sel juhul 2 + 32 - 6 ehk 194. Kui Jiiri oleks alustanud liitmist arvu
teisest numbrist 7, siis pidanuks tema summa hélmama 33-ndast tsiik-
list mingi hulga numbreid, mille summa on 2, kuid see pole voimalik,
sest tsiikli esimene number 4 on suurem kui 2. Jarelikult 194 liidetavat
on ainus voimalus.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 8. klass

II osa lahendused

1. Emal on kaks last. Praegu on ema vanus aastates kahekohaline arv, mille esi-
mene number on tema iihe lapse vanus aastates ning mille numbrite sum-
ma on vordne teise lapse vanusega aastates. Ema ja laste vanuste summa on
40 ning ema vanus jagub laste vanuste summaga.

a) Leialaste vanused.

b) Seitsme aasta parast on vanaisa vanus vordne ema ja kahe lapse vanuste
summaga. Kui vana on vanaisa praegu?

Vastus: a) 3 ja 5; b) 54.
Lahendus.

a) Olgu laste vanused x ja y. Uldisust kitsendamata on ema vanuse kiim-
neliste number x ja iiheliste number y— x. Siis ema vanus avaldub kujul
10x+(y—x) ehk 9x+y. Ulesande tingimus annab (9x+y)+x+y = 40 ehk
10x+2y = 40, kust 5x + y = 20. Seega y = 20 —5x, kust y —x = 20 - 6x.
Et y — x on ema vanuse {iheliste number, siis 0 < 20 — 6x < 10, mis
annab véimalused x = 2 ja x = 3; vastavalt y = 10ja y = 5. Kui x = 2
ja y = 10, siis oleks ema vanus 28, mis ei jagu summaga 2 + 10 ehk 12.
Seega x = 3 ja y = 5 ehklaste vanused on 3 ja 5.

b) Kuna praegu on ema ja laste vanuste summa 40, siis 7 aasta péarast on
ema ja laste vanuste summa 40 +3-7 ehk 61. Ulesande tingimuse pohjal
on 7 aasta pdrast vanaisa vanus 61. Jarelikult praegu on vanaisa vanus
61 — 7 ehk 54.

2. Nelinurga ABCD kohta on teada, et |AB| = |AC]| A
ja |[DA| = |DC| ning ZABC = ZCDA. Selle neli-
nurga iiks nurkadest on suurusega 150°. Leia ne-

linurga ABCD kolme iilejidnud nurga suurused. b

Vastus: 48°, 48°, 114°.

Lahendus. Tahistame ZABC = ZCDA = a. Kuna |AB| = |AC|, siis ka
/ACB = a ja ZCAB = 180° — 2a. Vordus |DA| = |DC| aga annab
180° — «a 180° — a

1
ZACD = LCAD = — Seega /BCD = a + —p = 90° + 5
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. 180° — a o I .
jaZDAB = — +(180° — 2a) = 270° — Ea. Jarelikult nelinurga ABCD

o 5 o a .
nurkade suurused on 270° — Ea, a,90° + 5 ja a.

Et ZABC = a ja ABC peab vordhaarse kolmnurga alusnurgana olema terav,

1
siis @ < 90°, mis tdhendab, et @ # 150°. Kui oleks 90° + Ea = 150°, saaksime

5
a = 120°, mis on samal pohjusel voimatu. Seega 270° — —a = 150°, kust

1
48° ja 90° + S = 114°. Seega nelinurga ABCD {ilejddnud nurkade

suurused on 48°, 48° ja 114°.

a

. Tabel tdidetakse arvust 20 vdiksemate positiivsete tdis-

10 12
arvudega nii, et igas lahtris oleks erinev arv. Seejuures 3
peavad olema ridades olevate arvude summad vord-
. ~ 16 11|13|14
sed ning ka veergudes olevate arvude summad vord-

sed. Moned arvud on juba tabelisse kirjutatud.
a) Leia kahes vasakpoolses veerus puuduvate arvude summa.
b) Leia iiks voimalus tdita tabeli koik tiihjad lahtrid.

Vastus: a) 28; b) ainus variant on kujutatud joonisel 5.

7110 11(12{15|17 7110 12

8118|19|6(2|9 8 (18 6

16| 3 (11|13(14|5 16| 3 (11|13(14|5
Joonis 5 Joonis 6

Lahendus. Ulesande tingimuse pohjal saavad tabelis esineda naturaalarvud
1 kuni 19. Nende arvude summa on 190. Et lahtreid on 3 - 6 ehk 18, jaidb
tapselt iiks arv vilja. Kuna veergudes olevate arvude summad on vordsed ja
veerge on 6, peab kasutatud arvude summa jaguma 6-ga. Et 190 annab 6-ga
jagades jaagi 4, peab véljajdetav arv andma 6-ga jagades jaégi 4. Sellised ar-
vud on 4, 10 ja 16, aga kuna 10 ja 16 on juba kasutatud, peab vélja jidma 4.
Seega tdidetud tabelis esinevate arvude summa on 190 — 4 ehk 186.

186
a) Iga veeru arvude summa on —— ehk 31. Kahe esimese veeru arvude

kogusumma on jdrelikult 62. Puuduvate arvude summa on jérelikult
62 — 10 — 8 — 16 ehk 28.

b) Sobib tabel joonisel 5.

Mdrkus. Saab tdestada, et tegu on ainsa voimalusega tingimustele vastavalt
tabelit tdita. Et iga veeru arvude summa on 31, siis esimese veeru puuduv
arv peab olema 31 — 8 — 16 ehk 7 ja neljanda veeru puuduv arv 31 — 12 — 13
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186
ehk 6. Etiga rea arvude summa on —— ehk 62, on kolmanda rea kahe puu-

duva arvu summa 62 — 16 — 11 — 13 — 14 ehk 8. Et 7 ja 6 on mujal kasutatud,
peavad puuduvad arvud olema 5 ja 3 mingis jarjestuses. Kolmanda rea tei-
ses lahtris ei saa olla 5, sest 31 — 10 — 5 = 16 ja arv 16 on juba kasutatud.
Seega kolmanda rea teises lahtris on 3 ja kuuendas lahtris 5 ning teise rea
teises lahtris on 18 (joonis 6).

Kasutamata on arvud 1, 2, 9, 15, 17, 19. Kolmanda veeru puuduvate ar-
vude summa on 31 — 11 ehk 20; kasutamata arvudest annavad vaid 1 ja
19 summaks 20. Seega kolmandas veerus on arvud 1 ja 19 mingis jarjes-
tuses. Analoogselt saame, et viiendas veerus on 2 ja 15 mingis jarjestuses
ning kuuendas 9 ja 17 mingis jarjestuses. Et teise rea olemasolevate arvude
summa on paaris ja kdigi arvude summa samuti paaris, peab ka puuduva-
te arvude summa olema paaris, mistottu peab selle rea puuduvate arvude
seas leiduma paarisarv. Seega viiendas veerus peab arv 2 olema keskmises
ja arv 15 iilemises lahtris. Niitid on esimese rea puuduvate arvude summa
62 — 7 — 10 — 12 — 15 ehk 18; seega kolmandas veeru iilemises lahtris peab
olema 1 ja kuuenda veeru iilemises lahtris 17. Sellega on méératud ka teise
veeru puuduvad arvud.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass

II osa lahendused

1. Maksim Ivanov)

Leia kolm vdhimat naturaalarvu, millest 1 vorra vdiksemad arvud jaguvad
5-ga, 1 vorra suuremad arvud jaguvad 3-ga ja mis ise jaguvad 4-ga.

Vastus: 56, 116, 176.

Lahendus 1. Otsitavad arvud on paaris, sest 4-ga jaguvad arvud jaguvad ka
2-ga. Seega otsitavatest 1 vorra vdiksemad arvud on paaritud. Et otsitava-
test 1 vorra vdiksemad arvud jaguvad 5-ga, peab nende viimane number
olema 5, mis tdhendab, et otsitavate arvude viimane number on 6. Seega ot-
sitavatest arvudest 1 vorra suuremate arvude viimane number on 7. Ainus
30-st vdiksem 3-ga jaguv arv l6punumbriga 7 on 27. Et 30-st alates hakka-
vad 3-gajaguvate arvude 16punumbrid tsiikliliselt korduma, siis ainsad 3-ga
jaguvad arvud, mille viimane number on 7, on 27,57,87,117,147,177,....
Ainsad kahekohalised 4-ga jaguvad arvud, mille viimane number on 6, on
16, 36, 56, 76, 96. Jargmised sama omadusega arvud on 4-ga jaguvuse tunnu-
se pohjal 116, 136, 156, 176, 196. Vorreldes leitud arvujadu, ndeme, et kolm
viahimat otsitavat naturaalarvu on 56, 116 ja 176.

Lahendus 2. Kui arv n on ndutud omadusega, st n—1 jagub 5-ga, n+1 jagub
3-gaja n jagub 4-ga, siis arv n + 4 jagub nii 3-ga, 4-ga kui ka 5-ga. Umber-
poordult, kui n+4 jagub nii 3-ga, 4-ga kui ka 5-ga, siis n—1 jagub 5-ga, n+1
jagub 3-ga ja n jagub 4-ga. Seega piisab leida kolm vdhimat naturaalarvu,
mis jaguvad nii 3-ga, 4-ga kui ka 5-ga, ja lahutada neist arvudest 4. Kuna
VUK(3,4,5) = 60, siis arv jagub 3-ga, 4-ga ja 5-ga parajasti siis, kui see arv
jagub 60-ga. Kolm vihimat 60-ga jaguvat naturaalarvu on 60, 120 ja 180.
Seega kolm vihimat néutud omadusega arvu on 56, 116 ja 176.

2. (Hdrmel Nestra)

Kas on voimalik asendada tehtes

JUMAL
+KURAT
EETER

tdhed numbritega nii, et tekiks korrektne liitmine? Sama tdht tuleb asendada
koikjal sama numbriga, erinevad tdhed erinevate numbritega.
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Vastus: ei.

Lahendus. Oletame, et E on paaris. Et A+ A on samuti paaris jalopeb paaris-
numbriga, siis {ihelistest ei tule kiimnelistesse tilekannet, muidu oleks sum-
ma kiimneliste number paaritu. Samuti ndeme, et sajalistest tuhandelistes-
se ei teki tilekannet, sest U + U on paaris. Seega iihelistest saame L+ T = R,
sajalistestaga M + R = T voi M + R + 1 = T soltuvalt sellest, kas kiimnelis-
test sajalistesse tekib iilekanne voi mitte. Liites iihelistest ja sajalistest saa-
dud vordused, saame L+ T+ M+ R=R+TvVvoiL+T+M+R+1=R+T,
millest sarnaste lilkkmete koondamisel saame L+ M = 0 voi L+ M = —1.
Kumbki pole voimalik, sest L ja M on erinevad numbrid.

Oletame, et E on paaritu. Et A + A on paaris ja I6peb paarisnumbriga, siis
iihelistest tuleb kiimnelistesse {ilekanne, muidu oleks summa kiimneliste
number paaris. Samuti ndeme, et sajalistest tuhandelistesse tekib tilekan-
ne, sest U + U on paaris. Seega iihelistest saame L + T = 10 + R, sajalistest
aga M+ R =10+ T vdi M+ R+1 = 10+ T soltuvalt sellest, kas kiimnelistest
sajalistesse tekib iilekanne voi mitte. Liites tihelistest ja sajalistest saadud
vordused, saame L+ T+ M+R =20+R+Tvoi L+ T+ M+R+1=20+R+T,
millest sarnaste liikmete koondamisel saame L + M = 20 v6i L + M = 19.
Kumbki pole voimalik.

Kuna E ei saa olla paaris ega paaritu, siis tihtede asendamine numbritega
noutud viisil pole voimalik.
. (Maksim Ivanov)

Kumera nelinurga ABCD kiiljel AB valitakse punkt K nii, et [BK| = 2-|AK],
kiiljel CD aga valitakse punkt L nii, et |[CL| = 3 - |DL|. Nelinurga ABCD
pindala on 2022 cm?, nelinurga AKCL pindala aga 974 cm?. Leia kolmnur-
ga BCK pindala.

Vastus: 868 cm?.

Lahendus. Olgu kolmnurga ACK pindala a cm? ja kolmnurga ADL pind-
ala b cm? (joonisel 7 kujutatud vastavalt rohelise ja sinisega). Kolmnurka-
del ACK ja BCK on iihine tipust C tommatud kérgus, alused suhtuvad

C

K
A

Joonis 7
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aga nagu 1 : 2. Seega kolmnurga BCK pindala on 2a cm?, kolmnurga
ACB pindala aga 3a cm?. Analoogselt nideme, et kolmnurga ACL pindala
on 3b cm?, kolmnurga ACD pindala aga 4b cm?. Nelinurga ABCD pindala
on kolmnurkade ACB ja ACD pindalade summa, nelinurga AKCL pindala
aga kolmnurkade ACK ja ACL pindalade summa. Saame vorrandisiisteemi

2022,

3a + 4b
974.

a + 3b

Korrutades esimese vorrandi 3-ga ja teise vorrandi 4-ga ning lahutades, saa-
me 5a = 2170, kust a = 434. Jarelikult kolmnurga BCK pindala on 2 - 434
ehk 868 ruutsentimeetrit.

. (Kaur Aare Saar)

Kui palju on 8-kohalisi arve, mis on nii palindroomid kui ka poolpdérdam-
bigrammid, kui numbreid kujutatakse elektrooniliste kellade ekraanidelt
tuttavas 7-segmendilises vormis, nagu joonisel ndidatud?

U i2d45b 15

Méirkus. Palindroomiks nimetatakse arvu, mille numbrite jdrjestuse imber-
poddramisel saame sama arvu. Poolpédrdambigramm on arv, mis jadb sa-
maks 180 kraadi pooramisel. Nditeks kuupédev 2. detsember 2021 formaadis
YYYYMMDD on 20211202, mis on ithekorraga palindroom ja poolp66rdam-
bigramm. Kuupéev 2. juuni 2060 samas formaadis on aga kiill palindroom,
kuid mitte poolpodrdambigramm, sest 180 kraadi péoramisel saame teise
kuupéeva 9. september 2090.

Vastus: 500.

Lahendus. Numbrite jirjestuse imberporamisel ja poolp6ordel kujutuvad
numbrikohad samadeks numbrikohtadeks. Jarelikult arvus, mis on nii pa-
lindroom kui ka poolp66rdambigramm, peavad kdik numbrid olema iseen-
da poolpdérdambigrammid ehk pé6ramisel 180 kraadi ndgema vélja sama-
sugused. Sellised numbrid on 0, 1, 2, 5 ja 8. Esimese numbri valimiseks on
4 voimalust, sest arv ei alga nulliga, jargnevast 3 numbrist igaiihe valikuks
on 5 vdoimalust. Sellega on kogu arv méératud. Seega kokku on 8-kohalisi
arve, mis on {ihtaegu palindroomid ja poolpé6rdambigrammid, 4 -5-5 -5
ehk 500 tiikki.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)

4/ 4 4
4 e ~e . .
Kas arv \/\/ \ V4 +4+4+4 onsuurem, viiksem voi niisama suur kui arv

4+4+4+4
\/ V42

Vastus: niisama suur.
Lahendus. Paneme tidhele, et

dvm: i/i/ﬁ: ((((42) )}‘)}1) = 42T — 4

ning

ISC

\/\/\/77: \/\/\Tﬁz (((4;);)%)16 _ bbb ok

Seega need arvud on vordsed.
2. (Joonas Jiirgen Kisel)
Kooli spordipédeval 1dbib Juku esimese poole jooksudistantsist iihtlase kii-
k k
rusega 16,2Tm, teise poole jooksuajast aga iihtlase kiirusega 12,8Tm. Va-
hepealse aja jookseb ta iihtlase kiirusega v, mis on iihtlasi tema keskmine
kiirus kogu jooksu viltel. Leia v.
km
Vastus: 14,4T.
Lahendus. Olgu kogu jooksudistants s ning kogu jooksuaeg ¢; sellisel juhul

s . - . ey s m .
v= pe Lihtsuse mottes toome sisse ka tahistused u = 16,2T esimese poo-

k
le jooksudistantsi labimise kiiruse ja w = 12,8Tm teise poole jooksuaja hoi-

tava kiiruse kohta. Paneme tihele, et jooksuaja teisel poolel 1dbib Juku vahe-

t s wt s—wt
maa w- > seega kiirusega v ldabib tavahemaa s— 5T ehk

. Esime-
3

se poole jooksudistantsist 1dbib Juku ajaga N seega kiirusega v jookseb ta
u
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t s ut—s s uls—wt
ajavahemiku t — — — — ehk viltel. Kokkuvottes v = — uls—wo
2 2u 2u t ut—s

kus viimane vordus annab ust — szkz ust — uwt® ehk s uwt®. Siit
$\2 s m
(;) :uwehkv:;:\/uw:14,4T.

. (Urve Kangro)

Jiiri tahab teha jargmist trikki. Ta palub Maril mdelda iihe neljakohalise na-
turaalarvu. Seejdrel palub ta Maril liita sellele arvule oma vanuse ja tulemu-
sele veelkord oma vanuse. Niilid palub ta Maril algul méeldud arvu korru-
tada esimese liitmise tulemusega ning saadud korrutise teise liitmise tule-
musega jagada. Enne tegevuse algust on aga Jiiri kirjutanud paberile arvu,
mis osutub vordseks jagamisel tekkiva jadgiga. Leia Mari suurim vanus, mil-
le puhul Jiiri saab seda trikki edukalt teha s6ltumata Mari moeldud arvust.
(Eeldame, et Jiiri teab Mari vanust ja Mari sooritab koik tehted Gigesti.)
Vastus: 22.

Lahendus. Olgu Mari méeldud arv m ja vanus v. Paneme tihele, et

mm+v)=m+2v)(im-v)+ 202,

Seega leitud jadk on 21/2, tingimusel et 20% < m+2v ehk 2v(v—-1) < m.Kui
v < 22, siis tdepoolest 2v(v — 1) < 2-22-21 = 924 < 1000 < m, mistottu
Jiiri saab triki edukalt 16petada, kirjutades arvu 2v%. Kui aga v = 23, siis
2v(v—1) = 2-23-22 = 1012. Seega Mari mdeldud arv voib olla nii suurem
kui ka viiksem kui 2v(v — 1), mistottu leitud jédk voib olla nii 202 kui ka
moni vdiksem arv ja Jiiri trikk ei tarvitse 6nnestuda.

. (Urve Kangro, Maksim Ivanov)

Leia koik sellised naturaalarvude paarid, et kui esimesele arvule liita teise
arvu numbrite summa, siis on tulemuseks 1000, ja kui teisele arvule liita ka-
hekordne esimese arvu numbrite summa, siis on tulemuseks samuti 1000.
Vastus: (981, 964).

Lahendus 1. Otsitavad arvud peavad ilmselt olema vdiksemad kui 1000. Et
sellise arvu numbrite summa on ilimalt 9 + 9 + 9 ehk 27, peavad mdélemad
arvud olema kolmekohalised ja algama 9-ga. Olgu need arvud 900 + 10a + b
ja 900 + 10c¢ + d. Ulesande tingimustest siis 900 + 10a+ b +9 + ¢ + d = 1000
ja900+10c+d +2(9+ a+ b) = 1000; nende vorrandite lihtsustamisel saame
vastavalt 10a+b+c+d =91 ja2a+2b+10c+d = 82. Lahutades esimesest
vordusest teise, saame 8a — b —9c¢ = 9, kust kummalegi poolele arvu 9b + 9¢
liitmisel saame 8(a + b) = 9(1 + b + ¢). Jarelikult 8(a + b) jagub 9-ga; et 8
ja 9 on iihistegurita, siis a + b jagub 9-ga. Saame kolm varianti a + b = 0,
a+b =9ja a+b = 18. Esimene ja kolmas variant on voimalikud ainult juhul
a=b=0jaa=>b=9,misvordusse 10a + b+ c + d = 91 annavad vastavalt
c+d =91jac+d = -8, seegakumbki ei sobi. Jarelikult a+ b = 9, st esimese
arvu numbrite summa on 9 + 9 ehk 18. Seega teine arv on 1000 — 2 - 18 ehk
964 ning esimene arvon 1000 -9 — 6 — 4 ehk 981.
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Lahendus 2. Otsitavad arvud peavad ilmselt olema vdiksemad kui 1000. Et
sellise arvu numbrite summa on tilimalt 9 + 9 + 9 ehk 27, peab esimene arv
olema 973 v6i suurem ning teine arv 946 voi suurem. Esimese arvu numb-
rite summa on vdahemalt 17, seega teine arv peab olema 966 voi vdiksem.
Teise arvu numbrite summa on vihemalt 14, seega esimene arv peab olema
986 voi vdiksem. Seega esimese arvu numbrite summa on iilimalt 25, mis-
tottu teine arv peab olema 950 v6i suurem. Et teisele arvule paarisarvu liites
saame paarisarvu 1000, on teine arv paaris ega saa olla 959; jarelikult on tei-
se arvu numbrite summa {tilimalt 22 ja esimene arv seega 978 voi suurem.
Jargnevas kahes tabelis on koik soelale jadnud voimalused vastavalt esimese
ja teise arvu valikuks, koos numbrite summaga:

978(979(980|981|982]983 984 |985|986
24 1251171181920 |21|22]|23

950(952(954 956958960 962|964 | 966
14 116 |18 |20 |22 | 15|17 | 19|21

Valime esimese tabeli {ilemisest reast suvalise arvu x ja leiame teise tabeli
tilemises reas arvu y, millele vastav alumise rea arv on 1000 — x. Paar (x, y)
vastab tilesande tingimustele parajasti siis, kui arvule x esimese tabeli alu-
mises reas vastava numbrite summa kahekordne on 1000 — y. Labivaatus
nditab, et see on nii vaid juhul x = 981; siis y = 964. Seega ainus tingimus-
tele vastav arvupaar on (981, 964).

. (Hendrik Vija)

Olgu ABCD roopkiilik. Olgu A’ punkti A peegeldus punkti C suhtes. Olgu X
| XD

1XCl’

sirgete A'B ja CD loikepunkt. Leia suhe

Vastus: 3.

Lahendus 1. Et punkt A" on punkti A peegeldus punkti C suhtes, on punkt C
loigu AA’ keskpunkt (joonis 8). Loigud CX ja AB on paralleelsed. Jarelikult

Al

Joonis 8
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Joonis 9 Joonis 10

1 1
on CX kolmnurga AA’B kesklaik, mistottu |CX]| = §|AB| = EICDl' Kokku-

IXD| _|CX|+|cD| (3 +1)ICD|
| XC] ICX]| lico

Lahendus 2. Olgu M roopkiiliku ABCD diagonaalide 16ikepunkt (joonis 9).
Et roopkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, on M 16igu BD keskpunkt
ehk A’'M on kolmnurgas A'BD mediaan. Uhtlasi on M ka ldigu AC kesk-
IA'C]  |AC|
ICM[ — |CM|
diaani suhtes 2 : 1, siis C on kolmnurga A'BD mediaanide 16ikepunkt. Ja-
relikult on DX samuti kolmnurga A' BD mediaan, mistottu mediaanide 16i-
|XD| _ 3

IXCl

Lahendus 3. Olgu D' punkti D peegeldus punkti C suhtes (joonis 10). Pee-
gelduse tottu on 16ik A'D’ paralleelne réopkiiliku kiiljega AD ja seega ka
kiiljega BC. Samuti paneme tédhele, et kuna ID'C| = |DC| = |AB]| ning
D'C || AB, on ABD'C roépkiilik. Seega sirged AA’ ja BD' on paralleelsed.
Tingimustest A'D' | BC ja AA" | BD' jireldub, et ka A'D’BC on réopkiilik.

|ICD'|

vottes

punkt, mistottu = 2. Et mediaanide 16ikepunkt jaotab me-

kepunkti omaduse pohjal

Seega poolitab X diagonaali CD’ ehk XC| = 2, mistottu
IXD| |CD|+|XC| |CD| |CD'|
= = +1=——+1=2+1=3.
|XCl IXCl |XCl |XCl

. (Maksim Ivanov)

Art, Ben, Carmen ja Deivi tegid kokku 62 Messengeri postitust, kusjuures
keegi ei teinud kahte postitust jdrjest. Art ja Carmen tegid kokku 2 posti-
tust enam kui Ben, kellel oli 2 korda rohkem postitusi kui Deivil. On teada,
et Ben ei kirjutanud kordagi kohe pédrast Carmenit, kes omakorda ei teinud
iihtki postitust kohe péarast Arti. Iga Deivi postitus jargnes vahetult Beni pos-
titusele, igale Deivi postitusele aga jargnes omakorda vahetult Beni postitus.
Kes neist neljast tegi viimase postituse?
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Vastus: Art.

Lahendus. Olgu Ardi, Beni, Carmeni ja Deivi postituste arvud vastavalt a,
b, ¢ ja d. Ulesande tingimuste pohjal a + ¢ = b+ 2 ja b = 2d, kust
a+ ¢ = 2d + 2. Samuti saame {iilesande tingimustest a + b + ¢ + d = 62,
kust a+c =62—b—d = 62-3d. Kokkuvottes 62 —-3d = 2d + 2, kust 5d = 60
ehk d = 12.Seega b =24 ja a + c = 26.

Carmeni postitusele ei saa tingimuste kohaselt jirgneda Beni postitus ega
Carmeni enda postitus, samuti ei saa Carmeni postitusele jirgneda Deivi
postitus, sest koik Deivi postitused jargnevad Beni postitustele. Seega saab
Carmeni postitusele jargneda ainult Ardi postitus. Jarelikult a = ¢ — 1 (kui
Carmeni postitus oleks viimane, siis sellele ei peaks jargnema Ardi posti-
tust). Et aga a + ¢ on paarisary, siis a = ¢ — 1 pole voimalik. Seega a = c,
millest saame a = 13.

Ardi postitusele ei saa tingimuste kohaselt jargneda Carmeni postitus ega
Ardi enda postitus, samuti ei saa Ardi postitusele jirgneda Deivi postitus.
Seega saab Ardi postitusele jirgneda ainult Beni postitus. Samuti jairgneb
Deivi postitusele alati Beni postitus. Eelmistes ldikudes tehtu pohjal aga
a+d = 13+ 12 = 25 > b ehk Ardi ja Deivi postitusi on kokku rohkem kui
Beni omi. Seega peab {iks Ardi ja Deivi postitustest olema viimane. Et Deivi
postitus ei saa olla viimane, siis viimase postituse pidi tegema Art.

Mdirkus. Postituste jdrjestus pole tingimustega tiheselt médératud. Tdhistades
Ardi, Beni, Carmeni ja Deivi postitused tdhtedega A, B, C ja D, on lihtsaim
tingimusi rahuldav voimalus selline, kus plokid CA ja BDB omavahel va-
helduvad, kusjuures nii esimene kui ka viimane plokk on CA. Leidub aga
ka keerulisemaid variante, nditeks voivad omavahel vahelduda plokid CA
ja BCABDBDB, kusjuures jillegi on nii esimene kui ka viimane plokk CA.
Uldiselt sobivad parajasti koik sellised jargnevused, kus nii alguses kui ka 16-
pus on CA, nende vahel aga esineb B tidpselt 24 korda vaheldumisi D-dega
ja CA-deganii, et D-sid on kokku tdpselt 12 tiikki.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. Maksim Ivanov)

Positiivsed reaalarvud a, b, c¢ ja d rahuldavad vordusi a—d = b, b-a = c,
c+b=djad:c=a.lelaa+b+c+d.
15 +11v5
0
Lahendus 1. Et esimese vorduse pohjal b = a — d, siis

Vastus:

a+b+c+d=a+a-d)+c+d=2a+c.

Kui oleks a = 0, siis teisest vordusest saaksime ¢ = 0, mis on vastuolus
neljanda vordusega. Jarelikult teise ja neljanda vorduse saab timber kirjuta-

. C . .. -
da vastavalt kujul b = — ja d = ca. Asendades siit kolmandasse vordus-
a
c a
se, saame vorduse ¢ + — = ca, mille poolte korrutamisel arvuga — saame
a c

. B c
a + 1 = a®. Asendades aga esimesse vordusse, saame a — ca = —, kust
a

c

1 . 1 . e .
a+ —) = a.Kordaja a + — on tthemargiliste liidetavate summana nullist
a a
) o a a?
erinev, mistottu ¢ = — 0 = 5
a+- a- +1

Vordus a + 1 = a? esitub samaviirselt kujul a® — a — 1 = 0, kust positiivsust

3+ V5 5+ V5
arvestades a = 5 Seegaa’ =a+1= 2\/_ jaa*+1= 2\/_. Siit
3+v5  (3+v5)(5-v5)  10+2v5 5+v5
saame ¢ = = = = . Jarelikult
5+v5  (5+V5)(5-v5) 20 10

1+vV5 5+V5 15+ 11V5
+ ehk .
10 10
Lahendus 2. Esimesest ja kolmandast vordusest saame vastavalt a = d+ b ja
¢ = d— b, mille pooliti liitmisel ja korrutamisel saame vastavalt a+c = 2d ja
a-c=d+b)(d-b) = d? — b?. Arvestades neljandat vordust, saame kokku-
vottes d = d? — b? ehk b? = d? — d. Asendades aga eelnevalt avaldatud a ja
¢ teise vordusse, saame b(b+d) =d - b, kustd(b—-1) = -b(b+1).Etb=1

kiisitud summa on 2 -
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b(b+1)

viiks vastuoluni (vasak pool 0, parem pool —2), siis saame d = — b1

Asendades siit vordusse b® = d? — d, saame b suhtes vorrandi

P+ 1*  bb+1)

2
b= T Thoa

Kui oleks b = 0, siis teisest tilesande vordusest saaksime ¢ = 0, mis on vas-

tuolus neljanda vordusega. Seega saadud vorrandi poolte korrutamisel mur-
2

ruga saame samaviirse vorrandi b(b—1)? = b(b+1)*>+(b+1)(b-1),

5
mis lihtsustub kujule 5b° = 1. Positiivsust arvestades b = % Seega

V5 (v5
_bb+1) _ T(T"'l) 1+v5  1+v5

d = = — = — = =
b-1 \/Tg -1 \/g -5 5- \/g
_ (1+v5)(5+v5) 10+6v5 5+3V5
(5-v5) (5 + V5) 20 10
Viimaks saame
15+ 11v5
a+b+c+d=@+c)+b+d)=2d+b+d=b+3d= T\/_'
. (Kaarel Hdnni, Maksim Ivanov)
Urnis on 7 palli (n = 3), mis on nummerdatud tdisarvudega 1,2, ..., n. Voi-

maluste arv votta urnist 3 palli nii, et suurima numbriga pall oleks voetud
pallide seas, on tdpselt 3 korda vidiksem voimaluste arvust votta urnist 3 pal-
li nii, et suurima numbriga palli poleks voetud pallide seas (pallide votmise
jarjekorda ei arvestata). Leia n.

Vastus: 12.

Lahendus 1. Voimalusi votta urnist 3 palli on kokku C3. Votmaks urnist
3 palli nii, et suurima numbriga pall oleks voetud pallide seas, tuleb votta
suurima numbriga pall ja veel 2 palli iilejadnute seast. Selleks on Cfl_l VOi-
malust. Seega voimalusi votta urnist 7 palli nii, et suurima numbriga palli
poleks voetud pallide seas, on C> — C,zl_l. Ulesande tingimuste pohjal saa-
me arvu n magramiseks vorrandi C%_, -3 = C3 — C%_,, mis lihtsustub kujule

n-1
nn-1)n-2 n-1)n-2
C2_,-4=C>. Arvestades, et C = nn - D(n-2) jaC?_| = %,
nn-1mn-2) ..
saame 2(n—1)(n—2) = —— . Kunan = 3,siis(n—1)(n—-2) #0,

6
. . . - . n
mistottu taandades iihiste teguritega saame samavéddrse vorrandi 2 = —,

6
kust n = 12.
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Lahendus 2. Votmaks urnist 3 palli nii, et suurima numbriga pall oleks voe-
tud pallide seas, tuleb votta suurima numbriga pall ja veel 2 palli iilejaa-
nute seast. Selleks on C2_; véimalust. Votmaks urnist 3 palli nii, et suuri-
ma numbriga palli poleks voetud, tuleb votta 3 palli tilejadnute seast. Sel-
leks on Ci_l voimalust. Ulesande tingimuste pohjal saame arvu n miéra-

n-1)(n-2
miseks vorrandi C2_; -3 = C3_,. Arvestades, et C2_, = n-Dn-2 ja

2
3 (n-1Dn-2)(n-3) ., 3n-1Dn-2) (n—1)(n-2)(n-3)
C,.,1 = 6 , siis = .

6
Kuna n = 3, siis (n — 1)(n — 2) # 0, mistottu taandades iihiste teguritega

- ~ .3 n-3
saame samavaarse vorrandi 3 = —— kustn =12.

. (Hdrmel Nestra)
Kas leiduvad tédisarvud x ja y, mille korral

a) x°— Xy + y2 = 20212

b) x% - xy + y? = 20222

Vastus: a) ei; b) ei.
Lahendus 1.

a) Oletame, et x jagub 3-ga. Siis kaks esimest liidetavat vorrandi vasakul
pool jaguvad 3-ga, mistottu annab kogu vasak pool 3-ga jagades sama
jadgi nagu y*. Tdisarvude ruudud annavad 3-ga jagades jadgiks 0 voi 1,
sest (3k)* = 9k* = 3-3k% ja Bk +1)? = 9k* + 6k + 1 = 3- (3k* + 2k) + 1.
Seega vorrandi vasak pool annab 3-ga jagades jadgiks 0 voi 1.

Juht, kus y jagub 3-ga, on stimmeetriline. Kui aga kumbki arvudest x
ja y ei jagu 3-ga, siis x* ja y* annavad 3-ga jagades jazgiks 1, mistot-
tu x° + y2 annab 3-ga jagades jddgi 2. Kuna xy ei jagu 3-ga, siis terve
vasaku poole jadk 3-ga jagamisel on 2-st erinev ehk jéillegi kas 0 voi 1.
Kuid parem pool 2021 annab 3-ga jagades jdédgi 2. Vastuolu néitab, et
vorrandil tdisarvulisi lahendeid ei leidu.

b) Oletame, et x jagub 2-ga. Siis kaks esimest liidetavat vorrandi vasakul
pool jaguvad 2-ga. Seega vorduse kehtimiseks peab ka y jaguma 2-ga.
Siis aga jaguvad vorrandi vasaku poole koik liidetavad 4-ga, mistottu ko-
gu vasak pool jagub 4-ga. Parem pool 2022 aga 4-ga ei jagu.

Juht, kus y jagub 2-ga, on stimmeetriline. Kui aga kumbki arvudest x ja
y ei jagu 2-ga, siis vasaku poole kodik kolm liidetavat on paaritud, mis-
tottu kogu vasak pool on paaritu. Parem pool aga on paaris.
Vastuolu koikidel juhtudel niitab, et vorrandil tdisarvulisi lahendeid ei
leidu.
Lahendus 2. Vorrandi x> — xy + y*> = a saab samaviirselt iimber kirjutada
kujul x* — xy + y* — a = 0. Vaadeldes seda ruutvérrandina x suhtes, saa-
yEVE AP a _ yt\/ia-3p
2

2

me x = . Selleks, et x ja y oleksid
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taisarvud, peab 4a — 3y* olema tiisarvu ruut. Teisalt, kui 4a — 3y? on tiis-
arvu ruut ning a ja y on tdisarvud, siis 4a — 3 y2 on sama paarsusega nagu
3y?, mis omakorda on sama paarsusega nagu y. Seega lugejas liidetakse voi
lahutatakse kaks sama paarsusega tdisarvu, millest tulenevalt on x tdisarv.
Kokkuvdttes leidub vorrandil x> — xy + y* = a tiisarvuline lahend (x, y)
parajasti siis, kui leidub tiisarv y, mille korral 4a — 3y* on mingi tdisarvu
ruut.

a) Et 4 ja 2021 annavad 3-ga jagades vastavalt jaagi 1 ja 2, siis 4 - 2021
annab 3-ga jagades jidgi 2. Siis ka 4-2021 —3y? annab 3-ga jagades jii-
gi 2. Kuid jddkide 0, 1, 2 1dbivaatus néitab, et iihegi tdisarvu ruut ei anna
3-ga jagades jadgiks 2. Seega vorrandil x% — xy + y* = 2021 tiisarvulised
lahendid puuduvad.

b) Tegurdades saame 4-2022—3y* = 3 (4 - 674 — y*). Kui see arv oleks tiis-
arvu ruut, peaks tegur 4-674 — y2 jaguma 3-ga. Et 4 ja 674 annavad 3-ga
jagades jadgiks vastavalt 1 ja 2, siis 4 - 674 annab 3-ga jagades jaédgiks 2.
Samas ¥ ei anna 3-ga jagades jaiki 2, mistottu 4 - 674 — y* ei saa ja-
guda 3-ga. Seega vorrandil x* — xy + y* = 2022 tdisarvulised lahendid
puuduvad.

. (Hdrmel Nestra)

Tahvlil on mingi erinevatest numbritest koosnev viiekohaline arv. Juku lii-
dab kokku kdik muud sellest arvust numbrite timberjirjestamise teel saada-
vad viiekohalised arvud. Leia algne arv, mille korral saadav summa on suu-
rim voimalik.

Vastus: 56789.

Lahendus 1. Olgu algne arv n ja olgu s kéigi numbritest 5, 6, 7, 8,9 koosne-
vate viiekohaliste arvude summa.

Kui n koosneb numbritest 5,6, 7,8, 9, siis kdigi temast numbrite timberjar-
jestamisega saadavate arvude summa on s — n. See on suurim juhul, kui n
on vihim ehk 56789.

Kui n koosneb mingitest muudest numbritest, siis saab arvude 7 ja 56789
numbrid seada vastavusse nii, et arvu n iikski number ei ole suurem ar-
vu 56789 vastavast numbrist, kusjuures vihemalt {iks number arvus n on
arvu 56789 vastavast numbrist vdiksem. Sama kehtib ka timberjarjestatud
numbrite korral. Seega arvu n numbrite timberjirjestusel saadavad arvud
on viiksemad arvu 56789 vastavate numbrite iimberjérjestusel saadavatest
arvudest, mistottu ka iilesande summa arvu n korral on vdiksem summast
arvu 56789 korral.

Kokkuvéttes on otsitav arv 56789.

Lahendus 2. Olgu antud arv ABCDE. Liites kokku selle arvu kdik numbri-
te imberjdrjestamisel saaavad arvud (peale arvu enda), esineb numbrit A
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esimesel positsioonil 23 korda ja koigil iilejadnud positsioonidel 24 korda,
numbrit B teisel positsioonil 23 korda ja koigil tilejaanud positsioonidel 24
korda, numbrit C kolmandal positsioonil 23 korda ja koigil tilejadnud po-
sitsioonidel 24 korda, numbrit D neljandal positsioonil 23 korda ja koigil
iilejadnud positsioonidel 24 korda ning numbrit E viiendal positsioonil 23
korda ja koigil {ilejidnud positsioonidel 24 korda. Seega see summa avaldub
kujul

aA+ BB+yC+06D +€E, )
kus a = 230000+24000+2400+240+24, = 240000+23000+2400+240+24,
Y = 240000 + 24000 + 2300 + 240 + 24, 6 = 240000 + 24000 + 2400 + 230 + 24
ja € = 240000 + 24000 + 2400 + 240 + 23. Ilmselt a < f <y < § < €. Um-
berpaigutusvorratuse pohjal on fikseeritud numbrite A, B, C, D, E hulga
korral summa (1) suurim siis, kui A < B < C < D < E. Seega on {ilesande
summa suurim arvu 56789 korral, sest muude arvude ABCDE korral peaks
olema A <5,B<6,C<7, D < 8jaE <9, mis annaks vidiksema summa
(1) kui 56789.
. (Hdrmel Nestra)
Ringjoon puutub nelinurga ABCD kiilgi AB, BC, CD ja D A vastavalt punk-
tides K, L, M ja N. Toesta, et 1oikude AN, BK, CL ja DM pikkused suhtu-
vad nagu nurkade ANK, BKL, CLM ja DM N tangensid.
Lahendus 1. Olgu ringjoone raadius r ja keskpunkt O (joonis 11). Puutu-
jaloikude vordsusest |[AN| = |AK|, mistottu LZANK = ZAKN. Et puutuja
on risti puutepunkti tdmmatud raadiusega, siis Z/ONA = ZOKA = 90°.
Jarelikult ONAK on koolnelinurk, mistottu ZAKN = ZAON. Kokkuvot-

AN|  |AN
tes ZANK = /AON. Seega tan /ANK = tan /AON = ‘ANL _ 14N

ION| 1
ehk |AN| = rtan ZANK. Sarnaselt saame vordused |BK| = rtan /BKL,
ICL| = rtan ZCLM ja |DM| = rtan ZDMN. Seega

|AN]| _ IBKI |CL| _ |DM]| _
tan /ANK tan/BKL tan/CLM tan/DMN
millega tilesanne on lahendatud.

Lahendus 2. Olgu ringjoone raadius r. Siinusteoreemist kolmnurgas KLN
saame |[NK| = 2rsin ZKLN (joonis 12). Puutuja ja kédlu teoreemi poh-

’

NK
jal aga ZKLN = ZANK. Seega | 5 | = rsin ZANK. Et puutujaloikude
vordsuse pohjal |AN| = |AK] ja vordhaarse kolmnurga tipunurgast tdm-
NK]|

matud kdrgus poolitab aluse, siis | = |AN|cos ZANK. Kokkuvottes

rsin /ANK = |AN|cos ZANK, kust |AN| = rtan ZANK. Sarnaselt saa-
me |BK| = rtan ZBKL, |CL| = rtan ZCLM ja |DM| = rtan ZDMN. Seega
|AN| _ IBK| |CL| _ |DM|

tan /ANK tan/BKL tan/CLM  tan /DMN
ne on lahendatud.

= r, millega iilesan-
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Joonis 11 Joonis 12

6. (Kaarel Hdnni)

On antud positiivne tdisarv n. Arvteljel on eesel, kes jookseb alati méoda
arvtelge konstantse kiirusega v = 1 mingis suunas. Ajahetkel ¢ = 0 alustab
eesel jooksmist arvtelje punktist x = 0 arvtelje positiivses suunas. Shrekil
on kotis n porgandit, mida ta vabalt valitud aegadel saab iihekaupa aseta-
da arvtelje vabalt valitud punktidesse, kus eesel hetkel ei viibi. Eesel muu-
dab jooksusuunda siis ja ainult siis, kui tema selja taha jadb kokku rohkem
porgandeid kui on tema ees. Kui eesel jouab mone porgandini, siis ta s66b
selle dra. Leia suurim arv, mitu korda saab eesel kirjeldatud protsessi kdigus
suunda vahetada.

Vastus: n.
Lahendus. Kui Shrek asetab porgandid ajahetkedel ¢ = 1,2,3,4,... koor-
dinaatidele 0,1,0, 1, ..., siis muudab eesel jooksusuunda iga kord, kui on

jargmise porgandi soonud, kokku n korda. Nditame niiiid, et rohkem kui
n korda pole suunda vahetada voimalik. Vastavalt {lilesande tingimustele
saab suunavahetus toimuda vaid siis, kui porgandite arv arvteljel muutub.
Arvteljel olevate porgandite arv saab muutuda vaid siis, kui Shrek asetab
arvteljele porgandi voi kui eesel s66b mone porgandi dra. Kuna kumbki
stindmus saab toimuda ilimalt n korda, saab porgandite arv muutuda {ili-
malt 2n korda. Paneme tdhele, et igast kahest jarjestikusest porgandite arvu
muutusest saab iilimalt iiks pohjustada suunavahetuse, sest kui esimene ka-
hest muutusest pohjustab suunavahetuse, siis peab parast seda olema tihel
pool eeslit tdpselt iiks porgand rohkem kui teisel pool, aga siis ei saa jarg-
mine muutus iiksi suunavahetust pohjustada. Kui porgandite arv muutub

k
tdpselt k korda, siis saab suunavahetusi jarelikult olla kokku tilimalt [5—‘ ,
kus [x] tdhistab vdahimat tdisarvu, mis pole vdiksem kui x. Jadb mairgata, et
HEERE
2 2
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendused

1. (Hdrmel Nestra)

Ats ja Pets méngisid lumesdda. Pets saatis teele 25 kuuli rohkem kui Ats,
vastast tabas aga 2 vorra vihem Petsi kuule kui Atsi omi. Kui aga Atsi oleksid
tabanud koik Petsi kuulid, koik Atsi enda kuulid ja veel tiks kuul, siis oleks
Ats pihta saanud 6 korda rohkem kordi kui ta tegelikult sai. Atsi kuulidest
tabas Petsi 40%. Mitu protsenti Petsi kuulidest tabas Atsi?

Vastus: 30.

Lahendus 1. Olgu Atsi teelesaadetud kuulide arv a. Siis Petsi teelesaade-
tud kuulide arv on a + 25, Petsi tabanud Atsi kuulide arv aga 0,4a. Seega
Ats ise sai pihta 0,4a — 2 kuuliga. Ulesande tingimustest saame vorrandi
(a+25)+a+1 = 6(0,4a - 2), mis annab 0,4a = 38 ehk a = 95. Seega
Pets saatis teele 95 + 25 ehk 120 kuuli, millest tabas 38 — 2 ehk 36. Tabanud

36
Petsi kuulide osakaal on 20 ehk 30%.
Lahendus 2. Olgu Atsi ja Petsi teelesaadetud kuulide arvud vastavalt a ja b.

Olgu x Petsi tabanud Atsi kuulide arv ning y Atsi tabanud Petsi kuulide arv.
Ulesande tingimustest saame vorrandisiisteemi

b = a+ 25,
y=x-2

6y =b+a+1,
x = 0,4a.

Lahendades saame a = 95, b = 120, x = 38 ja y = 36. Seega Petsi kuulidest
36

tabas — ehk 30%.
120

2. (Markus Rene Pae)

Leia koik nurgad a, mille korral 0° < a < 180° ja kehtib vordus
4cosa =1+cosa+cos’a+cos’a+...

(vorduse paremal pool on lopmatu summa).
Vastus: 60°.
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Lahendus. Vorrandi parema poole liidetavad moodustavad geomeetrilise
jada, mille esimene liige on 1 ja tegur on cosa. Et 0° < a < 180°, siis
1 > cosa > —1, millest tulenevalt on see hddbuv geomeetriline jada sum-

maga —— . Algne vOrrand on seega samavédirne vorrandiga
1-cosa
1
4cosq¢ = ——.
1-cosa

Et cosa # 1, on see vorrand samavéidrne poolte korrutamisel suurusega
1 — cos a saadava vorrandiga, mis lihtsustub kujule

—4cos’a+4cosa—1=0.

Selle vorrandi vasak pool avaldub kujul — (2 cos @ —1)?. Seega ainsa voimalu-
1

sena saame 2cosa — 1 = 0, kust cosa = E.Vﬁttes arvesse, et 0 < a < 180°,

on ainus voimalus a = 60°.

. (Hendrik Vija)

Jukule meeldib vdga number 4. Juku kirjutab tahvlile ritta mingi arvu nelja-
sid ja monede neljade vahele pluss- voi miinusmaérke, nii et avaldise véar-
tuseks oleks mingi positiivse tdisarvu neljas aste. Mis on vihim vdimalik arv
tehtemairke, mida Juku saab kasutada?

Vastus: 3.

Lahendus. Leidub variant 3 tehtemirgiga: 4 + 4 + 4 + 4 = 16 = 2*. Jib nii-
data, et 2 voi vihema tehtemaérgiga ei ole Jukul voimalik positiivse tdisarvu
neljandat astet moodustada.

Ainult neljadest koosnev arv annab 8-ga jagades jdégi 4, sest ta kas on 4 voi
44 voi 1opeb numbritega 444. Selline arv ise ei saa olla positiivse tdisarvu
neljas aste, kuna ta jagub algarvuga 2, kuid mitte arvuga 2*. Jarelikult peab
Juku kasutama rohkem kui 0 tehtemarki.

Kui Juku kasutab 1 tehtemarki, siis vaatleme kaht varianti.

e Kui mérk on —, siis et tulemuseks oleks positiivne arv, peavad vihen-
datavja vdhendaja olema erinevad. Seega on tulemus kujul 4...40...0.
Siis aga peab arvu lopus olevate nullide arv jaguma 4-ga ning ka esimes-
test neljadest moodustuv arv olema mingi positiivse tdisarvu neljas aste.
Viimane aga pole eelneva pohjal voimalik.

e Kui mark on +, siis tulemuseks oleva arvu viimane number on 8. Kuid
tihegi neljanda astme viimane number pole 8, sest neljandad astmed on
ruudud ja ruudud saavad l6ppeda vaid numbritega 0, 1, 4, 5, 6 ja 9.

Kui Juku kasutab 2 tehtemarki, siis on avaldises kokku 3 liiget. Et iga liige
annab arvuga 8 jagamisel jadgi 4, siis ka kogu avaldise vdartus annab arvu-
ga 8 jagamisel jadgi 4. Sarnaselt varasematele juhtudele ei saa tegemist olla
positiivse tdisarvu neljanda astmega.

53



4. (Urve Kangro)
Leia koik reaalarvud x, mis rahuldavad vorrandit 3* + 4* = 5*.
Vastus: 2.

Lahendus 1. Ilmselt x = 2 on lahend. Kui x > 2, siis x — 2 > 0, mistottu
vorratusest 1 < a < b jareldub a2 < b* 2. Seega

3¥ 44 =32.32 142,472 < 32552 1 42. 552 =52 . 592 — 5F

Kui x < 2, siis x — 2 < 0, mistottu vorratusest 1 < a < b jareldub
a*? > b*"?. Seega

3¥ 4475 =32.32 142472532552 1 42. 552 - 52 . 572 — 5%

Seega rohkem lahendeid pole.

Lahendus 2. Antud vorrandi poolte jagamisel suurusega 5 saame sama-
vairse vorrandi 0,6* + 0,8° = 1. Paneme tihele, et x = 2 on selle vorrandi
lahend. Kuna y = 0,6" ja y = 0,8" on molemad kahanevad funktsioonid, siis
X < 2 puhul saame 0,6* + 0,8* > 1 ja x > 2 puhul 0,6* + 0,8* < 1. Jérelikult
rohkem lahendeid pole.

5. (Maksim Ivanov)
Kaks ringjoont raadiustega r; ja r» puutuvad teineteist vélimiselt punktis C
ning mingit itht ja sama sirget vastavalt punktides A ja B, kus A # B.
a) Tdesta, et kolmnurk ABC on tdisnurkne.
b) Avalda kolmnurga ABC pindala S raadiuste ry ja r, kaudu.

Vastus:b) S = 12T “\Tirs.
n r2
Lahendus 1.

a) Loikugu ringjoonte puutepunkti C ldbiv thispuutuja sirget AB punk-
tis K (joonis 13). Puutujaldikude vordsuse tottu |AK| = |CK| = |BK].
Seega K on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt. Et K asub
selle kolmnurga kiiljel AB, on kolmnurk ABC tdisnurkne, kusjuures
ZACB =90°.

A K B

Joonis 13
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b) Olguringjoonte keskpunktid vastavalt O; ja O (joonis 14) ning tdhista-
me |BC| = a, |AC| = b ja |AK| = |CK| = |BK]| = x. Et puutuja on risti
puutepunkti tommatud raadiusega, siis Z/01 AB = Z0;CK = 90°, kust
ZAO1C+ ZAKC =180°. Seega L AO;C = 180° - ZAKC = /BKC, mis-

r
tottu vordhaarsed kolmnurgad AO;C ja BKC on sarnased. Siit L=
X

SRS

r
Analoogselt saame kolmnurkade BO,C ja AKC sarnasusest 2=
X

rnr
Korrutades nende kahe vorduse vastavad pooled, saame 1—22 =1, kust
X

r
x*> = rir;. Samade vorduste poolte jagamisel aga saame 2= — . Sa-
r a
mas Pythagorase teoreem kolmnurgas ABC annab a® + b = 4x?, kust
r 4rr 4
eelneva pohjal A1+ 2] = 41,1, ehk a® = ! ,21 =0 T Kok-
2 I+ atn
kuvottes
1 1 b 1 b? 2 T 2
S=-ab=-a* —=-a* "\ = Ty — = RVIEICY
2 27 a2 a2 Lol 2\ L1 172

Joonis 14 Joonis 15

Lahendus 2.

b) Eeldame tildisust kitsendamata, et r; < ry (kui r; > rp, voime ringjoon-
te rollid vahetada). Nagu lahenduses 1 tdhistagu O; ja O ringjoonte
keskpunkte; olgu F kolmnurga ABC tipust C tdommatud korguse alus-
punkt ja P punktist O; sirgele BO, tdommatud ristldigu aluspunkt (joo-
nis 15). Tdhistame veel ¢ = |AB| ja h = |CF].

Kasutades Pythagorase teoreemi tdisnurkses kolmnurgas O; O, P, saa-
me IOlPI2 = (n+ rg)2 —(rn - r2)2 = 4rir,. Et ABPO; on ristkiilik,
siis |01 P| = c; jarelikult ¢® = 4r7, ehk ¢ = 2y/7175. Nurga PO, 0,
haarade loikamisest paralleelsete sirgetega CF ja O,B saame vorde
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h—r1 |01C| h—r1 r

= e = , kust
|O.P|  1010] Ip—r  Irp+n
o — 1] 21112 2
I, +n r»+n r_+_
1

r2

Kokkuvottes S = %ch =+/rnrp- li—l
r 2
Midirkus. Ulesande b-osa vastus néitab, et kolmnurga ABC pindala vordub
ringjoonte raadiuste harmoonilise ja geomeetrilise keskmise korrutisega.

. (Erik Paemurru)

Olgu n = 3 tdisarv. Utleme, et 16plik hulk n-nurki ruumis (mis ei pea olema
korrapérased) on kuubi kate, kui kehtivad koik jargnevad tingimused:

1) iga punkt, mis kuulub monele selle hulga n-nurgale, asub kuubi pinnal;
2) iga punkt kuubi pinnal kuulub mingile n-nurgale sellest hulgast;

3) alati, kui moni punkt kuulub mitmele n-nurgale sellest hulgast, on ta
koigi nende n-nurkade tipp voi asub koigi nende n-nurkade kiiljel, kuid
pole iihegi n-nurga tipp;

4) iga n-nurk selles hulgas on kumer ja asub tervikuna iihel tasandil.
Kas kuubil leidub kate, kui

a) n=23;

b) n=>5?

Méirkus. Oeldakse, et punkt X kuulub n-nurgale, kui X on selle n-nurga
tipp, asub tema kiiljel voi asub tema sees.

Vastus: a) jah; b) jah.

Lahendus.
a) Piisab jaotada kuubi iga tahk {ihe diagonaaliga kaheks kolmnurgaks.
b) Vaib jaotada kuubi iga tahu viisnurkadeks nagu joonisel 16.

Joonis 16
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor Uldjuhend

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise iildised pohimotted ning seejdrel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipaberilt
viidatud). T66 mustandi arvestamine voi mittearvestamine iilesande lahen-
duse hulka on hindaja otsustada (voi piirkonna hindamiskomisjoni iihine
otsus koigi lilesannete suhtes), kuid see peab toimuma koigis t6ddes iiht-
moodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oliimpiaadi I osa (testi) ning koikide iilejaanud
iilesannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud voi kirjeldatud vastused, mil-
le eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi iiks punkt (st vastavaid punkte
iihe kiisimuse piires ei fule liita). Testitilesannete lahendusi dpilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile vdi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste {ilesannete kohta tuleb esitada tdielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust médda osadeks (etappideks) ning on ndidatud iga
osa eest antav punktide arv (st iihe tilesande eest antava punktisumma saa-
miseks tuleblahenduse erinevate osade eest antud punktid liita).

Mones skeemis on mone etapi kirjelduse all (,, Sealhulgas:“ jarel) alapunkti-
dena vilja toodud konkreetse etapi vdiksemate osade eest antavad punktid
—need ldhevad kiiku juhul, kui lahenduse see etapp on ebatdielik voi vigane
ja selle osa tdispunkte seetdttu ei saa anda. Alamosade punktid tuleb oma-
vahel samuti liita.

3. Ziirii lahendustes ja kdesolevates hindamisjuhistes on iilesannete vastused
esitatud enamasti ainult {ihel, lihtsaimal v6i koige tdendolisemalt esineval
kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sama vastuse
teised moistlikud esitusviisid — sh taandatud hariliku murruna, segaarvu-
na, kimnendmurruna, sonadega vélja kirjutatuna —, seejuures ka osana pi-
kemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgitustega) antud
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vastusest. Juhud, kus iilesande sisu tingib erandeid sellest iildreeglist, on
eraldi mainitud vastava iilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud iihikutes avaldub. Nditeks kiisimusele ,Kui suur pindala ...?“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte ,120* (kui iilesande tekstis po-
le kasutatud tihikuta pikkusi/pindalasid). Teistes tihikutes véljendatud sa-
ma suurus tuleb lugeda digeks, niiteks vastused , 120 cm?“ja , 1,2 dm?“ on
samavéirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisitud kind-
late tihikute arvu. Nditeks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?“ antud
vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel nagu
kiisimusele ,Mitu karu ... ?“ antud vastused ,,3“ ja ,,3 karu“ (vastus koos lii-
gisonaga). Teistes iithikutes antud vastus tuleb aga lugeda valeks, vastused
,120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole siin samavidrsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, et iga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult iihe
sellise skeemi jirgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks koige rohkem punkte).

. Enamiku iilesannete korral (v.a testid ja toestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on tilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on opilasel lahendatud, kasutades lahenduse
iiksikute osade kaalu madramisel voimaluse korral vordluseks punktide jao-
tust meie pakutud hindamisskeemides.

. Mistahes téieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal juhul
anda maksimumpunktid, sdltumata selle lahenduse pikkusest voi otstarbe-
kusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 17.07: 2p
2. o Antud bige vastus 5: 2p
3. o Antud dige vastus 4: 2p
4. o Antud dige vastus 11: 2p
5. o Antud 6ige vastus 2: 2p
6. o Antud dige vastus 21 cm: 2p
o Antud vastuseks 21 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p

7. o Antud ige vastus 28 cm?: 2p
o Antud vastuseks 28 ilma tihikuta voi vale {ihikuga: 1p

8. o Antud dige vastus 7: 2p
9. o Antud dige vastus 3: 2p
10. o Antud dige vastus 10: 2p
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor

I osa hindamisjuhised

1.

10.

o

(e}

Antud bige vastus 1000:

Antud dige vastus 1:

Antud dige vastus 5:

Antud bige vastus 320 (v6i 320 g):
Antud dige vastus 180:

Antud dige vastus 26 cm:
Antud vastuseks 26 ilma tihikuta voi vale iihikuga:

49
Antud dige vastus 24,5 cm? (voi 5 cm?):

49
Antud vastuseks 24,5 (voi ?) ilma tihikuta v6i vale tihikuga:

2
Antud 6ige vastus 72° (voi gn):

Antud vastuseks 72 ilma kraadimargita:
Antud bige vastus 45:

Antud 6ige vastus 10:
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8. klass

2p
2p
2p
2p
2p
2p
1p
2p

Ip

2p
1p
2p
2p



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud Gige vastus 11: 2p

o Antud vastuseks taandamata harilik murd véartusega 11: 1p

2. o Antud dige vastus 10: 2p

3. o Antud 6ige vastus 3: 2p

4. o Antud dige vastus 150: 2p
. )

5. o Antud dige vastus 2,5 (voi 5): 2p
. o~ 2

6. o Antud dige vastus 72° (vOi gn): 2p

o Antud vastuseks 72 ilma kraadimargita: 1p

7. o Antud bige vastus 36 cm?: 2p

o Antud vastuseks 36 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p

8. o Antud 6ige vastus 20 cm: 2p

o Antud vastuseks 20 ilma iihikuta voi vale ithikuga: 1p

9. o Antud dige vastus 5: 2p

10. o Antud dige vastus 6: 2p
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa hindamisjuhised

1.

3.

o Leitud ruudu kiiljepikkus koos ammendava pohjendusega: 2p
Sealhulgas:
» Koostatud o6ige lineaarvorrand ruudu kiiljepikkuse leidmi-
seks: 1p
o Leitud ruudu imbermoot ja médrgatud, et see on iihtlasi parem-
poolse ristkiiliku imbermoot: 1p
o Leitud parempoolse ristkiiliku vertikaalse kiilje pikkus: 1p

o Leitud vasakpoolse ristkiiliku vertikaalse kiilje pikkus (v6i pdh-
jendatud, et see on vdiksem kui parempoolse ristkiiliku verti-

kaalse kiilje pikkus): 1p
o Arvutuse vdi ammendava mottekdigu abil leitud kujundi timber-
moot: 2p
Sealhulgas:
e Tdiendatud kujund teda hdlmavaks ristkiilikuks ja mérgi-
tud, et imbermo0t jadb samaks: 1p

Uhiku puudumise voi vale tihiku korral I6ppvastuses anda viimase rea jérgi
1 punkt vidhem.

Ainult dige vastuse (60 cm) eest ilma selgituseta anda 2 punkti, tihiku puu-
dumise voi vale tihiku korral 1 punkt.

o Maérgatud vordhaarsust ja kasutatud seda alusnurkade leidmisel: 1p
o Korrektselt leitud nurga AMK suurus: 2p
o Korrektselt leitud nurga KN A suurus: 2p
o Korrektselt leitud nurga MKN suurus: 2p

Kraadimérkide puudumisel loppvastuses anda skeemi kolme viimase rea
jargi kokku 1 punkt vdhem.

Ainult tdieliku 6ige vastuse (esitatud kodik kolm 6iget nurka kas diges jarjes-
tuses voi muul viisil, nii et vastavus kiisitud nurkadega on itheselt moistetav)
eest ilma selgituseta anda 2 punkti, kahe 6ige nurga korral 1 punkt.

o Avastatud tsiikkel ja tehtud kindlaks tema rekvisiidid (pikkus 6,
esimese liikkme jarjekorranumber 3): 1p

o Taielikult lahendatud iilesande a-osa: 2p
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o Téielikult lahendatud iilesande b-osa: 4p
Sealhulgas:

 Leitud tsiikli numbrite summa 24 ja teostatud jadgiga jaga-

mine 777 =24-32+9: 1p
* Leitud liidetavate arv juhul, kui esimene liidetav on 2: 1p
e Pohjendatud, et kui esimene liidetav on 7, siis ei saa summa

tulla 777: 1p
e Pohjendatud, et rohkem voimalusi pole: 1p

Ainult molema osa oige vastuse (337 ja 194) eest ilma selgitusteta anda
2 punkti, ainult iihe osa 6ige vastuse eest 1 punkt.

63



Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o

o

Lahendatud a-osa:
Sealhulgas:

e Voetud kasutusele sobivad muutujad ja nende kaudu vél-
jendatud seosed ema ja laste vanuste vahel:

» Teisenduste teel joutud seoseni 5x + y = 20, kus x ja y on
laste vanused, voi midagi analoogset (nt 6x + z = 20, kus x
ja y on ema vanuse numbrid):

e Vilistatud laste vanustena muud variandid peale 3 ja 5:

Lahendatud b-osa:
Sealhulgas:
» Koostatud 6ige lineaarvorrand vanaisa vanuse leidmiseks:

Sp

2p

Ip
2p
2p

Ip

Ainult molema osa tédieliku dige vastuse eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.
Ainult {ihe osa tédieliku dige vastuse eest anda 1 punkt.

2. o

o

o
o

o

Saadud vordus ZACB = ZABC:

Saadud vordus ZACD = /D AC vbi avaldatud molemad nurgad
mingi muu iihe ja sama nurga kaudu ja saadud sama avaldis:
Selgitatud, miks nurgad ABC ja CDA ei saa olla suurusega 150°:
Niidatud, et nurk BCD ei saa olla suurusega 150°:

Oigesti arvutatud kolme iilejddnud nurga suurused:

Ip

lp
Ip
2p
2p

Kraadimérkide puudumisel 1d6ppvastuses anda viimase rea jargi 1 punkt va-
hem.

Ainult tdieliku dige vastuse (48°, 48° ja 114°) eest ilma selgitusteta anda
2 punkti. Ainult osalise dige vastuse eest, kui selles esineb nii 48° kuika 114°,
anda 1 punkt. Ainult téieliku voi osalise 6ige vastuse eest, kus kraadimérgid
on puudu, aga mis kraadimarkide olemasolul védariksid vahemalt 1 punkti,
anda 1 punkt.

3. o

Tahele pandud, et tabelis oleva 18 arvu summa peab olema ar-
vu 6 kordne:

Ammendavalt pohjendatud, miks arvude 1, 2,...,19 seast tuleb
vdlja jdtta just arv 4:

Leitud iihes veerus (reas) olevate arvude summa 31 (62):
Arvutatud kahe esimese veeru puuduvate arvude summa 28:
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Ip



o Taidetud tabel Gigesti: 2p

Ainult molema osa dige vastuse (28 ja tabel joonisel 5) eest ilma selgitusteta
anda 3 punkti, ainult a-osa dige vastuse eest 1 punkt ja ainult b-osa tdieliku
oOige vastuse eest 2 punkti.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1. Anname kahe erineva lahenduskaigu puhuks eraldi skeemid.

Skeem lopunumbrite analiiiisil pohinevale lahendusele.

o Pdhjendatud, et otsitavad arvud on paaris: 1p
o Pdhjendatud, et otsitavate arvude viimane number on 6: 2p
o Leitud vdhemalt 9 esimest 4-ga jaguvat arvu, mis lopevad 6-ga: 1p
o Ldbivaatuse teel voi muul viisil ammendavalt pohjendatud, et
sobivad vaid 56, 116 ja 176: 3p

Skeem 60 -ga jaguvate arvude leidmist kasutavale lahendusele.

o Selgitatud, et otsitavad arvud on parajasti sellised, millest 4 vorra

suuremad arvud jaguvad 3-ga, 4-gaja 5-ga: 3p
Sealhulgas:

e Viide esitatud ainult iihesuunaliselt, nt ,otsitavatest arvu-
dest 4 vorra suuremad arvud jaguvad 3-ga, 4-gaja 5-ga‘“: 2p

o Vidhima iihiskordse abil jareldatud, et otsitavad arvud on selli-
sed, millest 4 vorra suuremad arvud jaguvad 60-ga: 2p
o Leitud kolm vdhimat 60-ga jaguvat naturaalarvu: 1p
o Leitud kolm vdhimat noutud omadusega naturaalarvu: 1p

Ainult tédieliku dige vastuse (56, 116 ja 176) eest ilma selgitusteta anda
1 punkt.

2. o Ammendavalt kdsitletud juht, kus E on paaris: 3p
Sealhulgas:
e Mairgitud, et {ihelistest kiimnelistesse ega sajalistest tuhan-
delistesse ei teki iilekannet: I1p
o Ammendavalt kidsitletud juht, kus E on paaritu: 3p
Sealhulgas:
e Mairgitud, et nii tihelistest kiimnelistesse kui ka sajalistest
tuhandelistesse tekib iilekanne: 1p
o Tehtud bige 16ppjareldus: 1p

Ainult dige vastuse (ei) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

3. o Kasutatud diagonaali AC poolt eraldatud kolmnurki eesméargiga
avaldada iilesandes jutuks olevaid pindalasid: 2p
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4,

o

o

Mairgatud, et kolmnurga ACK pindala on 2 korda vdiksem kui
kolmnurga BCK pindala (v6i 3 korda védiksem kui kolmnurga
ACB pindala):

Mairgatud, et kolmnurga ADL pindala on 3 korda vdiksem kui
kolmnurga ACL pindala (voi 4 korda vdiksem kui kolmnurga
ACD pindala):

Koostatud oige lineaarvorrandisiisteem, millest saab arvutada
vajalikud pindalad:

Vorrandisiisteem oigesti lahendatud:

Saadud bige l6ppvastus:

Ip

Ip

Ip
Ip
Ip

Uhiku puudumise vdi vale tihiku korral I6ppvastuses anda viimase rea jérgi
0 punkti.

Ainult Gige vastuse (868 cm?) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt, iihiku
puudumise voi vale tihiku korral anda 0 punkti.

o

o

o

o

Mirgitud, et otsitavad arvud koosnevad numbritest, mis 180-
kraadisel pooramisel jddvad iseendaks:

Leitud koik 5 numbrit, mis 180-kraadisel pééramisel jddvad ise-
endaks:

Selgitatud, et esimese numbri valikuks on 4 véimalust:
Selgitatud, et jargmisest kolmest numbrist igaiihe valikuks on
5 voimalust:

Arvutatud 6ige l6ppvastus:

2p

Ip
Ip

Ip
2p

Ainult dige vastuse (500) eest ilma selgituseta anda 1 punkt. Oige vastus alg-
arvude astmete korrutisena (22 - 5°) lugeda samaviérseks kiimnendesituse-

ga.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 10. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Helli Juurma)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
- . . N LU ) ~. 64
o Uks arvudest teisendatud kujule 4728 (v6i 257 voi ' v/4 voi V2): 3p
o Teine arv teisendatud samale kujule: 3p
o Saadud tulemusest jareldatud dige vastus: 1p

Arvutusvigade korral anti punkte proportsionaalselt lahenduse osaga, mis
oli vigadest oluliselt mojutamata.

Ainult dige vastuse (niisama suur) eest ilma selgituseta anti 0 punkti.

2. (Joonas Jiirgen Kisel)
Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

S—wt
o Leitud kiirusega v joostud teepikkus kui ehk 0,55 — 6,4¢: 1p
. " . L ur—s S

o Leitud kiirusega v joostud aeg kui ehk 0,5t — 21 1p
s u(s—wt s 16,25 — 207,36

o Joutud vorrandini — = uls - wi) ehk - = ——: 2p
t ut—s t 16,2t —s

o Joutud vorrandini v* = uw ehk v* = 207,36: 2p

km
o Avaldatud vastus v = 14’4T: 1p

Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

Ulesanne oli lahendatud oodatust oluliselt kehvemini: vihesed lahendajad
suutsid koostada teksti pohjal sobiva vorrandi. Seevastu need, kes suutsid,
joudsid enamasti ka sihile. Kaugelt koige levinum viga oli eeldus, et keskmi-

ne kiirus avaldub tiksikute kiiruste keskmisena, mistottu koostati vorrand

16,2 + 12,8 . 16,2+ v+12,8 . .
—————— VOi v = — 5 mis andsid molemad vastuseks

k
14,5 Tm . Selline eeldus kehtiks ainult siis, kui kdik kolm etappi oleks kestnud

v =

km
sama kaua. Kui aga néiteks liikuda 125 tundi kiirusega BT ja 3 tundi kii-
km
rusega IOOOT, siis ldbitakse 128 tunni jooksul 4000 km, mis annab kesk-

km
miseks kiiruseks SI’ZST’ ehkki 8 ja 1000 aritmeetiline keskmine on 504.
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Moned lahendajad leidsid hoopis kiiruste 16,2 ja 12,8 harmoonilise kesk-
218

mise 14% , mis vastab eeldusele, et Juku oleks iga kiirusega joostes ldbinud

vordse vahemaa.

. (Urve Kangro)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

+
o Mari tehtavjagamistehe @ tildkujul korrektselt vilja kir-
m+2v

jutatud: 1p
o Leitud iildkujul jagatis ja voimalik jazk 20 3p
o Pandud kirja tingimus 2v% < 1000 + 2v: 2p
o Leitud suurim voimalik vanus: 1p

Kui millegi muu eest punkte ei saanud, siis dige vastuse eest ilma pohjen-
duseta (voi puuduliku pohjendusega) sai 1 punkti. Samuti sai 1 punkti 6i-
ge jadgi leidmise eest ilma pohjenduseta (niditeks proovimise teel). Lihtsalt
mingite juhtude proovimise eest, kui sellest ei tehtud tihtegi diget jareldust,
punkte ei saanud.

See tilesanne oli ootamatult raske. Enamuses toddes oli jagamistehe kor-
rektselt kirja pandud, aga sellega ei osatud midagi edasi teha. Kiill vord-
sustati seda nulliga, kiill Mari vanuse voi Mari poolt moeldud arvuga vms. Jai
mulje, et umbes pooled opilased ei teadnud, mis on jidgiga jagamine. Vahel
taandati murd enne jadgiga jagamist, aga sel juhul tuleks saadud jaédk hiljem
labi korrutada selle arvuga, millega taandati. Samuti valmistas raskusi aru-
saamine, et see jadk voib soltuda Mari vanusest (sest seda Jiiri teadis), aga
mitte Mari poolt méeldud arvust.

Mitmetes té6des oli lihtsalt arvutatud erinevate vanustega ja/voi erinevate
Mari poolt méeldud arvudega. Aga kui meil néiteks kahe erineva Mari poolt
moeldud arvu ja sama vanusega tuleb sama jdik, siis see veel ei toesta, et
sama jadk tuleb kdikvoimalike Mari poolt méeldud arvudega. Reeglina sel-
lised lahendused said 0 punkti, v6i 1 punkti, kui jagamistehe oli ka tildkujul
kirja pandud. Lahendamiseks on igal juhul vaja {ildkuju, sest pole moeldav,
et jouaks 1abi arvutada koikvoimalike neljakohaliste arvudega ja kdikvoima-
like vanustega.

Palju esines ka arvutusvigu ja vigaseid lihtsustusi, nditeks taandati dra mur-
ru lugejas voi nimetajas ks liidetavatest. Arvutusvea eest reeglina kaotati
1 punkt, aga vigane lihtsustus muutis lihtsalt edasise lahendamise voima-
tuks.

. (Maksim Ivanov)

Erinevate lahenduste hindamiseks kasutati kaht eri skeemi; iga skeemi pu-
hul selles mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnaste lahenduste jaoks.
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o Pohjendatud, et mdlemad otsitavad naturaalarvud on kolmeko-

halised ja algavad numbriga 9: 1p
o Otsitavad arvud esitatud mingite numbrite a, b, ¢ ja d korral

kujul 900 + 10a + b ja 900 + 10c + d: 1p
o Koostatud teksti jargi vordused 900 + 10a + b+ 9 + ¢ + d = 1000

ja 900 + 10c + d + 2(9 + a + b) = 1000: 1p
o Koostatud vordustest jareldatud seos 8a — b = 9(c + 1): 1p
o Lahendus korrektselt 1dpule viidud: 3p

Sealhulgas ziirii lahendusega sarnaselt jdtkuva lahenduse pu-
hul:

e Jareldatud, et a + b jagub 9-ga: 1p

e Pohjendatud, et juhtudel a + b = 0 ja a + b = 18 ei leidu
sobivat naturaalarvude paari: 1p

e Juhul a + b =9 leitud ainus sobiv paar (981, 964): 1p

o Sealhulgas alternatiivselt jédtkuva lahenduse puhul:

e Pohjendatud, et number a peab olema 7, 8 voi 9: 1p

e Pohjendatud, et juhtudel a = 7 ja a = 9 ei leidu sobivat
naturaalarvude paari: 1p

e Juhul a = 8 leitud ainus sobiv paar (981, 964): 1p

Kui otsitavad arvud olid mingite numbrite a, b, c, d, e ja f korral esi-
tatud kujul 100a + 10b + ¢ ja 100d + 10e + f ning koostatud vordustest
100a+10b+c+d+e+ f = 1000 ja 100d + 10e + f +2(a+ b + ¢) = 1000 oli
jareldatud vordus 8b — ¢ = 9e +99d — 98a, siis selle eest anti kokku 2 punkti.

Skeem ziirii lahendusega 2 sarnaste lahenduste jaoks.

o Leitud otsitavate naturaalarvude suuruse alam- ja tilempiirid: 2p
Sealhulgas:
* Pohjendatud, et esimene arv ei ole vdiksem arvust 973: 1p

Korralikult kirjeldatud ldbivaatuse skeem (st kuidas esimese arvu
voimaliku véadrtuse korral arvutada vastav teine arvja kontrollida
selle sobivust): 2p
o Lébivaatuse skeem rakendatud nt esimese arvu kdikide voimali-
ke védrtuste korral: 2p
o Jareldatud, et vaid iiks naturaalarvude paar (981, 964) rahuldab
tilesande tingimusi: 1p
Oige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.
. (Hendrik Vija)
Anname kaks eraldi skeemi erinevate ldhenemistega to6de hindamiseks.

Ziirii lahendusega 1 sarnaste lahenduste allpool méirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.
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o Leitud, et CX on kolmnurga AA'B keskloik, kolmnurgad A’ AB
ja A'CX on sarnased voi midagi analoogset: 3p

Sealhulgas (kui on kasutatud sarnaseid voi vordseid kolmnurki):

¢ Kolmnurkade sarnasuse voi vordsuse tunnuse iiks element

pohjendatud puudulikult: 2p
1
o Jareldatud, et |CX| = §|CD| voi midagi analoogset: 2p
o Sealhulgas (kui on kasutatud sarnaseid kolmnurki):
e Viidetud pohjenduseta, et sarnasustegur on 2: 1p
o Lahendus lopule viidud: 2p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste lahenduste allpool méirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Toestatud, et C on kolmnurga A'BD mediaanide 16ikepunkt: 5p
o Lahendus l6pule viidud: 2p

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta punkte ei antud, sest diget vastust
oli vdga lihtne kasvdi joonlauaga mdodtes leida.

Ulesande raskusaste osutus parajaks ning leidus rohkelt ilusaid tiislahen-
dusi, kuid kahjuks oli hulganisti komistuskive, mis ei voimaldanud paljudel
opilastel selles iilesandes endast parimat anda.

Paljudel dpilastel oli raskusi korrektse joonise koostamisega {ilesande jaoks.
Sageli oli punkti C suhtes peegeldamise asemel peegeldatud punkti A hoo-
pis néiteks {ile kiilje CD. Samuti oli tiilipveaks rodpkiiliku tippude valesti
tdhistamine. Selleks, et ABCD oleks ro6pkiilik, peavad kehtima tingimused
AB | CD ning AD | BC ning see on voimalik vaid siis, kui tipud A, B, C, D
asuvad roopkiilikul tapselt selles jarjekorras. Teisisonu peavad A ja C olema
kindlasti r66pkiiliku vastastipud.

Kuid ka siis, kui korrektne joonis sai koostatud, astuti vahel &mbrisse. Mo-
ned 6pilased mootsid tilesande vastuse jooniselt, kasutades selleks joonlau-
da voilahenduspaberil olevaid tépikesi. See aga ei toesta midagi iildise juhu
jaoks, vaid annab (ligikaudse!) vastuse vaid tihe konkreetse rodpkiiliku pu-
hul. Samuti jaeti mitmel juhul méni jooniselt tehtud tdhelepanek téestama-
ta, nditeks viideti ilma piisava pohjenduseta, et X on loigu CD’ keskpunkt
(vt lahenduse 3 joonist). Need toestused aga enamasti moodustasid pohiosa
lahendustest, nii et sellised puudujddgid pohjustasid suuri punktikaotusi.

Uks eksimus, mille eest punkte maha ei voetud, kuid mida soovitan siiski
edaspidi tdhele panna, on kolmnurkade tippude dige jarjestus kolmnurkade
vordsusest/sarnasusest radkimisel. Nditeks Ziirii lahenduses 1 on kolmnur-
gad A'AB ja A'CX sarnased, kuid kolmnurgad A'BA ja A'CX sarnased ei
ole.

. (Martin Rahe)

Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.
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o

Leitudd =12, b=24jaa+ c = 26:
Sealhulgas:

e Eeldatud neid arve ilma toestuseta, leitud need vigasel mee-
todil voi korrektselt leitud ainult osad arvud:
Pohjendatud, et Carmeni postitusele saab jargneda ainult Ardi
postitus:
Jareldatud (pohjendatult), et a = 13:

Pohjendatud, et Ardi postitusele saab jargneda ainult Beni pos-
titus:

Naidatud, et Ardi ja Deivi postitusi on kokku rohkem kui Beni
omasid, mistottu neist igale ei saa jairgneda Beni postitus:

Jéareldatud (pdhjendatult), et Ardi postitus peab olema viimane:

2p

Ip

Ip
Ip

Ip

Ip
Ip

Ulesanne osutus oodatust keerulisemaks ning tdislahendusi voi peaaegu
tdielikke lahendusi oli vdga vihe.

Suur hulk lahendajatest olid korrektseltleidnud d, b ja a+c vairtused. Edasi
olid paljud lahendajad iiritanud konstrueerida mingi konkreetse postituste
jarjestuse, mis vastaks iilesande tingimustele. Kuna nendes lahendustes ei
olnud poéhjendatud, miks nende leitud konstruktsioon on ainudige (mida
ei saa ndidata, kuna 6igeid konstruktsioone on mitu), siis sellised lahendu-
sed said tldjuhul vdhe punkte. Levinuim selline konstruktsioon oli jarjes-
tuse CABDB kordamine 12 korda.

Osad lahendajad olid ka dige vastuse dra arvanud ilma mingite pohjendus-
teta voi vddrate pohjendustega. Sellised t66d said 1 punkti.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 11. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Raul Kangro)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tuletatud vdhemalt {iks ainult kahe muutujaga vorrand: 1p
o Ulesanne taandatud kahe tundmatu ja kahe vorrandiga siistee-

mi lahendamisele: 1p
o Korrektselt teisendatud iihe tundmatuga vorrandiks: 1p
o Vorrand korrektselt lahendatud: 1p
o Voorlahendid vilistatud: 1p
o Summa leidmiseks vajalikud liidetavad leitud: 1p
o Loppvastus sobivalt lihtsustatud kujul esitatud: 1p

Viimase rea eest saadi punkte ka siis, kui kordajate summa oli esitatud
moistlikult lihtsal kujul mitte rohkem kui kahe tundmatu kaudu. Oige vas-
tuse eest ilma pohjendusteta punkte ei antud.

2. (Toomas Tennisberg)
Anname kaks eraldi skeemi erinevate l1dhenemistega t66de hindamiseks.

Ziirii lahendustega sarnaste mottekdikude allpool méirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

o Koostatud kombinatsioonide arvude suhtes vorrand, mis vastab

tilesande piistitusele: 5p
Sealhulgas:

» Koostatud vorrand, kus osa liikmetest on selgelt dige vor-
randi osad: 4p

o Ndidatud (nditeks vorrandi lahendamise kdigus) et 12 sobib vas-
tuseks: 1p

o Ndidatud (nditeks vorrandi lahendamise kédigus) et muud arvud
peale 12 vastuseks ei sobi: 1p

Toendosusteoreetilise lahendusega sarnaste mottekdikude allpool mdrgitud
osade eest antud punktid summeeriti.

o Mairgitud, et tilesandes piistitatud stindmused on vastandsiind-

mused ning seetdttu P(suurim on) + P(suurim ei ole) = 1: 3p
o Tuletatud vorrand, mis kasutab dra saadud tulemust: 2p
Sealhulgas:
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e Tuletatud vorrand, kus osa lilkkmetest on selgelt dige vorran-

di osad: 1p

o Ndidatud (niiteks vorrandi lahendamise kdigus) et 12 sobib vas-
tuseks: 1p

o Ndidatud (néiteks vorrandi lahendamise kdigus) et muud arvud
peale 12 vastuseks ei sobi: 1p

Ainult 6ige vastuse eest ilma iihegi tdiendava selgituseta anti 1 punkt.
Ulesanne osutus vordlemisi lihtsaks. Suur osa dpilastest taipasid, et {iles-
annet saab timber tdlgendada tdendosusteoreetilise iilesandena, kuna kogu
voimaluste arv on molemal piistituses pakutud juhul sama. Sealt edasi ka-
sutati dra fakt, et tdendosus n palli hulgast m palli valimisel saada mingi
kindel pall on %, kust tuletati vorrand, millest jareldati n = 12. Tiidipili-
sed vadrvastused olid n = 9 (moistetud, et voimaluste arv valida kolm palli
nii, et suurima numbriga pall on nende hulgas, on kolm korda vdiksem voi-
maluste arvust votta kolm mistahes palli) ning n = 4 (sassi aetud, kumb
voimaluste arv on teisest kolm korda suurem).

. (Aleksandr Sved)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Lahendatud iilesande a-osa: 4p
Sealhulgas:
e Leitud diskriminandi ruutjuur (lihtsustatud kujul ehk sulud
avatud): Ip
o Lahendatud tilesande b-osa: 3p
Sealhulgas:
e Leitud diskriminandi ruutjuur (lihtsustatud kujul ehk su-
lud avatud) vo6i mérgatud, et molemad arvud peavad olema
paaris: 1p
Ainult 6ige vastuse eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

. (Hdrmel Nestra)
Anname kaks eraldi skeemi erinevate ldhenemistega to6de hindamiseks.

Ziirii lahendusega 1 sarnaste méttekéikude allpool méirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Esitatud kaalutlus, mille jargi peab tahvlil olev arv koosnema

viiest suurimast numbrist: 2p
o Esitatud kaalutlus, mille jargi peab tahvlil olema vdhim neist

numbritest moodustatud arv: 4p
o Toodud dige vastus: 1p

Edasiviivate motete eest vdis skeemi teise rea jargi saada tiksikuid punkte.

Ziirii lahendusega 2 sarnaste méttekdikude allpool méirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.
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o Avaldatud Juku arvutatav summa kujul (1) voi ilmselgelt sama-

vadrsel kujul: 3p
Sealhulgas:

¢ Leitud koigi timberjarjestuste summa avaldise kujul, kus pa-
rameetriteks arvus esinevad numbrid: 2p

o Pohjendatud (nt iimberpaigutusvorratusega), et suurima sum-
ma korral on arvu numbrid kasvavalt jdrjestatud: 2p

o Mairgitud, et suurima summa saamiseks tuleb kasutada viit suu-
rimat numbrit: 1p
o Toodud dige vastus: 1p

Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

Skeemi 2 teise rea eest anti punkte ainult juhul, kui imberpaigutusvorratust
oli nimeliselt viidatud, sest tegu ei ole koolis dpitava teadmisega ja vaikiva
kasutamise korral pole selge, kas opilane teadis seda matemaatilist fakti voi
oletas kohutunde jargi, et selline jareldus voiks kehtida.

Viie suurima numbri kaalutluse eest anti teises skeemis 1 punkt vdhem
kui esimeses skeemis, sest lahenduse 2 kontekstis on ilmsem, et suuremad
numbrid annavad suurema timberjérjestuste summa.

Hindamine oli selles iilesandes tavatult leebe. Skeemi 1 jargi vois tdispunk-
tid saada isegi iihelauselise lahenduse eest, mis skeemi kahel esimesel real
olevad kaalutlused ilma tdiendava pohjenduseta vilja tdi. Selline hindami-
ne polnud kiill tilesande koostamisel plaanis, kuid t6id lugedes ilmnes, et
mujale piiride tombamine oleks liiga meelevaldne.

. (Artur Avameri)
Anname kaks eraldi skeemi erinevate lidhenemistega todde hindamiseks.

Ziirii lahendusega 1 sarnaste lahenduste allpool méirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.
o Tehtud kasulikke tdhelepanekuid nelinurgas ANOK (nt tdomma-
tud tks selle nelinurga diagonaalidest ja arvutatud saadud neli-
nurgas nurki, avaldatud nurga ANK tangens mingil moel neli-
nurgas ANOK sisalduvate 16ikude pikkuste kaudu vms): 1p
o Edasi pandud tdhele, et ANOK on kodlnelinurk, voi mérgatud
kolmnurkade APK ja KPO sarnasus ja nurkade vordsus (kus P
on loikude AO ja NK 16ikepunkt): 2p
o Lahendus edukalt I16pule viidud: 4p
Ziirii lahendusega 2 sarnaste lahenduste allpool méirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.
o Tehtud kasulikke tdhelepanekuid nelinurgas ANOK (nt tdmma-
tud ks selle nelinurga diagonaalidest ja arvutatud saadud neli-
nurgas nurki, avaldatud nurga ANK tangens mingil moel neli-
nurgas ANOK sisalduvate 16ikude pikkuste kaudu vms): 1p
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o Edasileitud siinusteoreemi abil kolmnurgas KLN 16igu NK pik-
kus nurga ANK jaringjoone raadiuse kaudu: 2p

o Lahendus edukalt 16pule viidud: 4p
Uldiselt anti vihegi sobivalt kirja pandud lahenduste eest tdispunktid, kuid
pisivigade/puudulike pohjenduste eest voeti 1 punkt maha.
Viga paljud lahendajad eeldasid, et iilesandes antud nelinurk peab olema
ruut (voi romb) ning lahendasid sel juhul iilesande siimmeetriakaalutlustel.
Kuna selline ldhenemine ei aita lahendada tegelikku {ilesannet, siis selle eest
punkte ei antud. Need, kes piilidsid seda eeldust ,tdestada‘, t6id {ildjuhul
pohjenduseks, et ,tangens on defineeritud vaid tdisnurkses kolmnurgas®,
voi et ,muul juhul ei saa sobivat ringi nelinurga sisse joonistada“. Tasub
meeles pidada, et tangens on defineeritud suvalise nurga korral peale 90°
paaritute kordsete ega ole seotud konkreetse kolmnurgaga ning sisering-
joont omavad nelinurgad voivad vilja nidha véga erisugused (vt nt ametliku
lahenduse jooniseid).
Peamiseks takistuskiviks tilesande lahendamisel kujunes ebatédpse/ebatéie-
liku joonise tegemine, mille pdhjal polnud voimalik tdhelepanekuid teha.
Kui teha suur, tdpne, ruudust erinev joonis ning lisada sellele nelinurga
ANOK diagonaalid, muutub iilesande lahendamine oluliselt lihtsamaks.

. (Richard Luhtaru)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Oige vastus: 1p

o Leitud niide, kus eesel vahetab n korda suunda: 2p

o Toestatud, suunavahetuste arv ei saa olla suurem kui n: 4p
Sealhulgas:

e Mirgatud, et eesel saab suunda vahetada ainult porgandi

asetamise voi porgandi s66mise hetkel, mida juhtub kokku

2n korda: 2p
Hindamisskeemi kolmanda rea eest anti 1 punkt juhul, kui oli kirjas vdide
»uks porgand saab pohjustada maksimaalselt iihe suunavahetuse“ voi mi-
dagi sarnast. 1 punkti vois teenida ka siis, kui oli olemas mingi tdestuse idee
alge.
Ainult dige vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.
Valdav enamus opilasi kasutas nditena strateegiat, kus Shrek asetab porgan-
di eesli taha, ootab, kuni eesel porgandi dra s66b, ja kordab protsessi. Méoned
opilased leidsid niite, kus Shrek asetab kohe alguses koik porgandid arv-
teljele (kdigepealt iiks porgand ja siis kahekaupa), selle ndite puhul oli aga
keerulisem pohjendada, miks eesel n korda suunda vahetab, ja reeglina oli
vaja eraldi uurida paaris ja paaritut juhtu. Kui strateegia polnud selge (nii-
teks kas eesel so6b porgandi enne uue porgandi asetamist) voi oli keeruli-
sema strateegia analiitis puudulik, siis sai hindamisskeemi teise rea eest 0-1
punkti.
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Kuigi nédite leidmisega said paljud 6pilased hakkama, siis maksimaalsust {iri-
tasid tdestada vidhesed. On raske elda, kas pohjuseks oli see, et opilased
ei teadnud, et maksimaalsuse toestamiseks ei piisa ainult ndite leidmisest,
voi oli toestus opilaste jaoks liiga keeruline. Samuti tekitas tihti segadust
see, et vastust oodati soltuvana parameetrist n: paljud opilased kirjutasid
vastuseks ,l0pmatus” voi ,suurim positiivne tdisarv“. Voimalik, et kui para-
meetri n asemel oleks olnud tilesandes moni konkreetne arv (naiteks 1000),
siis oleks segadust vdhem olnud.
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Eesti 69. matemaatikaoliimpiaad

2. veebruar 2022 Piirkonnavoor 12. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1.

(Julia Polikarpus)

Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude allpool mérgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Oigesti koostatud lineaarvorrand iihe iilesandes kirjeldatud suu-

ruse leidmiseks koos ammendava selgitusega: 4p
o Vorrand oGigesti lahendatud: 1p
o Vorrandi lahendi abil arvutatud Petsi kuulide koguarv ja vastast

tabanud Petsi kuulide arv: 1p
o Tehtud bige 16ppjareldus: 1p

Ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekiikude allpool mirgitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Koostatud iilesandes kirjeldatud suuruste omavahelistest seos-
test lineaarvorrandisiisteem, millest on voimalik leida Petsi kuu-

lide koguarv voi vastast tabanud Petsi kuulide arv: 3p
o Leitud sellest vorrandisiisteemist kas Petsi kuulide koguarv voi

vastast tabanud Petsi kuulide koguarv: 2p
o Leitud teine neist kahest suurusest: 1p
o Tehtud bige 16ppjareldus: 1p

Arvutusvigade korral anti punkte proportsionaalselt lahenduse osaga, mis
oli vigadest oluliselt mojutamata.

Ainult 6ige vastuse (30) eest ilma selgituseta anti 1 punkt.
(Andres Talts)

Lahenduse allpool méargitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Vorrandi parem pool digesti timber kirjutatud geomeetrilise rea

summa valemi abil: 3p
o Saadud vorrand teisendatud samavéirseks ruutvorrandiks: 2p
o Ruutvorrand digesti lahendatud: 1p
o Tehtud 6ige 16ppjareldus: 1p

Kui geomeetrilise rea summa valemi rakendamisel polnud kontrollitud, et
tegur on absoluutvadrtuselt viiksem kui 1, siis anti skeemi esimese rea jargi
1 punkt vdhem.
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Arvutusvigade korral anti punkte proportsionaalselt lahenduse osaga, mis
oli vigadest oluliselt mojutamata.

b/
Ainult dige vastuse (60° voi —) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt, kraadi-

margi puudumisel 60 jédrelt anti 0 punkti.

. (Sandra Schumann)
Ziirii lahendusega sarnaste lahenduste allpool mérgitud osade eest antud
punktid liideti.
o Ndidatud, kuidas kolme tehtemérgiga on voimalik tulemus saa-
vutada, ja toodud vilja vajaminevate tehtemarkide arv 3: 1p

o Toestatud, et 0 tehtemdargiga ei ole néutud tulemus voimalik
ja/voi toodud vélja, et esitatav tdisarvu neljas aste loppeb num-

briga 0 voi 6: 1p

o Naidatud, et 1 plussmaérgiga ei ole noutud tulemus voimalik: 1p

o Nadidatud, et 1 miinusmaérgiga ei ole néutud tulemus voimalik: 1p

o Nadidatud, et 2 tehtemaérgiga ei ole noutud tulemus voimalik: 3p
Sealhulgas:

e Tdestus vdikeste puudujidkidega: 2p

Ulesanne osutus ootuspéraselt keeruliseks. Hindamine oli leebe 1 punkti
andmise osas, kui vajaminevad tehtemargid olid vdhemalt digesti kokku loe-
tud ja néide leitud, kuid tipris range tdispunktide andmise osas. Kahe tehte-
maérgi variandi voimatuse nditamine on tilesande iiks keerulisemaid osi.

Moned opilased olid iilesannet valesti moéistnud ja jatnud vaatluse alt val-
ja voimaluse, et monede neljade vahel ei ole tehtemérke. Idee eest, et Juku
voiks kirjutada iihe neljadest tahvlile kohe astendajana, punkte ei saanud.

. (Oleg Kosik)

Erinevate ldhenemistega t6dde hindamiseks kasutati kaht eraldi skeemi.
Kummagi skeemi kasutamisel lahenduse allpool mirgitud osade eest antud
punktid summeeriti.

Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnastele mottekdikudele.

o Esitatud vorrand kujul 32 - 3%72 + 4% . 472 = 52 . 5772, 2p
o Margitud, et x = 2 on lahend: 1p
o Kisitletud juht x > 2: 2p
o Kisitletud juht x < 2: 2p

Skeem ziirii lahendusega 2 sarnastele mottekdikudele.

o Esitatud vorrand kujul 0,6* + 0,8* = 1 (voi analoogsel kujul, kui
algse vorrandi molemad pooled jagati suurusega 3* voi 4%): 2p
o Margitud, et x = 2 on lahend: 1p
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o Tuginedes funktsiooni kahanemisele v6i kasvamisele pohjenda-
tud, miks rohkem lahendeid ei leidu: 4p
Punkti tdhelepaneku eest, et x = 2 on lahend, ei antud juhul, kui lisaks vii-
deti, et mingi muu arv sobib veel lahendiks ning puudus seejuures arvuline
kontroll x = 2 sobivuse kohta.

Ainult viite eest, et x > 2 korral on 5 alati suurem ning x < 2 korral on
5% alati viiksem, punkte ei antud, sest matemaatikaoliimpiaadil tuleb vii-
detele esitada ka matemaatiliselt korrektsed pohjendused. Seejuures graa-
fik selliseks pdhjenduseks ei sobi, sest graafik on koigest illustratsioon, mis
konstrueeritud iiksikute andmepunktide péhjal, ning graafik tiksi tildjuhul
midagi ei toesta. Kiill voib see aidata mottekdike visualiseerida voi pakkuda
lahendajale ideid toestuse jaoks.

Kuigi tilesandes kiisiti lahendeid koigi reaaarvude hulgast, piirduti mitnes
to0s liksnes naturaal- voi tdisarvuliste x véadrtustega, vottes kasutusele néi-
teks Fermat’ suurt voi véikest teooremi. Kahjuks oli sellistest mottekdikudest
iildjuhul vdhe kasu reaalarvuliste lahendite otsimisel, mistottu polnud voi-
malik ka punkte nende eest anda.

. (Karl Paul Parmakson)

Kasutame hindamisskeemis Ziirii lahenduste tdhistusi. Lahenduse allpool
margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Lahendatud a-osa: 3p

Sealhulgas geomeetrilise ldhenemise puhul:
e Mairgitud, et 16igu AB keskpunktist K ldhtuvate puutujaldi-

kude AK, BK, CK pikkused on vordsed: 1p
e Jareldatud, et K on kolmnurga ABC timberringjoone kesk-

punkt: 1p
e Thalese teoreemi pohjal jareldatud, et kolmnurk ABC on

tdisnurkne: 1p

Sealhulgas nurkade arvutamisega liihenemise puhul:
e Mairgitud, et vordhaarse kolmnurga CO; A alusnurga ja nur-

ga CAB suuruste summa on 90°: 1p

e Niidatud, et ZCAO; + ZCAO, = 90°: 1p

e Jireldatud, et ZACB = 90°: Ip

o Lahendatud b-osa: 4p

Sealhulgas geomeetrilise ldihenemise puhul:

e Leitud 16igu AB pikkus: 1p

¢ Leitud kolmnurga ABC kiiljele AB toetuv korgus: 2p

e Arvutatud oige vastus: 1p

Sealhulgas trigonomeetrilise liihenemise puhul:
e Siinusteoreemi voi koosinusteoreemi abil arvutatud ABC
pindala kujul S = r,721/(1 — cos ZAO,C)(1 — cos ZBO,C): Ip
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e Niidatud, et S = ryrp sin ZBO,C: 1p
* Leitud tdisnurkse kolmnurga kaudu 16igu AB pikkus ning
seeldbi nurga BO,C siinus: 1p
e Arvutatud dige vastus: 1p
Ulesannet lahendati valdavalt hésti.

Ulesande a-osas paljud oOpilased arvasid, et kummagi ringi raadiused on
omavabhel risti, mitte et puutuja ja raadius on risti. Mitmed o6pilased piken-
dasid 16ike O; A ja BC ning viitsid, et ldikepunkt asub ringjoonel, millest
triviaalselt 1ahtub a-osa védide. Loikepunkti asumine ringjoonel on aga mit-
tetriviaalne.

Ulesande b-osas osutus keeruliseks ringide kesknurkade siinuste arvutami-
ne ning sarnaste kolmnurkade abil kolmnurga ABC kiiljele BC toetuva kor-
guse avaldamine.

Vastuse eest ilma selgitusteta oli ette ndhtud 1 punkt, kuid tikski dpilane ei
saanud oiget vastust ilma dige lahenduskédiguta.

. (Kaur Aare Saar)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Toodud nédide a-osa jaoks, mis vastab tilesande tingimustele: 2p
o Toodud nidide b-osa jaoks, mis vastab iilesande tingimustele: 5p

Kui nditena oli toodud {iilesande tingimustele vastav kate, mis ruudu jaoks
oli astimmeetriline (nt erinevate ruudu kiilgede jaoks erinev arv seal paik-
neivad tippe) ja ei olnud nédidatud, et kuus sellist ruutu saab tdepoolest pai-
gutada kuubi tahkudele nii, et erinevate tahkude kattehulknurkade tipud on
kohakuti, siis lahutati tulemusest 1 punkt.

Kui b-osajaoks oli lahenduses ruudu jaoks to6tav kate, kuid selle asiimmeet-
ria tottu ei saa sellistest ruutudest moodustada iilesande tingimustele vas-
tavat kuubi katet, siis sai b-osa eest vaid 1 punkti.

Ainult digete vastuste eest punkte ei antud.

Ulesande a-osa oli histi lahendatud, peamiselt jaotades iga tahu kaheks
vordhaarseks tdisnurkseks kolmnurgaks, kuid eksisteeris lahendusi ka suu-
rema arvu kolmnurkadega. Ulesande b-osa konstruktsiooni suutsid vélja
moelda iiksikud opilased, enamus neist analoogse konstruktsiooniga nagu
ziirii lahenduses.
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