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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga tilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta:
1-2-3-4-56-6—-(7-8))N=...........

2. Arvuta:
2021 43 2020 20

47 2021 101 © 2020

3. Sbites Karjakiilast Marjakiilla, markasid notsud rongi aknast teeviita ,Marja-
kiilla 66 km*“. Labinud rongiga veel 7 km, mérkasid nad teist teeviita , Karja-
kiilla 55 km*“. Mitu kilomeetrit tuleb rongiga soita, et jouda Karjakiilast Mar-
jakiilla?

4. Leia vdahim viiekohaline arv kujul *3#4 %, mille numbrid on kéik erinevad ja
mis jagub arvudega 3 ja 4. (Iga tidrn tuleb asendada ithe numbriga.)

5. Mitme erineva naturaalarvuga saab korrutada arvu 202,1 nii, et tulemuseks
on 4-kohaline naturaalarv?



10.

Tikkudest moodustatud kuusnurkade rea al- P e U

gus on ndidatud joonisel. Kokku on kasuta-
tud 2021 tikku. Mitu kuusnurka on reas?

NN\

Ruudu ABCD tipust C on tommatud 16ik, mis moo- D C
dustab nii diagonaaliga BD kui ka kiiljega AD nurga
suurusega «. Leia a.

Punktid A, B, C ja D asuvad iihel sirgel. Punkt X A B C D
on 16igu AB keskpunkt, punkt Y aga 16igu CD —o—o0—o0————o00—0—
keskpunkt. Leia 16igu XY pikkus, kui léigu AD X Y
pikkus on 21 cm ja léigu BC pikkus on 12 cm.

Kujund koosneb 8 itihesuurusest ruudust. Selle kujundi tim- n
berm66t on 9 cm. Leia selle kujundi pindala.

Joonisel on antud kuubi pinnalaotus, mille iiks tipp 6 5
on A ja iilejadnud tipud on tdhistatud arvudega
1 kuni 11. Milliste arvudega tédhistatud tipud iih- 8 7
tivad tipuga A, kui see pinnalaotus kuubiks kokku
voltida? 10 9

3 4
.................... 1 9

11 A



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga tilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Arvuta:
20+20-20-21-21+21 _

202 + 212

1,1 1
2. Leia arv, mis paikneb arvteljel arvude 3 ja > vahel ja on arvule 3 kaks korda

1
lahemal kui arvule 7"

5. Kahe T-sdrgi hinnad erinevad 20 euro vorra. Nende keskmine hind on 21 eu-
rot. Kui palju maksab neist odavam T-sérk?



10.

Kui suur osa koikidest neljakohalistest arvudest, mille numbriteks on 2, 0, 2
ja 1, jagub arvuga 4?

Joonisel on margitud viisnurga kolm tdisnurka ja 5
nurk suurusega 45° ning kolme kiilje pikkused sen-
timeetrites. Leia tdhega x tdhistatud kiilje pikkus. 4

9,5

Kolmnurga iiks kiilgedest on jaotatud loikudeks pik-
kustega 1 cm, 2 cm ja 3 cm. Leia tumedaks vérvitud
kolmnurga pindala, kui vdrvimata osade pindalade

summa on 7 cm?.

Kujund koosneb ruudust kiiljepikkusega 1 cm ja vee-
randringist raadiusega 1 cm. Leia tumedaks varvitud
osa tidpne pindala, kui nurga ABC suurus on 60°.

.......... B

Kuubi iiks tippudest on A. Kuubi mistahes kolm tippu on mingi kolmnur-
ga tippudeks. Kui palju on nende kolmnurkade seas selliseid, mille tiks tipp
on A ning mis asuvad tervikuna kuubi mingil tahul?



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

Iosa. Lahendamisaega on 40 minutit.
Sellele lehele kirjuta ainult vastused, lahendamiseks void
kasutada lisapaberit.
Iga tilesande 6ige vastus annab 2 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

2021 2020 2021 1 1 1
+ + jay= + - .
2020 2021 2022 2022 2021 2020

1. Leiax+ y,kui x =

4. Arvu 260 kolm erinevat algtegurit kirjutatakse tiksteise korvale nii, et moo-
dustuks voimalikest suurim arv. Leia see arv.

5. Poes oli kampaania: ostes kaks tdishinnaga T-sérki, saad odavama poole hin-
naga. Kampaania ajal osteti kaks tdishinnaga T-sédrki ja nende eest tuli maks-
ta kokku 40 eurot. Neist iihe tdishind oli 24 eurot. Leia teise ostetud T-sérgi
tdishind.



6.

10.

Korrapérase kolmnurga KLM tipud K ja L
asuvad ristkiiliku ABCD vastaskiilgedel AB
ja CD.Nurga BKL suurus on 99°. Kui suur on
joonisel tdhega a margitud nurk?

. Arvteljel on mérgitud arvude a, b ja ¢
v . a b c
asukohad. Jarjesta avaldised a+ ¢, b — a, ¢ ¢ i
ab ja a vadrtuse jargi alates vdikseimast. ; ; ; ; ; w e
¢ -1 -3 _1 _1 0 1 1
1 T2 T34 i 2
. Punktid A, B, C, D ja E asuvad {ihel ringjoo- D
nel, kusjuures ZABE = 30°, ZBEC = 50° ja E
ZECD = 25°. Sirged AC ja BD ldikuvad punk-
tis X. Leia nurga DX A suurus.
A
B
C

. Ruudu tiks vastastippudest tihtib ringjoone keskpunktiga ja teine asub ring-

joonel. Leia selle ruudu tipne pindala, kui ringi pindala on 227 cm?.

Kuubi iiks tippudest on A. Kuubi mistahes kolm tippu on mingi kolmnur-
ga tippudeks. Kui palju on nende kolmnurkade seas selliseid, mille iiks tipp
on A ning mis ei asu tervikuna kuubi tihelgi tahul?



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

Il osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oOige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Kolmeteistkiimneaastane Kevin sai sopradelt kolmekohalise arvu uusaasta-
tervitusi. Ta pani téhele, et isegi siis, kui tervituste arv oleks olnud 3 korda
suurem voi 200 vorra vdiksem, oleks see olnud ikka kolmekohaline. Lisaks
ta mirkas, et jagades saadud tervituste arvu oma vanusega, on tulemuseks
mingi tdisarvu ruut. Mitu uusaastatervitust sai Kevin?

2. Vordhaarse kolmnurga ABC alusel AB valitakse
punkt D nii, et |AC| = |AD|. Loigul CD valitakse
punkt P, haaral CB punkt Q ja alusel AB punkt R
nii, et |QB| = |RB| ning P asub 16igul QR. Haaral
CB valitakse veel punkt S nii, et RS ja CB on ris-
ti. Sirged CD ja RS loikuvad punktis T. Nurga BAC suurus on 38,5°. Leia
kolmnurga PRT nurkade suurused.

3. Ruutudesse kirjutatakse erinevad naturaalarvud 1 kuni v n
12 nii, et igas ruudus on tdpselt iiks arv ning koigis nel- 7 | 12
jas noolega nédidatud reas ja veerus on arvude summad P
vordsed. Uheski kahes sellises ruudus, millel on iihine +D | 1
tipp voi kiilg, ei ole arvude summa 8, 9 ega 10. Kolm ar-

vu on juba ruutudesse kirjutatud. o
a) Leiaarvud a ja b.

b) Kuidas tuleks tdita tithjad ruudud, et koik tingimused oleksid tdidetud?
Leia koik voimalused.



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass

Il osa. Lahendamisaega on 2 tundi.
Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.
Iga tilesande oOige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Pille ja Sille pidid kahe peale kokku tegema 220 kiipsist. Tegelikult tegi Pille
120% ja Sille 110% oma planeeritud kogusest ja niiiid olid nad kahe peale
kokku teinud 256 kiipsist.

a) Mitu kiipsist tegi Pille?
b) Kas on dige, et kui molemad oleks teinud 115% oma planeeritud kiip-
siste kogusest, siis kahe peale kokku oleks tehtud ikka 256 kiipsist?

2. Ristkiilikukujulisest paberilehest on vilja loigatud viis

2cm
iithesugust ristkiilikut. Joonisel on nédidatud paberile-
hest alles jidnud osa, mille nelja kiilje pikkused on 9
2 cm. Uhe viljaldigatud ristkiiliku kiilgede pikkused cm
erinevad teineteisest 7 cm vorra.
a) Leia esialgse paberilehe méotmed. 2cm 2 cm

b) Kas paberilehest alles jadnud osa pindala on suurem, vdiksem voi niisa-
ma suur kui iihe véljaléigatud ristkiiliku pindala?

3. Tahvlil on arvud 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ben valib kaks tahvlil olevat arvu, kus-
tutab need ja kirjutab juurde nende kahe arvu vdhima tihiskordse. Seejérel
valib Ben jélle mingid kaks tahvlil olevat arvu, kustutab need ja kirjutab juur-
de nende kahe arvu suurima iihisteguri. Edasi kordab Ben sarnaseid samme,
kusjuures juurde kirjutatavateks arvudeks on vaheldumisi kustutatud arvu-
de vdhim tihiskordne ja suurim {ihistegur. Nii jatkab Ben, kuni tahvlile jaab
vaid iiks arv. Leia:

a) suurim arv, mis saab 16puks tahvlile jadda;

b) vdhim arv, mis saab l6puks tahvlile jddda.



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

Il osa. Lahendamisaega on 4 tundi.

Ulesannete lahendused kirjuta eraldi lehele.

Iga tilesande oOige ja ammendavalt pohjendatud lahendus
annab 7 punkti. Ainult vastusest ei piisa!

Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

. Kas leiduvad sellised algarvud p ja g, et p* — g° = 122

. Vordus xz(y+ z) = yz(z— X) on t0ene muutujate x, y, z mingite positiivsete
vadrtuste korral. Leia koik voimalused, milline muutuja saab seejuures olla
neist kolmest vdhima viartusega.

. Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC]|. Tipu B juures oleva nurga poolitaja 16i-
kab kiilge AC punktis D.

a) Kas voib kindlalt viita, et kolmnurk ABD on vordhaarne, kui on teada,
et kolmnurk CBD on vordhaarne?

b) Kas voib kindlalt viita, et kolmnurk CBD on vordhaarne, kui on teada,
et kolmnurk ABD on vordhaarne?

. Anu ja Sipsik méngivad joonisel kujutatud ménguviljakul jargmist mén-
gu. Algul asub nupp koige ladnepoolsemal ruudul (joonisel tdhistatud mus-
ta ringikesega). Igal kdigul tohib kumbki méangija nuppu liigutada ldhimale
ruudule pdhja (N), kirde (NE), ida (E) v6i kagu (SE) suunas. Kaiakse korda-
mooda, alustab Anu. Méngija, kes ei saa kdiku teha, on kaotanud. Kas iihel
mangijaist on voimalik voita vastase iga vastuméngu korral ja kui jah, siis
kummal?




Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. a) Kas koordinaattasandil leidub korrapdrane hulknurk, mille koik tipud
on tdisarvuliste koordinaatidega?
b) Kas koordinaattasandil leidub hulknurk, mille koik tipud on tdisarvulis-
te koordinaatidega ja koik kiiljed vordse pikkusega, kuid mis pole korra-
pdrane?

1 1 1 1 (1 1
2. Muutujate a, b, c¢ suhtes kehtib seos —; - (— + —) =—- (— - —), kusjuures
a2 \b ¢/ b \c a

muutujate vadrtused on positiivsed reaalarvud. Avalda muutuja a muutuja-
te b ja ¢ kaudu voimalikult lihtsal kujul.

3. Leia positiivse tiisarvu p? + 239 vihim voimalik positiivsete tegurite arv, kui
on teada, et p on algarv.

4. Leia koik reaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

xy + 22 = x* + %,

yz + x% = y* + 2%,

zx + y* = 22 + X%
xyz =1

5. Olgu E ja F vastavalt kolmnurga ABC kiilgede AC ja AB keskpunktid. Loi-
kude BE ja CF pikkused on vordsed. Kas vaib kindlalt vdita, et kolmnurk
ABC on vordhaarne?

6. Olgu n positiivne tdisarv, n = 3. Korraparases n-nurgas margitakse voimali-
kult suur arv selliseid diagonaale, mis mujal kui 7-nurga tippudes omavahel
eiloiku. Leia vihim voimalik pikima margitud diagonaali otspunktide vahe-
le jaavate hulknurga kiilgede arv.



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga iilesande 6ige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1.

Loomade varjupaigas on ainult koerad, kassid, kiiiilikud ja hamstrid. Koe-
ri on seal 20 vorra vdhem kui kasse, kuid 15 vorra rohkem kui kiitilikuid.
Hamstreid ja koeri on kokku 45. Mingit kahte liiki loomi on varjupaigas kok-
ku niisama palju kui tilejadnud kahte liiki loomi kokku. Leia kdik voimalu-
sed, mitu looma vdib olla selles varjupaigas.

Sokolaadipoe igal ostutsekil on 9 numbrist koosnev kood (see vdib alata ka
nullidega). Mart arvab, et ostutSeki kood on 6nnelik, kui selles on vihemalt
kaks numbrit 9. Kért arvab, et ostutSeki kood on 6nnelik, kui selles leidub
kaks korvutiolevat numbrit, mille summa on 9. Kumma jaoks leidub rohkem
onnelikke ostutseki koode?

Kas leiduvad sellised tdisarvud x ja y, mille korral

20 21 2021
— 4+ — = 2

X y x+y

. Leia tiisarvuliste kordajatega mittenullpoliinoom, mille iiks juur on v/ 2+V/3.

Miirkus. Poliinoom on avaldis kujul a,x" + a,_1x"! + ... + a1x + ag, kus

an, an-1,..., ai, ap on arvud; neid kutsutakse poliinoomi kordajateks. Polii-
noomi juureks nimetatakse arvu x, mille korral poliinoomi védartus on 0.

Kolmnurgas ABC on kiilgede AC ja BC pikkused vastavalt 2 ja v/7. Ring-
joon diameetriga AB poolitab kolmnurga ABC tipust C tommatud korguse.
Leia kiilje AB pikkus.

Arvutamisoskuste oliimpiaadil antakse lahendada 6 iilesannet ja seal osa-
leb 360 opilast. Vasimatu hindamiskomisjon koosneb 6 liikmest, kellest iga-
iiks parandab mingi {ihe ja sama tilesande koigi osalejate voistlustoddes. On
teada, et esimese tilesande parandajal kulub iga t66 hindamiseks tiks mi-
nut, teise tilesande parandajal kaks minutit, kolmanda iilesande parandajal
kolm minutit jne. Et aga iga opilase t66 koosneb iihest paberist, millele ta on
lahendanud koik iilesanded, saab iga t66 olla korraga ainult iihe parandaja
kées. Kas on voimalik korraldada parandajate t66 nii, et iga parandaja alus-
tab parandamist kohe pérast voistluse 16ppu ja saab vahepeal puhkamata
oma iilesande koigis to6des dra hinnata? Eeldame, et t66de algne jaotami-
ne parandajate vahel ja nende {ileandmine iihelt parandajalt teisele aega ei
vota.



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 12. klass

Lahendamisaega on 5 tundi.
Iga tilesande oige ja ammendavalt pohjendatud lahendus annab 7 punkti.
Elektroonilised ega kirjalikud abivahendid ei ole lubatud.

1. Leia vorrandi
VX +x
VX -—x

6v/x

koik reaalarvulised lahendid.

2. Kas arv log, , 2 on suurem voi vdiksem arvust 0,72

4040 n4038

3. a) Toesta, et iga naturaalarvu n korral jagub arv n +o.+ni+l
arvuga e e

+

b) Kas véide jadb kehtima, kui esimesse avaldisse lisada liidetav n4042 ja

teise avaldisse liidetav n?%%1?

4. Milliste 1-st suuremate tdisarvude n korral leidub positiivsete tdisarvude
komplekt (ay,..., a,), kus vihemalt kaks arvu on erinevad ja iga kahe arvu
geomeetriline keskmine on selle komplekti mingite arvude (neid arve voib
olla rohkem kui kaks) aritmeetiline keskmine?

5. Korrapérase viisnurga kiiljed on diameetriteks ringjoon-
tele raadiusega 1 cm. Toesta, et viisnurga keskele jadva
viie ringjoone kaarega (joonisel jameda joonega) piira-

b4
tud kujundi pindala on (5 tan 54° — 5sin 72° — 5) cm?.

6. Vordkiilgse kolmnurga kujuline méngulaud kiiljepikkusega 2021 on jao-
tatud vordkiilgse kolmnurga kujulisteks véljadeks kiiljepikkusega 1. Algul
asub médngunupp iihes suure vordkiilgse kolmnurga tipus. Kui nupp asub
kahe tihise kiiljega vélja poolt moodustatud rombi teravnurkses tipus, siis
voib nupu kiia selle rombi vastastippu. Teistsugused kdigud pole lubatud.
Mitmesse erinevasse punkti on voimalik nuppu viia?



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 7 knacc

Tuacme. Bpewms, omeodumoe 05 pewierusi: 40 Mmunym.
Ha amom aucmke Hanucambo moavko omeemul, 0Jisk peuleHus,
MOJCHO UCNONB308AMb OONOAHUMENbHYI0 OyMazy.
Bepnuwiii omeem kasxcdoti 3adauu daém 2 b6aana.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblIe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLe NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

1. BuIUMCIUTE:

1-2-3-4-056-6-F-8)=...........

2. BBIYHCIUTE:
2021 43 2020 20

47 2021 101 © 2020

3. TIpoesskass Ha noe3sje oT AepeBHU KpacHas o nepeBHu Muiiasi, YeOyparika
YBHJIEJ TOPOKHBIN YKasaresb , 10 Musioi 66 km“. IIpoexaB emé 7 km, YeOy-
palka samMeTnJ1 3Hak ,,10 KpacHoii 55 km“. CKOJIbKO KMJIOMETPOB HY?KHO IIpO-
exarb Ha [oe3]ie, YToObI Jo0paThesi OT iepeBHU KpacHast 10 nepeBHU Mustas?

4. HaiiTu HauMeHblllee IATU3HAYHOE YUCJIO B BUe *3*4*, Bce U P KOTOPOTro
pasJInyHble ¥ KOTOPOe AesUTcs Ha uncia 3 u 4. (Kaxayio 3BE3104Ky HYKHO
3aMEeHUTH OTHOU I POTL.)

5. Ha CKOJIbKO pa3/INYHBIX HAaTypaIbHbBIX YHCEJ MOKHO YMHOKUTH urcyio 202,1
TakK, YTOOBI B pe3y/IbTare IOJIy4YUTh 4-3HaYHOE HaTypaabHOE YUCI0?



10.

HauaJio pAda MeCTuyroJbHUKOB, COCTaBJIEH- / \ / \ / \ / \

HbIX U3 CIINYEK, IIOKa3aHO Ha PUCYHKE. Bcero I

ucrnojb3oBaHa 2021 cnuuka. CKOJBKO BCETO
NN\

[IECTUYTOJIbHUKOB B 3TOM PSIITy?

. U3 Bepumnubr C kBagpara ABCD mpoBenéH oTpe3ok, D C

KOTOPBII 00pa3yeT Kak ¢ AuaroHaabio BD, Tak v co CTo-
ponoii AD yroJi BeuuuHO# «. Haiftu a.

Touku A, B, C u D neskar Ha ogHOM nipsiMmoii. Touka A B C D

X siBjIsieTcsI cepeiHOM oTpe3ka AB,aTouyka Y ce- —o—o—o0————o0-—o0—o0—
penunoii orpeaka CD. Halitu nymmHy orpeska XY,
ecyu AjuHa orpe3ka AD pasHa 21 cM, a qjiuHa orpeska BC paBHa 12 cM.

durypa cocrasjieHa U3 8-MH KBaJparoB OAWHAKOBOIO pas- | ‘
Mepa. Ilepumerp aroil purypsl paseH 9 cm. Haiitu miomnanb

9TOH (pUrypsbL. -

L]

Ha pucyHKe okasaHa pa3BépTka Ky0a, OlHa U3 Bep- 6 5
IIMH KOTOpOro o6o3HavdeHa A, a Jpyrue BepIIMHBI
yucgamu ot 1 g0 11. Kakumu yrcaamMu 0003HaYeHbI 8 7
Te BEPIIMHBI, KOTOPhIE COBIIAIYT C BEPIIUHON A 1M0-
CJIe TOTO, KOT/Ia Pa3BEPTKY CJIOKAT B Ky0O? 10 9

3 4
.................... 1 9

11 A



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 8 knacc

Tuacme. Bpewms, omeodumoe 05 pewierusi: 40 Mmunym.
Ha amom aucmke Hanucambo moavko omeemul, 0Jisk peuleHus,
MOJCHO UCNONB308AMb OONOAHUMENbHYI0 OyMazy.
Bepnuwiii omeem kasxcdoti 3adauu daém 2 b6aana.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblIe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLe NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

1. BuIUMCIUTE:
20+20-20—-21-21+21

202 + 212

2. HaiiTy 4uCy0, KOTOPOE JIEJKUT Ha YHUCIOBOH OCU MEKY YA C/IaMU g u 5 , 1 KO-

1 1
TOpOE B 1BA pa3a OJTHKE K qucry g , Y€M K YHUCJTY 5 .

4. HaiiTu HauMeHblIlee IPOCTOE YKUCJIO, PABHOE CyMMe TPEX Pa3/INIHBIX IPOCTBIX
yuceJI.

5. Ilensl AByX pyTOO/0K OTIIMyatoTcs Ha 20 eBpo. VX cpeiHss 1leHa paBHa 21 eB-
po. CKOTbKO CcTOUT Doviee ferépasi U3 aTux pyrdoIok?



10.

Kakast gacTh Bcex 4eThIPEX3HAYHBIX YHCEJT, TN PaMHA KOTOPBIX SIBJISTIOTCS 2,
0,2 u 1, neanTcsi Ha 9YUCJI0 47

Ha pucyHKe IOKa3aH IATUYTOJIbHUK, B KOTOPOM OT- 5
MeYeHbI TPH IPAMBIX YIVIA ¥ yIOJl BeJIMYUHOM 45°,
a TaksKe IJTMHBI TPEX CTOPOH B caHTUMeTpax. Haittu 4
IJIMHY CTOPOHBI, 0003HAYeHHOU OYKBOM X.

9,5

45°

OpHa U3 CTOPOH TpeyroJbHUKA MoJeseHa Ha OTpes-
KUY, AJUHBI KOTOpBIX 1 cM, 2 cMm u 3 cm. Haiitu mio-
IIaJIb 3aKPAIIEHHOTO B TEMHBIN IIBET TPEYrOJIbHUKA,
ecJId CyMMa IJIoIIajiell He3akpalleHHbIX YacTel pas-

durypa cocrasjeHa U3 KBaapara C JJIMHONA CTOPOHBI A
1 cM 1 U3 yeTBepTHU Kpyra, paauyc koroporo 1 cMm. Haii-

TH TOYHOE 3Ha4YeHue IJIONIAaN 3aKpalleHHON 4acTu,

ecsiu BesinunHa yria ABC pasna 60°.

@)

B

OpnHa 13 BepIInH Kyba obo3HaveHa A. JIioOble TpU BepIINHBI KyOa sIBJISIOT-
Cs1 BepIIMHAMU HEKOTOPOTO TPeyroJbHUKA. CKOJIBKO BCErO CPENH 9TUX Tpe-
VTOJIBHUKOB TaKUX, Y KOTOPBIX O/IHA BepIInHAa A ¥ KOTOPBIE [IeJIUKOM JIesKaT
Ha KaKo#-1m00 rpanu Ky6a?



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 9 knacc

Tuacme. Bpewms, omeodumoe 05 pewierusi: 40 Mmunym.
Ha amom aucmke Hanucambo moavko omeemul, 0Jisk peuleHus,
MOJCHO UCNONB308AMb OONOAHUMENbHYI0 OyMazy.
Bepnuwiii omeem kasxcdoti 3adauu daém 2 b6aana.
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblIe MAMEPUANbL UL INeKMPOHHbLe NPUOOPbL
He paspeuieHbl.

2021 2020 2021 1 1 1
+ + uy= + - .
2020 2021 2022 2022 2021 2020

1. Hafitu x + y, ecmm x =

2. Cymma ymucesn m u n pasHa 90, a ux pasHOCTh paBHa 4. HaiiTu mpousBeeHue
4ucesa M U n.

. a c
3. Haiitu yncio a, ecau E =2, —=3u— =4.
a

4. Tpu pa3/MYHBIX IPOCTHIX MHOKUTEJIA YyKcsa 260 3aMChIBAIOT PAIOM JIPYT C
JIPYroM Tak, yTo6b1 06pa3oBaioch HauboJIbIIIee BO3MOKHOE Yncy10. HaiiTu aTo
YHUCIIO.

5. B marasmHe KaMIaHUSA: TIOKyTas ABe (PyTOOJIKY 10 TIOJTHOH [IeHE, ITOJTyqaeb
OoJiee eMIEBYIO 3a OJIIIEHBL. Bo BpeMs KaMITaHNU KYIUJIN 1Be (yTOOIKY 1O
TIOJTHOU I[eHe U 3anjaTuiau 3a Hux Bcero 40 eBpo. [TosrHast ieHa omHOM U3 HUX
Ob11a 24 eBpo. HaifTu OJTHYIO IIeHY BTOPOM KYTJIEHHOHN (hyTOOJIKY.



10.

Bepmunbs! K 1 L mpaBUJIBHOIO TPEYroJbHUKA
KLM nesxaTt Ha TPOTUBOIOJIOKHBIX CTOPOHAX
AB u CD npamoyronsauka ABCD. BennyuHa
yoia BKL pasaa 99°. Kakosa BeJiM4uHa yIiia,
0003HaYEeHHOI'0 Ha PUCYHKe OYKBOH a'?

Ha uncis10Boi ocu 0603HaYE€HBLI MECTOIIO-
JIOMKEHU YKces] a, b u . PacioJsosuTs
3HA4YEHUsI BRIPAYKEHUN a + ¢, b — a, abu ¢ l l

Q
Sy
(9]

v

a : :
— -1 -3 _1 _1 L 1
A 10 IOPSIAKY, HAYWHAS C HANMEHBIIIETO. T -3 —i 0 i 2
Touku A, B, C, D u E jieskat Ha OTHOU OKPY3K- D
nocry, npuuéMm ZABE = 30°, ZBEC = 50° u E
/ECD = 25°.TIpsamble AC u BD nepeceKarorcs
B Touke X. Haiitu Besiuuuny yrina DX A.
A
B
C

OpHa 13 IPOTHUBOIIO/I0KHBIX BEPIIMH KBapaTa COBIIAIAET C IIEHTPOM OKPY3K-
HOCTH, a JIpyras JIeKUT Ha 9TOH ke OKPYKHOCTH. HaiiTu TouHOe 3HaYeHHe

IIJIOIIAX 9TOTO KBAApara, €CJIU IJIOMAab Kpyra paBHa 2271 oM’

OpnHa u3 BepIiInH KyOa o6o3HaveHa A. JIloOble TpY BEPIIUHBI Ky0a sIBJISIOT-
Cs1 BepIIMHAMU HEKOTOPOTO TPeyroJbHUKa. CKOJIBKO BCErO CPENH 9TUX Tpe-
VTOJIBHUKOB TaKHX, Y KOTOPBIX OfHA BEPIINHA A ¥ KOTOPBIE IeJTMKOM He JIe-
sKaT HU Ha OJJHOM rpaHu Kyba?



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 7 knacc

IT uacmos. Bpemsi, omeodumoe 05 pewlerusi: 2 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamov Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamouro ob6ocHosanHoe peuierue kKaxcooii 3adauu
daém 7 bannos. Hanucamuv moaibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblE MAMEPUATbL ULU INeKMPOHHbIE NPUOOPLL
He paspeuieHbl.

1. TpunaguaruieTHU KeBUH NOTYYHJI OT IPy3€el TPEX3HAYHOE YU CJI0 HOBOTOI-
HUX 037 paByieHnil. OH 06paTu/I BHUMaHUe, YTO eCJIU ObI YHUCJIO T03ApaBJie-
HUH 061710 B 3 pasa 6ouibine uiu Ha 200 MeHBIIIE, TO 3TO YUCJIO0 OBLIO OBI MO~
MpesKHeMY TPEX3HAYHBIM. TakKe OH 3aMETHUJI, UTO €CJIA PA3JIeJIUTh IT0JTyYeH-
HOE€ YHCJIO IT03JpaBJIEHHUI Ha CBOM BO3PACT, TO YaCTHBIM OY/IET KBaJpaT HEKO-
TOPOTO 11eJs10T0 yrcsaa. CKOJIBKO IM03paBJeHU moayuns Kesun?

2. HaocHoBanum AB paBHOOEAPEHHOIO TPEYTOJIbHU- C

ka ABC Bwi6upator Toury D Tak, uto |AC| = |AD|. Q
Ha orpeske CD BvIOupaior Touky P, Ha cropone CB
—TouKy Q, aHa ocHOBaHUU AB — TouKy R Tak, uTo
|QB| = |RB|, npuuém P Haxonurcs Ha oTpe3ke QR.
Ha cropone CB BBIOMpPAIOT TaKKe TOYKY S Tak, 4Tto orpe3ku RS u CB nep-
neHauKyIsspHbl. [Ipsvbele CD u RS nepecekatorcsi B Touke 1. BestmumHa yria
BAC pagna 38,5°. HaiiTi BeJIMYUHBI yIJIOB TpEyroabauka PRT.

A R D B

3. B KJIETKM 3aMMCHIBAIOT pas3janvdHbIe HAaTypaJ/JIbHbIE YHC/Ia

or 1 10 12 Tak, 4TO B KaKJI0U KJIETKE POBHO OIHO YHC- ; | 1*2
JIO, @ BO BCEX YETHIPEX 0003HAUEHHBIX CTPEJIKON pPsiiaxX U P
CTOJOIAX CyMMBI YMCeJI paBHBI. HU [1/1s1 KaKUX JIBYX KJIe- +D | 1
TOK, y KOTOPBIX UMEETCsI 001I[asi CTOPOHA MJIM BEPIINHA,

cyMMma 4uces He paBHa 8, 9 mym 10. Tpu 4nciia B KieTkn -
yoKe 3aIiCcaHbl.

a) Haittu uncia au b.

6) Kak 3amo/THUTh IIyCThble KIETKU, YTOObI BCe YCJIOBUSI ObLIU BBIIOTHEHBI?
HaiiTu Bce BOSMOYKHOCTH.



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 8 knacc

IT uacmos. Bpemsi, omeodumoe 05 pewlerusi: 2 uaca.
Pewenus 3adau Hanucamov Ha 0mOesbHOM JUCTe.
Beproe u docmamouro ob6ocHosanHoe peuierue kKaxcooii 3adauu
daém 7 bannos. Hanucamuv moaibko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblE MAMEPUATbL ULU INeKMPOHHbIE NPUOOPLL
He paspeuieHbl.

1. Tosmua u CoHs JO/IKHBI OBLIM HCHeYb Ha ABoux 220 medyeHeK. B meiicTBu-
TenbHOCTH ke [Tonmmnaa ncnersta 120%, a Coust 110% oT cBoero 3ariaHupo-
BAaHHOT'O KOJIMUECTBa euyeHeK. Ha IBOMX OHU HCIIEKJIN BCETO 256 MevYeHekK.

a) CroJibKoO IevyeHek ucrersa IloamHa?

6) BepHo Jin, uTO ecytu 661 00€e ucnexyn 115% OT CBOero 3anjiaHupOBaHHOTO
KOJINY€eCTBa ITeYeHeK, TO Ha IBOMX BBIILIO ObI BCE PaBHO 256 reyeHek?

2. V3 mpsAMOYTOJIBHOTO JIMCTa OyMaru BbIpe3aHbl IATh 2 cm
OJIMHAKOBBIX IPSIMOYTOJIbHUKOB. Ha pucyHKe IToKa-
3aHa OCTABINASICS YACTh JIUCTA OyMary, 4eThIpe CTo-
POHBI KOTOPOH MMEIOT JJINHY 2 cM. JJIMHBI CTOPOH
OJIHOTO BBIPE3AHHOT'O IPSMOYTOJIbHUKA PA3/IMYa0T-
Cs1 IPYT OT ipyra Ha 7 CM.

2 cM

a) HaiiTu pasmepsl H3HAYAIBLHOTO JIMCTA GyMar. 2eM 2ceM

6) Ilromanp ocraBIeiicst yacTu jiucTa GyMmaru OoJIbIlle, MEHBIIIE HJIH PaBHA
IJIOIIA IV OTHOTO BBIPE3AHHOTO IPSMOYTOJIbHUKA?

3. Ha nmocke 3anwmcansbl yuciaa 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Bops BeIOupaeT ABa yucia,
3anvcaHHble Ha OCKe, CTUPAET UX, M 3allUChIBAeT B3aMeH HanMMeHbIIlee 00-
1Ilee KpaTHOe 9THX JIBYX 4Yuces. 3aTeM bopsi cHOBa BhIOMpAET JBa 4KCIa, 3a-
MHCaHHbIE Ha JOCKE, CTUPAET WX, U 3alIUChIBAeT B3aMeH HaNOOJIBIITNI 00U
JleJITEJIb 9THUX IBYX YHcesL. [locsie aToro Bopsi Mpono/skaeT Takye 1eicTBusd,
MPUYEM PUTTHMChIBA€MbIE YK CJIA SIBJISIOTCS 10 OY€epPe I HAMMEHBIITUM O0IIIUM
KpaTHBIM ¥ HauOOJIbIINM OOIIKUM JIeJIUTeJIeEM CTUPAEeMbIX Yrces. bops mpo-
JIOJI3KAET 10 TeX IOp, TOKa Ha JOCKe He 0CTAETCsI TOJIBKO OJJHO unciio. HaiTu:

a) HamOOJIbIIIee YKCJIO, KOTOPO€ MOKET OCTAaTbCA B KOHIIE Ha TOCKE;

6) HavMeEHbIIee Y1 CJI0, KOTOPOE MOJKET OCTAaTbCA B KOHIIE Ha JJOCKe.



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 ansapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 9 knacc

IT uacmos. Bpemsi, omeodumoe 05 pewlerusi: 4 uaca.

Pewenus 3adau Hanucamov Ha 0mOesbHOM JUCTe.

Beproe u docmamouro ob6ocHosanHoe peuierue kKaxcooii 3adauu

daém 7 6annos. Hanucamo moavko omeem HedocmamouHo!
BcnomozamenvHble NUCbMEHHblE MAMEPUATbL ULU INeKMPOHHbIE NPUOOPLL
He paspeuieHbl.

1. HaiinyTcsi jiu Takye IPOCThIe YUCJIA P U ¢, YTO ]02 - q3 =127

2. PaBeHCTBO X°(y+2) = ¥*(2— X) BBITIOTHAETCA 115 KAKHX-TO ITOJI0KHUTETbHBIX

3HAYEHUN IIepeMeHHbIX X, ¥, Z. Haiitu Bce BO3MOXHOCTH, KaKasi TIepeMeHHasd
13 9TUX Tpex MOJKET MMETh HarMeHbIIIee 3Ha4YeHue.

. Brpeyronbauke ABC usBectHo, uTo | AB| = | AC|. BuccekTpuca yriia npu Bep-
muHe B nepecekaet cropony AC B Touke D.

a) MOYKHO J11 C yBepEHHOCTBIO YTBEPYK1aTh, YTO TPeyroJbHUK ABD paBHO-
OepeHHbIH, eci U3BECTHO, UTO TpeyroibHUK CBD paBHOOepeHHbINH?

6) MOKHO JI C YyBEPEHHOCTBIO yTBEPSKAATh, 4YTO TpeyroabHUK CBD paBHO-
OelpeHHBIH, eC/IU U3BECTHO, UTO TPeyrobHUK ABD paBHOOeIpeHHbIN?

4. AHsa n YeOypallka UrpaioT Ha N300paKEHHOM Ha PUCYHKe UTPOBOM IIOJIE B

cJeyromyo urpy. FianayajibHO (puilika HaX0JUTCS HAa CaMOU 3arlafHON KJIeT-
Ke (Ha pUCyHKe OTMeuYeHa Y€pHBIM KPY;KKOM). KaykbIM X00M MOYKET UTPOK
NOJBUHYTH (PUIIKY Ha OJIMYKANIITYIO KJIETKY B HanpasseHuu cesepa (N), ceBe-
po-Bocroka (NE), Boctoka (E) nnu 1oro-Bocroka (SE). XonAat no odepeny, Ha-
ynHaeT AHs. ITPOK, KOTOPBIN He MOYKET OOJIbIIIE CAEe/IaTh X0/1a, IPOUTPBIBAET.
CMOZKeT JI KTO-TO M3 UTPOKOB BBIUTPATh ITPU JIIOOOU UTpe COTIePHUKA, U ECITA
a, TO KTo?

N
NE

E

SE



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 snBapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 10 knacc

Bpemsi, omeodumoe 05 peuieHus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6a.n06.
BcnomozamenvHule nuco MeHHble MAMEPUATbL UL INEKMPOHHbBLe NPUBOPbL He Pa3peuieHbi.

1. a) Haiipércs jin Ha KOOPAMHATHOHN IIJIOCKOCTH MPaBUJIbHBI MHOTOYTOJIb-
HUK, BCE BEPIINHBI KOTOPOI'O UMEIOT 11e/I0YMC/IeHHbIe KOOPJUHATHI?

6) Haiigércst 1 Ha KOOPIUHATHOMN MJIOCKOCTA MHOTOYTOJIbHUK, HE SIBJISTIO-
IIUAKCSA TPaBUJIBHBIM, BCE BEPIIMHBI KOTOPOTO MMEIOT I€JI0YHCIEHHBIE
KOOP/IMHATHI U BCE CTOPOHBI KOTOPOTO PAaBHOM JIJTUHBI?

a? \b ¢ b2 \c
9EM 3HAUEHUAMH [epeMeHHBIX SIBJSIOTCA IT0JI0KUTETbHbIE 1eH CTBUTETHHEIC
4uc/a. BoIpasuTh epeMeHHyIo @ uepes nepeMennblie b 1 ¢ B HauboJiee Ipo-
CTOM BHJIE.

1 1 1 1 1 1
2. Jl1s1 nepeMeHHBIX a, b, ¢ BBINOJIHSAETC — « |— + —| = — - [— — —|, npu-
a

3. HaiiTu HauMeHbIIIee BO3MOYKHOE YKCJIO II0JIOKUTEJbHBIX JeJIUTeJe I0J10-
SKATEJIbHOTIO LIEJIOr0 YKCIa p2 + 239, ecJiv U3BECTHO, YTO P — MPOCTOE YUCJIO.

4. HaiiTu Bce TPOUKU NeHCTBUTEIBHBIX YHCeJl (X, ), Z), YAOBJIETBOPSAIOLINE CU-

cTeMe ypaBHEHUH
xy + 2% = x* + ¥
yz + x5 = y* + 2%
zx + y* = 22 + ¥,
xyz =1

5. O6o3nauuM cepegunbl cTopoH AC u AB tpeyrosibHuKka ABC COOTBETCTBEHHO
uepe3d E u F. JInmunbl orpe3koB BE u CF paBHBL. MOKHO JIU C yBEPEHHOCTHIO
YTBEPsKJATh, UTO TpeyroabHUK ABC paBHOOeIpeHHBIN?

6. [laHO 11eJ10€ IIOJIOMKUTEIbHOE YUCJIO 11, N = 3. B IpaBUJIBHOM 71-YTOJBHUKE
OTMeYaeTcsI Kak MOKHO OOJIbIIle TAKUX AMaroHasell, KOTOpble He IepeceKa-
IOTCSI IPYT C IPYTOM HUTJE KPOME BEPIINH 11-yTOJbHUKA. HaliTh HamMeHbIIee
BO3MOKHOE YHCJI0 CTOPOH MHOTOYTOJIbHUKA MEK Ty KOHIIAMH CaMOM AJTITHHOMI
13 OTMeYeHHBIX JUaroHajlen.



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 snBapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 11 knacc

Bpemsi, omgodumoe 0151 peuteHust: 5 4acoe.
BepHroe u docmamouro 060cHo8aHHOoe peuieHue kaxcdoti 3adauu daém 7 6auinos.
BcnomozamenvHble NUCLMEHHbLe MATepUaLbl UL INeKIMPOHHbLE NPUOOPYL He paspeuleHbl.

1. B mputore A5 SJKUBOTHBIX €CTh TOJBKO COOAKU, KOIITKH, KPOJIMKH U XOMSIKH.
CobGak TaM Ha 20 MeHbIIIE, YeM KOIIIEK, HO Ha 15 GoJIbIle, YeM KPOJIMKOB. X0-
MSKOB U co0ak BMecTe 45. JKUBOTHBIX KAKHX-TO JABYX BUJ0B BMECTe B IPUIOTE
CTOJIBKO K€, CKOJIBKO U YKUBOTHBIX OCTABIIINXCS IBYX BU/I0B BMecTe. HaiiTh Bce
BO3MO>KHOCTH, CKOJIBKO YKUBOTHBIX MOKET OBITH B 3TOM IIPHUIOTE.

2. Ha Ka’KJ0M YeKe U3 MarasuHa IoKoJIa/ia eCThb KO, COCTOAIINH 13 9 rudp (oH
MOKET HaYMHATHCsI M Ha HOJTb). KOJIsT cYMTaeT, 9To KOJI YeKa CYaCT/IMBBIH, ec-
JIV B HEM T10 KpaitHel mepe nBe nudpol 9. O cAMTAET, 9TO KOJ YeKa CUACTIIH -
BBIH, €CJT B HEM HAWJYTCs IBE CTOSIIME PSAIOM UG pBhI, Taroliue B cymme 9.
J1J1s1 KOrOo HAWIETCSA OOJIbIIE CYACTIMBBIX KOJOB?

3. HaiinyTcs i Takye IesIble YUCaIa X U Y, 9TO

20 21 2021
—_— 4 — = 2

Xy x+y

4. HaiiTu HeHyJIeBOM MHOTOYJIEH C I€JIOYUCIEHHBIMH KO3 HUITMEHTaMU, KOTO-
pBblil UMeeT KOpeHb V2 + V3.
Ipumeuanue. MHozounen uMeeT BUJI, dy X" + a,_1xX" " + ...+ aix + ay, rae
an, n-1,..., a1, dg — 4NCJIa; OHU HA3bIBAIOTCA K0P Puyuenmamu MHOTOUJIe-
Ha. KopHem MHOTOYJIEHA HA3bIBAETCS YHUCJIO X, IPU KOTOPOM 3HAYEHUE MHO-
roudsieHa paBHo 0.

1

5. B tpeyronbauke ABC croponbsl AC u BC UMeOT JJIMHBI COOTBETCTBEHHO 2
V7. OKpy>KHOCTB C TuaMeTpoM AB IpOXOIUT Yepes CepeauHy BbICOTHI Tpe-
yrosabHuka ABC, npoBefeHHoM u3 BepiuHbl C. Halitu nyinHy cropoHsl AB.

6. Ha osimmnmane JaroT pemaTs 6 3aj1ad, U B Hel yaacTByIoT 360 yuennkos. He-
yCTaHHAs OLIEHOYHAasl KOMUCCHUS COCTOUT U3 6 YIEHOB, KAYKIbIH U3 KOTOPBIX
IIPOBEPSIET KaKyIO-TO OJIHY U TY jKe 3aJja4y BO BcexX paboTax y4aCTHUKOB. V13-
BECTHO, YTO y IPOBEPSIONIETO ITEPBOH 3a7]a41 Ha KAKIyI0 Pa0OTY YXOIUT OJTHA
MUHYTA, Y BTOPOT'0 IIPOBEPSIOIIEro — JB€ MUHYTHI, Y TPETHETr0 — TPU U T. 1.
OnHaKo Tak Kak paboTa Kask/I0ro y4aCTHHUKA IIpeJcTaBJsieT coboil oqxy Oy-
Ma’KKy, Ha KOTOPOH OH pellraj Bce 3a/1a4y, TO Kask1asi pabora B KOHKPETHBII
MOMEHT BPEMEHU MOSKET OBITh TOJIBKO Y OJTHOTO ITPOBEPSIONiero. MoskHO Jix
OpraHu30Barh paboTy IPOBEPSIONIINX TAK, YTOOBI KaXKIbIN ITPOBEPSIOIINI Ha-
4yaJl IPOBEPATH CPaasy sKe I10c/Ie 3aBepIIeHUsI CODEBHOBAHUA 1 CMOT ObI IIPO-
BEPUTH CBOIO 337]a4y BO BCexX paboTax, He OTJbIXast MesKay fesioM? Bynem cuun-
TaTh, YTO KaK IIEPBUYHOE pampeiesieHre padoT MesRay ITPOBEPSIIONINME, TaKk
¥ TIepejjaya ux OT OJTHOTO IIPOBEPSIIOIIETO APYrOMYy BPEMEHH He 3aHUMAIOT.



68-9 Onumnuaga IcToHUN NO MaTemMaTuke

27 snBapst 2021 r. PervioHanbHblii Typ 12 knacc

Bpemsi, omeodumoe 05 peuieHus: 5 4acos.
Bephoe u docmamouro 060cHo8arHoe peulerue kadxc0oii 3adauu 0aém 7 6a.n06.
BcnomozamenvHule nuco MeHHble MAMEPUATbL UL INEKMPOHHbBLe NPUBOPbL He Pa3peuieHbi.

1.

2.

3.

Haritu Bce ,I[eﬁCTBI/ITeJIBHBIe penieHnd ypaBHEeHU s

%:6\/}.

Bosbiue jiu 9ucio log, ; 2, 4em 0,7, niu MenbIe?

a) JlokasaTb, uTO pi040 4 2038 L 1 n+1 OeJuTCs Ha 2920 4 p2019 4l

IIpU Ka*XA0M HaTypaJbHOM YUCJIE 1.

6) OcraHeTcs JIM yTBEPsKeHUe BEPHBIM, €CJIH B IIepBOE BhIpaskeHue 100a-
4042 2021
?

BUTH CJIaraemMoe 1 , @ BO BTOpOE — CJlaraeMoe 1

JIJ1s1 KaKUX OOJIBIINX 1 IEJIBIX YKMCEJT 1 HAUAETCS KOMILIEKT [EJIbIX IT0JIOMKI -
TeJabHBIX UmCes (dy, . . ., Ay), e TI0 KpaliHel Mepe IBa Y¥CJia Pa3JIUIHbI, aTe0-
METPUYECKOE CPeJIHEE KaKIbIX €ro JIBYX YKCEJI SBJISETCA apudMeTUIeCKUM
CpeJHUM KaKUX-TO YHCEJI M3 9TOr0 KOMILIEKTA (3TUX YHCEJI MOKET OBITH 60JIb-
IIIe YeM J1Ba)?

CTOpOHBI IPAaBUJIBHOTO ISITUYTOJIBHUKA SIBJIAIOTCA JUa-
MeTpaMu OKpyskHOCTel paguycoM 1 cm. Jlokasars, 4TO
¢urypa B neHTpe nATUYTOJbHUKA, OTPAaHUYEHHAs Jyra-

MU [IATH OKPY?KHOCTeH (Ha pUCYHKe BbljleIeHbl )KUPHBIM),

1
HMeeT IJI0Manb (5 tan 54° — 5sin 72° — 5) om?.

UrpoBas 1ocka B (popMe PaBHOCTOPOHHETO TPEYTOJbHUKA C JIJIMHOU CTOPO-
Hbl 2021 noje/ieHa Ha 110J151 B hopMe paBHOCTOPOHHETO TPEYToJIbHUKA C JIJIH-
HOH cTOpOHEI 1. B Hauasle pUIIKAa HAXOAUTCS B ONHOM U3 BeplIUH O0JIBIIIOI0
PaBHOCTOPOHHETO TpeyroJbHUKa. Eciu (hullika HaXOAUTCSI B OCTPOYTOJIbHON
BepIiIrHe poM0a, 00pa3oBAHHOIO ABYMsI NIOJISIMU C 00111ell CTOPOHO, TO 3TOM
(pukoit MOYKHO IONTH B NMPOTUBOIIOJIOMKHYIO BepIIMHY 3TOro pomba. JIpy-
rUe I1ary He paspenreHsl. Bo CKOJIBKO pas3/IMYHBIX TOYEK MOSKHO IIEPEMECTUTD
pumry?



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

I osa vastused

1. 0. 6. 404.
2. 1. 7. 67,5°.
3. 114. 8. 16,5 cm.
4. 13248. 9. 2 cm?.
5. 4. 10. 2ja 4.
Lahendused
1.1-2-38-4-56-6-(7-8))=1-(1-(1-1)=1-(1-01=1-1=0.
, 2021 43 2020 20 _ 20217 2020 2021 2020°

" 47 72021 101 2020 47-43 101-20 2021 2020
3. Olgu Karjakiilast Marjakiilla x km. Siis esimese teeviida kohal on ldbitud

x —66 kilomeetrit ja veel 7 kilomeetri labimisel juba x — 59 kilomeetrit. Teise
teeviida pohjal seega x — 59 = 55, kust x = 114.

Arvjagub 4-ga parajasti siis, kui tema kahest viimasest numbrist moodusta-
tud arv jagub 4-ga. Seega iiheliste number saab olla vaid 0 v6i 8, arvestades
et numbrid ei tohi korduda.

Vihim voimalik kiimnetuhandeliste number on 1. Vdhim vdimalik sajaliste
number on 0, kuid sel juhul saaks iiheliste number olla vaid 8, mis ei anna
kokku 3-ga jaguvat arvu. Sajaliste number ei saa olla 1, kui kiimnetuhan-
deliste number on 1. Suuruselt jirgmine sajaliste number on 2. Proovimise
teel leiame, et tiheliste numbri 0 korral arvei jagu 3-ga, kuid numbri 8 korral
jagub.

Arvu 202,1 korrutamisel naturaalarvuliste teguritega tekib tulemusena na-
turaalarv ainult siis, kui tegur 16peb nulliga. Seega samavéarne kiisimus on,
mitme erineva naturaalarvuga saab korrutada arvu 2021 nii, et tulemuseks
on 4-kohaline naturaalarv. Sobivad tegurid 1, 2, 3 ja 4. Teguri 5 puhul on
korrutis 5-kohaline, jédrelikult rohkem voimalusi ei ole.
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10.

Joonis 1

Uks kuusnurk koosneb 6 tikust, kuid kahel jérjestikusel kuusnurgal on iihi-
ne tikk. Seega iga kuusnurk sisaldab 5 unikaalset tikku, arvestades iihised ti-
kud alati parempoolse kuusnurga koosseisu. Siis 2020 tikuga saab joonista-

da —— ehk 404 kuusnurka, kusjuures viimasel kuusnurgal on parempool-

ne tikk puudu. Selle tithimiku tdidab viimane tikk.

Ruudu diagonaal poolitab nurgad, seega ZADB = 45°. Olgu tipust C tom-
matud 16igu 16ikepunktid kiiljega AD ja diagonaaliga BD vastavalt K ja L
(joonis 1). Tippnurkadest saame /KLD = ZCLB = «. Kolmnurgast DKL

o

niitid 45° + 2a = 180°, kust a = =67,5°.

Loik XY on ldigust AD niisama palju lithem kui 16ik BC ldigust XY, sest
uleminekul AD — XY — BC litheneb 16ik kummaski otsas molemal sam-

mul {ihepalju. Seega 16igu XY pikkus on 16ikude AD ja BC pikkuste kesk-

AD| + |BC
mine ehk | XY| = % = 16,5 cm.

Olgu iithe ruudu kiiljepikkus a. Siis kujundi {imbermd66t on 18a. Niisiis

1
18a = 9 cm, millest a = 7 cm. Jérelikult tihe ruudu pindala on 1 cm? ja
1
kujundi pindala 8 - n cm? ehk 2 cm?.

Esimene voltimine tippu A sisaldava tahuga toimub piki serva, mille iihes
tipus on 1 ja teine tipp on tdhistamata, jargmine voltimine aga piki serva,
mille tippudes on 9 ja 1. See viib tipu A kokku tipuga, milles on arv 2. Ana-
loogselt jatkates saame selle tipu kokku viia ka tipuga, milles on arv 4. Et
kuubi iga tipp kuulub kolmele tahule, siis rohkem pinnalaotuse tippe sa-
masse kuubi tippu kokku sattuda ei saa.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass
I osa vastused
0 6. 1
3
7
TS 7. 10,5 cm.
. —4. 8. 3,5 cm?.
5 2
9. —mcm”.
. 19. Y
. 11 eurot. 10. 9.
Lahendused

20+20-20-21-21+21 20(1+20)-21(21-1) 20-21-21-20
1. = = =0.
202 + 212 202 + 212 202 + 212

1 1
. Arvu kirjeldusest saame vorrandi 3 x =2 (x - 5)’ mille lihtsustamisel

1 2 7 7
saame 3x = — + — = — kust x = —.

2 3 6 18
. Antud vordus 3(4b — 5) — 2(3a + 4) = 1 lihtsustub kujule 12b — 6a = 24, kus
vorduse poolte jagamisel arvuga —6 saame a — 2b = —4.

. Kolme erineva algarvu summa on ilmselt suurem kui ainus paaris algarv 2.
Seega see summa on paaritu. Jarelikult on koik kolm liidetavat paaritud,
sest iihe paaris ja kahe paaritu algarvu liitmisel tekiks paarisarv. Kolm véa-
himat paaritut algarvu 3, 5, 7 annavad summaks 15, mis pole algarv. Suuru-
selt jirgmine summa tuleb, kui liidetava 7 asemel votta jirgmine algarv 11.
Niitid on summa 19, mis on algarv.

. Olgu odavama sdrgi hind x eurot, siis kallima sirgi hind on x + 20 eurot.

x+ (x+20
Saame vorrandi % =21, kust x = 11.

. Numbri 0 asukoha valikuks neljakohalises arvus on 3 véimalust, sest arv ei
saa alata nulliga. Pdrast seda on numbri 1 asukoha valikuks veel 3 voima-
lust. Sellega on antud numbritest moodustuv neljakohaline arv madratud,
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10.

9,5

45°

X

Joonis 2

sest lilejadnud kohtadel peavad asuma numbrid 2. Kokkuvottes on antud
numbritest voimalik moodustada 3 - 3 ehk 9 erinevat neljakohalist arvu. Ja-
gumaks arvuga 4, peab kahest viimasest numbrist moodustuv arv jaguma
arvuga 4. Antud numbritest moodustatud sellised kahekohalised arvud on
12 ja 20. Esimesel juhul on kahe esimese numbri jarjestus médaratud, sest arv
ei saa alata nulliga. Teisel juhul on kahe esimese numbri jarjestuse valikuks
2 voimalust. Kokku saame 3 sobivat neljakohalist arvu. Nende osakaal koigi

3 1
moodustatavate neljakohaliste arvude seas on 3 ehk 3

Pikendame kiilge pikkusega 4 sentimeetrit 16ikumiseni kiiljega, mille pik-
kust kiisitakse (joonis 2). Tekib ristkiilik ja tdisnurkne vordhaarne kolmnurk,
otsitav kiilg koosneb ristkiiliku lithemast kiiljest ja kolmnurga kaatetist. Rist-
kiiliku lithema kiilje pikkus on 5 sentimeetrit. Kolmnurga kaateti pikkus on
9,5 — 4 ehk 5,5 sentimeetrit. Seega otsitava kiilje pikkus on 5 + 5,5 ehk 10,5
sentimeetrit.

Kahe vérvimata kolmnurga aluste pikkuste summa on 4 cm ehk 2 korda
suurem véarvitud kolmnurga aluse pikkusest 2 cm. Et koigil kolmel kolm-
nurgal on tihine korgus, on ka varvimata kolmnurkade pindalade summa
2 korda suurem kui varvitud kolmnurga pindala. Jarelikult varvitud kolm-
nurga pindala on pool virvimata alade pindalade summast ehk 3,5 cm?.

Nurk ABC koosneb ruudu kiilje ja diagonaali vahelisest nurgast ning vee-
randringi varvimata sektori nurgast. Ruudu kiilje ja diagonaali vaheline nurk
on 45°. Jdrelikult veerandringi vdrvimata sektori nurk on 15°. Vérvitud sek-

o

75 5
tori nurk on siis 75°. Sektori pindala on 360° -7-1% ehk Zn ruutsentimeet-

rit.

Kuubi tahul, mille {iks tipp on A, on veel 3 tippu. Nende seast kolmnurga
2 tipu valikuks on 3 voimalust. Tipp A kuulub 3 tahule. Jarelikult on otsita-
vaid kolmnurki 3 - 3 ehk 9 tiikki.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

I osa vastused
1. 3. 6. 51°.

a
2. 2021. 7. —,a+c,ab,b-a.

c
3. 24. 8. 105°.
4. 5213. 9. 11 cm?.
5. 28 eurot. 10. 12.
Lahendused

2021 -1 2020+1 2021+1
1. x+y= + + =1+1+1=3.
2020 2021 2022
2. Siisteemi
m+n = 90,
m-n =4
lahend on m = 47, n = 43. Seega mn = 47 - 43 = 2021.
2
c
3. Antud kolme vorduse vastavate poolte korrutamisel saame = 24. Et
a’be B
= a, siis a = 24.
abc

Arvu 260 kanooniline esitus on 22 - 5 - 13. Suurima arvu moodustamiseks
peab suurim number ehk 5 olema esimene. Ulejddnud tegurite jirjestust
varieerides saame kaks varianti 5213 ja 5132, millest esimene on suurem.

Kui sdrk hinnaga 24 eurot oleks kallim sérk, siis oleks teise sargi tdishind

(40 — 24) - 2 ehk 32 eurot. Kuid siis poleks siark hinnaga 24 eurot kallim sark.
Seega sirk hinnaga 24 eurot on odavam sirk ning teise sérgi tdishind on

24
40 — > ehk 28 eurot.

Olgu ristkiiliku kiilje AD ja kolmnurga kiilje LM 16ikepunkt Q (joonis 3).
Poiknurkadest saame /DLK = Z/BKL = 99°. Et vordkiilgse kolmnurga sise-
nurgad on suurusega 60°, siis ZQLD = 99° — 60° = 39°. Kolmnurgast DLQ
seega Z/DQL = 180° — 90° — 39° = 51°. Tippnurkade t6ttu on niisama suur
ka otsitav nurk.

29



Joonis 3

a
7. Et0 < c < ljaa < 0,siis — < a. Et ¢ > 0, siis a + ¢ > a. Kokkuvottes
c

10.

a 1 1
— <a+c.Eta<—§jac< E,siisa+c<0.Etsamasa<0jab<0,siis
c
1 1
ab > 0. Kokkuvobttes a + ¢ < ab. Et |al < 1ja |b| < E,siis ab < E.Etaga

1 3 1
b > —Zjaa< —Z,siis b—a> E.Kokkuvéttes ab < b- a.

. Kuna

/XDC = /BDC = /BEC = 50°,
/XCD = /ACD = ZACE + ZECD = ZABE + ZECD = 30° + 25° = 55°,

siis kolmnurgast CDX saame /CXD = 180° — 50° — 55° = 75°. Jarelikult
/DXA =180° —75° = 105°.

/

Joonis 4

Ringjoone raadius r vordub ruudu diagonaaliga (joonisel 4 on ringi kesk-

1
punkt mirgitud kui O). Ringi pindala on 772 ja ruudu pindala =r?. Et
1
nr? = 22w cm?, siis ruudu pindala on 227 cm? : 7 - 3 ehk 11 cm?.

Kuubil on 8 tippu ehk peale A veel 7 tippu. Voimalusi nende 7 tipu hul-
gast valida 2 kolmnurga tippu on 21. Uhel tahul on 4 tippu ehk peale A
veel 3 tippu. Véimalusi nende 3 tipu hulgast valida 2 kolmnurga tippu on 3.
Tipp A kuulub 3 tahule. Seega voimalusi valida 2 tippu, mis kuuluvad koos
tipuga A iihele ja samale tahule, on 3 - 3 ehk 9. Kolmnurki, kus koik tipud ei
kuulu tihele ja samale kuubi tahule, on jérelikult 21 — 9 ehk 12.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

II osa lahendused

1. (Oliimpiaadiziirii)
Kolmeteistkiimneaastane Kevin sai sopradelt kolmekohalise arvu uusaasta-
tervitusi. Ta pani téhele, et isegi siis, kui tervituste arv oleks olnud 3 korda
suurem voi 200 vorra vdiksem, oleks see olnud ikka kolmekohaline. Lisaks
ta mirkas, et jagades saadud tervituste arvu oma vanusega, on tulemuseks
mingi tdisarvu ruut. Mitu uusaastatervitust sai Kevin?

Vastus: 325.

Lahendus 1. Et kolmekordne tervituste arv on kolmekohaline ehk {ilimalt
999, saab tervituste arv ise olla kdige rohkem 333. Et tervituste arvust 200
vorra vdiksem arv on samuti kolmekohaline ehk vdhemalt 100, peab tervi-
tuste arv olema vdhemalt 300. Arv 300 annab 13-ga jagades jdégi 1, seega
13-ga jaguvad arvud 300 ja 333 vahel on 312 ja 325. Vastavad jagatised on
24 ja 25; ainult teine on tdisarvu ruut. Seega Kevin sai 325 uusaastatervitust.

Lahendus 2. Tdisarvude ruudud suurusjérjestuses on 0, 1,4, 9, 16, 25, 36, . ...
Nende 13-kordsed on vastavalt 0, 13,52,117,208, 325,468, ..., millest kolm
esimest pole kolmekohalised. Arvud 117 ja 208 ei sobi, sest neist 200 vorra
vdiksemad arvud pole kolmekohalised. Arv 325 sobib, sest temast 200 vorra
vdiksem arv 125 ja temast 3 korda suurem arv 975 on samuti kolmekohali-
sed. Arv 468 ei sobi, sest temast 3 korda suurem arv 1404 on neljakohaline.
Suuremad arvud ammugi ei sobi. Jarelikult sai Kevin 325 uusaastatervitust.

2. (OliimpiaadiZiirii)

Vordhaarse kolmnurga ABC alusel AB valitakse C
punkt D nii, et |AC| = |AD|. Loigul CD valitakse Q
punkt P, haaral CB punkt Q ja alusel AB punkt R
nii, et |QB| = |RB| ning P asub 16igul QR. Haaral AR
CB valitakse veel punkt S nii, et RS ja CB on ris- A R D B
ti. Sirged CD ja RS loikuvad punktis T. Nurga BAC suurus on 38,5°. Leia
kolmnurga PRT nurkade suurused.

Vastus: 38,5°, 19,25° ja 122,25°.

Lahendus. Et AB on vordhaarse kolmnurga ABC alus, siis sisenurgad A
ja B juures vorduvad ehk ZABC = /BAC = 38,5°. Bt |AC| = |AD|, siis

180° — 38,5°
ka kolmnurk ACD on vordhaarne, kust ZADC = — = 70,75°.
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Kuna ka |QB| = |RB]|, siis vordhaarne on ka kolmnurk BQR, millest saame

180° — 38,5° o o .
/BRQ = — = 70,75°. Seega ZPDR = ZPRD = 70,75°, mis an-
nab ZDPR = 180° — 2-70,75° = 38,5°.

Vordhaarses kolmnurgas BQR aga saame veel ZRQB = 70,75°. Et RS ja
CB on risti ja ZRQS = 70,75°, siis tdisnurksest kolmnurgast QRS saame
ZQRS =90° —70,75° = 19,25°.

Lopuks saame /PTR = 180° — 38,5° — 19,25° = 122,25°.

. (Oliimpiaadiziirii)
Ruutudesse kirjutatakse erinevad naturaalarvud 1 kuni v n
12 nii, et igas ruudus on tdpselt iiks arv ning koigis nel- 7 | 12
jas noolega nédidatud reas ja veerus on arvude summad P
vordsed. Uheski kahes sellises ruudus, millel on iihine +D | 1
tipp voi kiilg, ei ole arvude summa 8, 9 ega 10. Kolm ar-

vu on juba ruutudesse kirjutatud. o
a) Leiaarvud a ja b.
b) Kuidas tuleks tdita tithjad ruudud, et koik tingimused oleksid tdidetud?

Leia koik voimalused.
Vastus:a) a = 10, b = 11; b) vt joonis 5.
Lahendus.

a) Olgu igas noolega ndidatud reas ja veerus arvude summa s. Arvude
1,2,...,12 summa on 78. Et noolega ndidatud ridade ja veergude sum-
mades on arvud 7, 12, 4 ja b arvestatud kaks korda ja koik iilejaanud
arvud tihe korra, siis 4s = 78 + 7+ 12+ 4+ b = 101 + b. Arv 101 + b
jagub 4-ga, kui b = 3, b = 7vdi b = 11. Juht b = 7 ei sobi, sest 7
on kasutatud mujal. Kui b = 3, siis s = 26 ning vasakpoolsest veerust
a =26 — 7 — 3 = 16, mis pole samuti voimalik. Jarelikult b = 11, s = 28
ning a = 28 — 7 — 11 = 10 (joonis 6).

b) Arvu 7 naabriks ei saa olla arvud 1, 2 ega 3, muidu tekiks summa 8, 9
voi 10. Seega arvu 7 parempoolne naaber peab olema vihemalt 5, sest
4 on kasutatud mujal. Jarelikult iilemise rea iilejadnud kahe tiihja ruudu
arvude summa on iilimalt 28 — 7 — 12 — 5 ehk 4.

v \ v \
»7]6]1]12]2] 7] | [2| |
10 3 10
>[11]5]8]4 > | [4
9] L
Joonis 5 Joonis 6
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Teisalt ei saa arvu 4 naabriks olla 5 ega 6, muidu tekiks summa 9 voi
10. Arvud 5 ja 6 ei saa olla ka {ilemises reas arvu 12 naabrid, sest nen-
de ruutude arvude summa on eelneva pohjal tilimalt 4. Jérelikult 5 ja 6
asuvad vasakult teise veeru ruutudes.

Kui 6 oleks 11 korval, peaks 6 ja 4 vahel olema 28 — 11 — 6 — 4 ehk 7,
mis on juba kasutatud. Seega {ilalt kolmandas reas on 11 jérel 5 ja 8
ning iilemises reas 7 jirel 6. Ulemise rea kahes iilejadnud tiihjas ruudus
peavad olema 1 ja 2, muidu ldheks summa 16hki; et 6 ja 2 ei saa olla
korvuti, on tilemise rea arvud vasakult paremale 7, 6, 1, 12, 2. Vasakult
neljanda veeru tithjades ruutudes peavad olema kasutamata arvud 3 ja
9; et 1 ja 9 ei saa olla nurkapidi kokkupuutuvates ruutudes, siis neljanda
veeru arvud iilalt alla on 12, 3, 4, 9. Kokkuvéttes joonisel 5 kujutatud
variant on ainus voimalus.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass

II osa lahendused

1. (Oliimpiaadiziirii)
Pille ja Sille pidid kahe peale kokku tegema 220 kiipsist. Tegelikult tegi Pille
120% ja Sille 110% oma planeeritud kogusest ja niilid olid nad kahe peale
kokku teinud 256 kiipsist.

a) Mitu kiipsist tegi Pille?

b) Kas on dige, et kui moélemad oleks teinud 115% oma planeeritud kiip-
siste kogusest, siis kahe peale kokku oleks tehtud ikka 256 kiipsist?

Vastus: a) 168; b) ei.
Lahendus.

a) Olgu Pille planeeritud kiipsiste arv x. Siis Sille planeeritud kiipsiste arv
on 220 — x. Tegelikult tegi Pille kiipsiseid 120% arvust x ehk 1,2x ja Sille
110% arvust 220 — x ehk 1,1(220 — x). Ulesande tingimustest tulenevalt
1,2x+1,1(220 — x) = 256. Et 1,2x + 1,1(220 — x) = 0,1x + 242, siis saame
vorrandi 0,1x + 242 = 256, kust 0,1x = 14. Seega x = 140 ehk Pille pidi
tegema 140 kiipsist. Tegelikult tegi Pille 1,2 - 140 ehk 168 kiipsist.

b) Kui kumbki oleks teinud 115% oma planeeritud kiipsiste kogusest, oleks
nad ka kokku teinud 115% oma kahe peale planeeritud kiipsiste kogu-
sest. Seega nad oleks teinud 1,15 - 220 ehk 253, mitte 256 kiipsist.

2. (Oliimpiaadiziirii)

Ristkiilikukujulisest paberilehest on vélja 16igatud viis

2cm
iithesugust ristkiilikut. Joonisel on nédidatud paberile-
hest alles jadnud osa, mille nelja kiilje pikkused on 9
2 cm. Uhe viljaloigatud ristkiiliku kiilgede pikkused om
erinevad teineteisest 7 cm vorra.
a) Leia esialgse paberilehe méotmed. 2em 2 em

b) Kas paberilehest alles jadnud osa pindala on suurem, vdiksem vai niisa-
ma suur kui tihe véljaldigatud ristkiiliku pindala?

Vastus: a) 40 cm x 33 cm; b) vdiksem.
Lahendus 1.
a) Olgu viljaldigatud ristkiiliku liihema kiilje pikkus a cm ja pikema kiilje
pikkus b cm. Olgu algse paberilehe (joonis 7) mddtmed joonise hori-
sontaalsihis x cm ja vertikaalsihis y cm.
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b)

3a+2
Saame 2b+2 = x = 3a+4,kust b =

=1,5a+1,ning a+b+2 =y.

Et iilesande tingimuste pohjal b = a+7, siis 1,5a+1 = a+7,kust a = 12
jab=19.Seega x =2-19+2=40ja y = 12 + 19 + 2 = 33. Niisiis algse
ristkiiliku mé6tmed on 40 cm x 33 cm.

Eelneva pdhjal koosneb allesjadnud osa iihest ristkiilikust mootmetega
2 cm x 12 cm, tihest ristkiilikust méotmetega 2 cm x 40 cm ja kahest
ristkiilikust mdodtmetega 2 cm x 19 cm (joonis 8). Seega allesjaanud osa
pindala on 2- (12 + 40+ 19 + 19) ehk 180 ruutsentimeetrit. Uhe viljaloi-
gatud ristkiiliku pindala on aga 12 - 19 ehk 228 ruutsentimeetrit. Seega
allesjddnud osa pindala on véiksem.

2cm 2cm
I_I 2cm | | 2cm
|
2cm 2cm 2cm 2cm
Joonis 7 Joonis 8
Lahendus 2.
a) Nagulahenduses 1 olgu algse paberilehe mé6tmed joonise horisontaal-

b)

sihis x cm. Paberilehe iilemise serva jaotuse pohjal ndeme, et véljaldiga-
-2
tud ristkiiliku pikem kiilg on pikkusega al

cm, alumise serva jaotuse

pohjal aga ndeme, et véljaldigatud ristkiiliku lithem kiilg on pikkusega

cm. Et tilesande tingimuste pohjal erinevad viljaldigatud ristkiili-

x—-2 x-4
ku kiilgede pikkused 7 cm vorra, saame vorrandi = +7.Selle

lahend on x = 40. Et nii vasak kui ka {ilemine serv koosnevad kolmest
Idigust, millest iiks langeb kokku véljaldigatud ristkiiliku pikema kiiljega
ja teine on pikkusega 2 cm, kuid kolmas 16ik langeb vasakus servas kok-
ku véljaldigatud ristkiiliku lithema ja tilemises servas pikema kiiljega,
siis algse paberilehe m6otmed erinevad niisama palju kui viljaldigatud
ristkiiliku mootmed. Jarelikult on paberilehe m66tmed 40 cm x 33 cm.

Algse ristkiiliku pindala on 40 - 33 ehk 1320 ruutsentimeetrit. Osas a)
ehk

tehtu pohjal on viljaldigatud ristkiiliku pikema kiilje pikkus

19 ja lithema kiilje pikkus

ehk 12 sentimeetrit. Seega viljaliga-

tud ristkiiliku pindala on 19 - 12 ehk 228 ruutsentimeetrit. Jarelejadnud
kujundi pindala on 1320 — 5-228 ehk 180 ruutsentimeetrit, mis on vdik-
sem kui véljaléigatud ristkiiliku pindala.
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3. (Hdrmel Nestra)

Tahvlil on arvud 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Ben valib kaks tahvlil olevat arvu, kus-
tutab need ja kirjutab juurde nende kahe arvu vihima {ihiskordse. Seejérel
valib Ben jélle mingid kaks tahvlil olevat arvu, kustutab need ja kirjutab juur-
de nende kahe arvu suurima ithisteguri. Edasi kordab Ben sarnaseid samme,
kusjuures juurde kirjutatavateks arvudeks on vaheldumisi kustutatud arvu-
de vdhim tihiskordne ja suurim tihistegur. Nii jatkab Ben, kuni tahvlile jaab
vaid iiks arv. Leia:

a) suurim arv, mis saab 16puks tahvlile jadda;

b) vdhim arv, mis saab l6puks tahvlile jddda.

Vastus: a) 840; b) 1.
Lahendus.

a) Valigu Ben vaheldumisi kaks suurimat ja kaks vdhimat tahvlil olevat ar-

vu. Protsess kulgeb jargnevalt:

Samm Tahvlil olevad arvud Viimatine operatsioon
0 1,2,3,4,5,6,7,8

1 1,2,3,4,5,6,56 VUK(7,8)
2 1,3,4,5,6,56 SUT(1, 2)
3 1,3,4,5,168 VUK(6, 56)
4 1,4,5,168 SUT(1, 3)
5 1,4,840 VUK(5, 168)
6 1,840 SUT(1,4)
7 840 VUK(1, 840)

Saadud arv 840 on koigi algsete arvude 1,2,3,4,5,6,7,8 vihim {ihis-
kordne. Suuremat arvu pole voimalik saada, sest kdik arvud, mida Ben
voib oma tegevuses saada, on VUK(1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8) tegurid.

b) Valigu Ben arve nagu a-osas selle erinevusega, et algselt tahvlil olevarv 1
jadgu korvale kuni viimase sammuni. Protsess on siis jargmine:

Samm Tahvlil olevad arvud Viimatine operatsioon
0 1,2,3,4,5,6,7,8

1 1,2,3,4,5,6,56 VUK(7, 8)
2 1,1,4,5,6,56 SUT(2,3)
3 1,1,4,5,168 VUK(6, 56)
4 1,1,5,168 SUT(1, 4)
5 1,1,840 VUK(5, 168)
6 1,1 SUT(1, 840)
7 1 VUK(1, 1)

Viiksemat arvu kui 1 pole voimalik saada, sest kasutatavate operatsioo-
nidega on vdimalik saada ainult positiivseid arve.
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II osa lahendused

1. (Erik Paemurru)
Kas leiduvad sellised algarvud p ja g, et p?—q° =122
Vastus: jah.

Lahendus. Sobib vétta nditeks p = 47 ja g = 13, sest 472 = 2209 ja
13% = 2197 = 2209 - 12 ning 47 ja 13 on algarvud.

Mdrkus. Sobivate arvudeni voib kergesti jouda, vaadates jérjest ldbi algarvu-
de kuupe ja kontrollides, kas 12 liitmisel tekib algarvu ruut. Kontrollide arvu
voib vihendada, pannes tihele, et g° peab andma 8-ga jagamisel jizgi 5,
sest 12 liitmisel peab tekkima paaritu arvu ruut, mis annab 8-ga jagamisel
jaagi 1; siis ka g ise peab andma 8-ga jagamisel jaédgi 5. Samuti vdib tdhele
panna, et g° peab andma 3-ga jagamisel jadgi 1, sest 12 liitmisel peab tek-
kima 3-ga mitte jaguva arvu ruut, mis annab 3-ga jagamisel jaédgi 1; seega
ka g ise peab andma 3-ga jagamisel ja&gi 1.

2. (Maksim Ivanov)

Vordus xz( y+2z) = y2 (z—x) on tbene muutujate x, y, z mingite positiivsete
vadrtuste korral. Leia koik voimalused, milline muutuja saab seejuures olla
neist kolmest vihima viartusega.

Vastus: x.

Lahendus. Kuna muutujate vaédrtused on eelduse pohjal positiivsed, on vor-
duse x*(y + z) = y*(z — x) vasak pool positiivne. Jirelikult peab positiivne
olema ka parem pool. See on voimalik ainult siis, kui z — x > 0 ehk z > x.
Seega z vadrtus ei saa olla vdhim. Et samas y + z > z — x, sest arvule z po-
sitiivse arvu liitmisel on tulemus suurem kui samast arvust positiivse arvu
lahutamisel, siis antud vorduse kehtimiseks peab olema y? > x%. Sellest tu-
lenevalt y > x. Seega ka y védirtus ei saa olla vahim. Kokkuvéttes ainult x
saab olla vihima vairtusega.

Miirkus. Antud vordus on téene ntjuhul x =1, y = z = 2.

3. (Hddrmel Nestra)

Kolmnurgas ABC on |AB| = |AC]|. Tipu B juures oleva nurga poolitaja 16i-
kab kiilge AC punktis D.
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Joonis 9 Joonis 10

a) Kas voib kindlalt viita, et kolmnurk ABD on vordhaarne, kui on teada,

et kolmnurk CBD on vordhaarne?

b) Kas voib kindlalt viita, et kolmnurk CBD on vordhaarne, kui on teada,

et kolmnurk ABD on vordhaarne?

Vastus: a) jah; b) ei.
Lahendus. Olgu ZCBA = B. Et |AB| = |AC]|, siis ka Z/BCA = 3, ning et BD

1
on nurgapoolitaja, siis ZCBD = ZDBA = 3 B (joonis 9). Kolmnurga CBD

1 3
nurkade suurused on S, > p ja 180° — > B ning kolmnurga ABD nurkade

1 3
suurused on 180° — 2, 5[3 ja E‘B

a)

b)

1
Olgu kolmnurk CBD vordhaarne. Ilmselt ei saa olla 5[3 = f. Samuti
1 3
ei saa olla > B = 180° — > B, sest sellest tuleneks § = 90°, kuid vord-
3
haarse kolmnurga alusnurk on alati terav. Seega f = 180° — > B, kust

1 1

B = - -360° = 72°. Et 180° — 23 = 36° = Eﬁ, siis on ka kolmnurk ABD
vordhaarne.

. 1 o . . .. o 7-180°-2-360° 3 o
Kui g = = -360° (joonis 10), siis 180° -2 = — - = ?180

3 3

ja ka > B = > 180°, mis tdhendab, et kolmnurk ABD on vérdhaar-
ne. Kolmnurk CBD aga ei ole vordhaarne, sest a-osas tehtu pohjal on

1
kolmnurk CBD vordhaarne ainult siis, kui g = 5 360°. Seega eeldusel,
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et kolomnurk ABD on vordhaarne, ei voi kindlalt viita, et ka kolmnurk
CBD on vordhaarne.

4. (Maksim Ivanov)

Anu ja Sipsik méngivad joonisel kujutatud manguviljakul jargmist mén-
gu. Algul asub nupp kdige lddnepoolsemal ruudul (joonisel tdhistatud mus-
ta ringikesega). Igal kdigul tohib kumbki méangija nuppu liigutada ldhimale
ruudule pdhja (N), kirde (NE), ida (E) vdi kagu (SE) suunas. Kiiakse korda-
mooda, alustab Anu. Méngija, kes ei saa kdiku teha, on kaotanud. Kas iihel
maéngijaist on voimalik voita vastase iga vastuméngu korral ja kui jah, siis
kummal?

Vastus: jah, Sipsikul.

Lahendus. Voidab méngija, kes oma kédigul asetab nupu idapoolseimale ruu-
dule, sest teistelt ruutudelt on voimalik vdhemalt tihes suunas kdik soori-
tada, idapoolseimalt ruudult aga mitte. Mang kindlasti 16peb, sest lubatud
kaikudega pole voimalik seise korrata.

Vaatleme méngu kdiku suvalisel 3 x 3 ruudustiku kujulisel ménguvaljaku
osal. Olgu Anu kdigul nupp vaadeldava osa lddnepoolseimal ruudul. On liht-
ne néha, et Sipsik saab mingida nii, et nupp jouab vaadeldava osa idapool-
seimale ruudule Sipsiku kdiguga; selleks voib Sipsik kdia nupu alati samas
suunas, milles vahetult eelneval kédigul kdis Anu (koik voimalikud variandid
on kujutatud joonistel 11, 12, 13 ja 14; Anu kdigud on néidatud punase ja
Sipsiku omad sinise noolega).

Idapoolseim ruut iga 3 x 3 ruudustiku kujulises osas peale viimase on aga
iihtlasi jirgmise samakujulise osa lddnepoolseim ruut, kus kdigu peab eel-
neva pohjal tegema jéllegi Anu. Seega Sipsik saab kirjeldatud strateegiat igas
3 x 3 ruudustiku kujulises osas korrata, mille tulemusel jouab nupp kogu
méinguviljaku idapoolseimale ruudule Sipsiku kdiguga. Seega Sipsik saab
voita Anu iga vastuméngu korral.

C € © ©

Joonis 11 Joonis 12 Joonis 13 Joonis 14
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 10. klass

Lahendused

1. (Kaarel Hiinni, Oleg Kosik)
a) Kas koordinaattasandil leidub korrapdrane hulknurk, mille kéik tipud
on tdisarvuliste koordinaatidega?

b) Kas koordinaattasandil leidub hulknurk, mille koik tipud on tdisarvulis-
te koordinaatidega ja koik kiiljed vordse pikkusega, kuid mis pole korra-

pdrane?
Vastus: a) jah; b) jah.
Lahendus 1.
a) Sobib nditeks ruut tippudega (0;0), (0;1), (1;1) ja (1;0) (joonis 15).
b) Sobib niiteks 12-nurk tippudega (1;0), (1;1), (0;1), (0;2), (1;2), (1;3),
2;3), (2;2), (3;2), (3; 1), (2;1), (2;0) (joonis 16).
Lahendus 2.
a) Sobib niiteks ruut tippudega (—1;0), (0; 1), (1;0) ja (0; —1) (joonis 17).
b) Sobib niiteks romb tippudega (—1;0), (0;2), (1;0) ja (0; —2) (joonis 18).

FRis

Joonis 15 Joonis 16 Joonis 17 Joonis 18

2. (Maksim Ivanov, Hdrmel Nestra)
. . 1 1 1 1 (1 1 .
Muutujate a, b, ¢ suhtes kehtib seos Szt ==1--= , kusjuures
ac \b ¢ b= \c a
muutujate vadrtused on positiivsed reaalarvud. Avalda muutuja a muutuja-
te b ja ¢ kaudu voimalikult lihtsal kujul.

Vastus: a = b + c.
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Lahendus 1. Pérast sulgude avamist ja {ihisele nimetajale viimist mdlemal

b+c a-— b+c a-c
pool saame = , kust = . Murdudest vabanemisel
a’bc b2 a b

saame b(b+c) = ala—c) ehk b*+bc = a?®— ac. Viies koik liikkmed iihele poo-
le, saame a®—ac— (b*+bc) = 0. Kisitledes seda seost ruutvorrandina a suh-

ct\Ve2+4(b%+bc)  cxVc?+4bc+4b? ¢+ (c+2b)

tes, saame a = =

2 a 2
—(c+2b
Juht a = % = —b pole vdoimalik, sest a ja b on positiivsed. Jadb iile
+(c+2b
Varianta:¥:b+c
Lahendus 2. Avades antud vorduses sulud ja viies koik liikmed iihele poole,
1 1 1 1
saame —— P b 7e E +ﬁ = 0. Paneme tihele, et
1+1 1+1_1(1+1+111)_
a?b  a’c b?c ab*> ab \a b) ¢ \a® b2}
1 (1+1)+1 (1 1) (1+1)_
“ab \a b c \a b a bl
1 (1 1)+(1 1)(1+1)_
“ab \a b ac bc a b
( 1 1 1) (1 1)
= —_— —_— — -t = -
ab ac bc a b
_c+b-a a+b
B abc ab
1 1 1 1 c+b—a a+b
Jarelikult —— + — = 0 parajasti siis, kui ————- 3 =0,
a

2b " a2c o al? abc
mis omakorda lelab aset parajasti siis, kui (¢ + b— a)(a+ b) = 0 ehk parajasti

siis, kui c+ b —a = 0vdi a + b = 0. Esimesel juhul a = b + c. Teisel juhul
a = —b, mis pole voimalik, sest a ja b on positiivsed.
. (Maksim Ivanov)

Leia positiivse tdisarvu p? + 239 vihim voimalik positiivsete tegurite arv, kui
on teada, et p on algarv.

Vastus: 6.

Lahendus 1. Kui p = 2, siis p? + 239 = 243 = 3°; sel arvul on 6 tegurit

1,3,32,3%,3%,3% Kui p = 3, siis p? +239 = 248 = 23.31; sel arvul on 8 tegurit

1,2,2%,2%,31,2-31,2% -31,2% . 31.

Niitame, et juhul p > 3 on arvul p? + 239 vihemalt 8 tegurit. Mirkame, et
p?+239=p*—1+240 = (p+ 1)(p - 1) + 240.

Kuna p ei jagu 3-ga, siis kas p — 1 voi p + 1 peab jaguma 3-ga. Seega

(p+1(p—1) jagub 3-ga. Samas on p+1 ja p—1 kaks jarjestikust paarisarvu,
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mistdttu (p+1)(p—1) jagub 8-ga, sest kahest jarjestikusest paarisarvust iiks
jagub ka 4-ga. Kokkuvdttes (p+1)(p—1) jagub 24-ga. Et ka 240 jagub 24-ga,
siis p? +239 jagub 24-ga ja iihtlasi koigi 24 teguritega. Kuna 24-1 on 8 tegurit
1,2,3,4,6,8,12,24, siis arvul p? + 239 on vihemalt 8 tegurit. Jarelikult arvu
p? + 239 vihim vaimalik tegurite arv on 6 juhul p = 2.

Lahendus 2. Tahistame p® + 239 = a. Nagu lahenduses 1 kontrollime, et
juhul p = 2 on arvul a tdpselt 6 tegurit. Kui p > 2, siis p on paaritu; olgu
p = 2k+1,siis a = 2k+1)2-1+240 = 4k>+4k+240 = 4k(k+1)+8-30. Kahest
jarjestikusest arvust iiks on paaris, seega k(k+1) on paarisja 4k(k+1) jagub

8-ga. Jarelikult ka arv a jagub 8-ga. Et ilmselt a > 64 ehk g > 8,onarvul a

a
erinevad tegurid 1, 2, 4, 8, 312 a. Kokkuvottes on arvu p2 +239 vihim
voimalik tegurite arv 6.

. (Urve Kangro)
Leia koik reaalarvude kolmikud (x, y, z), mis rahuldavad vorrandisiisteemi

xy + 25 = X% + )2,

yz + x* = y* + 2%,

zx + y* = 22 + 1%,
xyz =1

Vastus: (1,1,1).
Lahendus 1. Liites kokku kolme esimese vorrandi vastavad pooled, saame
pérast sarnaste liikmete koondamist

Xy +yz+zx=x>+y*+ 22

Viinud kaik lilkmed paremale ja korrutanud pooled 2-ga, saame sobiva riih-
mitamisega anda sellele vorrandile samavééarse kuju

0=(y-2°+@z-x*+x-pi

Ruutude summa vordub nulliga ainult siis, kui koik liidetavad on nullid. See-
gay =2z, 2z =xjax =y ehkkokkuvottes x = y = z = ¢, kus ¢ on mingi
reaalarv. Algse siisteemi viimane vorrand saab seega kuju 2 = 1, kust ¢ = 1.
Lahendus 2. Viimasest vorrandist on ndha, et iikski muutujatest ei saa ol-
la 0. Liites kaks esimest vorrandit, saame pérast koondamist xy + yz = 2y°.
Jagades y-ga ldbi, saame x + z = 2y. Avaldame siit z = 2y — x ja asenda-
me esimesse vorrandisse, mis annab xy + (2y — x)> = x* + y2. Siin pirast
sulgude avamist, sarnaste liikmete koondamist ja ldbijagamist y-ga saame
x+4y —4x = y, kust y = x. Vordusest z = 2y — x seega ka z = x. Niitid
viimane vorrand omandab kuju x* = 1, kust x = y = z = 1.

Midrkus. Lahendus 2 nditab, et kolmest esimesest vorrandist iihte pole vaja.
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5. (Hdrmel Nestra)

Olgu E ja F vastavalt kolmnurga ABC kiilgede AC ja AB keskpunktid. Loi-
kude BE ja CF pikkused on vordsed. Kas voib kindlalt viita, et kolmnurk
ABC on vordhaarne?

Vastus: jah.

Lahendus 1. Olgu M sirgete BE ja CF loikepunkt ning D sirgete AM ja BC
ldikepunkt (joonis 19). Et BE ja CF on kolmnurga ABC mediaanid, on M
kolmnurga ABC mediaanide l6ikepunkt. Seega AD on kolmnurga ABC kol-
mas mediaan ning M jaotab mh 16igud BE ja CF suhtes 2 : 1. Eelduse poh-

2 2

jal |BE| = |CF|, mistottu ka |[BM| = §|BE| = §|CF| = |CM]|. Mediaan AD
poolitab 16igu BC; sellest tulenevalt on MD kolmnurga MBC mediaan. Et
IMB| = |MC], siis MD L BC, sest vordhaarse kolmnurga tipunurgast tom-
matud mediaan ja korgus tihtivad. Seega ka AD 1 BC ehk kolmnurga ABC
tipust A tdmmatud mediaan ja kdrgus tihtivad. Jarelikult kolmnurk ABC on
vordhaarne.

Lahendus 2. Olgu a = |BC|, b = |CA| ja ¢ = |AB| ning m = |BE|, n = |CF]|.
Mediaani pikkuse valemi pohjal

1 1 1
m?* = =c® + =a® - - b,

2 2 4

1 1 1
n = —a®+-b* - =2

2 2 4

Lahutades esimesest vorrandist teise ja koondades sarnased liikmed, arves-
tades, et iilesande tingimuste pohjal m = n, saame

3 3
0==c*-Zp.
4 4

3 3
Seega — = th, kust ¢ = b. Jarelikult on kolmnurk vordhaarne.

4

A A
F E F E
M M
B D c B c
Joonis 19 Joonis 20
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Mdrkus. Mediaani pikkuse valemit on lihtne tuletada koosinusteoreemi kau-
du. Tdhistame ZCFA = ¢. Koosinusteoreemist kolmnurkades CFA ja CFB
saame vastavalt

L

1
P = n?+-c — —cncos?,
4 2

(,12

1 1
n® + =c® — Zcncos(180° — 6).
4 2

Liites need vorrandid ja koondades sarnased liikmed, vottes seejuures ar-

1
vesse, et cos(180° — a) = —cosa, saame a® + b* = 2n® + =2 Seega
1 1 1
n’ =-a®+-b* - =c%.
2 2 4

Lahendus 3. Olgu M sirgete BE ja CF loikepunkt. Sarnaselt lahenduse-
ga 1 toestame, et |[BM| = |CM]|. Vordhaarsest kolmnurgast BCM saame
/BCM = ZCBM. Seega kolmnurgad EBC ja FCB on sarnased tunnuse
KNK pohjal (|BE| = |CF] ja kiilg BC on iihine). Jarelikult ka |BF| = |CE]|.
Seega |AB| = 2|BF| = 2|CE| = |BC]|, millest tulenevalt on kolmnurk ABC
vordhaarne.

Lahendus 4. Olgu M sirgete BE ja CF 1oikepunkt. Ulesande tingimuste poh-
jalon EF kolmnurga ABC kiiljega BC paralleelne keskloik (joonis 20). Seega
BCEF on trapets ja M tema diagonaalide l6ikepunkt ning eelduse pohjal on
selle trapetsi diagonaalid vordse pikkusega.

Niéitame, et trapets BCEF on vordhaarne. Aluste paralleelsusest tulenevalt
/BCM = ZEFM, tippnurkadest aga saame /BMC = ZEMF. Seega tun-
nuse NN pdhjal on kolmnurgad BCM ja EFM sarnased. Et |BC| = 2|EF|,
siis |[BM| = 2|EM]| ja |CM| = 2|FM|. Saame

|BE| = |[BM| + |[EM| = 2|[EM| + |[EM| = 3|EM]|,
|CF| = |CM| + |FM| = 2|FM| + |FM| = 3|FM|.

Ulesande tingimuste pohjal |BE| = |CF|, millest eelneva pohjal jireldub
|[EM| = |FM]|. Vordhaarsest kolmnurgast EFM niiid /MEF = Z/MFE. Ja-
relikult /BEF = /BCF, mistottu punktid B, C, E, F on iihel ringjoonel.
Vorduse Z/BEF = ZCFE pohjal on selle ringjoone kaared BF ja CE vord-
sed, millest tulenevalt on ka kd6lud BF ja CE vordse pikkusega.

Niitid saame |AB| = 2|BF| = 2|CE| = |AC], kust jareldub kolmnurga ABC
vordhaarsus.

Midrkus. Lahenduse 4 keskmises 1digus 14dbi viidud arutlus vildib mediaa-
ni omaduste kasutamist. Selle asemel tdestab see kolmnurkade sarnasuse
abil, et mistahes trapetsi diagonaalide 16ikepunkt jaotab moélemad diago-
naalid aluste pikkuste suhtes. Et antud juhul aluste pikkuste suhe on kesk-
16igu omaduse pohjal 2, saame tuntud fakti, et mediaanide l6ikepunkt jao-
tab mediaanid suhtes 2 : 1, siit soovi korral vahetult jareldada.
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Joonis 21 Joonis 22

6. (Hdrmel Nestra)

Olgu n positiivne tdisarv, n > 3. Korraparases n-nurgas margitakse voimali-
kult suur arv selliseid diagonaale, mis mujal kui 7-nurga tippudes omavahel
eiloiku. Leia vihim voimalik pikima margitud diagonaali otspunktide vahe-
le jaavate hulknurga kiilgede arv.

Vastus: [g—‘ .

Lahendus. Voimalikult suur hulk mitteldikuvaid diagonaale tiikeldab n-nur-
ga kolmnurkadeks. Olgu ABC neist kolmnurkadest selline, mille sisse voi
kiiljele jaab n-nurga keskpunkt (joonisel 21 margitud O-ga). Sisaldagu lii-
him tippude B ja C vaheline tee médda n-nurga piirjoont tapselt x kiilge,
lithim tippude C ja A vaheline analoogne tee tipselt y kiilge ja lithim tippu-
de A ja B vaheline selline tee tipselt z kiilge; siis x + y + z = n. Eeldades

tildisust kitsendamata x = y = z, saame 3x > n, kust x = 3 Seega pikima

maérgitud diagonaali otspunktide vahele jadb vihemalt [g} kiilge, kus [f]
tdhistab vdhimat tdisarvu, mis pole védiksem kui .

Teisalt saame iga kiilgede arvu n = 3 esitada kolme voimalikult ithesuuruse
tdisarvulise liidetava summana kujul x + y + z. Siis max(x, y, z) = [g] . Mir-
gime tsiikliliselt 3 diagonaali, mille otspunktide vahele jidb mé6da n-nurga
piirjoont lugedes tipselt x, y ja z kiilge, ning titkkeldame iga mérgitud diago-
naali poolt korrapérasest n-nurgast dra ldigatud vdiksema hulknurga maksi-
maalse arvu mitteldikuvate diagonaalidega (joonis 22 néitab tiht voimalust
n = 17 korral; kolm esimesena valitud diagonaali on mérgitud jameda pu-
nasega ja jargnevad sinisega). Need diagonaalid on koik lithemad kui algselt
tommatud kolmest diagonaalist pikim. Nii saame n-nurga tiikelduse voi-
malikult suure arvu mitteldikuvate diagonaalidega, millest pikima otspunk-

tide vahel on tipselt [g—‘ hulknurga kiilge.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 11. klass

Lahendused

1. (Maksim Ivanov)

Loomade varjupaigas on ainult koerad, kassid, kiiiilikud ja hamstrid. Koe-
ri on seal 20 vorra vdhem kui kasse, kuid 15 vorra rohkem kui kiitilikuid.
Hamstreid ja koeri on kokku 45. Mingit kahte liiki loomi on varjupaigas kok-
ku niisama palju kui tilejadnud kahte liiki loomi kokku. Leia kdik voimalu-
sed, mitu looma vdib olla selles varjupaigas.

Vastus: 90 voi 130.

Lahendus. Olgu varjupaigas olevate koerte arv x. Siis kasside arv on x + 20,
kiitlikute arv x — 15 ja hamstrite arv 45 — x. Loomade koguarv varjupaigas
on x + (x + 20) + (x — 15) + (45 — x) ehk 2x + 50.

Teades, et kahte liiki loomi on varjupaigas kokku niisama palju kui iilejad-
nud kahte liiki loomi kokku, vaatame lébi koik kolm voimalust.
¢ Kui koeri ja kasse on kokku niisama palju kui kiitilikuid ja hamstreid, siis
2x+20 = 30, kust x = 5. Siis aga oleks kiiiilikute arv negatiivne, mis pole
voimalik.
¢ Kui koeri ja kiitilikuid on kokku niisama palju kui kasse ja hamstreid, siis
2x—15 = 65, kust x = 40. See rahuldab tingimusi. Loomade koguarv sel
juhul on 2 - 40 + 50 ehk 130.
¢ Kui koeri ja hamstreid on kokku niisama palju kui kasse ja kiitilikuid, siis
45 = 2x + 5, kust x = 20. Ka see variant rahuldab tingimusi. Loomade
koguarv sel juhul on 2 - 20 + 50 ehk 90.

2. (Maksim Ivanov)

Sokolaadipoe igal ostutsekil on 9 numbrist koosnev kood (see vdib alata ka
nullidega). Mart arvab, et ostutSeki kood on 6nnelik, kui selles on vihemalt
kaks numbrit 9. Kért arvab, et ostutSeki kood on 6nnelik, kui selles leidub
kaks korvutiolevat numbrit, mille summa on 9. Kumma jaoks leidub rohkem
onnelikke ostutseki koode?

Vastus: Kardi jaoks.

Lahendus. Koode, milles number 9 ei esine kordagi, on kokku 99 tiikki. Koo-
de, milles number 9 esineb tdpselt tihe korra, on 9 - 9% ehk samuti 97, sest
numbri 9 asukoha valikuks on 9 voimalust ja {ilejddnud 8 numbri valikuks
98 vGimalust. Kokku on niisiis 2 - 9° koodi, mis pole Mrdi jaoks 6nnelikud.
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Loendame niitid koode, mis ei ole Kérdi jaoks 6nnelikud. Esimese numbri
valikuks on 10 voimalust. Iga jairgmise numbri valikuks on 9 voimalust, sest
téapselt tiks valik annaks eelmisele numbrile liites summaks 9. Seega leidub
10 - 9% koodi, mis pole Kirdi jaoks dnnelikud.

Et2-9° =18-9% > 10-98, on koode, mis pole Méardi jaoks 6nnelikud, rohkem
kui koode, mis pole Kérdi jaoks onnelikud. Jarelikult Kardi jaoks onnelikke
koode on rohkem kui Méardi jaoks onnelikke koode.

. (Hdrmel Nestra)

Kas leiduvad sellised tdisarvud x ja y, mille korral

20 21 2021 ’

Xy x+y

Vastus: ei.

Lahendus 1. Viies vorrandi vasakul pool murrud tihisele nimetajale, saame

20y +21x 2021

Xy x+y

Murdudest vabanemisel saame vorrandi (20y + 21x)(x + y) = 2021xy, mis
lihtsustub kujule
21x% —1980xy + 20y* = 0. 1)

Néitame, et vorrandil (1) ei leidu nullist erinevaid lahendeid; et x = 0 ja
y = 0 ei sobi algsesse vorrandisse, siis jareldub sellest, et algsel vorrandil
lahendid puuduvad.

Vaatleme algarvu 3 astendajaid liidetavate absoluutvaértuste kanoonilises
esituses. Olgu 3% ja 3P suurimad 3 astmed, millega vastavalt x ja y jaguvad.
Siis 3 astendajad arvude 21x%, 1980xy ja 20y kanoonilises esituses on vas-
tavalt 2a + 1, 2 + @ + 8 ja 2f5. Olgu k neist kolmest astendajast vdhim ja [
vaiksuselt jargmine. Kui k < [, siis jagades vorrandi (1) arvuga 3% tekib va-
sakule poole kahe 3-ga jaguva ja iihe 3-ga mitte jaguva arvu summa, mis ei
saa vorduda 3-ga jaguva arvuga 0. Jarelikult k = /. Kuna astendajad 2a + 1
ja 2 ei saa olla vordsed, siis {iks kahest vdhimast astendajast peab olema
2+a+p,ehk2+a+pf <2a+1ja2+a+ f < 2. Viimaste vorratuste
liitmisel saame 4 + 2a + 28 < 1 + 2a + 2, kust 4 < 1, vastuolu. Seega kaks
vdhimat astendajat ei saa olla ei vordsed ega ka mittevordsed, mis néitab, et
antud vorrandil lahendeid ei leidu.

Lahendus 2. Korrutades antud vorrandi ldbi parema poole nimetajaga x+ y,

saame vorrandi

20(1+%)+21(§+1) = 2021, @)
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mida rahuldavad koéik need arvud mis algset vorrandit. Tdhistame L. t;
X

X 1 1
siis — = 7 Vorrand (2) omandab kuju 20(1 + #) + 21 (1 + ;) = 2021, mis

pérast poolte korrutamist 7-ga teisendub ruutvorrandiks
20£* — 19807 + 21 = 0. 3)

Olgu D selle vorrandi diskriminant, st D = 1980 —4-20-21 = 1980% — 1680.
Et (1980 —1)% = 1980% —2-1980 + 1 < 1980% — 1680, siis D on suuruselt kahe
jirjestikuse tiisruudu vahel ega saa ise olla tiisruut. Jarelikult v/D on irrat-
sionaalarv, mistottu vorrandi (3) lahendid on irratsionaalarvud. Kuid téis-

arvuliste x ja y korral oleksid J ja 2 ratsionaalarvud. Vastuolu nditab, et
X
algsel vorrandil tdisarvulised lahendid puuduvad.

Midrkus. Muutujavahetus ¢ = % v0i seose vaatlemine ruutvorrandina muu-
tujate jagatise suhtes pole lahenduses 2 tingimata vajalik. Selle asemel voib
alguses viia vorrandi kujule (1) nagu lahenduses 1 ja késitleda seda ruutvor-
randina niiteks x suhtes. Diskriminant on sel juhul D = 1980%y? — 1680y>.
Eeldusel, et y on tédisarv, oleks D tdisruut parajasti siis, kui 19802 —1680 oleks
tdisruut; et see aga nii ei ole, peab v'D olema irratsionaalarv, mistottu x ei

saa olla tdisarv.
. (Heiki Niglas)
Leia tiisarvuliste kordajatega mittenullpoliinoom, mille iiks juur onv/2+ /3.

Miirkus. Poliinoom on avaldis kujul a,x" + a,_1x"' + ... + a1x + ag, kus

an, an-1, ..., ai, ap on arvud; neid kutsutakse poliinoomi kordajateks. Polii-
noomi juureks nimetatakse arvu x, mille korral poliinoomi védartus on 0.

Lahendus 1. Olgu x = V2 + V/3. Siis /3 = x — V/2, mis kuupi tostes annab
3=x> - 3v2x* + 6x — 2V2 ehk

x*+6x—-3=(3x* +2) V2,

Tostes viimase vorduse molemad pooled ruutu, saame pérast liikmete vii-
mist tihele poole ja sarnaste liikmete koondamist

B —6xt—6x +12x% —36x+1=0.

Viimase vorduse vasakul pool ongi sobiv poliinoom.

Lahendus 2. Olgu x = V2 + V3. Avades sulud avaldistes x°,..., x5, saame

koik need astmed avaldada liikmete 1, v2.V/3, i/?, V2. V3,V2. /32 sum-
mana, kus kordajad avalduvad jargmiselt:
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1 V2 V3 V32 V293 V2-V32
0
X 1
X! 1 1
2
2] 2 1 2
213 2 6 3
214 12 3 12 8
X160 4 20 3 15 20
X117 120 90 60 24 18

Paneme tihele, et poliinoom ax®+ bx® + cx* + dx® + ex® + fx+ g on lahend,
kui kehtib vorrandisiisteem

17a + 60b + 4c + 3d + 2e +g=0
120a + 4b + 12c¢ + 2d + f =0
90a + 20b + 3c + 6d + f =0
60a + 3b + 12¢ + e =0
24a + 15b + 8¢ + 2e =0
18a + 20b + 3d =0

Vorrandeid omavahel kombineerides ja muutujaid elimineerides on voima-
lik leida, et b = 0. Valides seejidrel tildisust kitsendamata a = 1 (sest kui
mingi poliinoom on lahend, siis see on ka lahend koigi kordajate korru-
tamisel nullist erineva arvuga), saame leida, et a = 1, b = 0, ¢ = -6,
d = -6, e = 12, f = =36, g = 1 rahuldab vorrandisiisteemi. Seega
x® —6x* — 6x> + 12x% — 36x + 1 on sobiv poliinoom.

Méirkus. Ziirii vea tottu puudus voistlusel esitatud iilesande tekstis tdiend
,mittenull, mille tagajirjel leidus tilesandel triviaalne lahend, nullpolii-
noom (koik kordajad nullid). Nullpoliinoomi juured on kéik arvud, kaasa
arvatud v2 + V3.

. (Maksim Ivanov)

Kolmnurgas ABC on kiilgede AC ja BC pikkused vastavalt 2 ja v/7. Ring-
joon diameetriga AB poolitab kolmnurga ABC tipust C tommatud kérguse.
Leia kiilje AB pikkus.

3v15

Vastus:

Lahendus 1. Olgu tipust C tdommatud kérgus CF ning ldikugu kérgus ring-
joonega punktis K (joonis 23). Kuna AK B on diameetrile toetuv piirdenurk,
siis Thalese teoreemi pohjal ZAKB = 90°.

Olgu |CF| = h, |AF| = x ning |BF| = y. Kuna kolmnurgad ACF ja BCF on
taisnurksed, siis saame kirja panna vorrandid x> + h? = 4 ja y2 +h? =7, kust
vastavalt x* = 4 — h? ja y* = 7 — h®. Kasutades kolmnurgas ABK teoreemi
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Joonis 23 Joonis 24

2 4 4
h h
tdisnurkse kolmnurga korgusest, saame (E) = xy, kust x*y* = (E) =16
1 15
Kokkuvottes (4 — h?) (7 — h?) = Eh‘l, millest ?h‘l — 88h% +224 = 0. Kisit-

ledes viimast seost ruutvorrandina h? suhtes, saame

_ 88+VvB882-2-15-224 88+11024 88+32

B2
15 15 15
88 + 32
Juht h? = : = 8 ei sobi, sest siis x* = 4 — h* = —4. Teine lahend
88-32 56 4 49
h = = — annab x* =4 - h®> = — ja y* =7 - h? = —. Siit saame
15 15 15 15

2 7 9 315

|[AB|=x+y i + AT 5
Lahendus 2. Olgu tipust C tdommatud kérgus CF ning ldikugu kérgus ring-
joonega punktis K; olgu M kiilje AB keskpunkt (joonis 24). Tdhistades
IMA| = I[MB| = |[MK| = r, |KF| = |[KC| = x ja |[MF| = y, saame Pytha-
gorase teoreemist tdisnurksetes kolmnurkades AFC, BFC ja KFM vorran-
dististeemi

a4x® + (r—y)2 = 4,

4x® + (r+ y)2 7,

&+ oy =0

Asendades selle siisteemi kaks esimest vorrandit nende liitmisel ja lahuta-
misel saadavate vorranditega, saame samavdaarse slisteemi

8x% +2r* +2y* = 11,
4ry =3, 4)
2t y? _ g2
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Asendades siisteemis (4) x> kolmandast vorrandist esimesse, saame vorran-
di 87% — 8y? + 2r? + 2y? = 11, mis lihtsustub kujule

1072 —6y? —11 = 0. ()
Siisteemi (4) teise vorrandi poolte ruututostmisel aga saame 167°y* = 9 ehk

9
2.2

= 6
"V T 16 ©

Korrutades vorrandi (5) pooled suurusega r? ja asendades r?y? vorran-

dist (6), saame vorrandi 10r% — 1172

saame

7
Y = 0. Lahendades selle 2 suhtes,

2 _11+VI2T+135 _11£16

20 20
11 +16 27 3v3 3v15
Etr? > 0jar > 0,siis r = =1\/—= = —\/_ = ——. Jarelikult
V' 20 V20 = 2v35 10

3v15
|AB| =2r = 5

. (Markus Rene Pae)

Arvutamisoskuste oltimpiaadil antakse lahendada 6 tilesannet ja seal osa-
leb 360 opilast. Vasimatu hindamiskomisjon koosneb 6 liikmest, kellest iga-
iiks parandab mingi {ihe ja sama iilesande koigi osalejate voistlustoddes. On
teada, et esimese iilesande parandajal kulub iga t66 hindamiseks iiks mi-
nut, teise tilesande parandajal kaks minutit, kolmanda iilesande parandajal
kolm minutit jne. Et aga iga dpilase t66 koosneb iihest paberist, millele ta on
lahendanud koik tilesanded, saab iga t66 olla korraga ainult iihe parandaja
kées. Kas on voimalik korraldada parandajate t66 nii, et iga parandaja alus-
tab parandamist kohe pérast voistluse 16ppu ja saab vahepeal puhkamata
oma iilesande koigis toodes dra hinnata? Eeldame, et tddde algne jaotami-
ne parandajate vahel ja nende tileandmine iihelt parandajalt teisele aega ei
vota.

Vastus: jah.

Lahendus 1. Jaotame 360 t66d 6 pakki, igaiihes 60 t66d. Algul saab iga pa-
randaja tihe neist pakkidest. Edasi korraldame t66 60-minutiliste perioodi-
de kaupa. Iga sellise perioodi jooksul hinnaku iga parandaja tema kées ole-
vas pakis niipalju seni tema poolt veel hindamata t6id, kui ta jouab. Parast
tunni m6ddumist vahetagu parandajad pakke tsiikliliselt: esimene paranda-
ja annab koik tema kées olnud t66d teisele, teine kdik tema kédes olnud t66d
kolmandale jne, kuni kuues parandaja annab koik tema kées olnud t66d esi-
mesele. Selline to6korraldus on iilesande nr n parandaja seisukohast sama-

60
vadrne sellega, kui ta parandab jargemooda igas pakis — t66d, alustab siis
n
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60

jdlle algsest pakist jairgmise — t66 parandamisega jne. Niisuguse ajakava
n

korral ei pea parandaja enne puhkama, kui ta on koik t66d dra hinnanud.

Lahendus 2. Nummerdame t60d naturaalarvudega 1 kuni 360 ja teeme jarg-
mise ajagraafiku (tabeli lahtrites on t66de numbrid):

Minut 1. 2. 3. 4. 5. 6.
1. parandaja 1 2 3 4 5 6
2. parandaja | 360 360 1 1 2 2
3.parandaja | 359 359 359 360 360 360
4. parandaja | 358 358 358 358 359 359 359 359
5.parandaja | 357 357 357 357 357 358 358 358
6. parandaja | 356 356 356 356 356 356 357 357

Piisab nédidata, et {ihegi t60 number ei esine iiheski veerus korduvalt (siis
ei pea tikski t66 olema korraga mitme parandaja kdes). Vdide kehtib t66-
de 1,2,...,355 korral, sest parandaja nr i I6petab t66 nr n lugemise pérast
(i — i + ni minuti mdé6dumist parandamise algusest, parandaja nr i + 1
aga alustab sama t60 lugemist alles parast i(i + 1) + (n — 1)(i + 1) minuti
moodumist algusest ning

—w ~a| Y
— w | ®

(G+D+m-DE+1D)—-((G-Di+ni)=2i+n—-i-1=i+n-1>0.

Sarnasel pohjusel kehtib vdide t66 nr 360 kohta 2.-6. {ilesande parandajate
osas; et see t00 saab nende poolt parandatud pérast 30 minuti mé6dumist
algusest, pole selle t66 parandamisjarg veel 1. iilesande parandajani joud-
nud, mistottu kehtib vidide ka 1. tilesande parandaja osas. Analoogselt poh-
jendame viite tilejadnud t66de kohta.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 12. klass
Lahendused
1. (Heiki Niglas)
Leia vorrandi JE
X +Xx
=6vXx
VX —x v

koik reaalarvulised lahendid.
1 1

Vastus: — ja —.
4 9

Lahendus 1. Antud vorrandi poolte ldbikorrutamisel arvuga v/x — x saame
VX + x = 6x — 6xv/x ehk vx(6x + 1) = 5x. Viimase vorduse poolte ruutu-
tostmisel saame x(36x% + 12x + 1) = 25x% ehk samaviirselt

x(36x%> —13x+1) = 0.

Et x = 0 ei rahulda algset vorrandit, jéib jirele juht 36x*> — 13x + 1 = 0.
Selle ruutvorrandi lahendid on x = n jax= g’ Kontroll niitab, et molemad
lahendid rahuldavad algset vorrandit.

Lahendus 2. Tahistades v/x = t, omandab vorrand kuju

t+ 12

P 61,

millele otsime mittenegatiivseid reaalarvulisi lahendeid. Kuna ¢t = 0 pole
lahend, siis saame vasakul taandades samavédirse vorrandi

1+t 6t o
1—-t
Korrutades vorrandi pooled suurusega 1 — ¢, saame 1 + ¢ = 6¢(1 — 1),
kust sulgude avamisel ja liikmete viimisel tihele poole tekib ruutvorrand
1 1
612 —5t+1 =0 ehk (2t—1)(3r—1) = 0. Selle lahendid on ¢ = 3 jat= 3 Ku-
na molemal juhul 1 — ¢ # 0, siis rahuldavad need lahendid ka vorrandit (7).
1

1
Seega algse vorrandi lahendid on x = 1 jax= g’
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2. (Hdirmel Nestra)
Kas arv log, ; 2 on suurem voi vdiksem arvust 0,72
Vastus: viiksem.

Lahendus. Néitame, et log, ;2 < 0,7. Logaritmi definitsioonist tulenevalt
2,7°27% = 2, mistottu log,,2 < 0,7 kehtib parajasti siis, kui 2 < 2,7°7,

27\ 10
st parajasti siis, kui 2 < (1—0) . Viimane vorratus kehtib parajasti siis, kui

27\" _ (27\" 277 3%
210 < (—) . Et (—) = — = —, siis vajalik vorratus kehtib parajasti siis,
10 10 107 107

kui 2'° - 107 < 32!, Viimane vorratus aga kehtib, sest

2
321 = ((3°)°) -3 = (248%)" -3 = 59049° - 3 = 3486784401 -3 =

= 10460353203 > 10240000000 = 2'° - 10”.

Meirkus 1. Vorratust 21°-107 < 32! saab niidata ka viiksema arvutusvaevaga,

kui esitada 3%! kujul (34)5 -3 = 81° - 3 ja kasutada binoomvalemist saadavat
hinnangut

81° = (80 + 1)° > 80° +5-80" = 80 -85 = (2*.5)" . 5.17 =26 .57 .17.
Saaksime

321 > 216.55.17.3=219.10°.2.17-3=210.10°- 102 > 219 . 10",

Mdrkus 2. Kuna e > 2,7 ja 1-st suurema arvu logaritmi aluse suurendamisel
logaritmi vdartus vdheneb, saab antud {ilesandest jareldada, et In2 < 0,7.
Hindamine vastupidises suunas pole korrektne, st teadmist, et In2 < 0,7, ei
saa kasutada antud tilesande lahendamiseks.

3. (Kaur Aare Saar)

a) Tdesta, et iga naturaalarvu n korral jagub arv n

arvuga R T .

4040 n4038

+ +o+nt+1

b) Kas véide jaab kehtima, kui esimesse avaldisse lisada liidetav n4042 ja

teise avaldisse liidetav n?%%!?

Vastus:b) ei.

1’14038, I’l4040,

Lahendus. Paneme tihele, et 1, n?, . .., ... on geomeetriline jada

teguriga n? ning 1, n, ..., n?°'% n?%%0 . on geomeetriline jada teguriga n.

n2k+2 -1

Geomeetrilise jada summa valemist n°* + n?*72 + ..+ n? +1 = 71
n2 —
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k+1
_ n s~ . .
ja nfenf e L 4n+1= —l,mlstottulgan?f 1 ja k korral

k224 en2e1l (RPF2-1)(m-1)

nk+nk-l+ +n+1 (nz—l)(nk“—l):

(nk+1_1) (nk+1+1) n-1) nk+1+1
n-Dm+) (A1 -1)  n+l

B | tehtu vahial R T I (e W e | Mirk
a €Spool tentu ponja = . Marka-
P PO = 2020 2019 4 T+ 1 n+1

me, et vahelduvate mirkidega jada 1, -n,..., —p?019 52020 on geo-

meetriline teguriga —n ning geomeetrilise jada summa valemi poh-
2021 2021

. n +1 . n +1

jal n2920 — p2019 o _p 41 = ——— Jarelikult ———— on

n

n+ +1
tdisarv. Seega juhul n # 1 arv n'%% + #1988 4 4+ 1% + 1 toepoolest

jagub arvuga n?%2° + n?°1% 4 4+ n + 1. Kui aga n = 1, siis leiame
ni00 4 1038 1?41 = n®%0 4 2?9 4 4 n4 1 = 2021, mistottu
noutud jaguvus kehtib samuti.
by Al ehid oahial 4042 | 4040 | 4038 . L o2 4 72022 4 q
uses tehtu pohja =
8 POt n2021+n2020+2n2019+...+n+1 n+1
Mirkame, et arv 22922 + 1 ehk (2!°!!)” + 1 annab 3-ga jagades jaagi 2,
sest 3-ga mitte jaguva arvu ruut annab 3-ga jagades jddgi 1. Seega ju-
2022
n +1
hul n = 2 ei jagu murru 1 lugeja 3-ga, nimetaja aga jagub 3-ga,
n

mistottu jagatis ei ole tdisarv.

4. (Oleg Kosik)

Milliste 1-st suuremate tdisarvude n korral leidub positiivsete tdisarvude
komplekt (ay,..., a,), kus vihemalt kaks arvu on erinevad ja iga kahe arvu
geomeetriline keskmine on selle komplekti mingite arvude (neid arve vaib
olla rohkem kui kaks) aritmeetiline keskmine?

Vastus: kdigi naturaalarvude n = 3 korral.

Lahendus 1. Kui n = 2, siis eelduse pdhjal a; # az. Sel juhul arvude a;
ja ap geomeetriline keskmine on suuruselt nende arvude vahel, kuid nende
arvude aritmeetilisest keskmisest alati vdiksem. Seega ei saa geomeetriline
keskmine vorduda mingite selle komplekti arvude aritmeetilise keskmisega.
Juhul n = 3valime a; =4jaay=a3=...=a,=1.Kuintiid2<i < j <n,
siis on arvude a; ja a; aritmeetiline ja geomeetriline keskmine vordsed. Kui
agai=1ja2< j<n,siisonarvude g; ja a; geomeetriline keskmine Va1

4+1+1
ehk 2, samas kui arvude ay, ap, az aritmeetiline keskmine on — ehk

samuti 2.
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Lahendus 2. Nagu lahenduses 1 nditame, et n = 2 korral sellist komplekti ei
leidu. Kui n = 3, siisvotame a; = a, =...=ap-1 =n—-1ljaa, = (n— 3.
Kuil < i< j<n-1,siis a; ja a; aritmeetiline ja geomeetriline keskmine
onmodlemad n—1.Kuiagal <i<n-1jaj=n,siis a; ja aj geomeetriline
keskmine on v/ (n — 1)(n — 1)3 ehk (n — 1)?, arvude a, az, ..., a, aritmeeti-

-2+ (n-1°
line keskmine on aga (n-1) p (=D ehk samuti (1 — 1).

. (Kaur Aare Saar)

Korrapérase viisnurga kiiljed on diameetriteks ringjoon-
tele raadiusega 1 cm. Toesta, et viisnurga keskele jadva
viie ringjoone kaarega (joonisel jameda joonega) piira-

T
tud kujundi pindala on (5 tan54° — 5sin 72° — E) cm?.

Lahendus. Tahistagu Y meie korrapdrast viisnurka ja olgu K viisnurga kes-
kele jadv viie ringjoone kaarega piiratud kujund. Olgu X kujundi K iihe kaare
poolt vastavas ringjoones méaratud sektor; olgu A kolmnurk, mille tippu-
deks on viisnurga kiilje keskpunkt ning selle kiilje otspunkte lédbiva ringjoo-
ne 1oikepunktid naaberkiilje otspunkte ldbiva ringjoonega. Siis

Sk = Sy — 10Sp - 585y,

kus Sg tdhistab kujundi & pindala (joonis 25).

Joonis 25

Olgu kujundi ringjoonte raadius r. Vordhaarse kolmnurga A alus asub viis-
nurga Y sisenurga poolitajal; et korrapérase viisnurga sisenurga suurus on
108°, on kolmnurga A alusnurga suurus 54° ja tipunurga suurus jarelikult
72°. Sektori T nurga suurus on seega 36°. Saame

1
Sy = 5-5 .2r - rtan54° = 5tan 54° - 1%,

1 . o 2
SAzzsm72 -re,

36° T
car? = = .2

S =
=7 360° 10
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7 b1
Seega Sk = (5 tan 54° — 5sin 72° — E) r? = (5 tan 54° — 5sin 72° — E) cm?.

. (Kaarel Héinni)

Vordkiilgse kolmnurga kujuline mangulaud kiiljepikkusega 2021 on jao-
tatud vordkiilgse kolmnurga kujulisteks véljadeks kiiljepikkusega 1. Algul
asub méngunupp tihes suure vordkiilgse kolmnurga tipus. Kui nupp asub
kahe tihise kiiljega vélja poolt moodustatud rombi teravnurkses tipus, siis
voib nupu kiia selle rombi vastastippu. Teistsugused kdigud pole lubatud.
Mitmesse erinevasse punkti on voimalik nuppu viia?

Vastus: 681751.

Lahendus 1. Téhistame nupu algustipu O ja olgu vordkiilgse kolmnurga ku-
juline méangulaud kiiljepikkusega 3k — 1 (iilesandes k = 674) paigutatud
tipuga O allapoole. Viikeste kolmnurkade tipud paiknevad kolmnurkase ta-
belina, mille esimeses reas on 3k tippu, teises 3k — 1, kolmandas 3k — 2 jne
kuni viimases 1 tipp. Paigutame korvale teise niisama suure méngulaua ti-
puga iilespoole; koos algse midngulauaga paiknevad viikeste kolmnurkade
tipud réo6pkiilikuna, mille {ihe (horisontaalse) kiilje sihis asuvad nad sirge-
tel liinidel (3k + 1)-kaupa ja teise kiilje sihis 3k-kaupa. Varvime punaseks
koik tipud igal kolmandal tippude liinil, mis kulgeb paralleelselt tipu O kaht
roopkiilikukujulise médngulaua serval paiknevat naabertippu ldbiva sirgega,
alustades liinist, millel asub vaid tipp O (joonis 26 kujutab olukorda k = 5
jaoks). Kahest iihise kiiljega kolmnurgast moodustuva rombi asendite lihtne
labivaatus néitab, et nupp, asudes varvitud tipus, saab kdia ainult varvitud
tippudesse. Samuti on lihtne néha, et koik varvitud tipud on kéttesaadavad,
sh algse méngulaua varvitud tipud on kéttesaadavad ilma lisaala tippe kii-
lastamata. Igal réopkiiliku lithema kiilje sihis kulgeval tippude liinil on iga
kolmas tipp ehk kokku k tippu varvitud; et selliseid liine on kokku 3k + 1,
on kogu roopkiilikukujulisel miangulaual k - (3k + 1) vérvitud tippu. Alu-
mise rea parempoolseim tipp lisatud vordkiilgse kolmnurga kujulisel alal on
varvitud, sest asub tipust O tédpselt 3k diagonaalliini kaugusel; seega siim-

meetria pohjal on nii algsel kui ka lisatud vordkiilgse kolmnurga kujulisel

k-Bk+1
alal tihepalju ehk % varvitud tippu. Juhul k = 674 saame varvitud

tippude arvuks 681751.

Lahendus 2. Olgu vordkiilgse kolmnurga kujuline méngulaud kiiljepikkuse-
ga 3k — 1 paigutatud tipuga allapoole. Vdikeste kolmnurkade tipud paik-
nevad kolmnurkse tabelina, mille esimeses reas on 3k tippu, teises 3k — 1,
kolmandas 3k — 2 jne kuni viimases 1 tipp. Varvime véikeste kolmnurka-
de tipud kolme varviga nii, et esimeses reas vahelduvad esimene, teine ja
kolmas vdrv samas jarjestuses ning iga jargmise rea iga tipu varv on see, mi-
da kahe tema kohal oleva naabertipu virvide seas ei esine (joonis 27 kuju-
tab olukorda k = 5 jaoks). Siis on madngulaua iga vélja kolm tippu varvitud
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Joonis 26 Joonis 27

erinevate varvidega ning igal méngulaua mone servaga paralleelsel punkti-
de liinil on iga kolm jérjestikust punkti samuti eri vérvi. [Imselt saab {iles-
andes kirjeldatud kidiguga liigutada nuppu ainult {iht ja sama vérvi tippude
vahel, suvalisest tipust nupuga alustades on aga koik sama vérvi tipud két-
tesaadavad. Esimese rea ddrmised tipud on vérvitud esimese ja kolmanda
varviga (sest nad on teineteisest kaugusel 3k — 1) ning méngulaua kolmas
tipp on vérvitud teise virviga (sest varvid piki ridade viimaseid tippe va-
helduvad samas jarjestuses). Simmeetria tdttu on igat vérvi tippe tihepal-

1+2+...+3k
ju ehk I a— aritmeetilise jada summa valemi pohjal on see arv

3kBk+1)

5 .Juhul 3k = 2022 saame {iht vérvi tippude arvuks 681751.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor Uldjuhend

Lp hindaja!

Kéesolevas esitame koigepealt hindamise tildised pohimotted ning seejarel jar-
jekorras konkreetsed hindamisjuhised iga tilesande kohta eraldi.

1. Opilase lahenduseks tuleb esmajoones lugeda see, mida opilane on iiles-
ande kohta vormistanud puhtandina (sh mustandipaberile selgesti arusaa-
davalt kirja pandud mottekdigud, kui need on ametlikult puhtandipaberilt
viidatud). T66 mustandi arvestamine v6i mittearvestamine iilesande lahen-
duse hulka on hindaja otsustada (v6i piirkonna hindamiskomisjoni iihine
otsus koigi iilesannete suhtes), kuid see peab toimuma koigis t66des iiht-
moodi.

2. Alljargnevas on 7.-9. klassi oltimpiaadi I osa (testi) ning koikide tilejaanud
iilesannete hindamisjuhised esitatud erinevalt.

Testi iga kiisimuse jaoks on eraldi loetletud vo6i kirjeldatud vastused, mil-
le eest tuleks anda vastavalt kaks punkti voi iiks punkt (st vastavaid punkte
tihe kiisimuse piires ei fule liita). Testililesannete lahendusi dpilased ei pea
esitama, vaid kirjutavad tilesannete lehel vastavale punktiirile voi tilesande
tekstis viidatud kohta ainult vastuse.

Seevastu koigi teiste iilesannete kohta tuleb esitada tédielikud lahendused,
ainult vastustest ei piisa. Nende iilesannete lahendused on hindamisjuhis-
tes jaotatud voimalust méoda osadeks (etappideks) ning on ndidatud iga
osa eest antav punktide arv (st iihe {ilesande eest antava punktisumma saa-
miseks tuleblahenduse erinevate osade eest antud punktid liita).

Mones skeemis on mone etapi kirjelduse all (,Sealhulgas:* jarel) alapunkti-
dena vilja toodud konkreetse etapi vdiksemate osade eest antavad punktid
—need ldhevad kiiku juhul, kui lahenduse see etapp on ebatdielik voi vigane
ja selle osa tdispunkte seetdttu ei saa anda. Alamosade punktid tuleb oma-
vahel samuti liita.

3. Ziirii lahendustes ja kdesolevates hindamisjuhistes on iilesannete vastused
esitatud enamasti ainult {ihel, lihtsaimal v6i koige toendolisemalt esineval
kujul. Hindamisel (sh testid!) tuleb vordselt digeks lugeda ka sama vastuse
teised moistlikud esitusviisid - sh taandatud hariliku murruna, segaarvu-
na, kiimnendmurruna, sonadega vilja kirjutatuna —, seejuures ka osana pi-
kemalt (nt tdislausega, koos sobiva liigisonaga voi koos selgitustega) antud
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vastusest. Juhud, kus tilesande sisu tingib erandeid sellest tildreeglist, on
eraldi mainitud vastava tilesande hindamisjuhises.

Uhik arvu jérel on vastuses vajalik juhul, kui iilesandes on kiisitud suurust,
mis teatud tihikutes avaldub. Niiteks kiisimusele ,Kui suur pindala ...2“
saab oige vastus olla ,, 120 cm?“, kuid mitte ,120“ (kui iilesande tekstis po-
le kasutatud {iihikuta pikkusi/pindalasid). Teistes iihikutes vdljendatud sa-
ma suurus tuleb lugeda digeks, niiteks vastused , 120 cm?“ja , 1,2 dm?“ on
samavéirsed. Uhik vastuses ei ole noutav, kui iilesandes on kiisitud kind-
late tihikute arvu. Niiteks kiisimusele ,Mitu ruutsentimeetrit ...?“ antud
vastused ,120“ ja ,, 120 cm?“ tuleb vordviirseks lugeda samal alusel nagu
kiisimusele , Mitu karu ...?“ antud vastused ,,3“ ja ,,3 karu“ (vastus koos lii-
gisonaga). Teistes iithikutes antud vastus tuleb aga lugeda valeks, vastused
,120 cm?“ ja, 1,2 dm?“ ei ole siin samaviirsed.

. Monede iilesannete kohta, mida saab lahendada mitmel oluliselt erineval
viisil, anname eraldi hindamisskeemid erinevate lahendusviiside jaoks. R6-
hutame, etiga konkreetset mittetdielikku lahendust tuleb hinnata ainult iihe
sellise skeemi jérgi (selle jargi, mille kohaselt ta saaks kdige rohkem punkte).

. Enamiku {ilesannete korral (v.a testid ja tdestusiilesanded) on hindamisju-
histe 16pus eraldi ndidatud, mitu punkti anda ainult dige vastuse eest. See
hinne on méeldud juhuks, kui t66s on iilesande kohta toodud ainult Gige
vastus voi dige vastus koos mottekdiguga, mis ei annaks skeemi jargi roh-
kem punkte kui on ette ndhtud 6ige vastuse eest.

. Kahtlemata esineb opilaste toodes ka mottekdike, mis ei mahu meie poolt
pakutud skeemidesse. Selliste lahenduste hindamisel tuleb ldhtuda sellest,
kui suur osa antud iilesandest on dpilasel lahendatud, kasutades lahenduse
tiksikute osade kaalu mairamisel voimaluse korral vordluseks punktide jao-
tust meie pakutud hindamisskeemides.

. Mistahes téieliku ja matemaatiliselt korrektse lahenduse eest tuleb igal juhul
anda maksimumpunktid, s6ltumata selle lahenduse pikkusest voi otstarbe-
kusest vorreldes teiste lahendusviisidega.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 0: 2p
2. o Antud bige vastus 1: 2p
3. o Antud dige vastus 114 (vdi 114 km): 2p
4. o Antud dige vastus 13248: 2p
5. o Antud o6ige vastus 4: 2p
6. o Antud dige vastus 404: 2p
7. o Antud bige vastus 67,5°: 2p

o Antud vastuseks 67,5 ilma kraadimaérgita: 1p
8. o Antud 6ige vastus 16,5 cm: 2p

o Antud vastuseks 16,5 ilma tihikuta voi vale tihikuga: 1p
9. o Antud ige vastus 2 cm?: 2p

o Antud vastuseks 2 ilma tihikuta v6i vale tihikuga: 1p

10. o Loetletud diged arvud 2 ja 4 iikskoik kummas jédrjestuses ning ei
uhtki valet arvu: 2p
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor

I osa hindamisjuhised

1.

10.

o

Antud dige vastus 0:
. 7

Antud 6ige vastus T

Antud dige vastus —4:

Antud dige vastus 19:

Antud dige vastus 11 €:
Antud vastuseks 11 ilma tihikuta:

1
Antud dige vastus 3 :
3
Antud 6ige vastus taandamata kujul (nt 5):

Antud dige vastus 10,5 cm:
Antud vastuseks 10,5 ilma tihikuta voi vale tihikuga:

Antud bige vastus 3,5 cm?:

Antud vastuseks 3,5 ilma tihikuta v6i vale tihikuga:
~. 5 2

Antud dige vastus ﬂn cm-:

5
Antud vastuseks ﬂn ilma tihikuta v6i vale iihikuga:

75
Antud vastuseks 360 7 vim taandamata kuju {thikuga voi ilma:

Antud vastuseks 0,654 voi tipsem ldhend tihikuga v6i ilma:

Antud dige vastus 9:
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8. klass

2p
2p
2p
2p

2p
Ip

2p
Ip

2p
Ip

2p
Ip

2p
Ip

Ip
Ip
2p



Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

I osa hindamisjuhised

1. o Antud dige vastus 3: 2p
2. o Antud bige vastus 2021: 2p
3. o Antud o6ige vastus 24: 2p
4. o Antud bige vastus 5213: 2p
5. o Antud o6ige vastus 28 €: 2p
o Antud vastuseks 28 ilma tihikuta: 1p
6. o Antud bige vastus 51°: 2p
o Antud vastuseks 51 ilma kraadimargita: 1p
a
7. o Loetletud avaldised —, a + ¢, ab, b — a selles jarjestuses: 2p
c
o Loetletud kolm avaldist diges jarjestuses, neljas vales kohas voi
puudu: 1p
8. o Antud dige vastus 105°: 2p
o Antud vastuseks 105 ilma kraadimaérgita: 1p
9. o Antud ige vastus 11 cm?: 2p
o Antud vastuseks 11 ilma tihikuta v&i vale tihikuga: 1p
10. o Antud o6ige vastus 12: 2p
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

IT osa hindamisjuhised

1. Anname kaks hindamisskeemi kahe erineva ldhenemise puhuks.

Skeem lahendusele, mis ldhtub 13 -ga jaguvusest (Ziirii lahendus 1).

o Pohjendatud, et tervituste arv on iilimalt 333: 1p
o Pohjendatud, et tervituste arv on vihemalt 300: 1p
o Leitud 13-ga jaguvad arvud 300 ja 333 vahel: 2p
o Kontrollitud, et 312 : 13 pole tdisarvu ruut: 2p
o Antud 6ige vastus: 1p

Skeem lahendusele, mis ldhtub téisruutudest (Ziirii lahendus 2).
o Leitud positiivsete tdisarvude ruutude 13-kordsed vihemalt ar-

vuni 13 - 62 2p
o Pahjendatud, et 13 - 3% ja 13 - 4% ei sobi: 1p
o Pohjendatud, et 13 - 62 ei sobi: 1p
o Pohjendatud, et suuremad variandid ei sobi: 2p
o Antud bige vastus: 1p

Ainult 6ige vastuse (325) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti.

2. o Mirgitud, et ZABC = 38,5°: 1p
o Pohjendatud, et ZADC = 70,75° (vdiet LZACD = 70,75°): 1p
o Pohjendatud, et /BRQ = 70,75° (v6i et ZBQR = 70,75°): 1p
o Jireldatud, et Z/ZDPR = 38,5°: 1p
o Pohjendatud, et ZQRS = 19,25°: 1p
o Leitudka ZPTR = 122,25: 1p
o Antud téielik dige vastus: 1p

Skeemi koigi ridade eest peale viimase anda punkt ka siis, kui vastava nurga
suurus on esitatud viljaarvutamata avaldisena, mille vadrtus on dige.
Ainult tdieliku dige vastuse (38,5°, 19,25°, 122,25° suvalises jarjestuses) ilma
selgitusteta anda 2 punkti. Ainult kahe 6ige nurga eest anda 1 punkt, ainult
iihe 6ige nurga eest 0 punkti. Tdieliku dige vastuse eest, kus kraadiméargid
puuduvad, anda 1 punkt.

3. o Lahendatud osa a): 3p
Sealhulgas:
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e Arvutatud nelja noolega maérgitud rea ja veeru arvude sum-
made summa 101 + b:
* Pohjendatud, et sobib ainult b = 11:
e Jareldatud, et a = 10:
Lahendatud osa b):
Sealhulgas:
* Pohjendatud, et arvu 7 naaber peab olema vdhemalt 5 ja
arvu 4 naaber ei saa olla 5 ega 6:
e Pohjendatud, et 5 ja 6 peavad olema vasakult teise veeru
ruutudes:
e Ldbivaatusega vilistatud koik variandid peale dige:

Ip
Ip
Ip
4p

Ip

Ip
2p

Ainult tédieliku 6ige vastuse (6iged arvud koigis tithjades ruutudes) eest ilma
selgitusteta anda 2 punkti. Ainult a-osas voi ainult b-osas kiisitud ruutude

oige tditmise korral anda 1 punkt.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass

IT osa hindamisjuhised

1.

o Lahendatud osa a): 5p
Sealhulgas:
e Koostatud dige lineaarvorrand, millest saab leida kiipsiste
arvu, mille Pille (voi Sille) pidi tegema: 2p
 Vorrand oigesti lahendatud: 2p
» Arvutatud tegelik Pille tehtud kiipsiste arv: 1p
o Lahendatud osa b): 2p
Sealhulgas:
e Vilja arvutatud, et Pille ja Sille oleksid kokku teinud 253
kiipsist: 2p

Kui osas a) on vorrand koostatud kiipsiste arvu suhtes, mille Pille tegelikult
valmistas, siis anda vorrandi koostamise eest 1 punkt rohkem.

Ainult mélema osa tédieliku 6ige vastuse (168, ei) voi a-osa dige vastuse (168)
eest ilma selgitusteta anda 2 punkti. Ainult b-osa dige vastuse eest anda
0 punkti.

o Lahendatud osa a): 4p

Sealhulgas:
¢ Koostatud odige lineaarvorrand kas algse paberilehe voi vél-

jaloigatud ristkiiliku tihe kiiljepikkuse suhtes: 1p

e Vorrand digesti lahendatud: 1p

* Leitud algse paberilehe mo6tmed: 2p

o Lahendatud osa b): 3p
Sealhulgas:

e Leitud iihe véljaldigatud ristkiiliku pindala: 1p

e Arvutatud allesjadnud kujundi pindala: 2p

Kui osas a) on koostatud lineaarvorrandite siisteem véljaldigatud ristkiiliku-
te pikkuste suhtes, siis anda siisteemi koostamise eest 2 punkti, lahenda-
mise eest 1 punkt ning algse paberilehe méotmete leidmise eest 1 punkt.

Ainult molema osa tdieliku dige vastuse (40 cm x 33 cm, védiksem) voi ainult
a-osa dige vastuse (40 cm x 33 cm) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti. Ai-
nult b-osa Gige vastuse eest anda 0 punkti.
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3.

o Lahendatud osa a): 4p

Sealhulgas:
e Nididatud, kuidas Ben vo6ib viimase arvuna tahvlile saada

840: 2p

* Pohjendatud, miks ei ole voimalik saada suuremat arvu: 2p

o Lahendatud osa b): 3p
Sealhulgas:

e Niidatud, kuidas Ben voib viimase arvuna tahvlile saada 1: 2p

e Pohjendatud, miks ei ole voimalik saada vdiksemat arvu: 1p

Ainult molema osa dige vastuse (840, 1) eest ilma selgitusteta anda 2 punkti,
ainult tihe osa dige vastuse eest anda 1 punkt.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

IT osa hindamisjuhised

1. o Toodud nédide sobivatest algarvudest p ja g ning arvutatud 6i-
gesti vilja p? ja ¢°:
Sealhulgas:

e Arvutatud kas p voi g kohale sobiva algarvu jaoks vastavalt

ruut voi kuup:

7p

3p

Arvude p? ja ¢° viljaarvutamine arvestada tehtuks ka siis, kui tés ei ole

ndidatud arvutuskiiku (kirjalikku korrutamist vms).

Kui t66s on #ra toodud ainult sobivad p ja ¢, kuid arvu p? ega arvu q° pole

leitud, siis anda 2 punkti.

Ainult 6ige vastuse (jah) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.

2. o Ammendavalt pohjendatud, et z > x:
o Ammendavalt pohjendatud, et y > x:
Sealhulgas:
* Teisendatud vordus kujule, kust vorratus y > x on hoélpsa-
mini ldbi ndhtav, nt xy(x+y) = (y2 — x?)z voi xy=(y-xz:
o Jareldatud, et x on vdhima vadrtusega:

Ainult 6ige vastuse (x) eest ilma selgitusteta anda 1 punkt.

3. o Avaldatud kolmnurga CBD nurkade suurused mingi iihe ja sa-
ma nurga kaudu:
o Avaldatud kolmnurga ABD nurkade suurused sellesama nurga
kaudu:
o Kasutades eelnevat, lahendatud osa a):
Sealhulgas:
¢ Tehtud kindlaks, et kui kolmnurk CBD on vordhaarne, siis
ZCDB = Z/DCB:
e Arvutustega ndidatud, et kolmnurgas ABD on kaks nurka
vordse suurusega:
o Kasutades eelnevat, lahendatud osa b):

2p
4p

2p
Ip

Ip
Ip
3p
2p

Ip
2p

Skeemi viimase rea jargi anda 1 punkt, kui on leitud baasnurga (st nurga,
mille kaudu teised avaldati) suurus juhu jaoks, kui ZADB = ZDAB, kuid

pole selgitatud, miks sel juhul kolmnurk CDB ei ole vordhaarne.

Ainult molema osa 6ige vastuse (jah, ei) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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o Margitud, et véidab mingija, kes kéib idapoolseimale ruudule:

o Esitatud idee vaadelda méangu iihe 3 x 3 ala raames voi seda
ideed kasutatud:

o Viidetud, et kui nupu asetsedes 3 x 3 ala lddnepoolseimal ruu-
dul on kdigul Anu, siis Sipsik saab méngida nii, et tema kdiguga
jouab nupp sama 3 x 3 ala idapoolseimale ruudule:

o See vdide pohjendatud (veenva arutluse voi juhtude ammenda-
va ldbivaatusega):

Sealhulgas:
e Kirjeldatud sonadega Sipsiku 6ige méngustrateegia eesmér-
gile joudmiseks ilma pdhjenduseta:

o Margitud, et Sipsik saab oma strateegiat igal 3 x 3 alal korrata:

o Eelnevast jdreldatud, et Sipsik saab voita kogu médngu:

Ainult dige vastuse (jah, Sipsikul) eest ilma selgitusteta anda 0 punkti.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 10. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Toomas Roosma)
Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Osa a) lahendus: 3p
o Osab) lahendus: 4p
Kummagi osa lahenduseks piisas sobiva ndite esitamisest, kui tegu oli liht-
sa hulknurgaga, mille vastavus {ilesande tingimustega on ilmne (nagu Ziirii
lahenduste nédidetes). Keerulisemate hulknurkade puhul nouti ka péhjenda-

mist (nt arvutustega), et iilesande tingimused on téesti tdidetud. Juhul, kui
lisaks Gigele nditele toodi ka moni vale, voeti selle osa eest iiks punkt maha.

Kui sobiv hulknurk oli esitatud ainult joonisel, mitte tippude koordinaati-
de loeteluna, siis arvestati seda niivord, kuivord tippude koordinaadid olid
jooniselt tiheselt vélja loetavad.

Kui a-osas oli ndite toomise asemel vdidetud vaid , Sobib ruut“ja b-osas , So-
bib romb* vai oli neile védidetele lisatud vaid tildsénaline jutt, kust ei selgu-
nud, kuidas iilesande tingimused téita, siis anti kummagi osa eest 2 punkti.

Ainult molema osa dige vastuse (jah, jah) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

2. (Ehtel Timak)

Ruutvorrandiga lahenduse (ziirii lahendus 1) allpool maérgitud osade eest
antud punktid summeeriti.

o Viidud seos kujule a® — ac — (b* + bc) = 0 voi sellega ilmselgelt

samavadrsele kujule, kus koik liikmed on vorduse tihel pool: 3p
o Rakendatud saadud seosel ruutvorrandi (voi taandatud ruutvor-

randi) lahendivalemit: 1p
o Leitud sellele ruutvorrandile kaks lahendit ja lihtsustatud: 2p
o Pohjendatud, et a = —b ei sobi: 1p

Tegurdamisega lahenduse (ziirii lahendus 2) allpool méargitud osade eest an-
tud punktid summeeriti.

o Viidud seos kujule (¢ + b — a)(a + b) = 0: 5p
o Jareldatud, et a = b+ ¢ voi a = —b: 1p
o Pohjendatud, et a = —b ei sobi: 1p
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Molema lahenduse puhul vois algne vorduse teisendamine kiia véga erine-
vaid radu pidi, mistottu skeemides pole seda osa detailselt lahti kirjutatud.
Naiteks voidi tegurdamisega lahenduses viia vordus alguses ruutvorrandi
kujule, seejarel aga liikmed rithmitada ja tegurdada. Sel juhul anti ruutvor-
randi kuju eest 3 punkti vastavalt esimesele skeemile (kui tegurdamisel oli
vigu, mis ei voimaldanud teise skeemi alusel 5 punkti anda).

Ainult dige vastuse (a = b + ¢) eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

. (Nikita Leo)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Antud vastuseks 6 ning on selge, et see on saadud tegurite loen-

damisest juhu p = 2 jaoks: 1p

o Niidatud, et p > 2 korral jagub arv p® + 239 neljaga: 3p
Sealhulgas tiiiipiliste osaliste mottekdikude eest:

e Arvu p? + 239 jaguvus 4-ga mainitud: 1p

e Arvu p? + 239 jaguvus 4-ga toestatud puudulikult: 2p

e Arvu p? + 239 jaguvust 4-ga pole mainitud, kuid toestatud
jaguvus 2-ga, kusjuures on mainitud, et see kehtib vaid ju-

hul p > 2: 1p
o Ndidatud, et 4-ga jaguvusest jareldub, et tegureid on vdhemalt 6: 3p
Sealhulgas tiiiipiliste osaliste mottekdikude eest:
e Jareldus tegurite arvu kohta mainitud, kuid tGestamata: 1p
e Voimalikud tegurid vilja kirjutatud, kuid péhjendamata, et
need on erinevad: 2p

Kui 6ige vastuseni jouti juhuslikult, siis skeemi esimese rea jargi punkti ei
antud. Kui vastust polnud selgelt vilja toodud, kuid p = 2 korral olid tegurid
odigesti loendatud, siis anti skeemi esimese rea jargi 1 punkt.

Uksikud poolikud lahendused, mida polnud voimalik hinnata iilaltoodud
skeemist ldhtudes, voidi hinnata teiste kriteeriumide jérgi.

Paljud opilased ei tunne algarvu maistet. Algarv on iihest erinev positiiv-
ne tdisarv, mis jagub vaid iihe ja iseendaga (iihte ei loeta algarvuks). Pal-
jud voistlejad lugesid iihte algarvuks. Mitmed 6pilased ei lugenud algarvuks
kahte.

Suur osa opilastest luges tegureid valesti. Selle asemel, et lugeda arvu posi-
tiivsete tegurite arvu, loeti tegurite arvu tema algteguriteks lahutuses (néi-
teks 12 = 2 - 2 - 3 tottu arvati, et arvul 12 on kolm tegurit, tegelikult on kuus
tegurit 1, 2, 3, 4, 6 ja 12).

. (Urve Kangro)

Erinevate lahenduste jaoks kasutati kaht eri skeemi; kummagi skeemi puhul
selles margitud osade eest antud punktid summeeriti.

Ziirii lahendusele 1 vastav skeem.
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o

Kokku liidetud esimesed kolm vorrandit ja lihtsustatud: 2p

o Riihmitatud tulemus ruutude summaks: 3p
o Jareldatud,etx=y=2z: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 1p
Ziirii lahendusele 2 vastav skeem.
o Kokku liidetud mingid kaks vorrandit esimesest kolmest: 2p
o Uhe muutujaga ldbi jagatud: 1p
o Asendatud iihte vorrandisse: 1p
o Jéreldatud, et kaks muutujat on omavahel vordsed: 1p
o Jareldatud, et kdoik muutujad on vordsed: 1p
o Lahendus l6pule viidud: 1p

Enamuses toodest oli lahend dra arvatud, kuid polnud niidatud, et rohkem
lahendeid ei leidu. Kui neis lahendustes tihelegi skeemi reale vastavaid tei-
sendusi polnud tehtud, siis sellised lahendused said reeglina 1 punkti.

Mitmetes t6ddes oli ldbi jagatud muutujaid sisaldavate suurustega ilma
kontrollimata, ega need suurused juhuslikult nullid ei voi olla. Néiteks suu-
rusega x — y ldbi jagamisel voib niimoodi lahendi kaotada. Kui sellest hooli-
mata oli kuidagi 16puni joutud, siis sellise vea eest kaotati iiks punkt. Esines

ka lahendusi, kus niiteks esimesest vorrandist avaldati z = 1/ x2 + y% — xy,
vOotmata arvesse, et z voib ka negatiivne olla. Kuna sellest veast eriti midagi
ei sdltunud, sest hiljem vdeti see ruutjuur jélle ruutuy, siis ka sellise vea eest
kaotati liks punkt. Sarnaselt voeti punkt maha niiteks vea eest, kus vorran-
dist x5 =1 jareldati, et x = 1.

Mitmetes toodes oli piititud lahendada antud vérrandisiisteemi nagu li-
neaarset vorrandisiisteemi, kasutades Crameri reeglit. Sellist vorrandisiis-
teemi ei saa Crameri reegli abil lahendada. Pohimatteliselt vaib kiill Crameri
reegli abil (vaadeldes osasid muutujaid kui muutujaid ja teisi kui vorrandi-
stisteemi kordajaid) antud vorranditest uusi vorrandeid tuletada, kuid see
on mdttetult keeruline ja midagi pohimotteliselt uut niimoodi ei saa. Ena-
masti olid ka determinandid vigaselt arvutatud. Sel juhul sellise lahenduse
eest punkte ei saanud.

Esines ka vigaseid lihtsustusi, nditeks \/x2 + y2 — xy = x+y—,/Xy voi vigast
murdude liitmist.

Tundus, et osad opilased olid arvanud, et kiisitakse tdisarvulisi lahendeid,
v0i arvati, et reaalarvud ongi ainult tdisarvud. Sellised t66d said reeglina 6i-
ge lahendi draarvamise eest 1 punkti. Samuti oli t6id, kus péhjendati lahendi
tihesust stiilis , kui tiks muutujatest on suurem, siis peab mingi teine muu-
tuja olema murdaryv, ja siis on mones vorrandis iihel pool murdarv ja teisel
pool tdisarv“. See ei ole korrektne péhjendus: koik muutujad voivad pohi-
motteliselt olla murdarvud vo6i ka irratsionaalarvud.
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5. (Karl Paul Parmakson)

Erinevate lahenduste jaoks kasutati kolme eri skeemi; iga skeemi puhul sel-
les mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem vordhaarse kolmnurga omadusi kasutava lahenduse jaoks (ziirii la-
hendus 1).

o Viidetud voi eeldatud, et 16igud BE ja CF on kolmnurga ABC

mediaanid: 1p
o Viidetud voi eeldatud, et mediaanide 16ikepunkt jagab mediaa-

nid osadeks pikkuste suhtega 2 : 1: 1p
o Toestatud, et |[BM| = |CM]|: 1p
o Tdestatud voi vdidetud, et mediaanil AD asuv16ik MD on kolm-

nurga BMC mediaan: 1p
o Tdestatud, et MD ja BC on risti: 2p
o Tdestatud, et kolmnurk ABC on vordhaarne: 1p

Skeem kolmnurkade sarnasust kasutava lahenduse jaoks (Ziirii lahendus 3).
o Viidetud voi eeldatud, et 16igud BE ja CF on kolmnurga ABC

mediaanid: Ip
o Viidetud voi eeldatud, et mediaanide 16ikepunkt jagab mediaa-

nid osadeks pikkuste suhtega 2 : 1: 1p
o Toestatud, et |[BM| = |CM]|: 1p
o Toestatud KNK tunnusega kas kolmnurkade EMC ja FMB vbi

kolmnurkade EBC ja FCB vordsus: 2p
o Niidatud, et |CE| = |FB|: 1p
o Toestatud, et kolmnurk ABC on vordhaarne: 1p

Skeem trapetsit BCEF kasutava lahenduse jaoks (Ziirii lahendus 4).

o Viidetud, et EF on kolmnurga ABC keskloik: 1p
o Téestatud, et BCEF on vordhaarne trapets: 5p
o Tdestatud, et kolmnurk ABC on vordhaarne: 1p

Ainult dige vastuse (jah) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

Ulesannet lahendati vordlemisi hésti. Enamik opilasi joudsid jdareldusele, et
kolmnurk ABC peab olema vordhaarne, kuid toestused olid tihti puuduli-
kud. Paljud 6pilased vahetasid punktide E ja F asukohad, mis muutis iiles-
ande triviaalseks ning andis ka dige vastuse, aga sellise lahenduse eest punk-
te ei antud. Lisaks arvasid mitmed Opilased véaaralt, et vordkiilgne kolm-
nurk ei ole vordhaarne. Samuti peeti vddralt mediaane BE ja CF kolmnurga
korgusteks, keskristsirgeteks voi nurgapoolitajateks. Lahendustes ei antud
punkte pohjendamata viite eest, et vordsete pikkustega diagonaalidega tra-
pets on vordhaarne (seda saab tdestada sarnaselt Ziirii lahenduse 4 kesk-
mises loigus 1dbi viidud mottekdiguga, tuleb ainult arvestada, et aluste suhe
pole tingimata 2, vaid v6ib olla suvaline positiivne reaalarv k).
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6. (Toomas Tennisberg)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
n
o Margitud dige vastus [5-‘ : 1p

o Pakutud konstruktsioon, kus keskele tommatakse voimalikult
vordkiilgne kolmnurk: 2p
o Veenvalt pohjendatud, et vdiksema vastusega konstruktsiooni ei
leidu: 4p
Ulesanne osutus iillatavalt keeruliseks. Enamik lahendajaid ei saanud aru, et
vastust tahetakse arvuna, mis sdltub n-ist, ning leidsid, et vastus on 2, sest
ruudu puhul on vastus 2 ning kiilgede arvu suurendamisel suureneb ka vas-
tus. See on kiill tehniliselt 6ige vdide ning kui tilesanne oleks seda néudnud,
oleksid need lahendused 7 punkti vadrilised. Kahjuks aga ei olnud see, mida
iilesandes taheti. Uks lihtne rusikareegel, mis tavaliselt (ka antud iilesandes)
tootab, on see, et kui iilesandes on defineeritud mingi muutuja (antud ju-
hul n) ning pole selgelt vilja 6eldud, et lahendaja v6ib seda vabalt muuta (nt
kiisimusega , Leia vdhim voimalik 7...“), siis on see muutuja nn parameeter
ning vastust tahetakse sellest soltuvana.

Nendest, kes esimest arusaamatust suutsid valtida, sattus enamik aga teise
16ksu, mis iilesandes tekkis. Nimelt eeldati, et pikim margitud diagonaal on
sama, mis pikim diagonaal, mida on voimalik méarkida, ning saadi vastuseks

LSJ . Moni tiritas seda vdidet ka pohjendada, niditeks 6eldes, et maksimaal-

ne diagonaalide arv n — 3 on saavutatav parajasti siis, kui koik diagonaalid
on lihest kohast tommatud. (Tegelikkuses on maksimaalne diagonaalide arv
alati n— 3 hoolimata nende tdombamise strateegiast. Toestus jddb tilesande-
na lugejale, kuid soovitan sisenurkade summat uurida.)

Need, kes suutsid neist kahest veast médda padseda, suutsid tldiselt Gige
vastuse ja konstruktsiooni kétte saada, kuid ammendavalt pohjendamine,
et kuidagi vdiksemat vastust saavutada ei ole voimalik, osutus nii monelegi
valukohaks.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 11. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1. (Ulle Hiiva)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Avaldatud koéigi loomade arvud koerte arvu kaudu:

o Avaldatud loomade koguarv koerte arvu kaudu:

o Vaadatud ldbi variant, kus koeri ja kasse on kokku niisama palju
kui kiitilikuid ja hamstreid, ja saadud vastuolu:

o Vaadatud ldbi variant, kus koeri ja kiitilikuid on kokku niisama
palju kui kasse ja hamstreid, ja saadud loomade koguarvuks 130:

o Vaadatud lédbi variant, kus koeri ja hamstreid on kokku niisama
palju kui kasse ja kiitilikuid, ja saadud loomade koguarvuks 90:

3p
Ip

Ip
Ip

Ip

Kui koigi loomade arvud olid avaldatud mitte koerte, vaid mone teise loo-
maliigi esindajate arvu kaudu, siis rakendati analoogilist hindamisskeemi.

Ainult tédieliku dige vastuse (90 ja 130 mistahes jdrjestuses) eest ilma sel-
gitusteta anti 1 punkt. Ainult osalise Gige vastuse eest (moni dige variant

puudu voi vale variant juures) anti 0 punkti.

2. (Kerli Orav-Puurand)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
o Oigesti loendatud koodid, mis pole Mirdi jaoks onnelikud:
o Oigesti loendatud koodid, mis pole Kérdi jaoks 6nnelikud:
o Oigesti vorreldud saadud arvud voi leitud nii Mérdi kui ka Kérdi
jaoks tema onnelike koodide arv ja need arvud lihtsustatud:
o Eelneva pohjal tehtud dige 1oppjéreldus:

Ainult dige vastuse (Kérdi jaoks) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

3. (Hdrmel Nestra)
Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Vabanetud murdudest ja sulgudest ning saadud kitte vordus
21x% — 1980xy + 20y = 0 voi midagi ilmselgelt samavidrset:

o Vaadeldud saadud seost ruutvorrandina iihe voi teise muutuja
suhtes voi nende jagatise suhtes:

o Oigesti rakendatud lahendivalemit:

o Pohjendatud, et diskriminant ei ole tdisruut:
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o Veenvalt pohjendatud, et sellest tulenevalt tdisarvulised lahen-
did puuduvad: 1p

Skeemi viimase rea eest punkti saamiseks ei piisanud pohjendusest, et ruut-
juure votmisel on tulemuseks murdarv. Siin on tédhtis irratsionaalsus, sest
kui ruutjuur oleks ratsionaalarv, voiksid x ja y olla sellegipoolest mdlemad
tdisarvud.

Selle iilesande hindamisel arvestati ka mustandeid. Ainult 6ige vastuse (ei)
eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.

Tapselt Ziirii lahenduse 1 moodi ei lihenenud keegi. Uks opilane joudis sihi-
le sarnaselt, vaadeldes liikmete jaguvust 5-ga ja nédidates, et vorrandit saab
ldopmatuseni 5-ga taandada. Veel moned opilased vaatlesid jaguvust erine-
vate teguritega, kuid ei mirganud, et taandamisel hakkab vorrandi kuju kor-
duma. Arvudega 3, 5 vdi 10 jaguvuse vaatlemise eest sai 1 lisapunkti (koos
skeemi esimese reaga 3 punkti).

Kill aga oli terve hulk opilasi, kes tegid nagu ziirii lahenduses 2. Umbes sa-
mapalju oli neid, kes tuletasid vorduse (1) nagu Ziirii lahenduses 1 ja ka-
sitlesid seda ruutvorrandina x voi y suhtes. Lahenduse etapid sellest iild-

joontes ei muutu, moélemal juhul taandub viide arvu Vv 19802 — 1680 irrat-
sionaalsusele. Huvitav on markida, et Tartu 6pilased jéargisid valdavalt Zii-
rii ldhenemist (muutujavahetus), samas kui iilejidanud piirkondade dpilased
eelistasid lahendada vorrandit (1).

Osa opilasi oli piitidnud tdisarvuliste lahendite puudumist pohjendada suu-
ruskaalutlustega. Tiitipiliselt vaadati juhtu, kus mélema muutuja vddrtus on
vdike, ja juhtu, kus moélema muutuja vadrtus on suur, kuid jaeti vaatlemata
voimalus, et ithe muutuja védrtus on viike ja teise vdartus suur. Ootama-
tult palju eksiti murdudega opereerimisel, nt terves reas toddes eeldati, et
kui murrud on vordsed, siis lugejad ja nimetajad on vastavalt vordsed voi on
ithe murru lugeja ja nimetaja teise murru omadest tdisarv kordi suuremad
(viimane viide oleks korrektne, kui esimene murd oleks taandatud). Usna
mitmes t00s vdideti, et 2021 on algarv, mis ei vasta samuti toele.

. (Richard Luhtaru)
Skeem Ziirii lahendusega 1 sarnaste mottekdikude jaoks.

o Idee tosta vorduse x = v2 + /3 liikmeid imber ja tosta pooli

omavahel ruutu vo6i kuupi: 2p
o Vorduse x — V2 = v/3 pooled kuupi tdstetud: 1p
o Viidud vorrand kujule x> + 6x — 3 = 3x% + 2)V2: 2p
o Vorduse pooled ruutu tostetud: 1p
o Leitud 6ige poliinoom: 1p

Skeem ziirii lahendusega 2 sarnaste mottekdikude jaoks.
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o Avaldatud x°,..., x5%: 1p

o Idee, et sobiva poliinoomi leidmiseks piisab x°...., x® kordajate
leidmisest, mille korral igat tiitipi liikmed vélja koonduvad: 2p

o Ilmutatud kujul vorrandisiisteem kordajate leidmiseks: 1p

o Vorrandisiisteem lahendatud: 3p

Skeem nullpoliinoomi leidmise eest.

o Margitud, et poliinoomiks sobib 0 voi et sobib poliinoom, kus

koik kordajad on nullid: 7p
Sealhulgas:
* Mairgitud, et iiks kordajatest on 0, kuid pole selgelt aru saa-
da, et see kdib kogu poliinoomi voi koigi kordajate kohta: 4p

Taislahendused, kus oli tehtud ndpuviga, said 6 punkti. Mitme ndpuveaga
lahendused said 5 punkti.

Ainult sobiva mittenullpoliinoomi eest ilma selgitusteta anti 2 punkti. Esi-
mese skeemi esimese rea alusel ei antud punkte lihtsalt v2 + V/3 ruutu voi
kuupi téstmise eest. 2 punkti anti juhul, kui leiti mittetriviaalseid seoseid
x erinevate astmete vahel.

Olgugi et iilesanne oligi moeldud 11. klassi komplekti {iheks raskemaks iiles-
andeks, oli see ilmselt piirkonnavooru jaoks liiga raske. Positiivse arvu punk-
te said ainult 20 pilast. Seetottu vois olla isegi mingil mééral hea, et Ziirii
vea tottu nullpoliinoom lahendiks sobis: enamik tdislahendusi leidsid null-
poliinoomi, Ziirii lahendust jirgisid ainult moned 6pilased. Uheks suureks
pohjuseks vdis olla poliinoomi moiste, mis oli vooras ja vois paljud 6pilased
dra hirmutada. Kuigi iilesanne ei eeldanud teadmisi poliinoomide kohta, oli
margata, et iilesandes antud definitsioon jdi mitmetele dpilastele segaseks.

Moned opilased iiritasid tilesannet lahendada aritmeetilise ja/voi geomeet-
rilise jada valemite abil. Kuigi poliinoom sarnaneb geomeetrilise jada sum-
maga, siis tildjuhul on poliinoomis liikmete ees erinevad kordajad ja geo-
meetrilise jada omadustest pole sel puhul erilist kasu.

Mitmed Gpilased tulid idee peale avada sulud liikkmete x°,..., x% jaoks ja
koostada vastavate kordajate jaoks vorrandisiisteem, millega saadi tillata-
val kombel isegi edukalt hakkama. Tiilikat vorrandisiisteemi lahendada aga
kellelgi paraku ei 6nnestunud.

. (Artur Avameri)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Rakendatud Pythagorase teoreemi kolmnurgas ACF, BCF vbi
FKM (kus M on kiilje AB keskpunkt), voi tdhele pandud, et

kolmnurgad AKF ja BKF on sarnased: 1p
o Edasikirja pandud 3 muutuja suhtes 3 vorrandit, mida saab vor-
randsiisteemina lahendada: 2p
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o Vorrandististeemi lahendamisega joutud biruutvorrandini mo-
ne muutuja suhtes: 2p
o Lahendus edukalt 16pule viidud: 2p
Punkte ei voetud maha, kui saadud vastus oli dige, kuid tédielikult lihtsusta-

9 127
mata voi Ziirii vastusest erineval kujul (nditeks — voi {/ —). Ainult dige
V15 5

vastuse eest ilma selgitusteta anti 1 punkt.

Vaid vdhesed tdislahendused kasutasid ziirii lahendusmeetodit. Suurem osa
tdislahenduseni joudjaid kasutasid Pythagorase teoreemi kolmes eri kolm-
nurgas (tavaliselt ACF, BCF ja FKM), koostasid vorrandsiisteemi kolme
muutuja suhtes (sageli CF, AM ja FM), ning lahendasid selle ja viisid la-
henduse lopule.

Mitmed opilased eeldasid, et |CF| = |AB|, tuues pdhjenduseks vordused
ICF| = 2|KF| = 2r = |ABJ. Seda viga saab viltida, kui teha joonlauda ka-
sutades suur, tdpne joonis, kust on kohe niha, et |[KF| # r. Samuti eeldasid
moned lahendajad, et kolmnurk ABC on tdisnurkne. Tasub meeles pidada,
et lilesande lahendamisel tohib kasutada vaid iilesande tekstis olevat infot
ning muid véiteid eeldada ei tohi.

Ulesanne osutus suhteliselt binaarseks — enamik opilasi, kes tulid ideele vor-
randsiisteem koostada, suutsid lahenduse ka 16pule viia (sageli arvutusvi-
gadega), kuid need, kes vorrandsiisteemi ei koostanud, tavaliselt esmastest
tdhelepanekutest kaugemale ei joudnud. Siiski oli hea meel nédha, et ena-
mik 6pilasi oli proovinud iilesannet lahendada ning paljud olid kirja pan-
nud Pythagorase teoreemid kolmnurkades ACF ja BCF, mis on eduka la-
henduse esimene samm ning mille eest sai iihe punkti.

. (Tdhvend Uustalu)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Toodud toimiv konstruktsioon: 7p
Ainult dige vastuse (jah) eest punkte ei antud. Punkte ei antud iilesannete
seisukohalt kasutute arvutuste nagu ,viies parandaja parandab 6 minutiga
1,2 t66d“ eest.

Ulesande lahendamine tihendab iildjuhul selgitamist, kuidas komisjoni t66
tdpselt korraldada. See tihendab: tuleb védga konkreetselt méarata, kes tép-
selt mis hetkel mis {ilesannet parandab. Uks voimalus selleks on tuua konk-
reetne algoritm, mille alusel t6id jagatakse. (P6himotteliselt on ka voima-
lik, et iilesannet saab lahendada ilma konkreetset konstruktsiooni toomata,
toestades selle asemel konstruktsiooni mingite kaudsete meetoditega. Uhtki
niisugust korrektset lahendust siiski ei esitatud.)

Véga paljudes toddes oli toodud mingi konstruktsioon, mis oli vdga umb-
mdidrane — teksti oli voimalik mitmeti lugeda ja teksti lugemisel ei olnud
voimalik vélja selgitada, kes mis t66d tdpselt mis hetkel parandab. Seetottu
ei olnud vdimalik ka kontrollida, kas konstruktsioon vastab tilesande tingi-
mustele voi mitte.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 12. klass

Kasutatud hindamisskeemid ja kontrollijate kommentaarid

1.

(Ave Kiilter)

Erinevate lahenduste jaoks kasutati kaht eri skeemi; kummagi skeemi puhul
selles margitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem otsese lahenduse jaoks (Ziirii lahendus 1).

o Viidud vorrand kujule Vx(6x + 1) = 5x: 2p

o Taandatud vorrand ruutvorrandile 36x* — 13x + 1 = 0: 2p
1 1

o Leitud lahendid 1 ja 3 2p

o Kontrollitud, et lahendid rahuldavad algset vorrandit: 1p

Skeemi teise rea eest 2 punkti saamine eeldas kontrollimist, et x = 0 ei ra-
hulda algset vorrandit (piisas mainimisest). Ilma selle kontrollita anti selle
rea eest maksimaalselt 1 punkt. Vorreldes ziirii lahendusega vois samme te-
ha teises jarjestuses: kdigepealt vilistada x = 0, misjérel jagada pooled ldbi
V/x-gaja alles seejirel tsta ruutu.

Skeemi neljanda rea eest punkti saamiseks piisas mainimisest, et lahendid
rahuldavad algset vorrandit.

Skeem muutujavahetusega lahenduse jaoks (Ziirii lahendus 2).

o Taandatud antud vorrand ruutvorrandile 61> — 5¢ + 1 = 0: 4p
1 1

o Leitud selle vorrandi lahendid 3 ja 3 1p
1 1

o Leitud algse vorrandi lahendid 3 ja 7 1p

o Lahendid kontrollitud: 1p

Skeemi esimese rea all anti 1 punkt muutujavahetuse ¢ = /x tegemise eest.

Skeemi esimese rea jargi anti 1 punkt vihem, kui ¢ = 0 oli kontrollimata.

1 1
Ainult tdieliku dige vastuse (Z ja 3 mistahes jdrjestuses) eest ilma selgitus-
teta anti 1 punkt. Ainult osalise dige vastuse eest (moni dige lahend puudu
voi moni voorlahend lisaks) anti 0 punkti.
(Andres Talts)
Lahenduse allpool mérgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Taandatud iilesanne arvude 2'° ja 2,77 vordlemisele: 4p
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o Teostatud korrektsed arvutused ja saadud 6ige tulemus: 3p
Ainult dige vastuse (vdiksem) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti.
3. (Kaur Aare Saar)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.
(n2k+2 _ 1) (n _ 1) '

o Viidud avaldis kujule : 2
M =) ) ’
k+1
n*"+1
o Viidud avaldis kujule a1’ 1p
n2021 4
o Pdhjendatud, et —- 7 °n iga n korral tdisarv: 2p
n
2022 4
o Pdhjendatud, et 1 ei ole mingi n korral tdisarv: 2p
n

Opilased, kes olid vaadanud viikseid juhte ning nende pohjal piisitanud hii-
poteesi, et jaguvus soltub k paarsusest, said 1 punkti.

nk+1 +1

n+1
olid ekslikult eeldanud, et see on alati tdisarv. Tegelikult soltub see aga k + 1

paarsusest ning viimase kahe hindamisskeemi rea eest anti punkte ainult
siis, kui need olid ammendavalt pohjendatud.

Paljud opilased, kes olid korretselt lihtsustanud jagatise kujule

)

Ainult b-osa dige vastuse (ei) eest ilma selgitusteta anti 0 punkti. Juhu n =1
mittekésitlemise punkte maha ei voetud.

Ulesanne oli keskmiselt halvasti lahendatud. Véga paljude opilaste jaoks
osutus keeruliseks astmeid sisaldavate avaldiste teisendamine. Kasutati iga-
suguseid vigaseid teisendusi: hulkliikmete jagamise asemel leiti hoopis nen-
de tiksliikmete jagatise summa, astmete korrutamisel mitte ei liidetud as-
tendajaid, vaid korrutati, hulklilkme astendamisel leiti {iksikute liikmete ast-
mete summa jpm. Palju oli ka matemaatiliselt 6igeid teisendusi, mis lahen-
dusele ldhemale ei viinud. Nende eest punkte ei antud.

4. (Oleg Kosik)

Lahenduse allpool mirgitud osade eest antud punktid summeeriti.

o Tdestus, et n = 2 pole voimalik: 3p
Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest:

e Pandud kirja vordus Xy Vxy: 1p

o Konstruktsioon koos tdestusega iga n = 3 jaoks: 4p

Sealhulgas tiiiipiliste lahenduste eest:
¢ Niide konkreetse naturaalarvu n jaoks, mis ei tildistu lihtsal

viisil koigile naturaalarvudele n = 3: 1p
¢ Niide konkreetse naturaalarvu n jaoks, mis tildistub lihtsal
viisil koigile naturaalarvudele n = 3: 2p
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e Niide lopmata paljude naturaalarvude 7 jaoks, mis lihtsal
viisil ei tildistu koigile naturaalarvudele n = 3: 2p

Ainult 6ige vastuse (koik naturaalarvud n = 3) eest ilma selgitusteta anti
1 punkt.

Ulesanne oli oodatust iiksjagu raskem, suur osa opilasi seda tilesannet tildse
ei proovinudki. Tuli iillatusena, et vdga paljud ei tunne geomeetrilise kesk-
mise moistet. Moned lahendajad ajasid segi geomeetrilise keskmise ja ruut-
keskmise.

Vahel tehti arvude kohta péhjendamata eeldusi, et néiteks koik komplek-
ti kuuluvad arvud peavad olema mingi naturaalarvu astmed voi et vdhim
komplekti kuuluv arv peab olema 1. Sellistel kitsendavatel eeldustel oli tihti
voimalik kiill konstrueerida ndited n = 3 jaoks, kuid juhtu n = 2 korrektselt
toestada ei saa.

. (Karolina Tammemaa)

Erinevate lahenduste jaoks kasutati kaht eri skeemi; kummagi skeemi puhul
selles margitud osade eest antud punktid summeeriti.

Skeem ziirii lahenduse jaoks.

o Leitud viisnurga pindala kujul 5 tan 54° cm?: 2p
1
o Leitud kolmnurga A pindala kujul > sin72° cm?: 2p
o Leitud sektori X pindala kujul I_JB cm?: 2p
o Koik korrektselt kokku pandud: 1p
Skeem poolringide loigete pindala kasutava lahenduse jaoks.
o Leitud viisnurga pindala kujul 5 tan 54° cm?: 2p
5
o Leitud koigi poolringide pindalade summa 7” cm?: 1p
2
o Leitud kahe poolringi 16ike pindala kujul (?n —sin 72°) cm?: 3p
o Koik korrektselt kokku pandud: 1p

Poolringide iihise pindala leidise eest anti punkte ainult juhul, kui oli sel-
ge, et selle kasutamiseks on ka idee olemas. Kui viisnurga pindala leiti, aga
see oli valel kujul, sai selle rea eest 1 punkti vihem. Sama pohiméte kehtis
ka teiste pindalade puhul. Ainult sisenurga leidmise eest punkte ei antud.
Uhikute drakaotamise eest punkte maha ei voetud.

Tiitipveaks toddes oli, et kui jagati viisnurk viieks vordseks kolmnurgaks, siis
oletati, et nad on vordkiilgsed ja nende korgus on v/3.

. (Kaarel Héinni)

Lahenduse allpool margitud osade eest antud punktid summeeriti.
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o Esitatud lihtne definitsioon/kirjeldus nende punktide hulgale,

kuhu saab nuppu viia: 3p
Sealhulgas:

e Tehtud joonis, mis sisaldab piisavalt palju kolmnurki mé-

ne kasuliku tdhelepaneku tegemise lihtsustamiseks ja mille-

le on Gigesti vdi peaaegu digesti margitud nende punktide
hulk, millele nupp saab jouda: 1p

e Lisaks tehtud moni kasulik (eelistatult sonaline, aga mo-

nel juhul ka joonisele tehtud margetest ilmnev) tdhelepa-

nek/idee selle punktihulga kirjeldamiseks: 1p
o Pohjendatud, et koigile selle hulga punktidele saab nuppu viia: 1p
o Pohjendatud, et ithelegi teisele punktile ei saa nuppu viia: 1p
o Punktihulgas olevad punktid 6igesti voi pisiveaga loendatud: 2p

Skeemi esimese rea eest punktide saamiseks peab t60st vélja paistma, et
opilane kirjeldab punktihulka just selliste punktide hulgana, kuhu saab nu-
pu viia. Néiteks piisab siit tdispunktide saamiseks lausest , Varvime mangu-
laua punktid vaheldumisi kolme vérviga (standardviisil); ma védidan, et nupu
saab viia tdpselt nendele ruutudele, mis on sama varvi algpunktiga.“

Selle iilesande parandamisel arvestati ka mustandeid.

Paljudes toodes oli mdoduka suurusega kolmnurga jaoks digesti joonistatud
nende punktide hulk, kuhu nupuga jouda saab, ent seda hulka ei olnud kui-
dagi lihtsamalt kirjeldatud, mis on ilmselt vajalik edasiseks argumentatsioo-
niks (nditeks pohjendamiseks, miks just nendele punktidele saab jouda, kui
palju selliseid punkte mingis reas voi reakolmikus on jne). See tegi ka viga
keeruliseks eristamise, kas opilane oli lihtsalt jarjest erinevaid kidike proo-
vides selle hulga joonistanud voi siis ndinud mingit mustrit, mille abil seda
hulka saab lihtsamini joonistada/kirjeldada/analiitisida. Ekstreemse niite-
na voib dige vastuse saada ka lihtsalt siis, kui vdikeste ndidete proovimise
pohjal pakkuda dra dige reegel ridades olevate punktide arvude jaoks ja see-
jarel aritmeetilise jada summa arvutada. (Seda saaks vabalt teha isegi oma-
mata mingit arusaama, milline nupu jaoks saavutatavate punktide hulk val-
ja ndeb.) Vaatamata Gigele vastusele on sellise lahenduse puhul pdhjenda-
tud véga véhe ja tdislahendusest siiski suurem osa puudu. (Kui midagi li-
saks pohjendatud polnud, siis sai sellise t66 eest iildiselt 1 punkti joonise
ja 1 punkti loendamise eest.) Kokkuvattes: vdikeste ndidete libiproovimisel
leitud arvude podhjal mustrite pakkumine on muidugi hea samm {ilesande
lahendamise suunas, kuid vastuse matemaatiliselt korrektseks péhjenda-
miseks on oluline tdestada, et pakutud muster tdepoolest esineb.

Paljud dpilased said tekstist valesti aru.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor Kokkuvéte

Kokkuvote

Uleriigiline Ziirii kiisis hindamise {ihtlustamiseks piirkondadest kokku 7. klas-
si toid 71, 8. klassi t6id 78 ja 9. klassi t6id 70. Kaik kiisitud t66d {ileriigilisele
ziiriile ka laekusid. Uleriigilise Ziirii poolsed pohikooli tédde kontrollijad olid
jargmised.

7.klass:  Elts Abel elts.abelQut.ee
Mart Abel mart.abel@Qut.ee

8.klass: Jaan Kristjan Kaasik jkaasik@gmail.com
Hannes Kuslap kuslaphannes@gmail.com
Urmas Luhadér urmasluhar@gmail.com

9.klass:  Raul Kangro raul.kangroQut.ee
Rasmus Saame rasmussaame@gmail.com
Kadi Siigur kadi.siigur@hotmail.com
Hendrik Vija hendrikvija@gmail.com

Sel aastal vaatasid koigi klasside kontrollijad 1dbi koigis meile saadetud t66des
koik tilesanded.

Jargnevad kommentaarid on kirjutatud ziiriile saadetud t66de pohjal. Iga klassi
II osa iga tilesande kohta on eraldi kommentaarid jargnevatel lehekiilgedel.

7. klass

Test oli suhteliselt hésti lahendatud. Raskusi valmistasid {ilesanded 3 ja 4. Koige
paremini oli lahendatud tilesanne 10. T66de tilevaatamisel tuli tihtlustamiseks
muuta vaid 2 t60s iihe iilesande hinnet (vastavalt hindamisjuhisele).

II osa ithepunktilised hindemuutused voib sageli lugeda erinevates piirkonda-
des erineva hindamisskeemi kasutamise tagajargedeks. Suuremate punktimuu-
tuste korral oli reeglina antud punkte vdidete eest, mida ei olnud péhjendatud.
Kui digele vastusele oli(d) lisatud ka vale(d) vastus(ed), ei andnud Ziirii vastuse
eest ettendhtud punkti.
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8. klass

. s . 0 . .o . .
Testi osas margime, et 1. iilesandes on vastus a1 sisuliselt dige, kuid ootame

vastust lihtsaimal kujul. Sellist vastust hinnati tileriigilise Ziirii poolt 1 punktiga.
Kuigi seda polnud hindamisjuhises sdtestatud, on see kooskdlas tildiste hinda-
misprintsiipidega, mille alusel need juhised koostatakse.

II osa esimesed kaks tilesannet olid molemad vordlemisi lihtsad, kolmandas aga
ei saanud ka parimad tile 5 punkti. Seetottu oli pingerea {ilemine pool tavatult
tihe, komplekt osutus tippe halvasti eristavaks.

9. klass

Komplekt sai seekord suhteliselt joukohane. Parim voistleja kaotas ainsa punk-
ti testist. Kuigi pingerea tipus langevad punktid jarsult, on tulemused oluliselt
paremad kui aasta tagasi.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 7. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Otsitava arvu vahemiku leidmine oli hésti tehtud ja tildjuhul hésti pohjen-
datud. Arvu iihesuse pohjendamine oli puudulik. Paljudel juhtudel oli see
osa piirkondades tile hinnatud, mistdttu tuli toode hindeid alandada kesk-
miselt 3 punkti vorra. Téielikuks lahenduseks ei piisa, kui vaid 6eldakse, et
tegu on ainsa lahendiga, kuid seda véidet ei pdhjendata.

2. Ulesanne oli suhteliselt histi lahendatud. Puudujéike oli pohjendustes. Kui
toodes puudus igasugune viide vordhaarsusele ja seda kasutati, siis tuli
maksimumhinnet alandada keskmiselt 2 punkti vorra. Ulesande lahenda-
misel oskasid moned 6pilased kasutada ka nelinurga sisenurkade summat.
Aeti segamini moisted ,tipunurk” ja ,tippnurk®, mille eest kiill hinnet ei
alandatud.

3. Selle iilesande eest ei saanud keegi peale {ileparandamist maksimumpunk-
te. Piirkonna parandajad olid samasuguseid t6id hinnanud erinevates piir-
kondades erinevate hinnetega (modne idee puhul kéikus sama asja eest an-
tud punktide arv algselt vahemikus 2-7). Vastused olid siin sageli 6iged saa-
dud (ja mitmes kohas ka vaid vastuse eest maksimumpunktid antud), kuid
pohjendused olid puudu. Sageli 6eldi, et kuna arvu 7 sisaldavas veerus on
arve koige vahem, siis tuleb sinna kirjutada kodige suuremad arvud, milleks
on 10 ja 11. Edasine arutlus ldhtus juba sellest eeldusest. Tegelikult oli siin
tegemist lahendusideega, kus eeldati, et 7 alla tuleb kirjutada 10 ja 11 min-
gis jérjekorras, teised variandid olid l4bi vaatamata. Uhtlustamisel tuli selles
iilesandes viga paljude t66de algset hinnet muuta.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 8. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Osas a) oli sageli vastus leitud proovimise teel. Lahenduseks esitati viis, kui-
das iga pakkumisega jouda vastusele ,ldhemale“, peale {ihe sobiva vastuse
leidmist lahendus 16ppes. Kuid lisaks vastusele ,ldhemale“ joudmise kirjel-
dusele oleks vaja seda ka pohjendada. Seda tegemata tuleks koik voimali-
kud véadrtused ldbi proovida ning jareldada, et ainult tiks vastus sobib. Mui-
du jadb lahtiseks kiisimus, miks on tilesandel ainult iiks vastus. Kavalam ol-
les voiks 1dbi proovida ka ainult osa paare ning péhjendada, miks tilejadnud
juhtusid ei pea vaatama (nt kiipsiseid peab olema tdisarv, suurendades vas-
tava protsendi vorra peab see jadma tdisarvuks. Voib moelda ise, mis juhud
siis jddvad proovida). Seega, lihtsalt pakkumise puhul pole tegu tdislahen-
dusega ning iileriigiline Ziirii hindas selliselt lahendatud a-osa 2 punktiga.

Kui digesti koostatud vorrandisiisteemil puudus lahenduskiik ning polnud
iihtegi kommentaari lahendamise kohta, siis vottis iileriigiline Ziirii selle osa
eest 1 punkti maha. Jéllegi, siisteemi lahendi voib &dra arvata, kuid miks on
siisteem tiiheselt lahenduv ehk iilesandel ainult iiks lahend? Kuna kerge on
veenduda, et lahend on iihene, siis rohkem punkte seal maha ei voetud.

Midrkus. Ka siis, kui on hésti dra kirjeldatud vastusele ,ldhemale“ joud-
mise protsess erinevate pakkumistega, on ikkagi vaja vastuse tihesust tdes-
tada. Kérgema matemaatika terminites voib Gelda, et teatud eeldustega otsi-
me koiki funktsiooni ekstreemumeid ning kasutame ldhendusalgoritmi, mis
kindlasti jouab funktsiooni ekstreemumini. Néiteks voib ldhendusalgoritmi
defineerida mingi iteratiivse jadana nii, et sdltumata alguspunktist on ja-
da piirvaartus alati iiks ekstreemum. Seega jddb toestada, et igast erinevast
alguspunktidest alustades jduame selle algoritmiga sama ekstreemumini.
Uldiselt see viide ei kehti.

2. Ulesanne oli kiillaltki hésti lahendatud ja maksimumtulemusega téid oli
palju. Peamiselt esinesid arvutusvead ja tiksikutes toodes oli ka valesti aru
saadud, kuidas ristkiilikud paiknevad. Enim kaotati punkte selle tottu, et
vastus oli kiill pakutud, kuid puudus lahenduskiik selgitamaks vastust. Tei-
ne koht, kust kaotati enam punkte, oli erinevad vorrandite koostamise vead:
nditeks pandi lithema kiilje asemel vorrandisse ristkiiliku pikem kiilg.

3. Ulesanne osutus raskeks. Peamiseks puuduseks oli arvu 840 maksimaalsu-
se ebakorrektne toestamine. Paljud viitsid, et kui alati valida arvud nii, et
suurima tihise teguri voi vdhima {ihise kordse leidmidel saame voimalikult
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suure arvu, siis ka 16puks tekib suurim voimalik arv. See, et iga kdigu moistes
suurima arvu saamine annab kokku suurima arvu, ei ole aga ilmne. Esines
ka palju lahendusi, kus oli vdhimaks arvuks saadud 2.
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Eesti 68. matemaatikaoliimpiaad

27. jaanuar 2021 Piirkonnavoor 9. klass

Kontrollijate kommentaarid

1. Ulesande pohiraskuseks osutus draarvamine, et vastus on ,jah“, ning vilja
motlemine, kuidas leida nédidet sobivatest arvudest p, g. Ttutipiliselt joudsid
koige kiiremini néiteni opilased, kes hakkasid jérjest g véartusi proovima,
selleks piisas minna vaid 13-ni. Opilastest, kes proovisid jarjest p vdértusi,
joudis samuti enamik néiteni, kuid leidus palju ka neid, kes andsid alla enne
47-ni joudmist.

Mitmed o6pilased pakkusid nditeks p = 2, g = —2. Et negatiivseid arve ei
loeta algarvudeks, siis see néide ei sobi.

2. Ulesanne oli iildiselt histi lahendatud. Vorratus x < z oli tdestatud paremi-
ni kui x < y, mida oligi oodata. Moned opilased tdestasid dra nii vorratuse
X < z kui ka vorratuse x < y, kuid ei teinud sellest vajalikku l6ppjareldust,
et x on neist muutujaist vdikseim.

3. Toodes, kus iilesande a- ja b-osa lahendati tiksteisest soltumatult, kasutati
iileriigilise Ziirii poolt alternatiivset hindamisskeemi:

o Osa a) lahendamine: 4p
Sealhulgas:

¢ Tehtud kindlaks, et kui kolmnurk CBD on vordhaarne, siis
ZCDB = ZDCB: 2p

e Avaldatud vajalikud nurkade suurused mingi iihe ja sama
nurga kaudu: 1p

e Arvutustega ndidatud, et kolmnurgas ABD on kaks nurka
vordse suurusega: 1p
o Osab) lahendamine: 3p

Ulesanne osutus pigem keeruliseks. Koige tiitipilisemaks veaks osutus poh-
jendamata jatmine, et kui kolmnurk CBD on vordhaarne, siis |[BC| = |BD].
Ka eeldati sageli, et kui kolmnurk ABD on vordhaarne, siis |AD| = |BD|,
mille tottu saadi vale vastus. Osas b) jdi tdestus mone t66 korral poolikuks
sellepdrast, et ndidati, et ei saa olla olukorda, kus |AB| = |BD| ja kolmnurk
CBD onvordhaarne, kuid ei ndidatud, et saab olla olukord, kus |AB| = |BD|,
mistottu ei olnud lahendus téielik. Lisaks leidus t6id, kus 6eldi nurga suu-
rused ilma arvutusi nditamata, voi tiritati teha voimalikult tdpne joonis ja
sellelt pikkusi moates véidet tdestada, mille eest ei saanud samuti punkte
anda. Moningaid probleeme esines ka teksti méistmisel: paaris t66s oli la-
hendatud osa a) asemel osa b) ja vastupidi, kuid kuna matemaatilist sisu see
ei mojutanud, siis selle eest punkte ei kaotatud.
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4. Ulesanne osutus kiillaltki joukohaseks, tdislahendusi oli Ziiriile saadetud
toode hulgas rohkem kui 40%. Enamus lahendusi olid hinnatavad Ziirii an-
tud skeemi kohaselt, punkte tuli korrigeerida pohiliselt seetottu, et erine-
vates piirkondades suhtusid parandajad erineva rangusega tdislahenduse
jaoks vajalike vdidete sonastamise puudujadkidesse. Kiillalt palju oli siiski ka
toid, kus konkreetsete liikumisvoimaluste ldbivaatamise asemel {iiritati 1abi
ajada lihtsalt vdidetega, et alati saab saavutada teatud seise vms.
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