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Arvuteooria teises ja kolmandas vihikus on pohiobjektiks kahe tdisarvu jaga-
misel tekkiv jadk. Kédesolevas materjalis kdigepealt pohjalikult radgime jaagi
definitsioonist ning kirjeldame jaagiga jagamise reeglit. Seejarel uurime, kuidas
lahendada jadkidega seotud tilesandeid definitsiooni kaudu, ning kirjeldame
jadkide labivaatlemise meetodit, mis osutub vdga oluliseks matemaatikaoliim-
piaadi iilesannete lahendamisel.

Jaagiga jagamine
Definitsioon 1. Olgu b tdisarv ja a positiivne tdisarv. Kui tdisarvude g ja r (kus-
juures 0 < r < a) korral kehtib vordus

b=aq+r,

siis deldakse, et arv r on arvu b jagamisel arvuga a tekkiv jiik. Seejuures arvu
b nimetatakse jagatavaks, arvu a nimetatakse jagajaks ning arvu g nimetatakse
mittetiielikuks jagatiseks.

Niiited definitsiooni rakendamisest:

e Arv 15 annab jagamisel arvuga 4 jaagi 3, sest kehtib vordus 15 =4 -3 4 3,
kusjuures tekkinud jddk 3 on jagajast 4 vdiksem.

e Arv —15 annab jagamisel arvuga 4 jaagi 1, sest —15 = 4 - (—4) + 1, kus-
juures tekkinud jdadk 1 on jagajast 4 vdiksem.

Jargmist tulemust nimetatakse jadgiga jagamise reegliks.

Lause 2. Mis tahes positiivsete tiisarvude a ja b korral leiduvad iiheselt midratud
tdisaroud q jar nii, et b = ag+r, kus0 <r < a.

Toestus. Selleks, et tdestada seda lauset, peame nditama kahte asja: esimesena
peaks tdestama, iga paari (a, b) korral leidub vihemalt iiks vastava omadusega
taisarvude paar (g,7), ja teisena, et leidub parajasti iiks selline paar.

Kuna a ja b vdivad olla suvalised positiivsed tdisarvud, siis paari (g,7) olemas-
olu nditamiseks peaks ldbi vaatama kolme erinevat juhtumit: @ > b, a = b ja
a <b.

1. Juhul kuia > b > 0, votame g = Ojar = b < a. Siis vordus b = aq +r on
samavdaarne kehtiva vordusega b = a -0+ b. Seega (gq,7) = (0, b).

2. Juhulkuia = b > 0, votame g = 1jar = 0. Siis kehtib vérdusa = a-1+0,
kusr =0 < a.Seega (gq,7) = (1,0).
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3. Juhul kui 0 < a < b saame viita, et leidub selline positiivne tdisarv c nii,
et ac > b. Olgu ¢ = g + 1 koige vdiksem positiivne tdisarv, mille korral
kehtib vorratus ac > b. Sellest jareldub, et kehtib ka vorratus

a(g+1)>b ehk a>b—ag.

Kuna ¢ = g+ 1 on koige vdiksem positiivne tdisarv, mille korral kehtib
vorratus ac > b, siis ¢ = g korral peaks kehtima vorratus ac < b ehk
aq < b. Teisisdnu, tdisarv b — ag on mittenegatiivne. Vottes r = b — ag
saame, etb =ag+7r,kus0 < r < a.

Sellega on paari (g,7) olemasolu tdestatud.

Niitid nditame, et leidub parajasti tiks selline paar. Oletame vastuviiteliselt, et
positiivsete tdisarvude a ja b korral leiduvad erinevad positiivsete tdisarvude

paarid (q1,71) ja (g2, 72) nii, et
b=agq+r ja b=agq+r,

kus 0 < r <aja0 < rp, <a.Siis vordusest agqy 4+ 1 = aqgy + rp saame, et

a(g1 — qo) =12 —11.

Seega a | r, — r1. Tingimustest 0 < 71 < aja0 < rp, < ajareldub, et |r, — 11| < a.
Seega a | r, — rq parajasti siis, kui |r, — r1| = 0 ehk r; = r,. [Imselt ka g1 = gp.
Saadud vastuolu tdestab lause. ]

Miirkus. Jadgi definitsioonist ja lause 2 vditest jareldub, et fikseeritud positiiv-
se tdisarvu jagamisel nditeks arvuga 5 voib tekkida tapselt tiks jadkidest O, 1,
2, 3 ja 4. Teiselt poolt saab delda, et mis tahes tdisarv on esitatav tdpselt tihel
jargmistest kujudest:

5, 5q+1, 59+2, 59+3, 59+4

mingi tdisarvu q korral.

Ulesannete lahendamisel osutub ménikord kasulikuks jargmine lause, mis an-
nab vdimaluse mingi tdisarvu g korral esitada mis tahes tdisarvu tdpselt iihel
jargmistest kujudest:

5—2, b59q—1, 59, 59+1, 59+2

ehk
59, 5qx1, 5q9=x2.
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Lause 3. Mis tahes positiivsete tiisaroude a ja b korral leiduvad tiheselt midratud

. . 1 1
tdisaroud q ja r nii, et b = aq + v, kus —ia <r< Ea.

Niiited lausete 2 ja 3 rakendamisest:
Jagame (jadgiga) arvu 15 arvuga 4.

e Lausest 2 jdreldub, et leidub tdpselt tiks mittetdielik jagatis g ja tdpselt tiks
jadk r, et kehtiksid moélemad tingimused

15=4-g+r ja 0<r <4

Toestuses on kirjeldatud algoritm, kuidas leida arvude g ja r vddrtused:
arv g peaks olema koige vdiksem positiivne tdisarv, mille korral kehtib
vOrratus 4 - (9 + 1) > 15. Sellest saame, et

qg=3 ja r=b—aqg=15-4-3=23.
Seega 15 =4-3 + 3.

e Lause 3 titleb, et leidub parajasti tiks g ja parajasti iiks 7, et kehtiksid mo-
lemad tingimused

1
> > -4 ehk 2<r<2
Toestuses toodud algoritmi kohaselt peaks arvu g vadrtuseks olema kas
koige viiksem positiivne tdisarv, mille korral vorratus 4 - (g +1) > 15
kehtib, voi ithe vorra suurem arv. Analoogiliselt eelmise punktiga esime-
sel juhul saame, et g = 3jar = 3, mis ei rahulda eespool toodud tingimust,
kuna 3 > 2. Véttes tihe vorra suuremat arvu g = 4, saame

1
15=4-g+r ja —z-4<r<

r=15-4-4= -1,

mis rahuldab eeltoodud tingimust, kuna kehtib vorratus -2 < —1 < 2.
Seegal5 =4-4—1.

Mirkus. Analoogiliselt saab tdestada, et mis tahes tdisarvu b ja mis tahes po-
sitiivse tdisarvu a korral leidub tapselt iiks tdisarv g ja tdpselt tiks tdisarv r, et
kehtiksid tingimused

b=ag+r ja 0<r<a.

b=agxtr ja —-a<r<



Jareldus 4. Tiisarv b jagub tiisarvuga a parajasti siis, kui tidisarou b jagamisel tiisar-
vuga a tekkiv jidk on vordne 0-ga.

Vaatleme niitid tilesandeid, mille lahendamisel kasutatakse jadagiga jagamise
definitsiooni ja reeglit.

Naide 5. Leiame koik kuuekohalised arvud, mille kolm esimest numbrit on 123
ja mis jaguvad arvuga 456.
Kodigepealt vaatleme koige vdaiksemat kuuekohalist arvu, mis algab numbritega
123, ja jagame (jadgiga) selle arvuga 456:

123000 = 456 - 269 + 336.

Niitid vaatleme kdige suuremat kuuekohalist arvu, mis algab numbritega 123,
ja samuti jagame (jadgiga) selle arvuga 456:

123999 = 456 - 271 + 423.

Et otsitav kuuekohaline arv jaguks arvuga 456, peab jarelduse 4 pohjal tekkiv
jadk olema vordne O-ga. See on vdimalik ainult siis, kui mittetédielik jagatis on
vordne kas 270 voi 271. Vastavatel juhtudel saame vastused

456 - 270 = 123120 ja 456 - 271 = 123576.

Nidide 6. Olgu a kolmekohaline arv, mis ei sisalda numbrit 0 ega numbrit 9 ja
mille esimene number ei ole 1. Arvule a ldhedasteks nimetame kolmekohalisi
arve, mis saadakse arvust a tema mingi tthe numbri vihendamisel vdi suuren-
damisel 1 vorra. Téestame, et arv a voi moni temale ldhedane arv jagub 7-ga.

Arvule a ldhedased on parajasti arvud a +1, a — 1, a 4+ 10, a — 10, a 4 100,
a — 100. Eraldades koikjal teistes liidetavates 7 kordsed, saame

1 =0.7+1,
1 = (=1)-7+6,
10 = 1-7+43,

10 = (—2)-744,
100 = 14-7+ 2,

~100 = (—15)-7+5.

Nédeme, et saadud kuus jadki on parajasti koik 0-st erinevad jddgid, mis 7-ga
jagamisel voib saada, st 1, 2, 3, 4, 5ja 6. Lisades komplekti arvu a kujul a 4 0,
lisandub ka jaak 0. Seega ka arvud a,a+1,a—1,a+10,a — 10, a + 100, a — 100
annavad 7-ga jagades koik voimalikud jadgid. Kuna tiks neist jadkidest on 0,
siis vastav arv jagubki 7-ga.

Naiteks, arvule 456 ldhedane arv 455 jagub arvuga 7.
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Ulesanne 7. Olgu a kolmekohaline arv, mis ei sisalda numbreid 0, 1, 8 ja 9 ning
mille esimene number ei ole 2. Arvule a ldhedasteks nimetame kolmekohalisi
arve, mis saadakse arvust a tema mingi tthe numbri vihendamisel vdi suuren-
damisel 1 vdi 2 vorra. Tdestada, et arv a voi moni temale ldhedane arv jagub
arvuga 13.

Toestus.
Arvule a kdik ldhedased arvud on kujul:

Naditame, et arv a ja koik tema ldhedased arvud annavad 13-ga jagades koik
vdimalikud jadgid 0 kuni 12:

Seega oleme tdestanud, et kas arv a voi moni temale ldhedane arv jagub 13-ga.

Ndide 8. Positiivse tdisarvu a jagamisel arvudega 3, 6 ja 9 saadud jadkide sum-
ma on 15. Leiame arvu a jagamisel arvuga 18 tekkiva jadgi.

Teame, et definitsiooni pdhjal vdib positiivse tdisarvuga n jagamisel tekkiv jagk
olla tilimalt n — 1. Seega arvudega 3, 6 ja 9 jagamisel on suurimad véimalikud
jadgid vastavalt arvud 2, 5 ja 8. Kuna nende summa ongi 15, siis tdisarvu a ja-
gamisel arvudega 3, 6 ja 9 tekivadki jadgid 2, 5ja 8, st kehtivad vordused

a=23q +2, a=6q+5 ja a =9q3 + 8.
Vaatleme niitid arvu a + 1:
a+1=3(p+1)=6(q2+1)=9(q:+1),
millest jaguvuse definitsiooni pohjal saame, et
3|la+1, 6la+1 ja 9|a+1.

Saadud viidetest jareldub, et arv a + 1 peab jaguma tihistegurita arvudega 2 ja
9. Seega kehtib seos 18 | a + 1, mis tdhendab, et leidub selline tédisarv g, et

a+1=185 ehk a=18;—-1=18(q—1)+17.

Saadud vordusest a = 18(g — 1) 4 17 jdreldub, et arv 17 on arvu a jagamisel
arvuga 18 tekkiv jaak.



Nidide 9. Leiame koik positiivsed tdisarvud a, kui on teada, et arvu 123 jaga-
misel arvuga a tekib jadk 21.

Ulesande tingimuste kohaselt peavad kehtima seosed
123 = aq + 21 ja 21 <a.
Vordusest 123 = ag + 21 saame vorduse
aq = 102,

millest jareldub, et a | 102. Jarelikult positiivne tdisarv a peab olema arvu 102
tegur, mis on suurem arvust 21. Lahutame arvu 102 teguriteks

102 =2-3-17

ja saame, et iilesande vastusteks sobivad ainult arvud 2-17 = 34ja3-17 = 51
ning arv 102 ise:

123 =34-3+21, 123=51-2+21, 123=102-1+4 21.

Niide 10. Jagades positiivset tdisarvu a nii arvuga 9 kui ka arvuga 8 tekib jaak
7. Leiame, millised jadgid voivad tekkida arvu a jagamisel arvuga 6.

Ulesande tingimustest jareldub, et leiduvad sellised mittenegatiivsed tiisarvud
g1 ja g2, et kehtivad vordused

a=91+7 ja a=28qy+7.

Saadud vordustes on paremad pooled vordsed, st 991 = 8g,. Niitid ilmselt lei-
dub mittenegatiivne tdisarv k, et

g1 =8k ja  g,=09k.
Jarelikult
a=9q1+7=72k+7=6(12k+1) +1,

millest jareldub, et jagades tdisarvu a arvuga 6 saame alati ainult jadgi 1.

Miirkus. Saadud vordusest a = 6(12k + 1) + 1 vdime leida arvu a esimesed
voimalikud vaartused. Kui arvu k vaartusteks panna arvud 0, 1 ja 2, siis vasta-
vateks a vadrtusteks osutuvad arvud 7, 79 ja 151.



Ndide 11. Leiame koik positiivsed tdisarvud a < 1234, mis jagamisel arvuga 31
annavad jadgi 24 ning jagamisel arvuga 42 annavad jaagi 13.

Ulesande tingimustest jareldub, et leiduvad sellised positiivsed tdisarvud g; ja
g2, et kehtivad vordused

a=31g1+24 ja a=42q,+13.
Saadud vordustest jareldub vordus
311 +24 =42g,+13  ehk  31(q; —qo) = 11(go — 1).

Kuna arvud 31 ja 11 on tihistegurita, siis 31 | g, — 1. Niitid anname hinnanguid
arvudele g; ja go:

a—24 123424
= < <

_a-13 _1234-13
T =37 31 -

42 42 3.

40 ja qz

Kuna g, < 30, siis jaguvus 31 | g, — 1 kehtib parajasti siis, kui g, — 1 = 0 ehk
g2 = 1. Jarelikult
a=429,4+13 =42-1+13 =55.

Kontrollime, et 2 = 55 rahuldab tilesande tingimusi:

55=31-1+424 ja 55 =42-1+413.

Ulesanne 12. Positiivse tdisarvu a jagamisel arvuga 5 tekib jadk 1 ning jagamisel
arvuga 11 tekib jadk 10. Leida, millised jaagid voivad tekkida

a) arvu a jagamisel arvuga 55;
b) arvu a® jagamisel arvuga 55.

Lahendus:

Ulesande tingimustest jareldub, et leiduvad sellised positiivsed tiisarvud g; ja
g2, et kehtivad vordused

a=53+1 ja a = 11q, + 10.

a) Saadud vordustes on paremad pooled vordsed, st kehtib vordus




Seda vordust kasutades tdestame, et peaks kehtima vordus g, = 5k 4 1 mingi
mittenegatiivse tdisarvu k korral:

Niitid saame arvutada, millise jaddgi annab tilesande tingimusi rahuldav tdisarv
a jagamisel arvuga 55:

b) Niitame, et saadud vordustest jarelduvad tingimused 5 |a —1ja 1l | a + 1:

Naitame, et siis kehtib ka tingimus 55 | a* — 1:

Arvutame, millise jadgi annab iilesande tingimusi rahuldava tdisarvu a ruut
jagamisel arvuga 55:

Kokkuvéttes saame, et 2 jagamisel 55-ga annab alati jadgi 21 ning a* jagamisel
55-ga annab alati jaagi 1.

Paljudes tilesannetes on antud tingimused monede tdisarvude jagamisel tek-
kinud mittetdieliku jagatise ja jadgi kohta. Nende lahendamisel tuleb tavaliselt
lahtuda jadgiga jagamise tildisest reeglist.

Niide 13. Olgu a ja b positiivsed tdisarvud ning g ja r vastavalt arvu b jagamisel
arvuga a tekkinud mittetdielik jagatis ja jadk. Toestame, et kui g = 7, siis arv b
jagub arvuga a + 1.

Ulesande tingimustele vastav vérdus

b=aq+r
teisendub juhul g = r kujule
b=ar+r=(a+1)r.

Jarelikult (jaguvuse definitsiooni pohjal) peab arv b jaguma arvuga a + 1.
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Niide 14. Positiivse tdisarvu a jagamisel nii arvuga 15 kui ka arvuga 16 on mit-
tetdielikud jagatised omavahel vordsed ning arvuga 15 jagamisel tekkiv jadk on
kaks korda suurem arvuga 16 jagamisel tekkivast jadgist. Leiame koik sellised
tdisarvud a.

Olgu g ja r tdisarvu a jagamisel arvuga 16 vastavalt saadud mittetéielik jagatis
ja jadk. Ulesande tingimuste kohaselt kehtivad siis vordused

a=16q+r ja a = 15q + 2r,
kusjuures kehtivad ka vorratused 0 < r < 16ja 0 < 2r < 15.
Saadud vordustest jareldub seos
16q +r = 15q + 2r, millest qg=r.

Seega saame seose
a=16q+r =16r+r =17r.

Saadud vorratustest jareldub vorratus 0 < r < 7, st jaagi r kdik voimalikud
vaartused on 0 kuni 7. Juhul » = 0 saame, et ka a = 0, mis on vastuolus arvu a
positiivsusega. Teistel juhtudel saame, et arvu a vadrtused

17, 34, 51, 68, 85, 102 ja 119
on ainukesed, mis rahuldavad etteantud tingimusi.

Ulesanne 15. Positiivse tiisarvu a jagamisel arvuga 12 on tekkiva mittetaieliku
jagatise g; ja tekkiva jadgi r1 summa vordne arvu a jagamisel arvuga 21 tekkiva
mittetdieliku jagatise g, ja tekkiva jaagi r, summaga. Leida koik voimalikud
tdisarvude g; ja gp vadrtused.

Lahendus: Vastavalt tilesande tingimustele kehtivad vérdused

a= 126]1-|—1’1, a 2216]2+72 ja f1+1r=qx+7y

kusjuures kehtivad ka vorratused 0 < ry < 12ja0 < rp, < 21.
Naitame, et kehtib seos 11g; = 204;:

Saadud seose ja vorduse q; + 11 = qo + 1, abil nditame, et 9 | r, — rq:
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Kasutades eespool toodud jadkide rq ja r, hinnanguid, nditame, et kehtib vorra-
tus0 < rp, —r1 < 21

Seega on arvu r, — r1 kdik voimalikud vadrtused jargmised:

Uurime arvu rp — r1 koiki voimalikke vadrtusi eraldi ja leiame koik voimalikud
tdisarvude g; ja g, vadrtused:

Kokkuvottes saame, et paarile (g1,92) vastab tiks jargmistest paaridest (0,0),
(20,11) voi (40,22). Lopuks néditame, et koik paarid on vdoimalikud, st iga paari
jaoks leiame vdhemalt iihe sobiva arvu a vaartuse:

Jargmiste tilesannete lahendamisel kasutame jiikide libivaatlemise meetodit. Sel-
le meetodi idee seisneb selles, et mis tahes tdisarvu saab esitada tapselt tihel
jargmistest kujudest:

2k (paarisarvude korral) vOi 2k + 1 (paaritute arvude korral),

(kus k on mingi tdisarv) kuna jagamisel arvuga 2 annab mis tahes tdisarv kas
jadgi 0 voi 1. Mis tahes tdisarvu saab esitada ka tihel jargmistest kujudest:

3k, 3k+1 vOl 3k +2,

(kus k on mingi tdisarv) kuna 3-ga jagamisel annab mis tahes tdisarv kas jadgi
0, 1 voi 2. Oleme eelnevalt ndidanud, et mis tahes tdisarvu saab esitada naiteks
ka kas kujul 3k voi 3k £ 1.
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Ndide 16. Esimeses vihikus oleme teisendamismeetodi abil tdestanud, et iga
tdisarvu a korral arv a(a” + 5) jagub arvuga 6. Niitid viime tdestuse labi jadkide
ldbivaatlemise meetodi abil.

Koigepealt tdestame, et arv a(a” + 5) jagub 2-ga. Arv a annab jagamisel 2-ga kas
jadgi 0 voi 1. Vastavalt sellele esitub see kas kujul 2k voi 2k + 1.

e Juhul kui a = 2k, siis a(a* + 5) = 2k(a* + 5), mis ilmselt jagub 2-ga.
e Juhul kui a = 2k + 1, siis
a(a*> +5) = a((2k +1)? +5) = a(4k* + 4k + 6) = 2a(2k? + 2k + 3),
mis samuti jagub 2-ga.

Jarelikult mis tahes taisarvu a korral arv a(a* + 5) jagub arvuga 2.

Niiiid tdestame, et arv a(a® + 5) jagub ka 3-ga. Mis tahes tdisarv a annab jaga-
misel 3-ga kas jaagi 0, 1 vdi 2. Vastavalt sellele esitub see kas kujul 3k v6i kujul
3k + 1.

e Juhul a = 3k saame, et a(a* +5) = 3k(a* + 5) jagub 3-ga.
e Juhul a = 3k 4= 1 saame, et
a(a® +5) = a((3k £1)*> +5) = a(9k* £ 6k + 6) = 3a(3k* £ 2k + 2)
samuti jagub 3-ga.

Kokkuvéttes saame, et a(a® + 5) jagub nii 2-ga kui ka 3-ga, st jagub 6-ga mis
tahes tdisarvu a korral.

Nidide 17. Toestame, et mis tahes positiivse tdisarvu a korral arv
a+a°+a+a* +a°+a°

jagub arvuga 6.
Olgu A = a +a* + a® + a* + a° + a®. Paneme tihele, et

A = a1+a)+a*Q+a®)+a°(1+a%) =
= (1+a)(a+a*+a) =
= 1+a)(1—a+a®)a(l+a+a*) =
= a(a+1)(@®+a+1)(a*>—a+1).

Toestamiseks piisab ndidata, et mis tahes positiivse tdisarvu a korral arv A ja-
gub 2-gaja 3-ga.
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Et arvu A tegurid a ja a + 1 on jarjestikused tdisarvud, siis tdpselt iiks neist ja-
gub 2-ga ning seega arv A jagub 2-ga.
Arvuga 3 jaguvuse nditamiseks kasutame jadkide ldbivaatlemise meetodit.

e Kui arv a annab 3-ga jagamisel jadgi 0, st a = 3k mingi tdisarvu k korral,
siis arvu A tiks teguritest a = 3k jagub 3-ga.

e Kui g annab 3-ga jagamisel jaagi 2, st a = 3k + 2 mingi tdisarvu k korral,
siisarvu A tegura+1=3k+2+1=3(k+1) jagub 3-ga.

e Kui a annab 3-ga jagamisel jaagi 1 ehk a = 3k 4 1 mingi tdisarvu k korral,
siis arvu A tegur a* + a + 1 jagub 3-ga, sest

A*+a+1l = Bk+1)*+Gk+1)+1 =9k +6k+1+3k+1+1=
= 9k* + 9k +3 = 3(3k* + 3k + 1).

Jarelikult arv A jagub mis tahes positiivse tdisarvu a korral nii 2-ga kui ka 3-ga,
st jagub 6-ga.

8

Niide 18. Leiame koik positiivsed tiisarvud a, mille korral arv a® — a® jagub

arvuga 72.

8

Lahutame arvu A = a° — a° teguriteks:

A=a®—a* = a*(a®—-1)=a*@® - 1) +1) =
= d*(a—1)(a+1)(a*—a+1)(@+a+1).

Et72 = 8 -9 ning arvud 8 ja 9 on tihistegurita, piisab uurida, millal arv A jagub
arvudega 8 ja 9.

Naditame koigepealt, et arv A jagub alati arvuga 9. Vaatleme kolme juhtu (soltu-
valt sellest, millise jddgi annab arv 4 jagamisel 3-ga):

e kui a = 3k, siis arvu A tegur a* = (3k)* = 9k jagub 9-ga;

e kuia = 3k + 1, siis arvu A kaks tegurit
a—1=3kjaa*+a+1=3(3k*+3k+1)jaguvad 3-ga;

e kuia = 3k 4 2, siis arvu A kaks tegurit
a+1=3(k+1)jaa*—a+1=3(3k*+3k+1)jaguvad 3-ga.

Seega igal juhul arv A = a® — a? jagub arvuga 9.
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Uurime ntitid arvu A jaguvust arvuga 8. Vaatleme kahte juhtu (s6ltuvalt sellest,
kas a on paaris voi paaritu arv):

e kuia = 2k, siis arvu A ainus paarisarvuline tegur on
a? = (2k)? = 4k,
mis jagub arvuga 8 siis, kui k on paarisarv, st kui arv a jagub 4-ga;
e kuia = 2k + 1, siis arvu A tegurite a — 1 ja a 4 1 korrutis
(a—1)(a+1) =4k(k+1)
jagub arvuga 8, sest korrutis k(k 4+ 1) jagub alati 2-ga.

Seega vastuseks saame, et arv A = a°® — a* jagub arvuga 72 siis ja ainult siis,
kui a on kas paaritu arv voi paarisarv, mis jagub 4-ga. Teisisonu, arv A ei jagu
72-ga, kui a on paarisarv, mis ei jagu 4-ga.

Niiteks 2 = 4 ja a = 5 korral arv a® — a* jagub 72-ga:

48 — 4% = 65520 = 72 - 910, 58 — 52 = 390600 = 72 - 5425.
Aga a = 6 korral arv 6° — 6% arvuga 72 ei jagu.

Niide 19. Olgu a tiisarv. Toestame, et kui arv a* — a ei jagu arvuga 6, siis arv
a* — a — 2 jagub arvuga 18.

Arv a*> —a = a(a — 1) kui kahe erineva paarsusega tiisarvu korrutis on alati
paarisarv, st jagub arvuga 2.

Kui a voia — 1jagub 3-ga, siis ilmselt a(a — 1) jagub 3-ga ning jarelikult ka 6-ga.
Seega sobivad {iilesande tingimustega ainult sellised tdisarvud a4, mis annavad
3-ga jagamisel jadgi 2.

Olgu niitid a = 3k + 2 mingi tdisarvu k korral. Siis

> —a—-2 = (Bk+2)*—(3k+2)—-2=
= (9k* +12k+4)— (3k+2) -2 =
= 9(k* +k) =9%(k+1)

jagub 18-ga, sest arv k(k + 1) jagub 2-ga.
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Ulesanne 20. Tdestada, et mis tahes positiivsete tdisarvude a ja b korral arv
ab(a* — b*)
jagub arvuga 30.

Toestus. Kdigepealt lahutame arvu ab(a* — b*) teguriteks:

Et 30 = 2-3 -5 ning arvud 2, 3 ja 5 on iihistegurita, piisab eraldi uurida arvu
ab(a* — b*) jaguvust arvudega 2, 3 ja 5.
Naitame, et arv ab(a* — b*) jagub alati arvuga 2:

Naitame, et arv ab(a* — b*) jagub alati arvuga 3:

Naitame, et arv ab(a* — b*) jagub alati arvuga 5:

Seega mis tahes positiivsete taisarvude a ja b korral arv ab(a* — b*) jagub alati
arvuga 30.
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Mbnede jaguvustilesannete lahendamisel tekib vajadus vaadelda antud tdisar-
vude voi avaldiste paarsust. Teame, et kdik paarisarvud on mingi tdisarvu k
korral esitatavad kujul 2k ning kdik paaritud arvud kujul 2k + 1. Lisaks sellele
on monede iilesannete puhul tarvis vaadelda, millise jadgi annab mingi paaris-
vOi paaritu arv jagamisel kahest suurema paarisarvuga, nditeks 4-ga. On liht-
ne ndha, et sellisel korral kdik paarisarvud on esitatavad kas kujul 4k voi kujul
4k + 2 ning kdik paaritud arvud kas kujul 4k + 1 voi kujul 4k + 3.

Nidide 21. Leiame koik sellised positiivsed tdisarvud a, mille korral on kdikide
tdisarvude 1 kuni 4 summa paaritu.

Paneme tdhele, et tdisarvude summa on paaritu parajasti siis, kui selles on paa-
ritu arv paarituid liidetavaid. Vaatleme eraldi kahte juhtumit soltuvalt sellest,
kas arv a on paaris voi paaritu.

Kui a2 on paarisarv, siis see on esitatav kujul a = 2k. Sel juhul vaadeldavas sum-
mas on tdpselt k paaritut liidetavat. Kuna arv k peab olema paaritu, siis see on
kujul k = 2] + 1. Niitid saame, et

a=2k=2(21+1)=4l+2.

See tahendab, et selleks, et kdikide tdisarvude 1 kuni a summa oleks paaritu,
peab paarisarv a olema kujul 4/ 4 2 mingi tdisarvu [ korral.

Analoogiliselt eelmisega, kui a on paaritu arv, siis see on kujul a = 2k + 1. On
selge, et summas on tdpselt k 4 1 paaritut liidetavat ning arv k + 1 peab olema
paaritu, stk +1 = 2/ + 1 ehk k = 2/. Niitid saame, et

a=2k+1=4]+1.

Jarelikult, et summa oleks paaritu, peab paaritu arv a olema kujul 4/ + 1 mingi
taisarvu [ korral.

Kokkuvottes saame, et juhul kui arv a on kas kujul 4/ 4 1 v6i kujul 41 + 2, siis
koikide tdisarvude 1 kuni 2 summa on paaritu.

Niide 22. Leiame koik jadgid, mida saab anda 4-ga mittejaguva paarisarvu ruut
jagamisel 32-ga.
Iga paarisarv a, mis ei jagu 4-ga, annab 4-ga jagamisel jadgi 2, st esitub kujul
4k + 2 mingi tdisarvu k korral. Siis

a* = (4k +2)* = 16k* + 16k + 4 = 16k(k + 1) + 4.

Et arvudest k ja k + 1 on tiks paaris, siis k(k + 1) jagub 2-ga ning 16k(k + 1)
jagub arvuga 16 - 2 = 32. Seega arv a* annab 32-ga jagamisel jaagi 4.
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Niide 23. Toestame, et kui a ja b on positiivsed tdisarvud ning arv ab + 1 jagub
arvuga 8, siis arv a + b jagub samuti arvuga 8.

Et kehtib vordus

(a+1)(b+1)=(ab+1)+ (a+b),
siis piisab tdestada, et kui arv ab + 1 jagub 8-ga, siis jagub ka arv (a +1)(b + 1)
arvuga 8.

Paneme tdhele, et kui arv ab + 1 jagub 8-ga, siis on korrutis ab paaritu, st arvud
a ja b on molemad paaritud. Mis tahes paaritu arv annab 4-ga jagamisel kas
jadgi 1 voi 3. Nditame, et vdhemalt iiks arvudest a ja b annab 4-ga jagades jadgi
3. Oletame vastuvditeliselt, et mdlemad arvud annavad jagades 4-ga jadgi 1. Siis
arvud a ja b on mingite tdisarvude k; ja k, korral kujul

ﬂ:4k1—|-1 ja b=4k2—|-1
Sellisel juhul arv
ab +1= (4k1 + 1)(4](2 + 1) +1= 4(4k1k2 + k1 + kz) + 2

ei jagu neljaga, mis on vastuolus tingimusega 8 | ab + 1. Jarelikult vihemalt tiks
arvudest a ja b annab neljaga jagades jadgi 3.

Nuid vaatleme korrutist (2 4+ 1)(b + 1). Kuna mélemad arvud a ja b on paari-
tud, siis korrutise molemad tegurid a + 1ja b + 1 on paarisarvud. Lisaks sellele
vdhemalt tiks teguritest jagub 4-ga, sest vihemalt tiks arvudest a ja b annab
jagades 4-ga jadgi 3. Kokkuvottes saame, et korrutis (a + 1) (b + 1) jagub 8-ga.

Niide 24. Olgu a selline positiivne tdisarv, et arvud 24 + 1 ja 32 + 1 on mingite
tdisarvude ruudud. Tdestame, et sellisel juhul peab arv a jaguma arvuga 8.

Ulesande tingimuste kohaselt leiduvad sellised tdisarvud m ja n (iildisust kit-
sendamata eeldame, et need on positiivsed), et

2a+1=m*> ja 3a+1=n’

Siis ilmselt m on iihest suurem paaritu arv. Seega leidub positiivne tdisarv m;
nii, et m = 2my + 1. Siis

20 =m* — 1= (2m; +1)* = 1 = dm* + dmy = dmy(my + 1),
millest saame, et a = 2my(my + 1). Saadud vordust kasutades saame, et

n* =3a+1=6m(m +1)+1.

17



Jarelikult n on samuti tihest suurem paaritu arv, st leidub positiivne taisarv n;
nii, et n = 2ny + 1. Niitid saame, et kehtib vordus

3a=n*—1=(2n +1)*> —1 = 4n*> + 4n; = 4n1(n; +1).

Kuna 2 | ny(n; + 1), siis 8 | 4n1(n; + 1). Et arvud 3 ja 8 on thistegurita, siis
kehtib viide 8 | a.

Ulesanne 25. Olgu a positiivne tiisarv, mille korral 172 + 1 on mingi paaritu
arvu ruut.

a) Toestada, et arv a jagub arvuga 8.

b) Leida arvu a vahim vdimalik vaartus.

Toestus. Olgu k selline positiivne tdisarv, mille korral kehtib tilesande tingimust
rahuldav vordus
17a+1 = (2k +1)2

Teisendame saadud vordust nii, et vorduse molemad pooled oleksid tegurda-
tud kujul:

Saadud vorduse pohjal tdestame, et 8 | a:

Leiame arvu k vdhima véimaliku vddrtuse, mille korral kehtib vordusest jarel-
datav tingimus 17 | k(k + 1):

Leiame niiiid arvu a vahima voimaliku vaartuse:

Kontrollime, et leitud a vaartuse korral on 174 + 1 mingi paaritu tdisarvu ruut:
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Vaatleme niitid algarvudega tilesandeid, mida saab lahendada jaagiga jagamise
reegli ja jadkide labivaatlemise meetodi abil.

Paneme tihele, et

e mis tahes algarv p > 2 annab jagades 2-ga ainult jadgi 1, st see on kujul
2k +1;

e mis tahes algarv p > 3 annab jagades 3-ga kas jddgi 1 voi 2, st see on kas
kujul 3k + 1 voi 3k + 2;

e mis tahes algarv p > 2 annab jagades 4-ga kas jddgi 1 voi 3, st see on kas
kujul 4k 4+ 1 voi 4k + 3.

Ndide 26. Toestame, et mis tahes algarvu p > 3 ruut annab arvuga 12 jagamisel
jaagi 1.

Vaatleme eraldi arve, mis annavad erinevad jdagid arvuga 6 jagamisel. Need
arvud on kujul 6k, 6k £ 1, 6k £ 2 vdi 6k + 3.

e Kui p = 6k, siis 6 | pja p on ilmselt kordarv.
e Kui p = 6k 1, siis
(6k £1)* =36k* £ 12k +1 = 12(3k* £ k) + 1,

millest saame, et algarvu p = 6k + 1 ruut annab jaagi 1 arvuga 12 jaga-
misel.

e Kuip=6k+2=23k+1),siis2 | pjap > 3 on kordarv.
e Kuip=6k+3=32k+1),siis3 | pjap > 3 on kordarv.

Jarelikult algarv p > 3 vdib olla vaid kujul p = 6k =1 ja selle ruut annab jadgi
1 arvuga 12 jagamisel.

Nidide 27. Leiame koik voimalikud jadgid, mis vdivad tekkida algarvu p > 3
ruudu jagamisel arvuga 24.

Jagame (jaagiga) algarvu p arvuga 24:
p=24q+r, kus 0<r<24

IImselt arvud 2 ja 3 ei jaga kolmest suuremat algarvu p. Seega on jadgi r vdoima-
likud véaartused ainult arvud 1, 5, 7, 11, 13, 17, 19 ja 23. Kdik sellised arvud on
esitatavad tihel jargmistest kujudest

p=24k+1, p=24k+5, p=24k+7 vdi p=24k+11.
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Olgui =1,5,7,11. Siis saame, et

p* = (24k £1i)* = 24 - (24k* £ 2i) + i°.

Kuna
12 = 1,
52 = 25 =24+1,
72 = 49=24.-2+1,

117 = 121=24-5+1,
siis igal juhul algarvu p > 3 ruut annab jagamisel arvuga 24 jaagi 1.

Niide 28. Leiame koik sellised algarvud p, et arvud p + 10ja p 4 14 oleksid ka
algarvud.

Vaatleme etteantud arvude jaguvust arvuga 3.
e Kui 3 | p, siis p on algarv parajasti siis, kui p = 3. Siis on ka arvud
p+10=13 ja p+14 =17
algarvud.

e Kui 3 1 p, siis annab arv p jagamisel arvuga 3 kas jaagi 1 voi 2. Vastavalt
sellele on see mingi tdisarvu k korral esitatav kas kujul

p=23k+1 voi  p=3k+2
— Juhul kui p = 3k + 1 saame, et
p+14=3k+1+14 =3k+15=3(k+5),

mis on kordarv, kuna 3 | p+ 14ja p + 14 > 3.
— Juhul kui p = 3k + 2 saame, et

p+10 =3k+2+10 = 3k + 12 = 3(k + 4),
mis on samuti kordarv, kuna 3 | p +10ja p + 10 > 3.

Jarelikult p = 3 on ainuke algarv, mis rahuldab {ilesande tingimust.
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Niide 29. Teeme kindlaks, kas leidub selline algarv p, et arvud
a) p—6 ja p+6;
b) p—16 ja p+16

oleksid samuti algarvud?

a) Kuna p — 6 > 2, siis p > 8. Kdige viiksemaks algarvuks, mis rahuldab vor-
ratust, on algarv 11. Kuna mdlemad arvud

p—6=11-6=5 ja p+6=11+6=17

on algarvud, siis olemegi leidnud sobiva algarvu p = 11.
b) Toestame, et sellist algarvu p ei leidu. Kuna

p—16=(p—18)+2 ja p+16=(p+15)+1,

siis algarvud p — 16, p ja p + 16 annavad arvuga 3 jagamisel erinevad jaagid.
Sellest jareldub, et tapselt iiks neist peab jaguma 3-ga. See omakorda tdhendab,
et vdikseim neist peab vorduma 3-ga. Kui p — 16 = 3, siis p = 19ja p + 16 = 35,
mis on kordarv.

Niide 30. Leiame koik algarvud p, mis on esitatavad nii mone kahe algarvu
summana, kui ka moéne kahe algarvu vahena.

Olgu p1, p2, p3 ja pa sellised algarvud, et
p=ptp ja  p=ps—Pa

Kuna ilmselt p = p; + p» > 2, siis p on paaritu. Seega peab tapselt iiks arvudest
p1 ja p2 ning tapselt iiks arvudest p; ja ps olema paarisarv. Kuna on ainuke
paarisarvuline algarv 2, siis

p=p+2 ja p=p3—2
Niitid saame, et p, p1 = p — 2ja p3 = p + 2 on algarvud. Kuna
p—2=(p—3)+1,

siis need arvud annavad erinevad jddagid arvuga 3 jagamisel. Seega tiks neist
peab 3-ga jaguma, st kdige vdiksem neist peab olema 3-ga vordne. Jarelikult
p—2=23.Siisp =5jap+2 =7 Kunaarvud 3, 5ja 7 on kdik algarvud, siis
arv p = 5 rahuldab tilesande tingimusi:

5=3+2 ja 5=7-2.
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Ulesanne 31. Kas leidub selline algarv p, et mélemad arvud p° + 20 ja p° + 22
on samuti algarvud?

Toestus. Olgu p mis tahes algarv.

Koigepealt oletame, et p ei jagu 7-ga. Siis mis tahes algarv p on esitatav tihel
jargmistest kujudest:

Niiiid leiame, millise jadgi voib anda p° arvuga 7 jagamisel. Selleks vaatleme
arvu p erinevaid kujusid:

Arv 20 annab 7-ga jagades jadgi 6 ja arv 22 jaagi 1. Niitid tdestame, et iiks arvu-
dest p® +20ja p° + 22 jagub igal juhul 7-ga:

Toestame, et kui p ei jagu 7-ga, siis tiks arvudest p® + 20ja p° + 22 on igal juhul
kordarv:

Lopuks vaatleme juhtu kui p jagub 7-ga ja nditame, et vahemalt tiks arvudest
p> +20ja p° + 22 pole algarv.
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Niide 32. Toestame, et kui p > 3ja 2p + 1 on algarvud, siis 4p + 1 on kindlasti
kordarv.

Kuna p on kolmest suurem algarv, siis 3 { p, st algarv p on esitatav kujul p =
3k £ 1. Siis teine algarv 2p 4 1 teisendub kujule

2p+1=6k+t2+1.
Niitd sdltuvalt margist vaatleme kahte véimalust.

o Kui2p+1=6k+2+1=23(2k+1),siis2p + 1 on kordarv, kuna2p +1 >
3ja3 | 2p + 1. See on vastuolus iilesandes toodud tingimusega.

o Kui2p+1==6k—2+41=6k—1,siis
2p=6k—2=2(3k—1), millest p=3k—1.
Jarelikult sel juhul on
Ap+1=4(3k—1)+1=12k—3 = 3(4k — 1)
kordarv, sest4p +1 > 3ja3 | 4p+1.

Seega iilesandes antud tingimustel on 4p + 1 alati kordarv.
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