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Kéesolevas vihikus vaatleme koigepealt jadkide omadusi, millede alusel saame
hiljem tilesannete lahendamisel rakendada jadkide tabeleid. Seejdrel tutvume
ruutjddkide meetodiga ning uurime, kuidas saab kasutada arvuteooria tilesan-
netes Dirichlet printsiipi.

Jadkide omadused

Selles osas piirdume vaid monede tdhtsamate omadustega. Teisi omadusi vaat-
leme siis, kui toome sisse kongruentsi moiste.

Lause 1. Kui tidisaroude a > 0, b, q ja r korral kehtib vordus
b=aq+r,
siis aroud b ja r annavad tipselt sama jidgi arouga a jagamisel.
Toestus. Olgu ry tdisarvu b jagamisel positiivse tdisarvuga a tekkiv jadk. Siis
jadgiga jagamise reegli pohjal kehtivad mingi tdisarvu g; korral tingimused
b=aq+n ja 0<rn<a.

Niiiid saame vordusest b = ag + r avaldada arvu r jargmiselt

r=>b—aq=(agq +r)—aqg=a(q —q)+r.
Kuna kehtib vorratus 0 < r; < g, siis arv r; on ka tdisarvu r jagamisel a-ga
tekkiv jaak. ]
Miirkus. Monikord 6eldakse, et arvud b ja r on jdigivordsed jagamisel arvuga a.

Ndide 2. Leiame, millise jddgi annab arv 1234 arvuga 11 jagamisel.
Koigepealt on lihtne ndha, et kehtivad jargmised vordused

1234 = 11-100+ 134,
134 = 11-10+ 24,
24 = 11-2+2.
Lause 1 pohjal annavad arvud 1234, 134, 24 ja 2 sama jaagi 2 arvuga 11 jaga-
misel. Teisisdonu, neid vordusi kasutades saame vorduse
1234 = 11-1004+ 134 =11-100+11-10+24 =

11-100+11-10411-2+2 =
= 11(1004+10+2) +2 = 11- 112 + 2.

Vordusest 1234 = 11 - 112 4 2 saamegi, et arvu 1234 jagamisel arvuga 11 tekib
jaak 2.



Niide 3. Leiame, millise jadgi annab jagades arvuga 11 arv 123123 ... 123, milles
on tdpselt 123 numbrit.

Paneme tdhele, et 123123 = 11 - 11193. Seega kehtib vordus

123123...123 = 123123107 4 123123...123 =
123 n\urmbrit 117 n\urmbrit

= 11-11193-10""7 4+ 123123...123.

117 numbrit

Lause 1 iitleb, et arvud 123123...123 ja 123123...123 annavad jagades 11-ga

123 numbrit 117 numbrit
tapselt sama jadgi. Analoogiliselt jatkates saame, et kehtivad vordused

724

123123...123 = 11-11193-10"" 4 123123...123

117 numbrit 111 numbrit

123123...123 = 11-11193-10° + 123123123,

15 numbrit

123123123 = 11-11193-10° + 123.

Jarelikult arvud 123123...123ja 123 annavad jagamisel 11-ga iihe ja sama jddgi,

123 numbrit

mis vorduse 123 = 11 - 11 + 2 pohjal vordub arvuga 2.

Lause 4. Olgu ry ja ry vastavalt tiisarvude by ja by jagamisel positiivse tiisarvuga a
tekkivad jiigid. Siis kehtivad jirgmised omadused:

a) aroud by + by, ja ry+ry annavad tipselt sama jiadgi arvuga a jagamisel
(ehk need on jadgivordsed jagamisel arvuga a);

b) arvud by-by ja ri-ry annavad tipselt sama jidagi arvuga a jagamisel.

Toestus. Lause vdidete tdestamiseks ldhtume definitsioonis toodud tingimus-
test. Ulesande tingimus, et 71 ja 7, on vastavalt tdisarvude b; ja b, jagamisel
positiivse tdisarvuga a tekkivad jaagid, tahendab, et leiduvad tdisarvud g4, ja g2
nii, et kehtivad vordused

by =aqy +n ja by = aqy + 1».
a) Vaatleme summat by + by:
by +by=(ag1 + 1)+ (agy +12) = a(g1 + q2) + 11 + 12

Lause 1 pohjal arvud by + by ja r1 + r, annavad sama jddgi arvuga a jaga-
misel.



b) Vaatleme ntitid korrutist by b:

biby = (ag1 + 1) - (aga + 1r2) = a(agqi1g2 + q172 + qar1) + 1172.

Jéllegi saame, et lause 1 pdhjal arvud b1b; ja 717, annavad sama jaagi ar-

vuga a jagamisel. O
Ulesanne 5. Olgu ry, 17 ja r3 vastavalt tiisarvude by, b, ja b3 jagamisel positiivse
tdisarvuga a tekkivad jaagid. Tdestada, et arvud

b1+ by - b3 ja r+ry-13

on jadgivordsed arvuga a jagamisel.
Ulesande tingimustel peavad mingite tdisarvude g1, 4, ja g3 korral kehtima jarg-
mised vordused:

Toestame, et leidub selline tdisarv g, mille korral kehtib vérdus
b1—|—b2'b3 :(16]+(71+7’2'7’3>

Jarelikult lause 1 pohjal arvud by + b, - b ja 1 + 12 - 3 annavad iihe ja sama jadgi
arvuga a jagamisel.

Nidide 6. Lausete 1 ja 4 pohjal arvutame, millise jadgi annab arv 321 + 456 - 87
jagamisel arvuga 11. Kuna kehtib seos

3214 456-87 = (330 —9) + (440 +16)- (88 —1) =
— (330 —1142) + (440 +11+5) - (88 — 11+ 10),

siis arv 321 4 456 - 87 annab jagamisel arvuga 11 tdpselt sama jaagi, millise an-
nab arv
24510 =52,

Arv 52 on esitatav kujul 11 - 4 + 8, seega arv 321 + 456 - 87 annab jagamisel
arvuga 11 jaagi 8.



Arvuteooria iilesannete lahendamisel osutub kasulikuks teadmine, millise jadgi
voib anda mingi tdisarvu ruut voi kdrgem aste fikseeritud positiivse tdisarvuga
jagamisel. Uheks vdimaluseks on kasutada jiiikide tabelit, mis pohineb jargmisel
lause 4 osa b) jareldusel.

Jareldus 7. Olgu n positiivne tiisarv. Kui v on tidisarou b positiivse tidisarouga a jaga-
misel tekkiv jidk, siis aroud b" ja r" annavad tipselt sama jidgi arvuga a jagamisel.

Nidide 8. Uurime, millise jddgi voib anda mis tahes positiivse tdisarvu a ruut,
kuup ja neljas aste jagamisel arvuga 3.

Tabeli esimesse ritta kirjutame koik vdimalikud jadgid, mis voivad tekki-
da 3-ga jagamisel, st arvud 0, 1 ja 2.

Et kindlaks teha, millise jadgi voib anda mis tahes positiivse tdisarvu a
ruut jagamisel 3-ga, piisab jarelduse 7 pohjal arvutada, millised jaagid 3-
ga jagamisel annavad arvud 0% = 0, 1° = 1ja 2* = 4. Vastavateks jaaki-
deks on arvud 0, 1 ja 1. Jarelikult mis tahes tdisarvu ruut voib anda jaga-
misel 3-ga kas jaagi 0 voi 1.

Kuna kehtivad vordused
0°=0, 1°=1 ja 2°=8=3.242

ning
0°=0, 1*=1 ja 2*=16=3-5+1,

siis mis tahes positiivse tdisarvu kuup voib anda jagamisel 3-ga tihe jaaki-
dest 0, 1 ja 2 ning mis tahes tdisarvu neljas aste vdib anda jagamisel 3-ga
kas jaagi 0 voi 1.

Vastavalt tehtud arvutustele saab moodustada jargmise jadkide tabeli.
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Saadud tabeli abil saab niiteks tdestada, et mis tahes tdisarvu a korral
arvud @’ — a ja a* — a® jaguvad alati 3-ga, sest vastavate jadkide vahed
on koik vordsed 0-ga. Selle abil saab ka ndidata, et mis tahes tdisarvu a
korral nditeks arvud 1+ a* ja 1 + a* ei jagu 3-ga, sest mélemad arvud 4
ja a* annavad 3-ga jagamisel kas jadgi 0 voi 1 ning jarelikult arvud 1 + a2
ja 1+ a* annavad 3-ga jagamisel kas jadgi 1 v6i 2,st311+4a*ja3¢1+a*
mis tahes tdisarvu a korral.



Naide 9. Toestame, et mis tahes tdisarvu a korral arv
A=14a+a*+a®+a* +a°+4a°

eljagu arvuga 3.

Kasutades 3-ga jagamisel saadud jadkide tabelit on lihtne nédha, et jadgid on
ttheselt médaratud vastavalt arvu a paarsusele, st mis tahes positiivse tdisarvu k
korral on tdene jargmine jadkide tabel:

a 012
a® 1011
[12k+1 O 1 2

Seega arv A voib 3-ga jagamisel anda jargmised jadgid:

1+0+0+0+0+0+0 = 1,
1+1+14+1+14+1+1 = 7,
1+24+1+2+1+24+1 = 10.

Kuna arvud 7 ja 10 annavad jagades 3-ga jadgi 1, siis mis tahes tdisarvu a korral
arv A eijagu 3-ga ning annab 3-ga jagamisel alati jadgi 1.

Nidide 10. On antud 10 positiivset tdisarvu, mille kuupide summa jagub 3-ga.
Toestame, et

a) nende arvude endi summa alati jagub 3-ga;

b) nende arvude ruutude summa ei pruugi alati jaguda 3-ga.

Ulesande viidete tdestamiseks kasutame 3-ga jagamisel saadud jadkide tabeli
jargmist osa:
0/1]2
a|0]1]1
@ [0]1)2
a) Sellest ndeme, et iga positiivse tdisarvu kuup annab 3-ga jagamisel tapselt

sama jdagi nagu see arv ise. Seega ka vaadeldavate arvude summa annab
3-ga jagamisel sama jadgi 0 nagu nende kuupide summa, st jagub 3-ga.

b) Selleks, et antud vdidet tdestada, piisab tihest kontranditest. Votame kiim-
nest arvust nditeks viis arvu vordseks arvuga 1 ja viis arvu vordseks ar-
vuga 2. Siis nende kuupide summa

5.-1+5.23=5.(1+8) =45
jagub 3-ga, kuid nende ruutude summa 5 - (1 +4) = 25 arvuga 3 ei jagu.
6



Moodustame niitid uue jadkide tabeli, et leida, millise jadgi saab anda mis tahes
positiivse tdisarvu ruut ja mis tahes positiivse tdisarvu kuup jagamisel 4-ga.

Koigepealt kirjutame tabeli esimesse ritta kdik voimalikud jadgid, mis voivad
tekkida arvuga 4 jagamisel, st arvud 0, 1, 2 ja 3. Siis jdrelduse 7 pdhjal saame

leida, millise jadgi annab vastava jadgiga arvu ruut ja kuup jagamisel 4-ga. Kuna
kehtivad vordused

0°=0, 1°=1, 22=4=4-14+0 ja 3*=9=4-2+1 ning
0°=0, 1°=1, 2°=8=4.2+0 ja 3=27=4-6+3,
siis 4-ga jagamisel tekib jargmine jadkide tabel:

a (0111213
a2|0l1/0/1
a2|0[1]0]3

Seega mis tahes positiivse tdisarvu ruut saab 4-ga jagamisel anda kas jaagi 0
voi 1 ning mis tahes positiivse tdisarvu kuup ei saa jagamisel 4-ga anda jadgi
2. Sellest néiteks saab jareldada, et arv kujul 4k 4 2 ei saa olla vordne mingi
tdisarvu ruuduga ega kuubiga.

Niide 11. Olgu a ja b kaks erinevat arvu hulgast
{21,37,43,57, 62,73 }.

Leiame arvu a* + b® vahima véimaliku vaartuse, mis jagub arvuga 4.

[lmselt peavad arvud a ja b mélemad olema kas paarisarvud voi paaritud ar-
vud. Kuna etteantud arvude hulgas on ainult tiks paarisarv 62, siis arvud aja b
on modlemad paaritud.

Paaritute arvude seas on vaid tiiks arv 43, mis annab jagamisel 4-ga jadgi 3. Koik
tilejadnud arvud annavad 4-ga jagades jadgi 1.
Kasutades 4-ga jagamisel saadud jadkide tabeleid

a |13 . b |[1]3
211 AR

saame, et paaritute arvude a ja b korral summa a* + b jagub 4-ga, kui arv b
annab jagades 4-ga jadgi 3. Seega b = 43.

Et summa a* + b® peab olema viahim voimalik, peab arvu a vaartuseks olema
etteantud hulga kodige vaiksem paaritu arv 21. Jarelikult arvu a® + b® vahim
voimalik vaartus, mis jagub 4-ga, on

212 + 433 = 79948.
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Ulesanne 12. Olgu k positiivne tiisarv. Kas leidub selline positiivne tiisarv a,
mis on esitatav kujul a = 5k 4 2, et arv a oleks vordne kas mingi positiivse tdis-
arvu ruuduga voi kuubiga?

Lahendus. Et a = 5k 4 2, siis arv a4 annab jagamisel 5-ga jadgi 2. Niitid moodusta-
me jadkide tabeli, mis tildjuhul nditab, millise jadgi voib anda mis tahes tdisruut
ja mis tahes tdiskuup 5-ga jagamisel:

Saadud jaakide tabelist ndeme, et mis tahes positiivse tdisarvu ruut ja mis tahes
positiivse tdisarvu kuup voivad jagamisel 5-ga anda vastavalt jargmised jaagid:

Jarelikult saame jargmise vastuse:

Niide 13. Toestame, et mis tahes tdisarvude a, b ja c korral 6 | a + b + ¢ parajasti
siis, kui 6 | a®> 4+ b° + .

Moodustame jadkide tabeli, mis tekib arvuga 6 jagamisel. Kuna kehtivad vor-
dused

0°=0, 1°=1, 2°=8=6-1+2, 3=27=6-4+3,
4£2=64=6-10+4 ja 5 =125=6-20+5,
siis 6-ga jagamisel tekkib jargmine jadkide tabel:

a |0|1]2|3]4]5
a|0[1]2]3|4]5

Néeme, et mis tahes tdisarvul ja selle kuubil on iiks ja sama jddk 6-ga jagamisel.
Seetottu kuupide summa jagub 6-ga parajasti siis, kui arvude eneste summa
jagub 6-ga.



Niide 14. Olgu a, b ja c suvalised taisarvud. Tdestame, et a* + b* + ¢ jagub 7-ga
parajasti siis, kui a* + b* + ¢* jagub 7-ga.

Paneme kirja koik tdisarvude jagamisel 7-ga tekkivad jadgid ja leiame igatiihe
korral, millise jadgi annab 7-ga jagamisel arvu ruut ja neljas aste:

a 011|234 |/5|6

alol1l4(2]2]4]1
alol1l2]4]42]1

Kui arvude 4, b ja ¢ ruutude summa jagub 7-ga, siis peab ka ruutude jadkide
summa jaguma 7-ga. See on vdimalik ainult kahel juhul: vastavad jadgid on kas
0,0ja0vdil, 2ja 4 mingis jarjekorras. Jadkide tabelist ndeme, et nende arvude
neljandate astmete jadagid on siis vastavalt 0, 0 ja 0 voi 1, 4 ja 2. Kummalgi juhul
jagub jadkide summa ja jarelikult ka neljandate astmete endi summa 7-ga.

Vastupidi, kui arvude 4, b ja ¢ neljandate astmete summa jagub 7-ga, siis saame
nii neljandate astmete kui ka ruutude vdimalikeks jadkideks kas 0, 0 ja O voi 1,
2 ja 4, mistottu ka ruutude summa jagub 7-ga.

Ulesanne 15. Olgu 4, b ja c suvalised tdisarvud. Toestada, et kui a°® + b° + ¢°
jagub 7-ga, siis korrutis abc jagub samuti 7-ga.

Toestus. Kdigepealt leiame, millise jadgi voib anda mis tahes tdisarvu kuup ja-
gamisel 7-ga. Selleks koostame vastava jadkide tabeli:

Toestame, et kui tikski arvudest a, b ja c ei jagu 7-ga, siis kuupide summa
a° + b° + ¢ ei saa 7-ga jaguda:

Lopuks toestame, et tilesande tingimustel korrutis abc jagub 7-ga:




Védga paljude arvuteooria tilesannete lahendamisel saab otseselt kasutada nn
ruutjiikide meetodit, mis pdhineb jargmises lauses sonastatud véaidetel. Koiki
neid vditeid saab tdestada néiteks jadkide tabelite abil.

Lause 16. Mis tahes tiisarou a ruut a* annab

a) 3-ga jagamisel kas jiigi 0 voi 1;
(juhul kui 3 | a, siis a* annab 3-ga jagamisel jiigi 0, vastasel juhul jiigi 1)

b) 4-ga jagamisel kas jiigi 0 voi 1;
(juhul kui a on paarisarv, siis a* annab 4-ga jagamisel jiigi 0 ning kui a on
paaritu arv, siis jiagi 1)

c) 5-ga jagamisel kas jiiagi 0, 1 voi 4;
(juhul kui 5 | a, siis a* annab 5-ga jagamisel jiigi 0, vastasel juhul kas jigi 1
v0i 4)

d) 7-ga jagamisel kas jidgi 0, 1, 2 voi 4;
(juhul kui 7 | a, siis a* annab 7-ga jagamisel jiigi 0, vastasel juhul kas jigi 1, 2
v0i 4)

e) 8-ga jagamisel kas jiagi 0, 1 voi 4;
(juhul kui a on paarisarv, siis a* annab 8-ga jagamisel kas jiigi 0 voi 4 ning kui
a on paaritu arv, siis jiidgi 1)

f) 9-ga jagamisel kas jiigi 0, 1, 4 voi 7;
(juhul kui 3 | a, siis a* annab 9-ga jagamisel jiigi 0, vastasel juhul kas jidgi 1, 4
v0i 7)

g) 16-ga jagamisel kas jéagi 0, 1, 4 v6i 9.
(juhul kui a on paarisarv, siis a* annab 16-ga jagamisel kas jiigi 0 voi 4 ning kui
a on paaritu arv, siis kas jéagi 1 v6i 9)

Miirkus. Et nditeks tdestada, et mis tahes paaritu tdisarvu ruut annab nii 4-ga

kui ka 8-ga jagamisel jaagi 1, voib ldhtuda ka paaritu arvu tildkujust 2k 4 1, kus
k on mingi tdisarv. Tdstes seda ruutu, saame vorduse

(2k +1)? = 4k* + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1,

millest otseselt jareldub, et (2k + 1) annab 4-ga jagamisel jaagi 1. Kuna k ja
k + 1 on kaks jarjestikust tdisarvu, siis tiks neist on paaris, st 8 | 4k(k + 1). Seega
(2k + 1)? annab ka 8-ga jagamisel jadgi 1.
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Jargmiste tilesannete lahendamisel kasutame lauses 16 sonastatud vditeid.

Niide 17. Olgu aja b taisarvud. Téestame, et kui a* + b? jagub arvuga 3, siis see
jagub ka arvuga 9.

Lause 16 viitest a) jareldub, et arvud a° ja b* vdivad 3-ga jagamisel anda kas
jadgi 0 voi 1.
Kuna arv a* + b? jagub 3-ga, siis arvude a* ja b* jagamisel 3-ga saadud jaakide
summa peaks samuti jaguma 3-ga. Ilmselt on see voimalik ainult siis, kui mo-
lemad arvud a? ja b* annavad 3-ga jagades jasgi 0.
Teame, et kui 3 | a®ja 3 | b?, siis kehtivad ka vaited 32 | a®ja 3% | b?. Jarelikult
kehtib seos

32 |a®+b* ehk  9|a®+ b2

Ulesanne 18. Olgu a ja b tiisarvud. Toestada, et kui a* + b? jagub arvuga 7, siis
see jagub ka arvuga 49.

Toestus. Kasutame lause 16 tulemust, et leida, millise jadgi 7-ga jagamisel voib
anda arv a* + b*:

Toestame, et kui 7 | a® + b, siis 7 | a®ja 7 | b*:

Lopuks naitame, et 49 | a* + b*:
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Naide 19. Teeme kindlaks, kas
a) kahe

b) kolme

paaritu tdisarvu ruutude summa voiks olla vérdne mingi tdisarvu ruuduga.
Lause 16 véide b) titleb, et mis tahes paaritu tdisarvu ruut annab 4-ga jagamisel
jaagi 1.
a) Siis kahe paaritu tdisarvu ruutude summa annab 4-ga jagamisel jaagi 2
(kuna 1+ 1 = 2). Aga mis tahes tdisarvu ruut annab 4-ga jagamisel kas

jadgi 0 voi 1. Seega kahe paaritu tdisarvu ruutude summa ei saa olla vord-
ne mingi tdisarvu ruuduga.

b) Analoogiliselt saame, et kolme paaritu tdisarvu ruutude summa annab 4-
ga jagamisel jaagi 3. Seega kolme paaritu tdisarvu ruutude summa ei saa
olla vordne mingi tdisarvu ruuduga, sest ei leidu tihtegi tdisarvu, mille
ruut annaks 4-ga jagamisel jaagi 3.

Ndide 20. Olgu a, b ja c sellised positiivsed tdisarvud, et kehtib vordus
a* + b* = %
Toestame, et korrutis ab jagub alati arvuga 12.

Mis tahes tdisarvu ruut annab jagamisel 3-ga kas jadgi 0 voi 1. Nditame, et va-
hemalt iiks arvudest a ja b peab jaguma 3-ga. Vastasel juhul molemad arvud a?
ja b* annavad 3-ga jagamisel jaagi 1, st nende summa c? annab jagamisel 3-ga
jadgi 14+ 1 = 2, mis on vdimatu. Seega 3 | ab.
Vaatleme jaguvust arvuga 8. Mis tahes paaritu tdisarvu ruut annab jagamisel
8-ga jadgi 1. Seega vahemalt iiks arvudest a ja b on paarisarv (muidu ¢? annaks
jadgi 2 jagamisel 8-ga, mis on vdimatu). Juhul kui mélemad arvud a ja b on paa-
risarvud, siis ilmselt kehtib viide 4 | ab.
Juhul kui tapselt iiks neist on paaritu, siis teise paarisarvu ruut saab jagamisel
8-ga anda ainult jadgi 0, sest vastasel juhul c* peab andma jaagi 1 +4 = 5 ar-
vuga 8 jagamisel, mis on voimatu. Uurime niitid paarisarvude ruutude jadkide
tabelit jagamisel 8-ga:

a |0]2]4]6

a’ 04|04
Sellest ndeme, et vaadeldav paarisarv peab olema kas kujul 8k voi 8k + 4. Igal
juhul see peab 4-ga jaguma. Kokkuvodttes saame, et

3-4|ab  ehk 12| ab.
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Ndide 21. Olgu 4, b ja ¢ mis tahes etteantud paaritud tdisarvud. Tdestame, et
alati leidub selline paaritu tiisarv d, mille korral arv a® + b* + ¢* + d* vordub
mingi tdisarvu ruuduga.

Ulesande tingimuste kohaselt on arv a? + b* + ¢ paaritu ja avaldub seega kujul
2k + 1, kus k on mingi tdisarv. Vottes d = k, saame vorduse

AP +d=2k+1)+k = (k+1)?

millest jareldub, et arv a? 4 b* + ¢® 4 d? on tdisruut. Jaab iile veenduda, et d = k
on paaritu arv. Selleks paneme tédhele, et mis tahes paaritu tdisarvu ruut annab
neljaga jagades jadgi 1. Seega arv a” + b” + ¢ annab neljaga jagades jadgi 3.
Teiselt poolt kehtib vordus a* + b* 4+ ¢* = 2k + 1. Paarisarvulise arvu k korral
annaks arv 2k 4 1 neljaga jagades jddgi 1. Seega arv k on paaritu arv.

Nidide 22. Kirjutame tdisarvude 1,2, . ..,20 ruudud iihte ritta suvalises jarjekor-
ras nii, et moodustuks tiks 48-kohaline arv. Toestame, et saadud 48-kohaline
arv ei ole tihelgi juhul mingi tdisarvu ruut.

Teame, et 3-ga jagamisel mis tahes tdisarvude ruudud annavad kas jaagi O (ju-
hul kui arv ise jagub 3-ga) voi jaagi 1 (juhul kui arv 3-ga ei jagu).

Kuna antud 20-ne tdisarvu seas on 14 kolmega mittejaguvat arvu, siis saadud
48-kohaline arv annab 3-ga jagamisel igal juhul tdpselt sama jddgi, mis annab
arv 14 ehk jaagi 2. Jarelikult saadud 48-kohaline arv ei saa olla vérdne mingi
tdisarvu ruuduga.

Naiide 23. Toestame, et arvude
11,111,1111,11111,1111171,...

seas ei ole tihtegi tdisarvu ruutu.

Koik antud arvud on mingi tdisarvu k korral kujul 100k + 11. Jagamisel arvuga
4 arv 100k + 11 annab jddgi 3. Kuna tihegi tdisarvu ruut ei saa jagamisel 4-ga
anda jdagi 3, siis antud arvude seas ei ole tihtegi tdisruutu.

Niide 24. Toestame, et ei leidu positiivset tdisarvu a, et arvu a'3* numbrite sum-
ma on 134.

Oletame vastuvditeliselt, et selline arv a leidub. Et positiivne tdisarv ja tema
numbrite summa annavad 3-ga jagades alati sama jaagi, siis arv a'>* annab 3-ga
jagades sama jadgi nagu arv 134 ehk jadgi 2. Teiselt poolt on arv

2134 = (2572

tdisruut, kuid tikski tdisruut ei saa anda 3-ga jagamisel jadki 2. Saadud vastuolu
tdestab viite.
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Nidide 25. Toestame, et tikski positiivne tdisarv, mille numbrite seas esineb tiks
2, tiks 1 ja tilejagdnud numbrid on nullid, ei esitu mingi kahe tdisarvu ruutude
summana.

Teame, et tdisarvu ruut saab jagamisel 3-ga anda ainult jaagi O voi 1. Et tiles-
andes antud arvu ristsumma jagub 3-ga, siis see arv ise jagub 3-ga ning kahe
tdaisarvu ruutude summana saaks ta avalduda ainult siis, kui molemad ruudud
annaksid 3-ga jagamisel jaagi 0. Siis aga jaguks molemas ruudus astendatav
3-ga ning ruudud ise jaguksid 9-ga. Seega jaguks ka ruutude summa 9-ga. Et
tilesande arvu ristsumma 9-ga ei jagu, siis tema avaldamine kahe tdisarvu ruu-
tude summana on vdimatu.

Ulesanne 26. Olgu antud kolm positiivset tdisarvu, mille ruutude summajagub
arvuga 9. Tdestada, et nende seas on kindlasti kaks arvu, mille ruutude vahe
samuti jagub 9-ga.

Toestus. Kasutades jadkide tabelit (voi lause 16 vdidet), leiame, millise jadgi
voivad anda mis tahes tdisarvude ruudud jagamisel 9-ga:

Naiitame, et nende kolme arvu seas on kindlasti kaks arvu, mille ruudud anna-
vad iihe ja sama jadgi 9-ga jagamisel:

Tdestuse 16petamiseks paneme tdhele, et

14



Lause 27. Mis tahes tiisarou a kuup a® annab
a) 7-ga jagamisel kas jiidgi 0, 1 voi 6;
b) 9-ga jagamisel kas jiigi 0, 1 voi 8.
Ndide 28. Toestame, et mis tahes positiivsete tdisarvude a ja b korral arv
@’ +b°+4

ei saa olla vordne mingi tdisarvu kuubiga.

Lause 27 iitleb, et 9-ga jagamisel mis tahes tdisarvu kuup annab kas jaagi 0, 1
voi 8. Sellist tulemust voib saada ka 9-ga jagamisel tekkivast jadkide tabelist:

a|0[1]2|3]4]5|6]7]8
a>|0[1[8|0/1[8[0|1]|8

Uurime, millise jaagi voib anda 9-ga jagamisel arv a° + b® + 4. Selleks peame
ldbi vaatama tiheksa erinevat véimalust (soltuvalt sellest, millise jadgi annavad
arvude a ja b kuubid jagades 9-ga):

a3 ololof1]1]1]8]|8]|8
b3 0/1/8/0(1[/8]|0|1]8
P+ +4(4|5|3[5|6|4]3[4]2

Kuna arv a° + b® + 4 annab 9-ga jagamisel kas jadgi 2, 3, 4, 5 vdi 6 ning mis tahes
tdisarvu kuup annab 9-ga jagamisel kas jadgi 0, 1 voi 8, siis arv a® + b° + 4 ei saa
olla vordne mingi tdisarvu kuubiga.

Nidide 29. Toestame, et leidub 16pmata palju positiivseid tdisarve, mida ei saa
esitada mingi kolme tdisarvu kuupide summana.

Lause 27 pohjal voime vdita, et mis tahes tdisarvu kuup annab 9-ga jagamisel
kas jadgi 0, 1 vdi 8. Antud juhul on kasulikum vdita, et mis tahes taisarvu kuup
annab 9-ga jagamisel kas jaagi —1, 0 voi 1.

Siis mis tahes kolme tdisarvu kuupide summa voib jagamisel 9-ga anda jaagi
alates arvust —3 kuni arvuni 3. See tdhendab, et voimalikeks jadkideks on arvud
0,1,2,3,6,7ja8.

Jarelikult mis tahes kolme tdisarvu kuupide summa ei saa 9-ga jagades anda
jadgi 4 ega 5. Seega koik arvud, mis annavad 9-ga jagamisel jadgi 4 voi 5, ei ole
esitatavad kolme tdisarvu kuupide summana. Nendeks arvudeks on nditeks
arvud 4 ja 5, 13 ja 14 jne. Teisisdnu, need koik on tildkujul 9k + 4 ja 9k + 5, seega
neid arve on ilmselt Idpmata palju.
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Ulesanne 30. Tdestada, et mis tahes positiivse tiisarvu a korral arv 3 + 2104 ei
ole mingi tdisarvu kuup.

Toestus. Kui tdisarvu 3 + 210a jagame (jadgiga) arvu 210 mingi teguriga, siis
voime tekkivat jadki iiheselt arvutada. Selleks lahutame arvu 210 algteguriteks:

210=2-3-5-7.

Niud iga algteguri jaoks koostame sellise jadkide tabeli, millest ndeme, mil-
lise jadgi voib anda mis tahes positiivse tdisarvu kuup valitud algteguriga ja-
gamisel. Seejdrel leiame, milline jadk tekib tdisarvu 3 + 210a jagamisel valitud
algteguriga ning teeme jarelduse, kas arv 3 4 210a vdib antud juhul olla vérdne
mingi tdisarvu kuubiga voi mitte.

a) Uurime jadke algteguriga 2 jagamisel:

b) Uurime jadke algteguriga 3 jagamisel:

¢) Uurime jadke algteguriga 5 jagamisel:

d) Uurime jadke algteguriga 7 jagamisel:

Saame, et algteguritega 2, 3 ja 5 jadgiga jagamisel annab avaldis 3 + 210a jaa-
gi, mis on voimalik mingi tdisarvu kuubi jagamisel mingi vaadeldava algte-
guriga. Algteguriga 7 jagamisel aga saame sellise jaagi, mis ei saa tekkida tihegi
tdiskuubi jagamisel 7-ga. Jarelikult mis tahes positiivse tdisarvu a korral arv
3 + 2104 ei saa olla vdérdne mingi tdisarvu kuubiga.
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Niide 31. Toestame, et mis tahes positiivse tiisarvu a korral arv 6a° + 3 ei saa
olla vordne mingi tdisarvu kuuenda astmega.

Oletame vastuvaiteliselt, et leidub selline tidisarv k, et kehtib vordus
6a> + 3 = k°.

Kuna k® = (k*)?, siis arv 6a° + 3 peab olema voérdne taisarvu k* kuubiga.

Lausest 27 jareldub, et mis tahes tdisarvu kuup annab 7-ga jagamisel kas jaagi
0,1 vai6.

Paneme tihele, et

e juhul kui a® annab jagades 7-ga jaagi 0, siis 6a° + 3 annab jagades 7-ga
jadgi 3 (kuna 6 - 0° + 3 = 3);

e juhul kui 4° annab jagades 7-ga jadgi 1, siis 6a° + 3 annab jagades 7-ga
jadgi 2 (kuna6-1°+3=9=7-1+2);

e juhul kui #® annab jagades 7-ga jaagi 6, siis 6a° + 3 annab jagades 7-ga
jadgi4 (kuna 6-6° +3 = 1299 = 7 - 185 + 4).

Seega arv 6a° + 3 annab jagades 7-ga kas jadgi 2, 3 voi 4. Samal ajal arv 6a° + 3
on taisarvu k* kuup, seega voib see 7-ga jagamisel anda kas jaagi 0, 1 voi 6.
Saadud vastuolu tdestab viite.

Ruutjadkide meetodit saab kasutada ka algarvudega iilesannete lahendamisel.
Selleks osutub kasulikuks jargmine lause.

Lause 32. Mis tahes algarou p > 3 ruut p* annab
a) 3-ga jagamisel jiidgi 1;
b) 4-ga jagamisel jiagi 1;
c) 6-ga jagamisel kas jidgi 1 voi 5;
d) 8-ga jagamisel jiiigi 1;
e) 16-ga jagamisel kas jiagi 1 voi 9.

Miirkus. Lause 32 vdidete tdestused pohinevad faktile, et mis tahes kolmest suu-
rem algarv ei jagu 2-ga ega 3-ga. See tdhendab, et selle ruut ei saa anda jaagi 0
arvudega 2 ja 3 jagamisel. Kuna lause 16 pohjal saame, et mis tahes tdisarvu
ruut annab nt jagades 3-ga kas jadgi 0 voi 1, siis algarvu ruut saab jagamisel
3-ga anda ainult jaagi 1.
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Niide 33. Tdestame, et mis tahes algarvu p > 3 korral arv p* — 1 jagub 48-ga.
Lause 32 iitleb, et mis tahes kolmest suurema algarvu ruut annab 3-ga ja 8-ga
jagamisel jadgi 1. Seega p* — 1 jagub nii 3-ga kui ka 8-ga. Kuna

pt—1=(p*-1)(p*+1),

siis arvu p* — 1 esimene tegur p* — 1jagub arvuga 3 - 8 = 24.
Kuna arvu p* — 1 teine tegur p* + 1 on kolmest suurema algarvu p korral paa-
risarv, siis see kindlasti jagub 2-ga. Seega arv p* — 1 jagub arvuga 24 -2 = 48
mis tahes algarvu p > 3 korral.
Niide 34. Leiame k&ik véimalikud algarvu p vaartused, mille korral arv p* + 23
el jagu arvuga 24.
Teame, et suvalise algarvu p > 3 korral arv p? annab jagamisel nii 3-ga, kui ka
8-gajaagi 1 (vt lause 32).
Sellisel juhul arvud p* + 23 ja 1+ 23 = 24 annavad jagamisel nii 3-ga kui ka
8-ga tdpselt sama jadgi O, st mis tahes algarvu p > 3 korral kehtib seos
24 | p* +23.

Jaab kontrollida, kas tingimus kehtib algarvu p < 3 korral. Veendume, et p = 2
ja p = 3 korral p* + 23 ei jagu arvuga 24:

e juhul p = 2 saame, et p* +23 =27 ja 24127;

e juhul p = 3 saame, et p* +23 = 32 ja 24132.
Seega algarvud 2 ja 3 on ainukesed, mis rahuldavad tilesande tingimust.

Ulesanne 35. Toestada, et kui p1, P2, ..., P24 on suvalised kolmest suuremad
algarvud, siis arv

P = P12+P22+...—|—]9242
jagub arvuga 24.

Toestus. Teeme kindlaks, millise jadgi annab mis tahes algarvu p > 3 ruut jaga-
misel arvuga 24:

Niitid leiame, millise jd4dgi annab arv P jagamisel arvuga 24:
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Nidide 36. Leiame koik sellised jédrjestikuste algarvude kolmikud (p1, p2, p3),
kus p; < p» < ps, millede korral p;* + p,* + p3* on algarv.

Vaatleme eraldi kahte juhtumit vastavalt sellele, kas otsitavate algarvude seas
on arv 3 voi ei ole.

e Kui iikski algarvudest p1, ps ja ps el vordu 3-ga, siis need kdik on kolmest
suuremad algarvud. Lause 32 {itleb, et neist igaiihe ruut annab jagamisel
3-ga jaagi 1. Jarelikult nende ruutude summa jagub 3-ga. See tdhendab, et
sellisel juhul arv p; + p,* + ps® ei saa olla vordne mingi algarvuga.

e Kuna arv 2 on ainuke arvust 3 vdiksem algarv, siis saab olla 3-ga vordne
kas p; voi py. Kuna p1, p2 ja ps on jdrjestikused algarvud, siis juhul kui
p1 = 3 saame, et p, = 5ja p3 = 7 ning

P2+ plt+pst =32+ 5 +72 =83
on algarv. Seega tilesande tingimusi rahuldab algarvude kolmik (3,5, 7).
Juhul kui p, = 3 saame, et p; = 2ja p3 = 5 ning

piP+ pt+pst =22 +3*+5° =36
on kordarv.

Kokkuvottes saame, et algarvude kolmik (3,5,7) on ainus, mis rahuldab tiles-
ande tingimusi.
Ulesanne 37. Olgu p ja p> + 2 algarvud. Toestada, et arv p® + 2 on samuti algarv.

Toestus. Kdigepealt oletame, et p > 3. Tdestame, et sellisel juhul arv p? + 2 ei
saa olla vordne mingi algarvuga:

Jarelikult p < 3. Naitame, et p = 2 korral arv p? + 2 ei ole algarv:

Naitame, et juhul p = 3 arvud p* + 2 ja p° + 2 on mélemad algarvud:
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Monede arvuteooria iilesannete lahendamisel leiab rakendust Dirichlet print-
siip, mida saab positiivsete tdisarvude 7 ja k korral sdnastada jargmiselt:

Kui n hulka sisaldavad kokku viihemalt kn + 1 elementi, siis leidub nende seas viihemalt
tiks hulk, milles on vihemalt k + 1 elementi.

Naiteks kui on 3 hulka, milles on kokku 16 elementi, siis leidub hulk, milles on
vahemalt 6 elementi.

Arvuteooria iilesannete lahendamisel tihti sisalduvad vastavates hulkades tais-
arvud sdltuvalt sellest, millise jadgi need annavad valitud arvuga jagamisel.
Kui tahame néiteks toestada, et kolme suvalise tdisarvu seast on alati voimalik
védlja valida kaks arvu, mille summa jagub arvuga 2, siis vdime arutleda jarg-
miselt.

e Teame, et mis tahes tdisarvu jagamisel arvuga 2 voib tekkida kas jadk 0
voi jadk 1. Seega meil tekib kaks hulka A ja B nii, et hulka A kuuluvad
koik tdisarvud, mis annavad jagamisel 2-ga jadgi 0, ja hulka B kuuluvad
koik tdisarvud, mis annavad jagamisel 2-ga jadgi 1.

e Kokku meil on kaks hulka ja kolm elementi (milleks on kolm etteantud
suvalist tdisarvu). Seega Dirichlet printsiibi kohaselt (kus n = 2ja k = 1)
peab leiduma hulk, milles on vdhemalt k + 1 = 2 elementi.

e Kui hulgas A on kaks elementi a; ja ay, siis leiduvad sellised tdisarvud ¢,
ja gz nii, et kehtivad seosed a1 = 247 ja a, = 2¢,. Siis arvude 44 ja a; summa
jagub arvuga 2:

a1+ a; = 241 + 242 = 2(q1 + 92).

e Kui hulgas B on kaks elementi by = 291 + 1ja by = 24, + 1, siis ka nende
summa jagub arvuga 2:

bi+by= (270 +1)+ (292 +1) =2(q1 + g2+ 1).

e Jarelikult saame viita, et mis tahes kolme tdisarvu seast saab alati vilja
valida kaks arvu, mille summa jagub 2-ga.

Tihti kasutatakse arvuteooria iilesannete lahendamisel koos Dirichle printsiibi-
ga jargmist lihtsalt tdestatavat tulemust.

Lause 38. Olgu by ja b, tdisaroud ning a positiivne tdisarv. Siis by — by jagub arvuga
a parajasti siis, kui aroud by ja by annavad jagamisel arvuga a iihe ja sama jaagi.
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Kasutades lause 38 tulemust tdestame jargmise lause.
Lause 39. Olgu n positiivne tiisarv.

a) Mis tahes n + 1 positiivse tiisarvu seast on alati véimalik vilja valida kaks arou
nii, et nende vahe jagub arvuga n.

b) Mis tahes n positiivse tidisarvu seast on alati voimalik vilja valida moned arvud
selliselt, et nende summa jagub arvuga n.

Tdestus. a) Mis tahes positiivne tdisarv jagamisel arvuga n annab iihe jargmis-
test jadkidest:

01,2, ..., n—2, n—1.
See tdhendab, et kokku on 7 erinevat jadki, mida saavad anda mis tahes posi-
tiivsed tdisarvud arvuga n jagamisel. Kuna on antud n + 1 tdisarvu, siis Dirich-
let printsiibi pdhjal peab leiduma kaks arvu, mis annavad tdpselt sama jaagi
arvuga n jagamisel. Nende vahe jagubki n-ga (vt lause 38).

b) Olgu a4, ay, ..., a, suvalised positiivsed tdisarvud. Vaatleme jargmisi arve:
ay, a1 +a, ay+ax+as, ..., ay+ax+az+...+a,.

Juhul kui viahemalt iks neist jagub n-ga, siis vdimegi selle iihe arvu valida ja
tilesande tingimus on tdidetud.

Niitid oletame, et vaadeldavate n arvude seas ei ole tihtegi arvu, mis jagub n-ga.
Siis jagamisel arvuga n need annavad iihe jargmistest jadkidest:

1, 2, ..., n—2, n—1.

Kuna kokku on 7 tdisarvu ja n — 1 erinevat jadki, siis Dirichlet printsiibi pohjal
peab leiduma kaks arvu, mis annavad tapselt sama jdagi arvuga n jagamisel.
Olguneed arvud a; +... +asjaa; +... +a;, kus 1 < s < t < n. Lause 38 iitleb,
et nende vahe a; 1 + ... 4+ a; peab jaguma arvuga n. ]

Kui néiteks on antud neli tdisarvu 3, 7, 11 ja 17, siis lause 39 pdhjal nende hulgas
peab leiduma kaks arvu, mille vahe jagub 3-ga ning peavad leiduma méned ar-
vud, et nende summa jagub 4-ga.

Kuna 3-ga jagamisel antud arvud annavad vastavalt jaagid 0, 1, 2 ja 2, siis arvu-
de 17 ja 11 vahe 6 peab jaguma 3-ga.

Niitud vaatleme arve 3,3 +7 = 10,3 +7+11 = 21ja3+4+ 7+ 11417 = 38.
Nende hulgas ei ole iihtegi 4-ga jaguvat arvu. Kuna 4-ga jagamisel antud arvud
annavad vastavaltjadgid 3, 2, 1ja 2, siis arvude 38 ja 10 vahe 11 4+ 17 = 28 jagub
4-ga.
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Ulesanne 40. On antud kaheksa jargmist taisarvu:
11, 23, 35, 47, 59, 62, 74 ja 86.

a) Leida koik erinevad vdimalused selleks, et antud tdisarvudest vélja valida
kaks arvu nii, et nende vahe jagub arvuga 7.

b) Mitu erinevat vdimalust on selleks, et antud tdisarvudest vilja valida kolm
arvu nii, et nende summa jagub arvuga 8?

Lahendus. a) Leiame, millise jadgi annab igaiiks antud arvudest jagamisel 7-ga:

Lause 38 pohjal saame vdita, et ainult jargmiste arvude vahed jaguvad 7-ga:

b) Niitid leiame, millise jadgi annab igatiks antud arvudest jagamisel arvuga 8:

Seega 8-ga jagamisel tekivad ainult jairgmised jadgid:

Kolme antud arvu summa jagub 8-ga parajasti siis, kui need arvud annavad
jagades 8-ga jargmised jadgid (otsime koik voimalused):

Nuud saame arvutada, mitu erinevat voimalust on kolme arvu valikuks nii, et
nende summa jagub arvuga 8:
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Nidide 41. Toestame, et ei leidu viit erinevat positiivset tdisarvu nii, et nendest
mis tahes kolme arvu summa oleks vordne mingi algarvuga.

Oletame vastuviiteliselt, et sellised arvud leiduvad. Paneme tihele, et mis ta-
hes kolme erineva positiivse tdisarvu summa ei ole vdiksem kui 1 4+2 + 3 = 6.
Nditame, et antud viie arvu seas leidub kolm arvu, mille summa jagub 3-ga.

Kuna arvuga 3 jagamisel voib tekkida kolm erinevat jadki 0, 1 ja 2, siis Dirichlet
printsiibi pdhjal antud viie arvu seas on kas kolm arvu, mis annavad 3-ga ja-
gamisel sama jdagi, voi kolm arvu, mis kodik annavad 3-ga jagamisel tiksteisest
erineva jaagi. Molemal juhul nende jadkide summa jagub 3-ga, st vastava kol-
me arvu summa jagub 3-ga.

Kokkuvottes saame, et viie erineva positiivse tdisarvu seast on alati voimalik

védlja valida kolm arvu, mille summa tihelt poolt jagub 3-ga ja teiselt poolt see
on vihemalt 6. See on vastuolus algarvu definitsiooniga.

Niide 42. Olgu a, b ja c sellised tdisarvud, et kehtib vordus
a+b+c=(a—-0b)(b—c)(c—a).

Tdestame, et arv a 4 b + c jagub arvuga 27.
Uurime, milliseid jadke saavad anda arvud 4, b ja c arvuga 3 jagamisel.

e Juhul kui 4, b ja c annavad igatiks iihe ja sama jadgi 3-ga jagamisel, siis
arvud a — b, b — cja ¢ — a jaguvad igaiiks 3-ga ning nende korrutis jagub
3%-ga ehk 27-ga.

e Juhul kui 4, b ja ¢ annavad erinevad jadgid 3-ga jagamisel (st 0, 1 ja 2),
siis tihelt poolt 3 | a + b + ¢ ning teiselt poolt arv 3 ei jaga tihtegi arvudest
a—b,b—cjac—a, millest3 1t (a—b)(b—c)(c—a).Jarelikult ei saa kehtida
tilesande tingimusena olev vordus.

e Juhul kui arvude 4, b ja c jagamisel 3-ga tekkivad jadgid ei ole kdik sa-
mad ega koik erinevad, siis Dirichlet printsiibi pohjal peab leiduma tap-
selt kaks arvu, mis annavad {iihe ja sama jdagi 3-ga jagamisel (tildisust
kitsendamata titleme, et need on a ja b). Siis ilmselt 3 { a + b + ¢ ning
3 | a — b, millest jareldub védide 3 | (a — b)(b — c)(c — a). Ka sel juhul ei saa
kehtida tilesande tingimuses toodud vordus.

Kokkuvottes saame, et vordus a +b + ¢ = (a — b)(b — ¢)(c — a) kehtib ainult
siis, kui arvud 4, b ja c annavad iihe ja sama jaagi 3-ga jagamisel. Sellisel juhul
arv a + b + cjagub arvuga 27.
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Niide 43. Toestame, et mis tahes tdisarvude a, b, c¢ ja d korral korrutis
(a—Db)la—c)la—d)(b—c)(b—d)(c—4d)

jagub arvuga 12.

Toestamiseks piisab ndidata, et antud korrutis jagub 3-ga ja 4-ga mis tahes tdis-
arvude 4, b, c ja d korral.

Kuna vdhemalt kaks arvudest a, b, ¢ ja d annab 3-ga jagamisel sama jdagi, siis
nende arvude vahe jagub 3-ga. Jarelikult ka kogu korrutis jagub 3-ga.

Niitd pohjendame jaguvust 4-ga. Nelja arvu hulgas on vahemalt kaks sama
paarsusega tdisarvu.

e Juhul kui nende hulgas on kaks paarisarvu ja kaks paaritut arvu, siis nii
paarisarvude kui ka paaritute arvude vahe jagub 2-ga. Jarelikult nende
korrutis jagub 4-ga.

e Vastasel juhul peab leiduma vdhemalt kolm sama paarsusega arvu, kus-
juures iga paari vahe jagub 2-ga. Seega korrutis ilmselt jagub 4-ga.

Ndide 44. Olgu a, b ja c sellised positiivsed tdisarvud, et
ab+1, bc+1 ja ca+1

on koik taisarvude ruudud. Toestame, et vihemalt tiks arvudest 4, b ja ¢ jagub
arvuga 4.

Kui kéik arvud 4, b ja c on paaritud, siis annavad nad 4-ga jagamisel kas jaagi 1
voi jaagi 3. Dirichlet printsiibi pdhjal leidub nende seas kaks arvu, mille jadgid
on vdrdsed. Uldisust kitsendamata olgu need a ja b. Sdltumata sellest, kas a ja b
annavad 4-ga jagades jaagi 1 voi jadgi 3, annab ab 4 1 jagamisel 4-ga jadgi 2:

ab+1= (4k +1)(4 +1)+1 =44kl +k+1) +2,
ab+1 = (4k +3)(41 +3) + 1 = 4(4kl 4 3k + 31 +2) + 2.

Seega ei saa ab + 1 olla tdisruut, sest tdisruutude jadgid 4-ga jagamisel saavad
olla ainult kas 0 voi 1 (vt lause 16).

Seega vdime eeldada, et vahemalt tiks arvudest 4, b ja ¢ on paaris, tildisust kit-
sendamata olgu see a. Siis on arv ab 4 1 paaritu tdisruut. Et paaritute arvude
ruudud annavad 8-ga jagades jadgi 1 (vt lause 16), siis ab jagub 8-ga. Jarelikult
peab vdhemalt iiks arvudest a ja b jaguma 4-ga.
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Ulesanne 45. Olgu 4, b ja c sellised positiivsed tdisarvud, et arvud

p=>b+a, qzab—l—c ja r=c"+0b
on koik algarvud. Toestada, et arvude p, g ja r seas on vihemalt kaks omavahel
vordset arvu.

Toestus. Koigepealt nditame, et arvude a, b ja c seas leidub kaks sama paarsuse-
ga arvu:

Uldisust kitsendamata eeldame, et arvud a ja b on sama paarsusega. Siis leiame
algarvu p vaartuse:

Niitid leiame arvude a ja b vddrtused:

Lopuks néditame, et g = r:

Niide 46. Toestame, et leidub positiivne tdisarv, mis koosneb ainult numbritest
1ja mis jagub arvuga 123.
Vaatleme niiteks 124 esimest arvu arvureast

1, 11, 111, 1111, 11111, 111111, 1111111, ...

Kuna arvuga 123 jagamisel voivad tekkida kuni 123 erinevat jaddki, siis Dirichlet
printsiibi kohaselt leidub vaadeldavas reas kaks tdisarvu, mis annavad tdpselt
sama jaagi arvuga 123 jagamisel. Olgu need arvud

a=11...11 (mihte) ja b=11...11 (niihte),
kusjuures m < n. Vaatleme arvu b — a:
b—a=11...1100...00 (n —m iihte ja m nulli).

Kuna b — a jagub arvuga 123 ning arvud 123 ja 100. .. 00 (m nulli) on tihistegu-
rita, siis peab arv 11...11 (n — m iihte) jaguma arvuga 123.
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