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Kéesolevas vihikus tutvume ldhemalt algteguri moistega ja kasutame {tilesan-
nete lahendamisel nn aritmeetika pohiteoreemi. Lisaks tuletame valemi, mis
suvalise positiivse tdisarvu kanoonilise kuju jargi arvutab, mitu on sellel tédisar-
vul erinevaid positiivseid tegureid.

Definitsioon 1. Olgu a positiivne tdisarv ning p algarv. Kui arv p jagab arvu a
(st p | a), siis Oeldakse, et algarv p on tdisarvu a algtequr.

Miirkus. Mis tahes iihest suuremal tdisarvul on vahemalt tiks algtegur.

Nidide 2. Toestame, et iga tdisarvu a > 2 jaoks leidub selline algarv p < g,
millega arv a ei jagu.

Olgu p tdisarvu a — 1 mingi algtegur (selline algtegur p leidub, sest tilesande
tingimuse a > 2 pohjal kehtib vorratus a —1 > 1). Siis kehtivad tingimused
pla—1jal < p < a.Kuipjagaks ka tdisarvu g4, siis jaguvuse omaduse pdhjal
peaks ka tdisarvude a — 1ja a vahe

a—(a—1)=1

jaguma algarvuga p, mis on ilmselt voimatu. Seega p ongi selline arvust a vaik-
sem algarv, millega a ei jagu.

On selge, et juhul a2 > 1 osutub tdisarvu a vdhim vdimalik tihest suurem tegur
algarvuks. Lisaks sellele, kui kehtib vordus a = pb, kus p on arvu a vahim
voimalik algtegur, siis tdisarvul b ei ole arvust p vdiksemaid algtegureid. Just
nendele faktidele toetub jargmisena sonastatud aritmeetika pohiteoreemi tdestus.

Teoreem 3. Iga iihest suuremat tiisarvu saab esitada selle algtequrite korrutisena ja
see esitus on iihene tegurite jirjekorra tipsuseni.

Miirkus. Kui tdisarv on esitatud oma algtegurite korrutisena, siis koneldakse ka
selle tdisarvu algteguriteks lahutusest. Nditeks arvu 72 algteguriteks lahutus on
2:2.2-3.3.

Toestus. Algul veendume, et iga iihest suurema tdisarvu a jaoks leidub vahe-
malt tiks algteguriteks lahutus. Selleks moodustame jargmise konstruktsiooni.

e Juhul kui a on algarv, siis koosneb arvu a algteguriteks lahutus tihest te-
gurist a. Kui a ei ole algarv, siis leidub arvu a vahim algtegur p; ja tegur
a; < a, et kehtib vordus a = p1a;.

e Kui a; on algarv, siis koosneb arvu a algteguriteks lahutus kahest tegurist
p1 ja a1. Kui a; ei ole algarv, siis leidub selle vahim algtegur p; ja tegur
ap < aj, et kehtib vordus a; = pay, millest saame vorduse a = p1paas.
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e Jatkame analoogiliselt. Kui a, on algarv, siis koosneb arvu a algteguriteks
lahutus kolmest tegurist p1, p» ja az. Vastasel juhul leidub selle vdahim alg-
tegur p;3jategur az < ay, et kehtib vordus a, = p3as, millest saame vorduse

a = p1p2p3as.

e Kunaa > a; > a, > az > ... > 1, siis kirjeldatud protsess on 16plik.
See tdhendab, et mingil hetkel saame mingi positiivse tdisarvu k korral
vorduse ax_, = pr_1ar_1, kus px_1 on arvu a,_, vdhim algtegur ja a,_; on
selle arvu tegur, mis osutub algarvuks. Tdhistades algarvu a;_; stimboliga
Pk, saame, et saab arvu a esitada algtegurite p1, pa, . .., px korrutisena

a=pr-p2-pP3-..." Pk

Niitd toestame, et arvu a algteguriteks lahutus on tihene tegurite jarjekorra tap-
suseni. Selleks oletame, et tihest suurem tdisarv a esitub algarvude korrutisena
kahel viisil:
a=7pi-p2-... Pk ja a=qi-qa-...-qy

kus k ja I on positiivsed tdisarvud. Eelnevalt teame, et kui mingi algarv jagab
tdisarvude korrutist, siis see jagab vdahemalt iihte selle korrutise teguritest. Li-
saks sellele on lihtne ndha, et kui mingi algarv jagab mingit teist algarvu, siis
need algarvud peavad olema omavahel vordsed.

Uldisust kitsendamata oletame, et k < [, ja vaatleme vordust

pl.pz..”.pk:ql.qz..”.ql.

Kuna algarv p; jagab vorduse vasakul poolel olevat korrutist, siis see jagab ka
vorduse paremal poolel olevat korrutist. Jarelikult see jagab vahemalt tihte selle
korrutise teguritest. Uldisust kitsendamata iitleme, et see jagab algarvu q;. Et p;
ja g1 on algarvud, siis tingimusest p; | ¢ jareldub, et p; = g1, ning vaadeldav
vordus teisendub kujule

PZPk:qul
Rakendades analoogilist mottekdiku, iga i = 2,3, ...,k korral saame, et algarv
pi jagab algarvu g;, millest p; = g;.
Juhul kui k < [ saame 16puks vorduse

l=qgx1-...-q
mis on vdimatu, kuna iga algarv on arvust 2 mittevdiksem.
Juhul k = | saame, et arvu a esitused p1 - p2 ... prjaqgi-qa- ... q on tihe-
sugused, millest jareldubki, et arvu a algteguriteks lahutus on iihene tegurite
jdrjekorra tdpsuseni. ]



Kuna aritmeetika pdhiteoreemist jareldub, et iga positiivne tdisarv on tiheselt
esitatav algtegurite korrutisena, siis saame {iildiselt seda esitust defineerida.

Definitsioon 4. Olgu n positiivne tdisarv. Olgu p1, pa, . . ., pn tthest suurema po-
sitiivse tdisarvu a kodik paarikaupa erinevad algtegurid. Olgu k1, ko, . . ., k,, selli-
sed positiivsed tdisarvud, et kehtib vordus

_ ki ko ks kn—1 _k
a=py PPy Put P

Saadud vorduse paremal poolel olevat avaldist nimetatakse tihest suurema po-
sitiivse tdisarvu a kanooniliseks kujuks.

Miirkused ja niited definitsiooni kasutamisest:

e Kui definitsioonis 4 toodud tingimustele juurde lisada tingimus

P1<pr<p3s<...<pup1<VpPu

st jarjestada koik algtegurid nditeks kasvamise jdrjekorras, siis positiivse
tdisarvu a kanooniline kuju p’fl p§2 ... p* on iiheselt maaratud.

Niiteks arvu 72 kanoonilist esitust saab kirjutada kas kujul 2° - 3% v6i kujul
32 . 23, Juhul kui lisaks nduame, et algtegurid oleksid jdrjestatud alates
koige vdiksemast, siis arvu 72 kanooniline esitus oleks tihesel kujul 2° - 3%,

e Moningatel juhtudel on tarvis positiivse tdisarvu kanoonilise kuju mois-
tet laiendada, lubades korrutada kanoonilist kuju teiste algarvudega ast-
mes 0. See vote lubab kirjutada kahe erineva arvu "laiendatud" kanoo-
nilised kujud, mis koosnevad iithesugustest algteguritest. Naiteks arvude
45 = 3?.5ja 54 = 2 - 3% kanoonilistes kujudes on erinevaid algtegureid. Et
molemas kanoonilises esituses oleksid tihesugused algtegurid, voime tei-
sendada molema arvu kanoonilised esitused "laiendatud" kujudele jarg-

miselt:
45=2°.32.5'  ja 54=12'.3%.50

Niide 5. Leiame koik sellised mittenegatiivsete tdisarvude kolmikud (a,b, ),
mille korral
247 . 6" - 8¢ = 3456.

Lahutades astmete alused ja arvu 3456 algteguriteks, voime vdrduse timber kir-
jutada kujul
(23-3)7.(2-3) - (23)° =27 .33,



Kasutades jargmisi astmete omadusi
(ab)n — anbn’ (am)n = g™ ja amg" = am—l—n’
teisendame saadud vorduse kujule

23a—|—b+3c . 3u+b — 27 . 33

Selleks, et saadud vordus kehtiks, peavad aritmeetika pohiteoreemi pdhjal alg-
tegurite astmed vdrduse vasakul ja paremal poolel olema vastavalt vordsed.
Seega peavad kehtima seosed

3a+b+3c=7 ja a+b=3.

Lahutades esimesest vordusest teise, saame, et mittenegatiivsete tdisarvude a
ja ¢ korral peab kehtima vordus 2a 4+ 3¢ = 4, millest jareldub, et a = 2ja c = 0.
Jarelikultb =3 —a = 1.

Kokkuvoéttes saame, et tilesande tingimust rahuldab ainult tiks mittenegatiiv-
sete tdisarvude kolmik (a,b,c) = (2,1,0).

Jargmises lauses anname kanooniliste esituste pohjal piisava ja tarviliku tingi-
muse selleks, et tiks tdisarv jagaks teist tdisarvu.

Olgu a4, b ja n positiivsed tdisarvud. Olgu p’lcl pgz .. P ja plll plzz ... plr vastavalt
arvude a ja b "laiendatud" kanoonilised kujud, kus p1, pa, ..., p, on paarikaupa
erinevad algarvud ningigai = 1,2,...,n korral on tdisarvud k; ja [; sellised, et
ki 2 0 ja li 2 0.

Lause 6. Tingimus a | b kehtib parajasti siis, kui igai = 1,2,...,n korral k; < I;.

Tdestus. Alustame tarvilikkuse tdestamisega. Olgu a | b. Jaguvuse definitsiooni
pohjal saame, et leidub selline positiivne tdisarv c, et kehtib vérdus

b=a-c ehk plllplzz...pff:p’flpgz...p’;"-c.

IImselt ei saa arvu c kanoonilises kujus olla iihtegi algtegurit, mis erineks arvu-
dest p1,p2, ..., pn- Seega olgu ¢ = pi'ps2 ... pi", kusigai = 1,2,...,n korral
on m; > 0 taisarv. Kasutades niitid vordust b = ac ja astmete omadust, saame
seose

ki ko k my iy m, o kytmy ko+my kn+m, 1 Db i
PUPS PPy =P gy T =ac=b=pipy ... py



Aritmeetika pohiteoreemist teame, et iga tdisarvu algteguriteks lahutus on tihe-
ne, seega sellest, et arv b on esitatav nii kujul pit "™ pk2 ™2 phatmn i ka kujul

Pﬁl Plz2 .es Pf{’, peabigai =1,2,...,n korral kehtima vérdus

ki+mi

l;
Pi = Pis

millest jareldub vordus k; + m; = I;. Viimasest vordusest jareldub tilesande vai-
de, kunaigai =1,2,...,n korral kehtib vorratus

ki < ki+m; =1,

Toestame niitid piisavuse. Kehtigu k; < l;igai =1,2,...,n korral. Siis kehtivad
seosed
li—k; > 0.
lr—ka

I—k _ ‘iee .. ~
Seega pi' "'pg *2...pl~*n on positiivne taisarv. Niitid vorduse

h I In _ ki ko k li—k1 I,k I,—k
PiPy--Pyp =P1 PP P1 P "o Py "

kehtivusest jareldub tingimus p p52 ... p& | plip2 .. piehka | b. O
Niiited aritmeetika pohiteoreemi ja lause 6 kasutamisest:
e Arv72 = 23.3%jagub niiteks arvudega
12=2*.3 ja 18=2.3%

kuna arvude 12 ja 18 tihegi algteguri astmenaditaja ei tileta arvu 72 vastava
algteguri astmenditajat. Arv 72 ei jagu naiteks arvuga 16 = 2*, kuna arvu
72 algteguri 2 astmenditaja 3 on vdiksem, kui arvu 16 sama algteguri 2
astmenditaja 4.

e Kui mingi arv jagub arvudega 12 ja 18, siis see ei pruugi jaguda arvuga
72, kuna jaguvusest arvudega 12 ja 18 jareldub, et vaadeldava arvu ka-
noonilises esituses peavad algtegurite 2 ja 3 astmenditajad olema vordsed
vdahemalt 2-ga. Seega néiteks arvud

36 =2%-3* ja 180=2?.3%.5

jaguvad molema arvuga 12 ja 18, kuid ei jagu arvuga 72.



Niide 7. Kuuest arvust 18, 28, 45, 50, 80 ja 98 valime vilja kolm arvu nii, et
nende korrutis jaguks teiste arvude korrutisega.

Leiame kodigepealt antud kuue arvu korrutise kanoonilise kuju:
18-28-45-50-80-98 = (2-3%)-(2%-7)-(3%-5)-(2-5%)-(2*.5)-(2-7%) =
= 27.3*.5%. 7%

Lause 6 pohjal saame niiiid vdita, et kolme valitud arvu korrutis peab olema
kujul
27.30.5¢. 74

kusa > 5,b > 2,c > 2jad > 2. Jarelikult valitud kolme arvu seas peavad
kindlasti olema jargmised arvud:

1) 98, kuna vastasel juhul d < 1;
2) 80, kuna vastasel juhul a < 4;
3) 45, et molemad algtegurid 3 ja 5 oleksid vahemalt ruudus.

Kokkuvottes saame jagatise

98-80-45_25-32-52.72

= =2-7=14.
50-28-18 24.32.52.7

Niide 8. Leiame kahe positiivse tdisarvu a ja b summa, kui arvude aja b korrutis
on 1000 ning kumbki arvudest a ja b ei jagu arvuga 10.

Kuna arvu 1000 kanooniline kuju on 22 - 5% ja arvu 10 kanooniline kuju on 2 - 5,
siis arvu 1000 tegur ei jagu 10-ga parajasti siis, kui selle kanooniline esitus on
kas kujul 2, kus 0 < k < 3, voi kujul 5, kus 0 < 1 < 3.

Uldisust kitsendamata, oletame, et
a=2" ja b=5, kus 0<k<3 ja 0<I<3.
Kuna arvude a ja b korrutis vordub 1000-ga, siis peab kehtima vordus
a-b=1000 ehk 2¢.5'=2%.5%

Aritmeetika pohiteoreemi 3 pohjal saame, et vordus kehtib parajasti siis, kui
k =3jal = 3.Jarelikulta = 2° = 8ja b = 5° = 125 ning

a+b=8+125 = 133.



Niide 9. Leiame, kui palju on erinevaid positiivsete tdisarvude kolmikuid
(a,b,c), mis rahuldavad kahte jargmist omadust:

e arvude g, b ja ¢ korrutis vordub arvuga 1000;
e arv g jagab arvu bja arv bjagab arvu c.

Kuna igaiiks arvudest a, b ja c on arvu 1000 = 2° - 5° tegur, siis need on kujul
a=25.51 p=2R.52 =2k.5k

kusigai =1,2,3korral 0 < kj, [; < 3. Lausest 6 jareldub, et tingimus a | b kehtib
parajasti siis, kui k1 < kp jal; < I, ning b | ¢ parajasti siis, kui k, < k3 jal, < 3.
Seega saame, et peavad kehtima vorratused

0<k <k <ks<3 ja 0<L <L <I3<3.
Kuna abc = 1000, siis peab kehtima ka vordus
(2% .51} . (22 . 5RY . (25 . 513y = phithatks . ghthth — 03 53
millest aritmeetika pdhiteoreemi pohjal jarelduvad vordused
ki+k+ks=3 ja L+L+15=3

Eespool saadud vorratusi arvestades on lihtne ndha, et mdlemale kolmikule
(k1,k2,k3) ja (I1,12,13) vdib vastata ainult tiks jargmistest kolmikutest (0,0, 3),
(0,1,2) voi (1,1, 1). Kuna molema kolmiku (ky, ko, k3 ) ja (I3, I, I3) vadrtuste maa-
ramiseks on kolm erinevat vdimalust, siis kolmiku (a,b,c) vadrtuste méaéra-
miseks on kokku 3 - 3 = 9 erinevat voimalust.

Miirkus. Ulesande tingimusi rahuldavad jargmised tdisarvude kolmikud:
(1,1,1000), (1,5,200), (5,5,40), (1,2,500), (1,10,100), (5,10,20), (2,2,250),
(2,10,50) ja (10,10, 10).

Niide 10. Leiame vihima positiivse tiisarvu a, mille korral 45° | a*.

Tingimus, et arv 45” jagab arvu a*, tdhendab seda, et mingi taisarvu n korral
a® = 45" - n. Kuna
4511:511.911:511.3251

siis saame vorduse a® = 5% - 3* . 1, millest jarelduvad seosed 3 | a* ja 5 | a®.
Kuna 3ja 5 on algarvud, siis jaguvuse omaduste pohjal saame nendest jareldada
jargmised seosed 3 | aja 5 | a. Seega arv a jagub kindlasti arvuga 3 -5 = 15.



Vahim positiivne tdisarv, mis jagub 15-ga, ongi 15. Naitame, et arvu 15 korral
tilesande tingimus on tdidetud. Kuna kehtib vordus

1545 — 345 . 545 — (915 . 315) . (515 . 530) — 4515 . (315 . 315)’
siis 45'° | 15%.

Nidide 11. Leiame koik arvust 100 vdiksemad positiivsed tdisarvud a, mille kor-
72

ral molemad arvud % ja —on 16plikud kiimnendmurrud.

Mis tahes murd _— esitub 16pliku kiitmnendmurruna parajasti siis, kui leiduvad

n
sellised tdisarvud k ja /, et kehtib vordus

Kasutame seda omadust etteantud murdude jaoks. Et % on 16plik kiimnend-
murd, peavad leiduma sellised tdisarvud k ja I, et kehtib vordus

%:% ehk a-10' = 72k.

Kuna arv 72 esitub kanoonilisel kujul 2° - 3, siis saadud vordusest voime ja-
reldada tingimuse 3% | a ehk 9 | 4, kuna arvud 9 ja 10 on iihistegurita. Seega
jaguvuse definitsiooni pohjal leidub selline positiivne tdisarv b, et a = 9b.
Vaatleme ntitid murdu — Et see on samuti 16plik kitmnendmurd, leiduvad
sellised tdisarvud m ja n, et kehtib vordus
72 m
a 10"

Teisendades seda vordust kujule

m m 72 72 8 23

10" 275" a 9% b b’

saame, et kehtib vérdus b - m = 2" . 5", millest jareldub, et arv b avaldub kujul
2° - 5 mingite mittenegatiivsete tiisarvude c ja d korral.

Vorratuse 0 < a = 9b < 100 kehtivusest jareldub arvu b hinnang 1 < b < 11.
Arvestades saadud hinnangut ja vordust b = 2° - 57 saame, et arvu b valikuks

on kuus erinevat voimatust: 1,2, 4, 5, 8 ja 10. Arvu a vastavateks vadrtusteks on
siis arvud 9, 18, 36, 45, 72 ja 90.



2 2

2 koikvoi-

Ndide 12. Olgu a ja b positiivsed tdisarvud. Leiame avaldise

malikud tdisarvulised vaartused.
2 4 12
a-+b
Kui il
ab
tegur ning b on arvu a* tegur. Seega peavad arvude a ja b kanoonilised esitused
sisaldama tihtesid ja samu algtegureid.

on tiisarv, siis ab on arvu a® + b? tegur, kust ndeme, et a on arvu b?

Naditame niitid, et ka iga algteguri astendaja arvude a ja b kanoonilistes esitus-
tes peab olema tiiks ja sama, st a = b. Oletame vastuvditeliselt, et a # b, mis

tdhendab, eta = pkaijab = p'by, kus k # I ning arvud a; ja by ei jagu algarvuga
p. Uldisust kitsendamata titleme, et k > 1.

Seega arvud ab ja a* jaguvad arvuga p**!, kuid arv b? sellega ei jagu (jagub
ainult arvuga p?, kus 21 = [ +1 < k+1). Sellisel juhul ab t a* + b?, mis on
vastuolus tilesande tingimusega. Jarelikult a = b, st

a*+b* 24
ab a2

= 2.

Nidide 13. Leiame 7 sellist tdisarvu, millest iikski ei jagu tihegi teise arvuga ja
millest igaiihe ruut jagub iga teise arvuga.

Olgu p1, p2, ..., p7 erinevad algarvud. Igai = 1,2,...,7 korral vaatleme arvu
a;, mille kanoonilises esituses on kdik algarvud p1, p, ..., p7 esimeses astmes,
vélja arvatud p;, mis on teises astmes. Teisisonu,

a1 = Pipap3papPsPepy;
Gy = P1P5P3PaPsPepy;

G = P1P2P3P4PsPep7;
a; = P1p2p3PaPsPePs-

Toestame niitid, et arvud ay, ay, . . ., ay rahuldavad tilesande mdlemat tingimust.
Koigepealt nditame, et nende arvude seas ei leidu kahte arvu, millest iiks ja-
gub teisega. Olgu a; ja a; sellised kaks erinevat arvu hulgast {a1,a,,...,a7}, et
ax < a;. Sellisel juhul piisab niidata, et a; { a;. Lausest 6 jareldub, et selleks,
et arv ai jagaks arvu a;, peavad koik arvu a; kanoonilises esituses olevate alg-
tegurite astmenditajad olema mittesuuremad, kui arvu 4; kanoonilises esituses
olevate samade algtegurite astmenditajad. Kuna arvu a; kanoonilises esituses
on algtegur py ruudus ja arvu a4; kanoonilises esituses on algtegur p; esimeses
astmes, siis ay 1 a.

Niitame niitid, et hulga {a1, 4y, . .., a7} erinevate arvude 4y ja a; korral kehtivad
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tingimused a; | a7 ja a; | a;. Uldisust kitsendamata {itleme, et k < [, ja paneme
kirja arvude ay, a;, a; ja ai kanoonilised kujud:

Ak = P1-e  PeAPiPksl--- Pl1PIPIs1 - - - P75
A = P1... PoAPiPrst - PIAPiPIA - - - P7;

2 .2 2 4.2 2 2.2 2,
ay = P1---Pk-1PxPks1---Pr-1PrPry1--- Pz
2 .2 2 .22 2 4.2 2
ar = P1---Pk-1PxPk+1---Pr-1PiPr41--- P7-

Nieme, et arvude a; ja a7 kanoonilistes esitustes olevate algtegurite astmendi-
tajad on mittevaiksemad, kui vastavalt arvude a; ja a; kanoonilistes esitustes
olevate samade algtegurite astmenditajad. Seega lause 6 pohjal saame viita, et
tingimused a; | a? ja a; | a; kehtivad.

Miirkus. Vastuseks sobivad naiteks jargmised tdisarvud:

m = 22.3.5.7-11-13-17, a5 =2-3-5-7-112-13-17,
a, = 2-3%.5.7-11-13-17, ag=2-3-5-7-11-13%-17,
a3 = 2-3-52.7-11-13-17, a;=2-3-5-7-11-13-17?
ag = 2-3-5-72.11-13-17,

Niide 14. Leiame suurima positiivse tdisarvu n, mille korral saame positiivsete
tdisarvude 1 kuni 100 hulgast valida vélja n arvu nii, et tikski valitud arvudest
ei jagu tihegi teise valitud arvuga.

IImselt kui n = 50, siis valides n arvu 51, 52, ..., 100 saame, et tikski neist ar-

vudest ei jagu iihegi teisega, kuna neist kdige suurem arv 100 on vdiksem kui
kahekordne vahim arv 2 - 51 = 102.

Naitame, et n > 51 korral leiduvad valitud n arvu seas sellised kaks arvu, mil-
lest iiks jagub teisega.

Olgu valitud arvud by, b, ..., b, ning olguigai =1,2,...,n korral ¢; algarvu 2
astendaja arvu b; kanoonilises esituses, st b; = 2% - d;, kus d; on ilmselt paaritu
arv.

Et1 < d; < 99, siis on arvu d; valiku jaoks 50 erinevat voimalust ning n > 51
korral leiduvad sellised indeksid i ja j, et d; = d; ja ¢; > ¢ (Dirichlet printsiibi
pohjal). Sellisel juhul aga arv b; = 2% - d; jagub arvuga b; = 29 - d;.

Jarelikult saab arvudest 1 kuni 100 valida vilja tilimalt 50 positiivset tdisarvu
nii, et tikski valitud arvudest ei jagu tihegi teise valitud arvuga.
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Ulesanne 15. Olgu tiisarv n > 3.

a) Leida n erinevat positiivset tdisarvu nii, et neist mis tahes n — 1 tdisarvu
korrutis jaguks tilejadnud arvuga.

b) Leida n erinevat positiivset tdisarvu nii, et tikski neist ei jaguks tihegi tei-
se arvuga ning neist mis tahes n — 1 tdisarvu korrutis jaguks tilejaanud
arvuga.

Lahendus:

a) Olgu p suvaline algarv. Tdestame, et arvud

p, pZ, p3, o, pn—ll pn
rahuldavad tilesande tingimust. Selleks peame nditama, et mis tahes tdisarvu
k=1,2,3,...,n korral kehtib vajalik tingimus
Prlp-pt.p

k=1 _k+1 n—1 __n

prteep

b) Olgu p ja g mis tahes erinevad algarvud. Tdestame, et arvud
2 n—1 3 n-2 n—1.2

120/ AP PR 7 A A R T

rahuldavad tilesande tingimust. Selleks kdigepealt nditame, et tikski neist ei ja-
gu lihegi teise arvuga:

Lopuks néditame, et neist mis tahes n — 1 tdisarvu korrutis jagub {tilejadnud téis-
arvuga:
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Teame, et kui mis tahes tihest suurema positiivse tdisarvu kanoonilises esituses
jarjestada seal olevad algtegurid nditeks kasvamise jarjekorras, siis selle tdisar-
vu kanooniline kuju on tiheselt madratud. Kirjeldatud votet nimetame algtequ-
rite jirjestamismeetodiks ja nditame selle rakendamisvoimalust jargmise tilesande
lahendamisel.

Niide 16. Olgu n mis tahes positiivne tdisarv, p1, po, ..., pn erinevad algarvud
jaki, ko, ..., k,suvalised positiivsed tdisarvud. Olgu

a=pp. . pf ja b= (p+ DR (1) (pa + 1)

Leiame tdisarvu a < 200 kdikvoimalikud vaartused, mille korral kehtib tingi-
mus a | b.

Ulesande lahendamisel kasutame algtegurite jirjestamismeetodit. Selleks vdi-
me tildisust kitsendamata oletada, et algarvud py, po, ..., pn On jdrjestatud ala-
tes kodige vdiksemast: p1 < p2 < ... < py.

Sellisel juhul osutub p, etteantud algarvudest suurimaks algarvuks. Juhul kui
p, = 2 saame, et mingi positiivse taisarvu k; korral kehtivad vérdused a = 21
jab = 3%, millest ilmselt a { b.

Oletame, et p,, > 3. Tingimusest a | b jareldub, et peab kehtima ka tingimus
pkn | b, millest omakorda jareldub tingimus p, | b. Niitame, et saadud tingimus
ei saa kehtida.

Kuna p, on algarv, siis peab leiduma arvu b tegur, mille algteguriks on p,.
Koik arvu b tegurid on kujul p; +1, kusi = 1,2,...,n. Kui i < n, siis ilm-
selt p; +1 < p, (kuna kolmest suuremate algarvude vahe on vahemalt 2). Juhul
kui i = n saame, et arvud p; + 1ja p, on jarjestikused kolmest suuremad tdisar-
vud, mis on ilmselt tihistegurita. Seega p, > 3 korral a 1 b.

Jarelikult p, = 3 on algarvu p, ainus vdimalik vadrtus. Selle korral on arvude a
ja b kujud jargmised:

a=20.32 ja p=3".4k=2% .3k
Et kehtiks tingimus a | b peavad lause 6 pohjal kehtima vorratused
k1 < 2k; ja ky < ky,

kust saame vorratuse k, < k1 < 2k,. Niitid saame leida kdik arvust 200 vaikse-
mad arvud a, mis rahuldavad iilesande tingimusi.

e Juhul k; = 1 saame vorratuse 1 < k; < 2, millest jareldub, et arvu ky
voimalikeks vadrtusteks on kas 1 vdi 2. Esimesel juhul k; = 1 saame arvu
a =2'.3" = 6jateisel juhul k; = 2 saame arvu a = 2% - 3' = 12,
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e Juhul k; = 2 saame, et arvu k; voimalikeks vddrtusteks on arvud 2, 3 ja
4. Vastavateks a vaidrtusteks on siis arvud 2% -3* = 36,2°-3* = 72 ja
24.3% = 144.

e Juhul k; > 3 saame, et arvud k; ja k, on molemad vordsed vahemalt 3-ga.
Sel juhul aga saame a > 2° -3 = 216 > 200, mis on vastuolus tingimusega
a < 200.

Jarelikult rahuldab tilesande tingimusi viis arvust 200 vaiksemat positiivset
taisarvu 6, 12, 36, 72 ja 144.

Jargmisena kasutame nn tdisruudu midramise meetodit, mis tugineb jargmisele
lihtsale faktile: mis tahes tdisarv on mingi tdisruut parajasti siis, kui selle ka-
noonilises esituses olevad algtegurid on koik paarisastmes.

Nidide 17. Leiame koige vdiksema positiivse tdisarvu, millega saab korrutada
arvu
12-21-36-45-54-63,

et tekiks mingi tdisarvu ruut.
Koigepealt leiame antud korrutise kanoonilise kuju:

12-21-36-45-54-63 = (22-3)-(3-7)-(2%-3%)-(3%-5)-(2-3%)-(3%.7) =
= 2°.31.5.72

Niuid kasutame tiaisruudu madramise meetodit, mis titleb, et mis tahes tais-
ruudu kanoonilises kujus peavad koikide algtegurite astmenditajad olema paa-
risarvulised. Jarelikult peame etteantud arvu korrutama vdhemalt arvuga
2.3 -5 = 30. Sellisel juhul saame vorduse

(2°-31.5.72).(2.3.5) =20.312.52.72 = (23.3%.5.7)2,

Niide 18. Olgu a = 123 -b - ¢, kus b ja c on sellised positiivsed tdisarvud, et
123 < b < c. Leiame taisarvu ¢ vahima voimaliku vaartuse, kui on teada, et a
on mingi tdisarvu ruut.

Kuna 123 = 3 - 41, siis selleks, et a oleks tdisruut, peab vahemalt veel tiks kor-
rutise teguritest olema arvu 41 kordne. Jargmiseks arvu 41 kordseks on arv
41 -4 = 164. Naitame, et see ongi korrutise a kdige suurema teguri ¢ vahim
voimalik vaartus.

Kuna
123 -164 = 2%2-3-41?,
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siis peame leidma arvu b, mis rahuldab kahte omadust:
123<b<164 ja  b=23d
mingi tdisarvu d korral. Jarelikult peab kehtima seos
123 <3d* <164  ehk 41 <d* <55.

Selles vahemikus leidub vaid iiks tdisruut 49, seega b = 3d* = 3 - 49 = 147.
Kokkuvottes saame, et

a=123-147-164 =2%-3%.72. 41> = (2-3-7-41)?
ning arvu ¢ vihim sobiv vddrtus on tdepoolest 164.

Niide 19. Leiame kdikvoimalikud algarvude paarid (p, q), millede korral arv
(p + 1)1 osutub mingi taisarvu ruuduks.

Juhul g = 2 saame, et mis tahes algarvu p korral kehtib vordus
(P+1)"=(p+1)7,

millest jareldub, et mis tahes algarvu p korral rahuldavad koik algarvude paa-
rid kujul (p,q) = (p,2) tilesande tingimust.

Oletame niitid, et g > 2. Kuna 2 on ainus paarisarvuline algarv, siis 4 on paa-

ritu. Olgu p’lcl pgz ...pk arvu p + 1 kanooniline kuju, kus p1, pa, ..., ps on ar-

vu p + 1 kdikvdimalikud algtegurid ja k1, ko, . . ., k,, positiivsed tdisarvud. Seega
peab kehtima vordus

(p+1)7=p"pd . ph.
Teame, et mis tahes tdisruudu kanoonilises esituses on koik algtegurid paari-
sastmes. Kuna g on paaritu arv, siis kdik arvud ki, ko, ..., k, on paarisarvud.
Jarelikult on arvu p + 1 kanoonilises esituses kdik astmenditajad paarisarvuli-

sed, millest saame, et p + 1 on ise mingi tdisruut. Seega leidub selline tdisarv a,
et kehtib vordus p + 1 = 4. Saadud vordusest avaldame algarvu p jargmiselt:

p=a*—1=(a—1)(a+1).

Kuna p on algarv, siis saadud seosest vdoime jareldada,eta —1 =1jaa+1 = p,
millest saame, et @ = 2 ja p = 3. Seega oleme saanud, et mis tahes algarvu
g > 2 korral rahuldavad tilesande tingimust vaid koik algarvude paarid kujul

(p.q) = (3,9).
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Lahendame niitid méningad tilesanded faktoriaalide kohta. Tuletame meelde,
et positiivse tdisarvu a faktoriaaliks a! nimetatakse 2 esimese positiivse tdisarvu
korrutist, sta! =1-2-3-4-...-(a—1) -a.

Nadide 20. Leiame positiivse tdisarvu a vihima vdimaliku vaartuse, mille korral
arv a! jagub arvuga 3456.

Lahutame arvu 3456 algteguriteks: 3456 = 27 - 3%, Seega arvu a! kanoonilises
esituses peab olema vdhemalt 7 kahte ja 3 kolme, st

al =20.3°.4,

kus b > 7, ¢ > 3jad on positiivsed tdisarvud.
Esimesed positiivsed tdisarvud, mis sisaldavad algtegurina arvu 2, on arvud 2,

4 =2%6 =2-3ja8 = 2°. Kuna nimetatud arvude korrutis vérdub arvuga 2’ - 3,
siis arv 27 jagab arvu 8 faktoriaali. Jarelikult a > 8.

Arvud 3,6 = 2-3ja 9 = 3% on esimesed positiivsed tiisarvud, mis sisaldavad
algtegurina arvu 3. Kuna nimetatud arvude korrutis vordub arvuga 2 - 3%, siis
arv 3° jagab arvu 9 faktoriaali. Jarelikult a > 9.

Kokkuvoéttes saame, et a! jagub arvuga 3456 parajasti siis, kui a > 9. Jarelikult
arvu a vahimaks voimalikuks vaartuseks on arv 9.

Niide 21. Leiame, mitme nulliga 16peb arvu 3456 faktoriaal.

Teame, et arv 1opeb tdapselt n nulliga parajasti siis, kui see jagub arvuga 10",
kuid ei jagu arvuga 10""!. Kuna 10 = 2 - 5, siis peame leidma arvu n suurima
vdimaliku vadrtuse, mille korral kehtib tingimus 2" - 5" | 3456!.

On selge, et arvu 3456! kanoonilises esituses on algteguri 2 astmenditaja suu-
rem, kui algteguri 5 astmenditaja. Seega piisab leida, millega vordub arvu n
suurim voimalik vaartus, mille korral kehtib tingimus 5" | 3456!.

Kuna 5° < 3456 < 5°, siis tuleb leida, mitu arvu alates 1-st kuni 3456-ni jagub
arvudega 5, 5%, 5°, 5* ja 5°. Kuna korrutises 1 -2 - ... - 3456 jagub iga viies tegur
5-ga, siis vaadeldavas vahemikus on 5-ga jaguvaid arve kokku

3456 : 5| = 691,

kus |a]| on reaalarvu a alumine tdisosa (st suurim voimalik tdisarv, mis ei ole
reaalarvust a suurem). Analoogiliselt saame, et vaadeldavas vahemikus on vas-
tavalt 5%-, 5°-, 5*- ja 5°-ga jaguvaid arve kokku

3456 : 52| = 138, [3456:5°| =27, [3456:5'| =5 ja |3456:5°| = 1.

Kokkuvottes saame, et tingimuses 5" | 3456! on arvu n suurim voimalik vaédrtus
691 4+ 138 + 27 45+ 1 = 862. Seega arv 3456! 10peb tapselt 862 nulliga.
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Nidide 22. Toestame, et mis tahes positiivse tdisarvu a korral on arvu a! 16pus

vahem kui ?1 nulli.

Lahutades korrutise a!l =1-2-... - a algteguriteks, saame tegurite 2 arvuks
a a a a
)+ 2]+ 5]+ 3]+
ja tegurite 5 arvuks
a a a a
GIRE R IR E RS

o a a ..
Et mis tahes positiivse tdisarvu b korral ilmselt kehtib vorratus > = oy Siis

EREREPESENENE.

. 115 a a a 1i. N diid
Ja arvu a! lopus on seega {aJ =+ {?J + {?J + ... nulli. Nditame niitid, et saa-
dud summa on arvust 1 vdiksem. Selleks kasutame 16pmatult kahaneva geo-

meetrilise jada summa valemit:

S+ |5+ s+ < stmtmto=t 1+ st ot )=
51 52~ ls3] "t o5t B2 5T 5 5 5 )
a1 a
5 1-1 4

a a a

Range vorratus kehtib siin sellepérast, et murrud =3 jne ei saa tihegi

5 52’
fikseeritud arvu a korral olla kdik taisarvulised.

Naide 23. Leiame, millise faktoriaali saab eemaldada korrutisest
1!-21.30.....39!.40!

nii, et allesjddanud korrutis oleks vérdne mingi tdisarvu ruuduga.

Kodigepealt uurime, mitu korda on iga tdisarv alates arvust 2 kuni arvuni 40
tegurina esitatud vaadeldavas korrutises. Ei ole raske ndha, et arv 2 on tegurina
igas faktoriaalis alates teisest, arv 3 on igas faktoriaalis alates kolmandast jne.
Seega kehtib vordus

11-20.31.41.....381.391.40! = 140.239.338.437.  .38%.392.40!,
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Kuna mis tahes tdisarvu ruudu kanoonilises esituses peavad koik algtegurid
olema paarisastmes, siis teisendame saadud vorduse paremat poolt jairgmisele
kujule:
(190.238.338.436.5%.  .382.39%).(2-4....-38-40).
Kuna kehtib vordus
2-4-...-38-40=2%.(1-2-...-19-20) = 2%°. 20!,
siis vaadeldav korrutis 1!-2! - ... - 40! vordub arvuga
(190.238.338.436.5%.  .382.39%.220).20!

Saadud avaldis sulgudes on tdisruut. Seega eemaldades antud korrutisest fak-
toriaali 20! saame, et allesjdanud korrutis on vordne tdisarvu ruuduga.

Miirkus. Arv 20! ei ole ise mingi tdisarvu ruut, sest selle algtegurid 11, 13,17 ja 19
on esitatud selle arvu kanoonilises kujus esimeses astmes. Sellest saab nditeks
jareldada, et arv 1! - 2! - ... - 40! ei ole tdisruut.

Lause 6 pohjal saame tdestada teoreemi, mille abil saame mis tahes positiivse
taisarvu korral leida selle erinevate positiivsete tegurite arvu.

Teoreem 24. Kui p*'p%2 ... p* on positiivse tiisarvu a kanooniline kuju, siis aroul a

on kokku
(ki +1)(kp+1)...(k,+1)

erinevat positiivset tequrit (kaasa arvatud arv 1 ja arv a ise).

Tdestus. Olgu b arvu a suvaline tegur. Lause 6 iitleb, et b | a parajasti siis, kui

b=pipz...pL,
kusigai = 1,2,...,n korral 0 < [; < k;. Seega iga arvu [; valikuks on tdpselt
k; + 1 erinevat voimalust:

0,1, 2, ..., ki—1, ki
Sellest jareldubki teoreemi vdide. ]

Positiivse tdisarvu a erinevate positiivsete tegurite arvu tdhistatakse siimboliga
d(a). Naiteks arvul 135 = 3° - 5 on kokku

d(135) = 3+ 1)(1+1)=4-2=38
erinevat positiivset tegurit. Nendeks on arvud
3".50=1, 3°.5' =5 3'.5=3, 3'.5! =15,
32.59=9, 3°.5' =45, 3°.5° =27 ja 3°.5' =135.
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Ndide 25. Toestame, et mis tahes positiivsel tdisarvul on paaritu arv erinevaid
positiivseid tegureid parajasti siis, kui see on mingi tdisarvu ruut.
Toestame tarvilikkuse. Olgu a suvaline positiivne tdisarv, millel on paaritu arv

. . . . ki k s .
erinevaid positiivseid tegureid. Olgu py'py> . .. p*" arvu a kanooniline kuju. Teo-

reemist 24 teame, et arvul a on erinevaid positiivseid tegureid kokku
dla) = (k1 +1)(ka+1)... (k. +1).

Mis tahes tdisarvude korrutis on vordne paaritu arvuga parajasti siis, kui selle
iga tegur on paaritu. Seegaigai =1,2,...,n korral k; + 1 on paaritu arv. Jareli-
kultigai = 1,2,...,n korral k; on paarisarv. Seega leiduvad sellised tdisarvud
ci,etigai =1,2,...,n korral kehtivad vordused k; = 2c;. Niitid saame, et kehtib

vordus
2cq1,.2¢p 2cy —

— 1k kn _ 2\ 2
a=pipt e pt =Pt = ()
millest jareldub, et a on tdisruut.

Toestame piisavuse. Selleks oletame, et 2 on mingi tdisarvu ruut. Kuna mis ta-
hes tdisarvu ruudu kanoonilises esituses peavad koik algtegurid olema paaris-
astmelised, siis arvu a kanoonilise esituse saame kirja panna kujul

2kq . 2ko 2k,

a=py P Pn -
Kasutades teoreemis 24 toestatud valemit, saame, et arvul a on kokku
dla) = (2ky +1)(2kp +1)... 2k, + 1)

erinevat positiivset tegurit. Kuna saadud korrutise iga tegur on paaritu (kujul
2k + 1), siis d(a) on vérdne mingi paaritu arvuga.

Ndide 26. Toestame, et tdisarvul @ = 111...111 on paarisarv erinevaid posi-

33 numbrit
tiivseid tegureid.

Paneme tdhele, et arv a jagub 3-ga, aga ei jagu 9-ga (sest numbrite summa on
33). Seega arvu a kanoonilises kujus on algtegur 3 astmes 1. Teisisonu,

a=3"-p. . ph
Kasutades teoreemi 24, saame, et
da) =1+ Dka+1)... (kg +1) =2 (ko +1)... (kp + 1),

mis on igal juhul paarisarv.
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Ndide 27. Leiame vahima positiivse tdisarvu, millel on tapselt 50 erinevat posi-
tiivset tegurit.

Olgu n positiivne tdisarv ning olgu plfl pgz ... pf" suvalise positiivse taisarvu a
kanooniline kuju. Siis teoreemi 24 pdhjal on arvul a tapselt

(ki +1)- (ko +1) ... (ky+1)

erinevat positiivset tegurit. Seega otsitava arvu a korral peab see korrutis vor-
duma arvuga 50.

Et arv 50 lahutub maksimaalselt kolme arvust 1 suurema taisarvu korrutiseks
(st2-5-5),siis n < 3 ja kone alla tulevad ainult jargmised arvu a kujud:

pY, pipa, i ja pipaps
[Imselt saavutame igal loetletud juhul vdhima a vdartuse, kui valime voéimali-
kult vaikesed algtegurid ning seejuures vdiksemad algarvud nendeks teguri-

teks, mille astendajad on suuremad. Seda arvestades saame jargmised arvu a
voimalikud vaartused:

2%, 224.3, 2°.3% ja 2%.3%*.5,
Nendest viahimaks arvuks osutub ilmselt arv 2* - 3% . 5 = 6480.

Niide 28. Leiame koik positiivsed tdisarvud, mis jaguvad arvuga 30 ja millel
on tdpselt 30 erinevat positiivset tegurit.

k1. ko k . et - .
Olgu pi'py* ... p,* otsitava positiivse tdisarvu a kanooniline kuju. Teame, et ar-

vul a on tépselt (k; +1)(k + 1) ... (k, + 1) erinevat positiivset tegurit.

Lahutame arvu 30 algteguriteks: 30 = 2 -3 - 5. Kui 30 | 4, siis arvu a kanoonilises
esituses peab olema vahemalt kolm erinevat algtegurit. Jarelikult n > 3. Teiselt
poolt, peab kehtima vordus

(ki +1)(kz+1)... (ky+1) =2-3-5,

millest jareldub, et korrutises (k1 +1) (ko +1) ... (k, + 1) ei tohi olla rohkem kui

kolm tegurit, st n < 3. Kokkuvottes saame, et n = 3jaa = plfl pgz p§3.

Uldisust kitsendamata, saame vordusest (k1 + 1)(kz +1) (ks + 1) = 2- 3 - 5jdrel-
dada, et p1 = 2, p» = 3ja p3 = 5 ning arvude kj, k; ja k3 vdartusteks on arvud 1,
2 ja 4 mingis jarjestuses. Kuna on erinevaid jarjestusi tapselt 6, siis on tilesandel
ka kuus erinevat vastust:

21.32.5% = 11250, 2'.3*.5%2 =4050, 2°-3'.5*= 7500,
22.3%.51 = 1620, 2*-3'.52=1200, 2*-32.5!=720.
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Ulesanne 29. Leida, kui palju on selliseid positiivseid tiisarve, mis jaguvad ar-
vuga 1001 ning millel on tdpselt 1001 erinevat positiivset tegurit.

Olgu n selline positiivne tdisarv, millel on tapselt 1001 erinevat positiivset tegu-
rit ja mis jagub 1001-ga.
Nditame, et arv n peab jaguma vdhemalt kolme erineva algarvuga:

Jarelikult peab arvu n kanooniline esitus olema kujul 7° - 11°-13°-s,kusa, b, ¢ >
0 ja s on selline positiivne tdisarv, mis eijagu tihegagi algarvudest 7, 11 ja 13.

Ulesande tingimusest teame, et d(n) = 1001. Teiselt poolt saame leida d(n)
vadrtuse arvu n kanoonilise esituse pohjal:

Toestame, et d(s) = 1ja leiame arvu s ainukese voimaliku vaartuse:

Leiame arvude a, b ja ¢ koikvdimalikud vadrtused:

Toestame, et kokku on 6 erinevat positiivset tdisarvu, mis rahuldavad tilesande
tingimusi:
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Ndide 30. Leiame kdik positiivsed tdisarvud, millel on tdpselt 6 erinevat posi-
tiivset tegurit, mille summa on 168.

Koigepealt kasutame tegurite arvu valemit selleks, et kindlaks méaéarata, milli-
sel kujul saab olla arv, millel on tdpselt 6 erinevat positiivset tegurit. Kuna arvu
6 saab esitada iihest suuremate positiivsete tdisarvude korrutisena kas kujul 6
voi kujul 2 - 3, siis koik arvud, millel on tdpselt 6 erinevat positiivset tegurit, on
kas kujul p° (kus p on mis tahes algarv) voi kujul p?g (kus p ja g on mis tahes
erinevad algarvud).

Olgu a suvaline positiivne tdisarv, millel on tdpselt 6 erinevat positiivset tegurit.
e Juhul 2 = p° saame, et arvu a koik positiivsed tegurid on kujul
Lop v p, v p
Jarelikult peab kehtima vordus
l+p+p*+pP+p*+p°=168 ehk p(l+p+p*+p°+p*) =167

Kuna 167 on algarv ning vorduse vasakul poolel olevad tegurid on mdole-
mad tihest suuremad tdisarvud, siis vordus ei saa kehtida. Seega ei leidu
iihtegi arvu a kujul p°, mille kaikide positiivsete tegurite summa oleks
vordne arvuga 168.

e Juhul 2 = p?q saame, et arvu a kéik positiivsed tegurid on kujul

L p v 4, v, P9

Jarelikult peab kehtima vordus
1+p+p+q+pg+p*g=168 ehk (1+4p+p*)(1+q) = 168.

Kuna 168 = 2°-3-7ja 1+ p + p* on mis tahes algarvu p korral seitsmest
mittevdiksem paaritu arv, siis arvu 1+ p + p* vaartuseks saab olla kas 7
voi3 -7 =21.

— Kui 1+ p+ p* = 7, siis 1 + g = 24. Nendest vordustest saame, et
p = 2ja g = 23. Kuna mdlemad véadrtused on algarvulised, siis arv
22 .23 = 92 rahuldab iilesande tingimusi.

— Kui 1+ p + p* = 21, siis p = 4 on kordarv, mis on vastuolus arvu p
valikuga.

Jarelikult ainult arv 92 vastab iilesande tingimustele, st ainult sellel arvul on
tapselt 6 erinevat positiivset tegurit 1, 2, 4, 23, 46 ja 92, mille summa on 168.
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Viimase naite lahendamisel oleme saanud, et tiisarvu a = p?q erinevate po-
sitiivsete tegurite summa on kujul (1 + p + p*)(1 + q). Jargmisena sonastame
tulemuse, mille pdhjal saab tildjuhul arvutada mis tahes tdisarvu erinevate po-
sitiivsete tegurite summat.

Lause 31. Kui p'p¥2 ... p* on positiivse tiisarou a kanooniline kuju, siis arou a koi-

kide erinevate positiivsete tequrite summa on

A+pi+pit .+ A+ p+ P+ +p2) (L pa+ P2+ + k).

Positiivse tdisarvu a kdikide erinevate positiivsete tegurite summat tahistatakse
stimboliga S(a). Naiteks arvu 72 = 23 - 32 koikide erinevate positiivsete tegurite
summa on

S(72) = (1+2+2*+2%)(1+3+3%) =15-13 = 195.
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