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Kéesolevas vihikus tutvume kongruentsi moistega, lahendame kongruentse ja
kongruentside siisteeme ning lahendame méningaid jaguvusiilesandeid kong-
ruentside abil.

Kongruentsi moiste

Definitsioon 1. Kaht tdisarvu a ja b nimetatakse kongruentseks mooduli m jargi,
kui arvude a ja b jagamisel positiivse tdisarvuga m saame iihe ja sama jdagi
(st leiduvad sellised tdisarvud g1, g2 jar, et a = mgy +rjab = mgy, 4+ r, kus
0 < r < m), ja tahistatakse

a=b (mod m).

Miirkus. Definitsioonist otseselt jareldub, et

e arvu a kongruentsus nulliga mooduli m jargi on samavddrne sellega, et
arv a jagub arvuga m, st m | a parajasti siis, kuia = 0 (mod m);

e tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jargi parajasti siis, kui
m | a — b (voib lugeda alternatiivseks definitsiooniks);

e tdisarvud a ja b on kongruentsed mooduli m jargi siis ja ainult siis, kui
iiks arv erineb teisest mooduli kordse vorra, st leidub selline tdisarv ¢, et
a = b + mt (see on samuti alternatiivne definitsioon);

e kui m {a— b, siis tdisarvud a ja b ei ole kongruentsed mooduli m jargi, st
a%Db (mod m).

Niiited definitsiooni kasutamisest:

e kehtivad kongruentsid 0 = 3 (mod 3),3 =21 (mod 3)ja2l =0 (mod 3),
kuna arvud 0, 3 ja 21 annavad sama jaagi O arvuga 3 jagamisel;

e kehtivad kongruentsid 2 = 20 (mod 3) ja 200 = 2000 (mod 3), sest kdik
arvud 2, 20, 200 ja 2000 annavad jddgi 2 arvuga 3 jagamisel (kdikide nende
arvude ristsummad on 2);

e 2=—-1 (mod 3),sest—1=3-(—-1)+2;

e 1 # —1 (mod 3), sest jddgiga jagamisel saame vordused 1 = 3-0+1 ja
—1=3-(-1)+2,kus 1 # 2.



Ulesanne 2. Olgu a, b ja m sellised positiivsed tiisarvud, mille korral leiduvad
sellised tdisarvud g1, g2, 71 ja 2, et

a=mq +r ja b=mqg+r,
kus 0 < 11,7, < m. Toestada, eta = b (mod m) parajasti siis, kui r; = 7,.

Toestus.
Tarvilikkus. Kehtigu a = b (mod m). Téestame, et r; = r,:

Piisavus. Kehtigu ntitid ; = r,. Tdestame, eta = b (mod m):

Niiited alternatiivse definitsiooni kasutamisest:

e kehtib kongruents 543 = 987 (mod 4), sest 987 — 543 = 444 ja 4 | 444;
e mis tahes tiisarvu a korral kehtivad kongruentsid a = a +2 (mod 2) ja
a=a—3 (mod 3),sest2| (a+2)—aja3|a—(a—3).

Ulesanne 3. Phjendada kas kongruentsi definitsiooni v&i selle alternatiivse de-
tinitsiooni kaudu, et kehtivad jargmised tingimused:

a) 2007 = 7002 (mod 5)

b) 2007% = 7002* (mod 5)

c)2a+7 =2+ 7a (mod 5) mis tahes tidisarvu a korral




Ndide 4. Leiame koik tihest suuremad positiivsed moodulid, mille jargi on koik
tdisarvud 123, 234 ja 345 omavahel kongruentsed.

Olgu a ja b mis tahes kaks nimetatud arvudest ja m otsitav moodul. Kongruent-
si alternatiivsest definitsioonist jareldub, et peab kehtima tingimus m | a — b.
Paneme tdhele, et mis tahes kahe nimetatud arvu positiivne vahe on kas 111
v0i 222 = 2 - 111. Seega moodul m on arvu 222 tegur. Ilmselt m ei tohi olla paa-
risarv, sest paarisarvuga jagamisel annavad paaris- ja paaritud arvud erinevad
jadgid. Seega m on arvu 111 = 3. 37 tegur. Jarelikult arvu m > 1 vddrtuseks
saab olla kas arv 3 v6i arv 37. Kuna

123 = 3-41=37-3+4+12;
234 = 3-78=37-6+12;
345 = 3-115=37-9+4 12,

siis 3 ja 37 ongi koik vdimalikud tihest suuremad positiivsed moodulid, mille
jargi on kdik antud arvud omavahel kongruentsed.

Kongruentsi omadused

Lause 5. Olgu a, b, ¢ ja d tdisaroud ning olgu m positiivne tdisarv. Siis kehtivad
jiargmised omadused:

a) a =a (mod m) (refleksiivsus);
b) kuia=b (mod m) jab=c (mod m), siisa = ¢ (mod m) (transitiivsus);
c) kuia =b (mod m), siisb = a (mod m) (siimmeetrilisus);

d) kuia =b (mod m), siisc = d (mod m) parajasti siis, kui
a+c=b+d (mod m);

e) kuia="b (mod m)jac=d (mod m), siis ac = bd (mod m).

Mirkus. Kongruentsid on samavdadrsed, kui nende kongruentside lahendite
hulgad on vordsed.

Toestus. Iga vdite toestamisel kasutame kongruentsi alternatiivset definitsiooni:
a=b (mod m) parajastisiis, kui m |a—b.

a) Kuna iga positiivse arvu m korral m | 0, siis m | a — a, millest saame, et
a=a (mod m).



b) Tingimustesta = b (mod m) jab = ¢ (mod m) jareldub, et m | a — b ja
m | b—c.Kuna

a—c=a—-b+b—c=(a—-b)+(b—0c),
——— =

siis m | a — c ja definitsiooni pdhjal a = ¢ (mod m).

c) Kuia =0 (mod m),siism |a—bjam | —(a—b) =b—a, millesth =a
(mod m).

d) Tingimusa = b (mod m) on samavadarne tingimusega m | a — b. Kuna
+c—(b+d)=(a—0b)+(c—4d),
atc—(b+d)=(@—b)+(c—d

siism | a+c— (b+d) parajasti siis, kui m | ¢ — d, millest jareldub, et
kongruentsid c = d (mod m)jaa+c=b+d (mod m) on samavairsed.

e) Tingimused a =b (mod m)jac=d (mod m) on samavéirsed tingimus-
tegam |a—Dbjam|c—d. Kuna

ac—bd =ac—cb+cb—bd=c(a—b)+b(c—4d),
S—— S——

siism | ac — bd ja ac = bd (mod m). O

Miirkus. Olgu k positiivne tdisarv ning olgu iga i € {1,2,...,k} korral a; ja b;
tdisarvud. Siis kehtivad jargmised omadused:

e kuia; =b; (mod m)igaie {1,2,...,k} korral, siis

mta+...+ar=by+by+...+b (mod m);

e kuia; =b; (mod m)igaie {1,2,...,k} korral, siis

(11'(12'...'(1kEb1-b2'...'bk (mod m)

Mairkusena sdnastatud omadused on lihtsalt tdoestatavad vastavalt lause 5 vai-
dete d) ja e) abil.



Ulesanne 6. Olgu a, b, c ja d taisarvud ning olgu m positiivne tiisarv. Toestada
jargmised omadused:
a) kuia =b (mod m), siisc = d (mod m) parajasti siis, kui
a—c=b—d (mod m);

b) kuia = b (mod m), siis ak = bk (mod m) mis tahes tdisarvu k korral;

) kui tdisarvud k ja m on thistegurita, siis a = b (mod m) on samaviirne
kongruentsiga ak = bk (mod m);

d) kuia = b (mod m) ja k on selline positiivne tédisarv, etk | m, siisa = b
(mod k);

e) a = b (mod m) parajasti siis, kui ak = bk (mod mk) iga positiivse taisar-
vu k korral;

f) kuia = b (mod m), siis a* = b* (mod m) mis tahes positiivse tiisarvu k
korral.




Kongruentside lahendamine

Kongruentside teisendamine erineb oluliselt algebraliste vorduste teisendami-
sest.

e Algebras vordusest 4a = 4b jareldub vordus a = b. Kongruentside keeles
vaitest 4a = 4b (mod 6) ei jareldu vdide a = b (mod 6) (vt tilesanne
6 ¢)). Teiselt poolt kongruentsid 4a = 4b (mod 7) jaa = b (mod 7) on
samavaarsed (vt tilesanne 6 ¢)).

e Algebras vordusest ab = 0 jareldub, et kasa = 0 vdi b = 0. Aga kong-
ruentsist ab = 0 (mod m) ei saa jareldada, et kas 2 = 0 (mod m) voi
b =0 (mod m). Néiteks 3-5=0 (mod 15),aga3 # 0 (mod 15)ja5 # 0
(mod 15).

Lause 7. Olgu a ja b tdisarvud ning olgu k, n, m ja m; iga i € {1,2,...,n} korral
positiivsed tidisarvud. Siis kehtivad jargmised omadused:

a) ak = bk (mod m) parajasti siis, kui
m

—p (mod ————
‘ (mod S

);

b) a=0b (mod m;)igai e {1,2,...,n} korral parajasti siis, kui
a=b (mod VUK(my,my,...,m,)).
Markus. SUT(a,b) on tiisarvude a ja b suurim iihistequr ja VUK (a,b) on nende
vihim positiione iihiskordne.
Toestus.
a) Tingimus ak = bk (mod m) on samavéérne tingimusega
m | ak — bk = k(a —b),

mis jaguvuse definitsiooni pdhjal kehtib parajasti siis, kui leidub selline
taisarv ¢, et k(a — b) = mc. Kuna SUT(m, k) jagab arve m ja k, siis saame
viimase vordusega samavdaarse vorduse

k m
——(a—b) = —,
SUT (m, k) SUT(m, k)
kus SUT ( = , = e ) = 1. Saadud vordus kehtib parajasti
SUT(m, k)" SUT(m, k)
siis, kui L |la—b ehk a=0b (mod L)
SUT(m, k) SUT (m, k)
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b) Tarvilikkus. Kunaa = b (mod m;)igai € {1,2,...,n} korral, siism; | a—b
samutiigai € {1,2,...,n} korral. Seega a — b on arvude m; iithiskordne,
mis alati jagub vdhima tihiskordsega, st

VUK(my,my,...,m,) | a—b.
Piisavus. Kehtigu
a=b (mod VUK(my,my,...,m,))

ehk VUK(my, my,...,m,) | a —b. Kuna m; | VUK(my, my,...,m,) iga
i €{1,2,...,n} korral, siis m; | a — b samutiigai € {1,2,...,n} korral.
[]

Miirkus. Lause 7 a) osa viite pohjal saab kongruentsi pooli jagada.

e Niiteks, kongruentsi 2n = 8 (mod 6) korral jagaja (st arvu 2) ja mooduli
(st arvu 6) suurim tihistegur vordub 2-ga, seega n = 4 (mod 3) on antud
kongruentsiga samavdadrne.

e Kongruentsi 2n = 8 (mod 5) korral jagaja on mooduliga tihistegurita,
seega sama mooduli korral saab selle kongruentsi pooli 2-ga jagada (st
n =4 (mod 5)), kusjuures lahendite hulk jaéb samaks.

e Kuna 6 = VUK(2,3), siis lause 7 b) osa viite pohjal, niiteks, kongruents
2n =5 (mod 6) on samavairne kongruentside siisteemiga

2n=5 (mod 2)
2n=>5 (mod 3).

Taisarvude a ja b korral kongruentsi an = b (mod m) lahendamine tédisarvu n
suhtes on samavddrne tdisarvu n voimalike jadkide leidmisega jagamisel moo-
duliga m.

e Niiteks kongruentsi 2n = 8 (mod 5) lahendamisel saame samavairse
kongruentsin = 4 (mod 5). Seega esialgse kongruentsi lahendiks on koik
taisarvud, mis jagamisel arvuga 5 annavad jaagi 4. Lahenditeks sobivad
nditeks arvud 14, 99 ja —56 ning kehtivad kongruentsid

2-14=8 (mod5), 2-99=8 (mod5), 2-(—56) =8 (mod)5).



e Kongruentsi2n = 8 (mod 6) lahendamisel saame samavéérse kongruent-
sin =4 (mod 3) ehk n = 1 (mod 3), millest jareldame, et selle lahen-
diteks sobivad koik tdisarvud, mis jagamisel arvuga 3 annavad jdagi 1
ehk on mingi tdisarvu k korral kujul 3k + 1. Kuna esialgse kongruentsi
mooduliks on arv 6 ning 6-ga jagamisel voivad tekkida jadgid 0 kuni 5,
siis peame sellest 16igust otsima koik 6-ga jagamisel tekkivad jaagid kujul
3k 4+ 1. Nendeks on arvud 1 ja 4. Jarelikult kongruentsi 2n = 8 (mod 6)
lahenditeks on koik tdisarvud, mis jagamisel arvuga 6 annavad kas jaagi
1 voi 4. TeisisOnu,

n=14 (mod 6).

Toestame niitid iihe lause, mis on vajalik jargmise teoreemi tdestamiseks.

Lause 8. Olgu a ja b iihistegurita tiisarvud. Siis leiduvad sellised tédisaroud s ja t, et
sa+th =1,

Toestus. Vaatleme hulka K = {ua + vb | u ja v on taisarvud}.

Olgu k hulga K vdhim positiivne element. Siis leiduvad tdisarvud s ja ¢, mille
korral k = sa + tb. Kui jagame arvud a ja b arvuga k, siis saame tdisarvud g1, g2,
rijarynii,eta = g1k +r1jab = qok 4+ 1o, kus 0 < rq, 72 < k. Kuna jaagid

rmn=a—qpk=a—qi(sa+tb) =(1—qs)a+ (—qt)b
ja
rh =b—gok =b—qga(sa+th) = (—g2s)a+ (1 —qat)b

on hulga K elemendid, siis k valiku ja vdrratuse 0 < 11,7, < k pohjal véime
jareldada, et ry = r, = 0.Seegaa = q1kjab = gok ehkk | ajak | b. Kunaajab
on iihistegurita, siis k = 1. O

Anname niitid tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et kongruentsil an = b
(mod m) leiduks lahend.

Teoreem 9. Kongruentsil an = b (mod m) leidub lahend parajasti siis, kui
SUT(a,m) | b.

Téestus. Olgu d = SUT(a, m).
Tarvilikkus. Leidugu kongruentsil an = b (mod m) lahend. Siis leidub tédisarv ¢
nii,etan = b+ mt. Kunad | anjad | mt,siiskad | b.



Piisavus. Kehtigu d | b. Kuna % ja g on tihistegurita, siis lause 8 pohjal leiduvad

tdisarvud s ja t nii, et

2t t=1
Olgu b = dk mingi tdisarvu k korral. Siis saame eelmise vordusega samavadrsed
vordused sm + ta = dja smk + tak = dk = b. Seega antud kongruentsiga an = b

(mod m) on samavéaarsed kongruentsid
an = smk + tak  (mod m),
an = tak  (mod m),

n=tk (mod ﬂ),

d
millest jareldubki, et lahend leidub. ]
Miirkus. Olgu d = SUT(a, m). Juhul kui kongruentsil an = b (mod m) leidub
lahend (st kui d | b), siis see on samavéaarne kongruentsiga gn = Z (mod %),

millel on tapselt iiks moodulist vdiksem mittenegatiivne lahend r, st

n=r (mod%), kus O<r<%.

Esialgsel kongruentsil an = b (mod m) on sellisel juhul tipselt d erinevat moo-
dulist m viiksemat mittenegatiivset lahendit r;, kus r; € {1,2,...,d}, st

n=r; (modm), kus 0<r <m.

Niide 10. Lahendame pd&hjalikult kongruentsi 42n = 12 (mod 90), st leiame,
millised jadgid voivad tekkida arvu n jagamisel antud mooduliga 90. Jagades
kongruentsi ldbi 6-ga (vt tilesanne 6 ¢)), saame samavdaarse kongruentsi

7n =2 (mod 15).

Kuna arvud —2 ja 15 on thistegurita, siis korrutades kongruentsi molemad
pooled arvuga —2 (vt iilesanne 6 c)) saame

—14n = —4 (mod 15).

Sellest, et 15n = 15 (mod 15), saame lause 5 d) pdhjal antud kongruentsiga
samavdadrse kongruentsi

—14n+15n=—-4+15 (mod 15) ehk n=11 (mod 15).

Seega jagamisel arvuga 90 arvu n véimalikud jaagid on kujul 0 < 15k 411 < 90,
kus k on tdisarv. Jarelikult

n=11,26,41,56,71,86 (mod 90).
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Ndide 11. Lahendame lithidalt kongruentsid
a) 8n =3 (mod 13);
b) 8n =10 (mod 30);
c) 8n =30 (mod 60).

a) Kuna arvud 8 ja 13 on tihisteguriteta, siis kongruents 8n = 3 (mod 13) on
samavddrne jargmiste kongruentsidega:

5.-81=5-3 (mod 13),

40n =15 (mod 13),

40n —13-3n =15 (mod 13),
n=15 (mod 13),
n=15-13 (mod 13),
n=2 (mod 13).

b) Kuna SUT(8,30) = 2, siis kongruentsil 8# = 10 (mod 30) leidub 2 lahendit
ja see on samavddrne jargmiste kongruentsidega:

8n:2=10:2 (mod 30:2),

dn =5 (mod 15),

4-4n=4-5  (mod 15),

16n = 20 (mod 15),

16n — 151 =20 — 15 (mod 15),
n=>5 (mod 15)

Seega n = 15k 4 5 mingi tdisarvu k korral. Arvestades vorratusega 0 < n < 30,
saame, et
n=>5,20 (mod 30).

¢) Teoreemist 9 teame, et kongruentsil an = b (mod m) leidub lahend parajasti
siis, kui kehtib tingimus )
SUT(a, m) | b.

Kuna SUT(a,m) = SUT(8,60) = 4, b = 30ja 4 } 30, siis sellel kongruentsil
lahend puudub.
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Ulesanne 12. Lahendada kongruentsid
a) 55n =235 (mod 9)

b) 55n =35 (mod 75)

c) 55n =36 (mod 75)

Nidide 13. Lahendame kongruentside siisteemi

5a4+7b=3 (mod 17)
2a+3b= -2 (mod 17).

Kuna arvud 2 ja —5 on arvuga 17 tihistegurita, siis esimese kongruentsi mo-
lemad pooled vdime korrutada arvuga 2 ja teise kongruentsi mdlemad pooled
korrutada arvuga —5. Saame esialgsega samavaéarse stisteemi

10a+14b=6 (mod 17)
—10a —15b =10 (mod 17).
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Liites kongruentside vastavad pooled saame kongruentsi —b = 16 (mod 17),
millestb =1 (mod 17). Seega antud siisteem on samavéérne siisteemiga

b=1 (mod 17)
2a+3b=-2 (mod 17).

Kuna b = 1 (mod 17), siis asendades teises kongruentsis b vaartuse arvuga 1,
saame kongruentsi

204+3=-2 (mod 17) ehk 22=-5 (mod 17).

Et arvud 9 ja 17 on iihistegurita, siis korrutades viimasena saadud kongruentsi
9-ga, saame kongruentsi

18a = —45 (mod 17).

Lahutades viimasest 17a = —51 (mod 17), saame a = 6 (mod 17). Jarelikult
antud stisteemi lahendiks on

a=6 (mod 17)
b=1 (mod 17).

Ulesanne 14. Lahendada kongruentside siisteem

82+5b=1 (mod 13)
4a+3b =3 (mod 13).

Lahendus.
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Niide 15. Toopdeva jooksul ettevdte toodab teatud arvu tooteid. Pakkijad pa-
nid tdhele, et kui nende seas 2, 3, 4, 5 voi 6 toodet osutub praagiks, siis vastavalt
1,2,3,4v6i5 toodet jadb pakkimata. Kui leidub 7 praaktoodet, siis kdiki tooteid
onnestub karpidesse pakkida. Leiame, kui palju tooteid saab ettevote toota tihe
toopdeva jooksul, kui on teada, et neid on kokku vahem kui 1000.

Olgu n toodete arv. Siis lause "kui nende seas 2, 3, 4, 5 voi 6 toodet osutub praagiks,
siis vastavalt 1,2, 3, 4 voi 5 toodet jiib pakkimata” on samavadarne kongruentsidega

=—-1 (mod 2,3,4,5,6),
mis on omakorda samavddrne kongruentsiga
n=-1 (mod VUK(2,3,4,5,6))

ehk
=—1 (mod 60).

Lause “kui leidub 7 praaktoodet, siis koiki tooteid onnestub karpidesse pakkida” on
samavddrne kongruentsiga

n=0 (mod?7).

Seega peame lahendama kongruentside siisteemi

n=-1 (mod 60)
n=0 (mod 7).

Kongruentsistn = —1 (mod 60) jareldub, et leidub tdisarv k nii, et n = 60k — 1.
Seega

60k—1 = 0 (mod 7),

60k = 1 (mod 7),

120k = 2 (mod 7),

120k —17-7k = 2 (mod 7),
k = 2 (mod?7),

millest jareldub, et leidub tdisarv I nii, et k = 7] 4+ 2. Kokkuvottes saame, et
n=60k—1=60(7+2)—1=420+119

ehk n = 119 (mod 420). Kui ! > 3, siis n > 1000. Vottes | vaartusteks arvud 0
kuni 2 saame, et n vdimalikeks vaartusteks on arvud 119, 539 ja 959.
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Nidide 16. Olgu antud jadad 1,4,7,10,...ja9,16,23,30,.... Olgu S; ja S, vasta-
vate jadade 1000-st esimesest liikmest koosnevad hulgad. Leiame, mitu vordset
elementi leidub nendes hulkades.

Paneme tdhele, et kdik hulga S; elemendid on kongruentsed 1-ga mooduli 3
jargi ja koik hulga S, elemendid on kongruentsed 2-ga mooduli 7 jargi. Seega
lahendame kongruentside siisteemi

n=1 (mod 3)
n=2 (mod 7).

Esimesest kongruentsist jareldub, et leidub tdisarv k nii, et n = 3k 4 1. Seega
kongruents n = 2 (mod 7) on samavéadrne jargmiste kongruentsidega

3k+1 = 2 (mod 7)

3k = 1 (mod?7)
6k = 2 (mod 7)
—k = 2 (mod?7)
k =5 (mod?7),

millest jareldub, et leidub tdisarv m nii, et k = 7m + 5. Kokkuvottes saame, et
n=3k+1=3(7m+5)+1=21m+ 16.

Kuna hulga S; suurim element on 1 4 3 - 999 = 2998, siis 0 < 21m + 16 < 2998

parajasti siis, kui 0 < m < 142 ehk hulkades S; ja S; leidub 143 vordset elementi.

Niide 17. Leiame vdhima positiivse tdisarvu n vadrtuse, mille korral kehtib
kongruentside stisteem

n=7 (mod 37)
n* =12 (mod 37°).

Teame, et kongruents n = 7 (mod 37) kehtib parajasti siis, kui leidub selli-
ne tdisarv k, et n = 37k 4 7. Seega jargmised kongruentsid on kongruentsiga
n* = 12 (mod 37%) samavairsed:
(37k+7)> = 12 (mod 37
(37k)* +14-37k+49 = 12 (mod 37?)

14-37k = —37 (mod 37?)
14k = —1 (mod 37)
112k = —8 (mod 37)
112k — 37 -3k = —8 (mod 37)
k = 29 (mod 37).
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Seega leidub tdisarv I nii, et k = 371 4 29. Kokkuvdttes saame, et

n=237k+7 =237(3714+29) + 7 = 13691 + 1080,
millest jareldub, et 1080 ongi vdhim positiivne tdisarv, mis rahuldab tilesande
tingimust.

Nidide 18. Leiame koik sellised tdisarvud 7, mille korral kehtib kongruentside

susteem
n=3 (mod 7)

n* =44 (mod 7%)
n> =111 (mod 7°).

a) Kongruentsi n = 3 (mod 7) kehtivus tdhendab, et leidub selline tdisarv
k,etn =7k + 3.

b) Eelmist punkti arvestades saame, et kongruents n* = 44 (mod 7?) on sa-
mavddrne jargmiste kongruentsidega:

(7k +3)*> = 44 (mod 7%)
7°k* +42k+9 = 44 (mod 7°)
42k = 35 (mod 7°)

6k = 5 (mod 7)

—k = 5 (mod7)

k = 2 (mod?7).
Seega leidub selline tdisarv /, et k = 7] 4 2, millest saame, et

n="7k+3=7(714+2)+3="7*+17.

¢) Saadud tulemust n = 7%/ + 17 ja kongruentsi 17° = 111 (mod 7°) kasuta-
des saame, et n° = 111 (mod 7°) on samavairne jargmiste kongruentsi-

dega:
(7214-17)° = 111 (mod 7°)
7°P+3-17 -7 +3-17*-721+17° = 111 (mod 7°)
3-172.7°1 = 0 (mod 7°)
7’2l = 0 (mod 7°)
I = 0 (mod?7),

millest saame, et I = 7m mingi tdisarvu m korral. Seega
n="714+17=7"-7Tm+17 = 7°m + 17 = 343m + 17.

Naditeks siisteemi lahendiks sobivad arvud 17, 360, 703, 1046 jne.
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Jaguvusiilesannete lahendamine kongruentside abil

Kasutame niiiid eespool tdestatud kongruentside omadusi jaguvusiilesannete
lahendamisel.

Ndide 19. Toestame, et kehtivad jargmised tingimused:
a) 7123124 -125 — 125%,
b) 8| 32130 —1,
c) 123 |1-2-...-614+62-63-...-122,
d) 7 | 2222°°%° 4 5555%%2,

a) Koigepealt leiame, millise jadgi annab arv 123 jagamisel arvuga 7. Vordusest
123 =7-17 + 4 saame, et

123=4 (mod7), 124=5 (mod7) ja 125=6 (mod 7),

millest jareldub, et

123-124-125—-125> = 4-5-6—6* (mod 7),
4-5-6—-6*> = 84 (mod7),
84 = 0 (mod?7).

Seega 123 - 124 - 125 — 125> = 0 (mod 7), mis on viitega a) samavéaarne.
b) Sellest, et 321 =1 (mod 8), saame, et

321 -1 = 1% -1 (mod 8),
-1 = 0 (modS8),

millest jareldub 321%*° — 1 = 0 (mod 8) ehk 8 | 3213% — 1.

c) Paneme tihele, et kehtivad kongruentsid 62 = —61 (mod 123), 63 = —60
(mod 123) jne kuni 122 = —1 (mod 123). Seega

1-2-...-61 + 62:63-...-122=
= 1-2-...-614(=61)-(—=60)...-(=1) =0 (mod 123),

millest jareldubki antud avaldise jaguvus arvuga 123.
d) Et2222 =3 (mod 7) ja 5555 = 4 (mod 7), siis

22225555 + 55552222 = 35555 + 42222 (mod 7)
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Vordusest
35555 | 42222 _ (35>1111 4 (42)1111 _ (35)1111 111

ja kongruentsidest3° =32-3°=2.(—~1) =5 (mod 7)jal6 =2 = —5 (mod 7)
saame, et

2222°9%5 4 55557222 = 5111 4 (_5)11H =0 (mod 7).
Ndide 20. Leiame, millise jadgi annab
a) arv 6'% jagamisel arvuga 37;
2123

b) arv

1) Kuna 37 = 62 + 1, millest 6> = —1 (mod 37), siis

+ 1 jagamisel arvuga 17.

6'2 = 6-6'2 (mod 37),

6-(64)° (mod 37),

6-(—1)%"  (mod 37),
6-(—1)=—-6=31 (mod 37).

b) Kuna 17 = 2* + 1, millest 2* = —1 (mod 17), siis
254 1=23. 29" +1=8-(-1)+1=9 (mod 17).

Niide 21. Toestame, et arv 53'% + 103> jagub arvuga 39.
Paneme tdhele, et kehtivad kongruentsid

53 = 14 (mod 39),

103 = —14 (mod 39),
14> = 1 (mod 39).
Jarelikult
5318 1103 = 1410 4+ (—14)> (mod 39),

14'% — 14 (mod 39),
14 (14°—-1) (mod 39),

= 147 ((14)” ~1)  (mod 39),

142 (1 —1) (mod 39),
0 (mod 39).
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Niide 22. Toestame, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral
a) 35| 17" — 12" — 24" + 19",
b) 13 | 32 4 42n+1,
Q) 27 | 25n+1 4 52,

a) Olgu N = 17" — 12" — 24" + 19". Kuna 35 = VUK(5,7), siis vdime eraldi
ndidata, et5 | Nja7 | N:

e 5| N, sest mis tahes positiivse tdisarvu n korral
N = 17" —-12"—-24"4+19" (mod 5)
= 2"-2"—4"4+4"=0 (mod 5).

e 7 | N, sest mis tahes positiivse tdisarvu n korral

N = 17"~ 12" — 24" + 19" (mod 7)
= 3"-5"-3"4+5"=0 (mod 7).

b) Paneme tihele, et mis tahes positiivse tdisarvu n korral
32 =9.3"= —4.3" (mod 13)
ja
421 =4.16"=4-3" (mod 13).
Kokkuvottes saame, et
32 442" = 4.3"+4.3"=0 (mod 13).
c) Astmete omadusi kasutades, saame
2ol 4 512 = 9. 30" 4 25.5" =2.5" +25.5"=27-5" =0 (mod 27).

Niide 23. Toestame, et mis tahes positiivse taisarvu n korral arv 5 + 3 - 2°"2
jagub arvuga 7.

Paneme tdhele, et 2n on paarisarv. Seega mis tahes positiivse tdisarvu n korral
kehtivad kongruentsid

5= (5-7)"=(-2)""=2""=4-2""2 (mod7)

19



ja
3.2 = 3.2%.22172=3.8".22""2 (mod 7)

3-1".22172=3.22""2 (mod 7).

Kokkuvottes saame, et
521 43.29M2 = 4.02"2 1.3.0M2=7.22"2 =0 (mod 7).

Ulesanne 24. Toestada, et mis tahes paaritu positiivse tdisarvu n korral summa
5" + 11" 4+ 17" jagub arvuga 33.

Toestus. Margime, et 33 = 3 - 11. Koigepealt tdestame, et 3 | 5" + 11" 4 17" mis
tahes positiivse tdisarvu n korral:

Toestame ntitid, et 11 | 5" + 11" + 17" mis tahes paaritu positiivse tdisarvu n
korral:

Niide 25. Olgu ap = 2 ja by = 3% ning a; = 2% 1ja by = 3%, kui k > 1. Toesta-
me, etigak = 0,1,2,... korral jagub arv 13% + 23% arvuga 24.

Ulesande tingimustest jareldub, et mis tahes k = 0,1,2,... korral on a; paa-
risarv ja by paaritu arv. Seegaigak = 0,1,2, ... korral leiduvad positiivsed tais-
arvud my ja ny nii, et a = 2my ja by = 2ny + 1. Siis

13% 4 23% = 132" 4 237 = 169" + 23 - 23,
Et 169 =1 (mod 24)ja23 = —1 (mod 24), siis saame

13% 4 23% = 169" + 23232 = 1" 4 (—=1) - (=1)** =0 (mod 24).
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Jargmiste tilesannete eesmérgiks on leida mingi tdisarvu kas viimane number
vOi mingi arv viimaseid numbreid. Nende tilesannete lahendamisel kasutame
nn viimase numbri leidmise meetodit: et leida antud arvu nditeks k > 1 viimast
numbrit, tuleb kongruentside abil leida jddk, millise annab see arv jagamisel

10*-ga.

Niide 26. Leiame arvu 7’ viimase numbri.

Arvu 77 viimase numbri leidmiseks otsime, millise jdagi annab see arv jaga-
misel 10-ga. Kdigepealt uurime, kas leidub arvu 7 aste, mis jagamisel 10-ga an-
naks jaagi 1:

7= -1 (mod 10), 72=3 (mod 10), 7*=1 (mod 10).
Jarelikult 7* = 1 (mod 10) ja mis tahes positiivse tdisarvu k korral
(74)k =1"=1 (mod 10).

Seega peame leidma, millise jadgi annab arvu 7 astendaja 77 jagamisel 4-ga.
Kasutades kongruentsi 72 = 1 (mod 4), saame

7=(77)’-7=17=7=3 (mod 4).

Seega leidub selline taisarv k, et 77 = 4k + 3. Niitid vdime leida arvu 77 viimase
numbri: ] )
7" =73 = (7Y .72 =1".3=3 (mod 10).

Niide 27. Leiame arvu 7777”7 kaks viimast numbrit.
Viime arvu 777”77 kujule (770 + 7)””7 ja rakendame selle jaoks binoomvalemit:

(770 +7)777 = 770777 +777 - 77077 .7 + ...+ 777 - 770 - 777 4- 7777,

Saadud vorduse paremal poolel olevatest liidetavatest ainult kaks viimast ei
jagu arvuga 100. Seega

77777 =777 -770-777 7777 = 7777(111 - 770 + 1)  (mod 100).
Kuna 7* = 2401, siis 7* = 1 (mod 100) ja mis tahes tdisarvu k korral
7% =1 (mod 100).
Kuna 777 = 4 -194 + 1, siis 777 = 7 (mod 100). Jarelikult
77777 =7777(111-770+1) = 7- (111-770+1) =97 (mod 100).

21



934 . 943

Naide 28. Leiame arvude 997" ja 9* kolm viimast numbrit.

Ulesande mdlema osa lahendamisel kasutame binoomvalemit jargmiselt:

993 — (100—1)34:10034—...+(§‘2L>-1002-132—34-100-133+134:
34 34 2 132 33 34
= 100%™ —... 4+ (5, ) 1007 - 1% —34-100 - 1% 4+ 1%
9 = (10-1)* =
4 4
= 1043—...+<4g)-103-140—(ﬁ)-102-141+43-10-142—143:
4 4
= [1043—...+(4g>-103-140]—(ﬁ)-102-141+43-1o-142—143.

Kuna nurksulgudes olevate avaldiste kdik liidetavad jaguvad arvuga 1000, siis
mooduli 1000 jargi kehtivad jargmised kongruentsid:

99% = —34.100-1%° 4+ 1%* = —3400+ 1 =601 (mod 1000)
ja
4
98 = —(ﬁ) 10%-1*1 +43.10- 12 - 18 =
= —90300+ 430 —1 =129 (mod 1000)

Ulesanne 29. Niidata, et

3123

a) arvu viimane number on 7;

b) arvu 3'°% kaks viimast numbrit on 01.
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Mbnede tiilesannete lahendamisel on tarvis kasutada jargmist vaga lihtsat vi-
det: iga arv on kongruentne enda numbrite summaga mooduli 9 jargi.

Niide 30. Arvu 2% kiimnendesituses on 9 erinevat numbrit ja iga number esi-
neb selles kiimnendesituses ainult {ihe korra. Leiame, mis number puudub.

Mirkame, et iihelt poolt kdigi numbrite summa
0+1+2+...4+9=45

jagub 9-ga. Teiselt poolt, kasutades kongruentsi 2° = —1 (mod 9), saame
29 =22.(2%)"=4.(-1)°= -4 (mod 9).

Seega arvu 2%’ kiimnendesituses puudub number 4.

Nadide 31. Nimetame 8-kohalist positiivset tdisarvu huvitavaks, kui selle numb-
riteks on koik erinevad numbrid 1 kuni 8 mingis jarjekorras ja see jagub arvuga
1111. Leiame koige suurema huvitava arvu.

Teame, et iga arv on kongruentne enda numbrite summaga mooduli 9 jargi.
Kuna
1+24+...48=0 (mod)9),

siis huvitav 8-kohaline arv n jagub arvuga 9. Kuna 9 ja 1111 on tihistegurita, siis
9999 | n.

Olgu a ja b sellised 4-kohalised arvud, et n = ab. Siis
0=n=10*-a+b=a+b (mod 9999).

KunaO <a-+b < 2-9999,siisa + b = 9999. Niitid on lihtne ndha, et suurimaks
huvitavaks arvuks on arv 87651234.

Ulesanne 32. Olgu # positiivne tiisarv ja m arvu n numbrite timberjérjestamisel
saadud positiivne tdisarv. Tdestada, et n — m alati jagub 9-ga.

Pohjendame, et arvud m ja n on kongruentsed mooduli 9 jargi:

Naditame, et vahe n — m alati jagub 9-ga:
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Ndide 33. Leiame 10 erinevat positiivset tdisarvu, mille summa on 740 ja mille

ristsummad on samad.

Kuna arvude keskmine on % = 74, siis vihemalt iiks arvudest on 74-st vaik-

sem ja selle ristsumma ei iileta arvu 15 (arvu 69 ristsumma on 15).

Koik otsitavad arvud on kongruentsed iihe ja sama arvuga mooduli 9 jargi.
Oletame, et see arv on k. Siis

k=k+9%=10k=740=2 (mod 9),
millest jareldub, et nende arvude ristsumma on mingi tdisarvu [ korral kujul

k =91 + 2. Kuna k < 15, siis iga arvu ristsumma on kas 2 voi 11.

Juhul kui iga arvu ristsumma on 2, siis sobivad ainult arvust 740 vaiksemad
arvud 2, 11, 20, 101, 110 ja 200. Seega nende seas ei leidu 10 erinevat arvu, mille
summa on 740.

Juhul kui iga arvu ristsumma on 11, siis vaatleme selle omadusega 10 vdaiksemat
taisarvu:

29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92, 119, 128.

Nende arvude summa on 731. Jairgmine arv on 137, mis on arvust 128 tapselt 9
vOrra suurem. Seega iilesande tingimusi tdidavad jargmised 10 taisarvu:

29, 38, 47, 56, 65, 74, 83, 92, 119 ja 137.

Lahendame ntitid moéned raskemad jaguvusiilesanded kongruentside abil.

Niide 34. Toestame, et arv 2'% — 1 jagub arvuga 41.

Kuna 2° = 32 = —9 (mod 41), siis
210 1 =220 -1=(-92-1=9" -1 (mod 41).
Kuna 9° = 81 = —1 (mod 41), siis
210 _1=90_ 1= -1=(-1)-1=0 (mod 41).
Niide 35. Toestame, et 641 | 2°% + 1.

Paneme tihele, et
641 =27 . 541 =2*4+5%

Seega iihelt poolt 27 -5 = —1 (mod 641) ja teiselt poolt 5* = —2* (mod 641).
Saadud kongruentside abil leiame arvu 2*? + 1 jadgi mooduli 641 jargi:

22241 = 242281 1=-5*.22%11 (mod 641)
—(5-2)'+1=—(-1)*+1 (mod 641)
—14+1=0 (mod 641).
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Jargmisena vaatleme néiteid, mis on seotud faktoriaali moistega. Siinjuures pa-
neme tdhele, et kui 7 ja m on positiivsed taisarvud, siis m | n! iga n > m korral.

Ndide 36. Leiame, millise jadgi annab jagamisel arvuga 12 arv
1I+21 43+ 4!+ ... 499! + 100!
Paneme tdhele, et
41=1-2-3-4=24=0 (mod 12).
Seega iga tdisarvu n > 4 korral
n=45-6-....n=0-5-6-...-n=0 (mod 12).
Kuna 1! 4 2! + 3! = 9, siis
W+20431+41 4+ ... 4991+ 100! =9 (mod 12).

Ndide 37. Toestame, et 357! 4 358! jagub algarvuga 359.
Vaatleme arvu 357 faktoriaali:

357! = 1-2-3-...-356-357 =
= (359 —358) - (359 —357) - (359 — 356) - ...- (359 — 3) - (359 — 2).
Saadud vordusest saame jareldada, et
357! = (—358):(—357)-(=356)-...-(—3)-(-2) =
= (—1)%7.358! = —358! (mod 359).

Jarelikult
357!+ 358! = —358! + 358! =0 (mod 359),

mida oligi vaja tdestada.
Jargmised tilesanded lahendame matemaatilise induktsiooni meetodi abil.
Nidide 38. Toestame, et iga n > 1 korral

(—13)" = (=13)" + (=13)"! (mod 181).

Kodigepealt kontrollime induktsiooni baasi kehtivust n = 1 korral. Sellisel juhul
saame

(—13)"*! = (=132 =169 = —12 (mod 181)
(—13)" +(-13)"! = —13+1=-12 (mod 181).

Seega n = 1 korral kongruents kehtib.
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Oletame niitid, et vdide kehtib mingi positiivse tdisarvu n = k korral, st
(—13)"1 = (=13)" + (—=13)F 1 (mod 181),

ning nditame, et vdide kehtib ka jargmise tdisarvu n = k + 1 korral, st
(—13)¥2 = (=13)"1 4 (=13)F  (mod 181).

Selleks teisendame avaldist (—13)*"2 jargmiselt:

(—13)"2 = —13.(-13)"1 = —13. ((-13)" + (—13)F 1) =

= (—13)"1 4+ (=13)* (mod 181).

Seega oleme tilesandes sdnastatud viite tdestanud matemaatilise induktsiooni
abil.

Niide 39. Toestame, et mis tahes tdisarvu n > 1 korral ja mis tahes paaritu
tdisarvu a korral
> =1 (mod 2""?).

Kontrollime induktsiooni baasi n = 1 korral. Sellisel juhul peab mis tahes paa-
ritu taisarvu a korral kehtima kongruents a> = 1 (mod 8). Teame, et mis tahes
paaritu tdisruut annab 8-ga jagamisel jadgi 1, seega induktsiooni baas kehtib.

Oletame niiiid, et n = k korral kehtib seos a2 = 1 (mod 2"%2). Siis leidub selli-
me tdisarv m, et kehtib vordus

a2 = 2K 41,
Jaab toestada, et n = k + 1 korral kehtib seos
2k+1

=1 (mod 2F3).

Kehtib vordus

2 (azk)z _ <2k+2m H)z _ <2k+2m)2 4ok,

2
Kuna <2k+2m> 4253 = 0 (mod 2¢73), siisa® ' =1 (mod 253).
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