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Nurgapoolitaja

Definitsioon 1. Antud nurga poolitajaks nimetatakse nurga tipust lahtuvat
kiirt, mis paikneb nurga sisepiirkonnas ja jaotab selle kaheks vordseks nurgaks.

Teoreem 2. Punkt asub vaadeldava nurga poolitajal parajasti siis, kui selle punkti kau-
gused nurga haaradest on vordsed.

Toestus. Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu kiired a ja b nurga haaradeks al-
guspunktiga O ja kiir c selle nurga poolitajaks. Olgu C nurgapoolitaja ¢ suvaline
punkt, millest tombame kiirtele a ja b vastavalt kaks ristldiku CA ja CB.

Vaatleme kahte kolmnurka CAO ja CBO. Kuna mo-
lemad kolmnurgad on tdisnurksed ja 16ik OC poo-
litab nurga AOB, siis ka nurgad ACO ja BCO on
vordsed. Loik OC on vaadeldavate kolmnurkade
tthine kiilg, kusjuures selle ldhisnurgad on vasta-
valt vordsed. Jdrelikult kolmnurgad CAO ja

CBO on vordsed tunnuse NKN pohjal. Seega on ka
kolmnurkade vastavad kiiljed CA ja CB vordsed.

Toestame piisavuse. Olgu niitid kiired a ja b nurga haaradeks alguspunktiga O
ja punkt C niisugune, et selle kaugused |CA| ja |CB| nurga vastavatest haara-
dest a ja b on vordsed. Kuna kaks tdisnurkset kolmnurka on vordsed, kui tihe
kolmnurga hiipotenuus ja kaatet on vastavalt vordsed teise kolmnurga hiipo-
tenuusi ja kaatetiga, siis tdisnurksed kolmnurgad CAO ja CBO on vordsed (hii-
potenuus OC on iihine, kaatetid CA ja CB on vdrdsed). Kuna vordsetel kolm-
nurkadel on ka vastavad nurgad voérdsed, siis kehtib vordus ZAOC = ZBOC.
Jarelikult OC on nurga AOB poolitaja.

Pohitulemused kolmnurga sisenurkade poolitajate kohta
Teoreemist 2 saame kolmnurga sisenurga poolitajate jaoks jargmise tulemuse.

Jareldus 3. Kolmnurga kiiljele tommatud sisenurga poolitaja iga punkt asetseb kolm-
nurga teistest kiilgedest vordsel kaugusel. Teiste sonadega, nurgapoolitajad on kolm-
nurga nurkade siimmeetriateljed.

Teoreem 4. Kolmnurga ABC sisenurga poolitaja BB, jaotab nurga vastaskiilje AC
loikudeks ABs ja B1C, mis on vordelised vaadeldava nurga kahe lihiskiiljega, st

AB CB

AB;  CBy’



Teoreemi tdestused. Olgu BB; kolmnurga ABC sisenurga poolitaja.

Toestus 1 (kiirteteoreemi kasutades).
Tombame lédbi tipu C nurgapoolitajaga BB; paralleelse sirge s. Olgu B, selle
sirge s ja 10igu AB pikendamisel iile punkti B saadud kiire 16ikepunkt.

Vastavalt kiirteteoreemile kehtib vordus

AB, AC N AB+ BB, AB;+B:C - BB,  BiC

AB  AB AB  AB AB  ABy’
Kuna nurgad ZB;BC ja ZBCB, on paralleelsete sirge- Byl
te BB; ja B,C ldikamisel sirgega BC tekkinud poik- o
nurgad ja nurgad ZABB; ja ZBB,C on samas kaas- 5
nurgad, saame S

/BCB, = /BBC = ZABB; = ZBB,C.

4 By II ¢

Jarelikult kolmnurk CBB, on vdrdhaarne (/BCB, =
ZBB,C) ja BC = BBy, kust, arvestades eelpool saadud vordust, jduame soovi-

tud tulemuseni:
BB,  BiC E _ BiC N AB  CB
AB  AB; AB  AB AB;  CB;’

Toestus 2 (pindalade kaudu).

Olgu h tipust B tdommatud kolmnurga ABC kdrgus. Kasutades kolmnurga pind-
1
—bh;, kolmnurkade

ala leidmise standardseid valemeid S = 5ac sinffja$S =
BB;C ja BB; A jaoks, saame
SABB1C _ % ’ BBl -BC - sin% _ BC nin SABB1C _ % “h- B1C _ BlC
SABBA % -BB; - AB - sin% AB SABBA % -h-BiA BiA’
B
h
A B, C
Jarelikult
BC  B:C AB  CB

AB BA ° AB, _ CB,



Toestus 3 (siinusteoreemi kasutades).

Rakendame kolmnurkadele BB A ja BB;C siinusteoreemi

AB. _ BB, . CB___ BB
sin Z45€ ~ sin ZBAC )* §inZ4BC ~ sin /BCA’

Saame, et kehtib vordus
CB;  sinZBAC

AB, sin/BCA’
Rakendame niitid kolmnurgale ABC siinusteoreemi

BC AB - BC  sinZBAC
sin /BAC  sin ZBCA AB  sinZBCA’

millest saamegi vajaliku vorduse.
Toestus 4 (siimmeetria omadusi kasutades).

Leiame punktidega A, B ja C stiimmeetrilised punktid nurgapoolitaja BB; suh-
tes. Olgu
S(BBl)A - Al, S(BB])B == B, S(BBl)C == Cl.

Siis tunnuse NN pohjal on jargmised kolmnurgad sarnased:
ACClBl ~ AAA]Bl ja ACClB ~ AAAlB,

kust vastavalt

CBy  CG " CC @

AB,  AA, 1 AA, T AB
CB, CB
K O —_— =
okkuvottes saame, et AB, ~ AB



Toestus 5 (vektorite abil).

— — =
Avaldame vektori BB, vektorite BA ja BC kaudu:

— AB;, —
BBy = BA+ AB, = BA—l—E-AC:
— AB) /— — AB,q — AB; —
= BA+ — —BA)=(1——) - —— - BC.
B+AC(BC BA) ( AC>B+ACBC
— A A
Vektor BBy = (1 — ABiY BA + A1 B_C> on kollineaarne (paralleelne) vek-
AC AC
toriga = BA + — - BC. S
origa BA + Bc P& eega
1 1 1_AB1 _AB;y N CB AC—-AB; CB
BA ' BC AC ) AC AB  ABy  AB;

Vaatleme niitid, millised vdivad olla kolmnurga sisenurkade poolitajate vastas-
tikused asendid.

Lause 5. Kolmnurga kaks sisenurga poolitajat ei saa olla paralleelsed.

Toestus. Kui oletada vastuvditeliselt, et leidub kolmnurk ABC, mille tippudest
Bja C tdmmatud nurgapoolitajad on paralleelsed, siis peaks kehtima vdrdus

1
5 (LABC + LACB) = 1807,
mis on ilmselt voimatu, kuna kolmnurga sisenurkade summa on sirgnurk. See-

ga mis tahes kolmnurga kaks nurgapoolitajat alati 16ikuvad.

Teoreem 6. Kolmnurga sisenurga poolitajad loikuvad koik iihes punktis, mis on selle
kolmnurga siseringjoone keskpunkt.

Toestus. Loikugu kolmnurga ABC sisenurga
poolitajad BB; ja CCy punktis O. Niitame, et
16ik AO poolitab nurga BAC.

Olgu OA;, OB; ja OC; punktist O vastavalt
kiilgedele BC, AC ja AB tommatud ristldigud.
Kuna nurgapoolitaja BB; on nurga ABC stim-
meetriateljeks (vt Jareldus 3), siis selle nurga-
poolitaja punkt O asub vordsel kaugusel nurga ABC haaradest ehk OA; = OGC,.
Kuna O on ka nurgapoolitaja CC; punkt, siis analoogiliselt saame, et OA; =
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OB,.

Kahest viimasest vordusest jareldub, et OB, = OC, ehk punkt O asub nurga
BAC haaradest vordsel kaugusel. Jarelikult nurga BAC poolitaja labib punk-
ti O. Teisisdonu, AO on nurgapoolitaja. Kuna nurgapoolitajate 16ikepunkt asub
vordsel kaugusel kolmnurga koikidest kiilgedest, siis see on kolmnurga sise-
ringjoone keskpunkt.

Tdiendavaid tulemusi kolmnurga sisenurga poolitaja kohta

Toestame niitid moned tulemused nurgapoolitajatega seotud 16ikude pikkuste
kohta.

Teoreem 7. Kolmnurga nurgapoolitajate loikepunkt jaotab iga nurgapoolitaja kolm-
nurga tipust alates kaheks 10iquks, mis suhtuvad nagu lihiskiilgede summa suhtub
vastaskiilge.

Olgu I, = AA; kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja O nurgapoolitajate 1dike-
punkt. Olgu BC = a, AC = bja AB = c. Néitame, et kiiljele a tdmmatud
nurgapoolitaja [, jaotatakse suhtes (b + ¢) : a. Nurgapoolitaja pohiomadust ka-
sutades, saame kirjutada siisteemi
Toestus.

BAl_C

{BAl —|—A1C =da

AC b

millest jdreldub, et BA; = ac

. Sellest, et BO on
b+c

kolmnurga BAA; nurgapoolitaja saame

AO c c b+c

OA1 - BA1 - e a

b+c

Lause 8. Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab vastaskiilje kaheks 10iguks nii, et pike-
male lihiskiiljele vastab pikem l6ik vastaskiiljel.

Toestus 1. Olgu BB; kolmnurga ABC nurgapoolitaja. Tdepoolest, vordest

AB B
AB §B1 jareldub vahetult, et tingimused AB > BC ja AB; > CB; on sa-

mavaarsed.

Sellele tulemusele saab anda ka geomeetrilise tdestuse.



Toestus 2.

Naitame, et tingimusest AB > BC jareldub vor-
ratus AB; > CB;. Olgu C; punktiga C siimmeet-
riline punkt nurgapoolitaja BB; suhtes. Siis C; on
kiilje AB sisepunkt (vt Jareldus 3).

Seega CB1 =B ja BC, = BC < AB ning /BB,C

on kolmnurga BB; A vilisnurk, st B

ZBBC = ZB1AB + ZB1BA.

Kuna C; on 16igu AB sisepunkt ja ZAC;B; on kolmnurga BB;C; vilisnurk (st
LAC1By = ZBB1Cy + £B1B(C;), saame

LACBy > £ZBBCy = 4BBC > ZBAC = ZCAB;.
Jarelikult CB; = C;B; < AB;.
Lause 9. Kolmnurga pikemale kiiljele vastab liithem nurgapoolitaja.
Toestus. Olgu AA; ja BBy kolmnurga ABC nur-
gapoolitajad ja O nende l6ikepunkt. Olgu
/ZBAC = 2ua, LZABC = 2Bja LACB = 2. Uldi-
sust kitsendamata voime eeldada, et AC < BC
ehk B < a. Nditame, et BB; > AA;.
Tombame tipust A kiirte AA; ja AC vahele kii-
re, mis moodustab kiirega AA; nurga f. Ol-
gu C; selle kiire ldikepunkt nurgapoolitajaga
BB,. Kuna 16ik A1C; on tippudest A ja B ndh-
tav nurga p all, siis vOoime teha jarelduse, et
punktid A, B, A; ja C; asuvad {ihel ringjoonel
(vordsed nurgad A1AC; ja A1BC; toetuvad tihele ja samale kddlule). Sellest,
et B < a ning 2f ja 2a on kolmnurga ABC sisenurkade suurused, jareldub, et
ZABA; =28 < 90°.
Vaatleme nurka ZC; AB:

LCiAB =a+ B <a—+ B+ =90°

IImselt ZABA; < ZC1AB (kuna 28 < a + ), seega ka AA; < C;B (kuna
suurem piirdenurk toetub suuremale kdodlule). Kokkuvottes saame, et

AA; < CiB < (CiB+ (CyBy = BB;.

Lause 10. Kui kolmnurgas ABC on tommatud nurgapoolitajad AA; ja BBy ja nende
loikepunktiks on O, siis

ZAOB = %LACB +90°.
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Tulemused kolmnurga vilisnurga poolitaja kohta

Selles punktis me ldhtume valisnurga definitsioonist ja vaatleme kolmnurga va-
lisnurka kui selle sisenurga kdrvunurka. Jargmiselt tdestame kolm olulisemat
tulemust, mis on seotud kolmnurga vélisnurkade poolitajatega.

Teoreem 11. Kolmnurga tipust tommatud vilisnurga poolitaja 10ikab vastaskiilje pi-
kendust niisuguses punktis, mille kaugused selle kiilje otspunktidest suhtuvad nagu
vastava sisenurga lihiskiiljed.

Toestus. Tahistame tdhega B; kolmnurga ABC tipust B tdommatud valisnurga
poolitaja ja kolmnurga kiilje CA pikendamisel iile punkti A saadud kiire 16ike-
AB, AB

CBi CB’

Tombame lédbi tipu A nurgapoolitajaga BB; paralleelse sirge, mis 16ikab kiilge
BC punktis A;. Kiilje BC pikendusel iile tipu B mérgime suvalise punkti C;.
Kuna ZBA1A = ZCiBB; (kaasnurgad), /BiBA = ZBAA; (pdiknurgad) ja
BB; on nurga ZABC; poolitaja, siis saame, et ZBA1A = ZBAA;. Jarelikult,
AB = BA; ja kolmnurk BAA; on vordhaarne.

Kasutame kiirteteoreemi: kaks paralleelset sirget AA; ja BB; ldikavad nurga
BCB; haarasid, seega

punkti. Peame néditama, et

AB; BA, AB

CB; CB CB’

Lause 12. Kolmnurga kahest tipust tommatud vilisnurkade poolitajad ja kolmandast
tipust tommatud sisenurga poolitaja loikuvad iihes punktis, mis on kolmnurga kiilg-
ringjoone keskpunktiks.

Selle teoreemi tdestus on analoogiline kolmnurga sisenurkade poolitajate 16i-
kumist kédsitleva teoreemi tdestusega.



Teoreem 13. Kolmnurga kahest tipust tommatud sisenurkade poolitajate aluspunktid
vastaskiilgedel ja kolmandast tipust tommatud vilisnurga poolitaja aluspunkt vastas-
kiilje pikendusel asuvad iihel ja samal sirgel.

Toestus. Olgu BB, ja CC; kolmnurga ABC sisenurkade
poolitajad ning A; nurga BAC vélisnurga poolitaja ja
kiilje BC pikenduse 1d6ikepunkt.
Nurgapoolitaja pohiomadustest jirelduvad jargmised
vordused:

BAy AB CBy BC ., AC _ AC

CA,  AC’ 4B, 4B ) BG ~ BC

Teoreemi tdestuseks saab rakendada Menelaose teoree-
mi, mis vdidab, et kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC
ja AC voi nende pikendustel vastavalt voetud punktid
C1, A1 ja By (kusjuures pikendustel olgu voetud neist
punktidest iiks voi kdik kolm) asuvad tihel sirgel para-
jasti siis, kui

BA; CBi AG _ .
CA, AB, BC,;

Kuna vaadeldaval juhul
BA; CB;y AC;  AB BC AC
CA, AB; BC; AC AB BC
siis punktid Aj, By ja C; asuvad tihel sirgel.

1,

Nurgapoolitajate aluspunktide poolt moodustatud kujundite
omadused

Lause 14. Kui O on kolmnurga ABC nurgapoolitajate BB, ja CC; loikepunkt, siis
nelinurk AC10OB; osutub kodlnelinurgaks parajasti siis, kui ZBAC = 60°.

Toestus. Vaatame nelinurka AC;0B;. Nurgapoolitajate vahelise nurga suuruse
leidmise valemi pohjal saame

1
ZC10B; = ZBOC = EABAC +90°.

Nelinurk AC;0B; on kddlnelinurk parajasti siis, kui selle vastasnurkade sum-
ma on 180°. Seega parajasti siis, kui

/C10By + ZC1AB; = 180°,
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millest .
ELBAC +90° + Z/BAC =180° ehk /BAC = 60°.

Lause 15. Kui kolmnurgas ABC sisenurga BAC suurus on 120° ja nurgapoolitajad
AA4, BBy ja CCq loikuvad punktis O, siis

ZLA1C0 = LA1B1O = 30°.

Toestus. Olgu D suvaline punkt kiire CA pikendusel. Kuna Z/DAB = ZA1AB =
60°, siis AB on nurga D AA; poolitaja. Sellest, et C; on 16igu AB sisepunkt, jarel-
dub niitid, et punkti C; kaugused sirgetest AC ja AA; on vordsed. Samas asub
C; ka nurga ACB poolitajal, seega punkti C; kaugused sirgetest AC ja BC on
samuti vordsed. Jarelikult, punkt C; asub vordsel kaugusel sirgetest BC ja AA;,
mis tdhendab, et A1C; on nurga AA; B poolitaja.

e

Olgu O; 16ikude BB; ja A1C; ldikepunkt. Siis O; on kolmnurga A A, B nurgapoo-
litajate 16ikepunkt. Kasutades kahe nurgapoolitaja vahelise nurga leidmiseks
valemit, saame

1
/C1010 = ZBO1 A1 = 90° + iéBAAl = 90° +30° = 120°.
Sama valemi jdrgi arvutame nurga BOC suuruse:
ZBOC = 90° + %ABAC = 90° 4+ 60° = 150°.

Kuna nurk BOC on kolmnurga C;0,0 vilisnurk, saame
£LA1C,0 = £ZBOC — ZC;0,0 = 150° — 120° = 30°.

Analoogiliselt saame nédidata, et 16ikude CC; ja A;B; 16ikepunkt O, on kolm-
nurga AA;C nurgapoolitajate 16ikepunkt ning seega ka ZA1B;0 = 30°.
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Lause 16. Kui kolmnurga iiks sisenurkadest on 120°, siis selle kolmnurga nurgapooli-
tajate aluspunktidest moodustatud kolmnurk on tdisnurkne.

Toestus. Olgu kolmnurga ABC sisenurga BAC suurus 120° ning O nurgapooli-
tajate AA1, BB; ja CC; 1dikepunkt. Siis eelnevas lauses tdestatu pohjal

£C10:0 = £B10,0 =120° ning Z0,00, = 150°,

kus O; on 16ikude BB, ja A;C; 1dikepunkt ning O, on 1dikude CCy ja A1B; 16i-
kepunkt. Seega saame, et nelinurgas OO;A;0; on kolme sisenurga suurused
jargmised:

Z0100, =150° ja Z0O0O;A1 = ZL0O0,A; = 60°.
Jarelikult
/C1A1By == Z01A10, = 360° — (150° + 60° + 60°) = 90°.
Seega kolmnurk C;A;B; on tdisnurkne.

Lause 17. Kui kolmnurgas kiilgedega a, b ja c on tommatud nurgapoolitajad, siis antud
kolmnurga ja selle nurgapoolitajate aluspunktidest moodustatud kolmnurga pindalade

suhe vordub
2abc

(a+b)a+c)(b+c)
Toestus. Olgu antud kolmnurk ABC ja selle nurgapoolitajad AA;, BBy ja CC;.

Siis tilesanne seisneb suhte Saapc @ Saa,p,c, leidmises. Esialgu leiame kolm-
nurkade AB;C;, BA1C; ja CA1 By pindalad. Kasutades kolmnurga pindala leid-

mise standardset valemit S = Eab sin y, saame

AC; AB;
SAABlcl = ﬁ : E - SAABC-

Nurgapoolitaja pohiomaduse kohaselt

AC, AC b . AB, _AB ¢

BC, BC a ) CB CB

kust
AC] b . AB] C

AB  a+xb 1 AC axc

Jarelikult,
bc

SAABC, = (@) (a+0) -SAaABC
10




Analoogiliselt leiame ka tilejdanud pindalad

S - o S ia S - ab S
ABA1C1 - (b+(1)(b +C) NABC ] ACAlBl - (C+(1)(C +b) ANABC:
Lopuks saame, et
SaaB,c; = Saapc — SaaB,c; — SABa,c; — SAcaB, =
_ g _ be-Spapc ac-Spapc ab-Spapc
AABCT X b)(a+c) (b+a)b+c) (c+a)(c+Db)
B 2abc S
T (a+b)(a+o)btc) TAMC

Nurgapoolitajad ja kolmnurga pindala

Teoreem 18. Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab kolmnurga kaheks kolmnurgaks,
mille pindalad on vordelised vaadeldava nurga lihiskiilgedega.

Toestus. Nditame, et kolmnurga ABC sisenurga poo- 5

S
litaja BB; korral ABAB AB. Kuna kolmnurkadel
rscg,  BC h

BAB; ja BCB; on sama kdrgus h, siis

SaBaB, : Sapcs, = ABq @ B1C. A B C

Sisenurga poolitaja pdhiomaduse pdhjal aga AB; : BiC = AB : BC. Seega vdide
on tdestatud.

Nidide 19. Toestame, et kui kolmnurga kdikide nurgapoolitajate pikkused on

vdiksemad kui 1, siis selle kolmnurga pindala on vadiksem kui %

Olgu AA1, BBy ja CC; kolmnurga ABC nurgapoolitajad, mille pikkused on
tihest vdiksemad. Olgu BB; ja CC; antud kolmnurga korgused. Vaatleme eraldi
juhtumeid, kus kolmnurk on teravnurkne ja kolmnurk on ntirinurkne (voi tdis-
nurkne).

Eeldame, et kolmnurk on teravnurkne, mille suurim nurk on ZBAC. Vastavalt
omadusele on selle nurga poolitaja AA;, kui kdige pikemale kiiljele tdommatud
nurgapoolitaja, koige lithem. Siis kehtib vorratus

60° < ZBAC < 90°.
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Kuna suvalise kolmnurga kdrgus ei ole samast tipust tdmmatud nurgapoolita-
jast pikem, saame

BB, < BBy <1 ]a CC, < CCG «1,

Kust

1

BB, 1 2 1
Saapc = R AB-CCy =

1
e —.11 —= = —.
2 sin Z/BAC LG < 2 V3 V3

Olgu ntitid kolmnurk ABC ntirinurkne (voi tdisnurkne) ja ZBAC > 90° (siis
nurga BAC poolitaja on kdige vdiksem). Sel juhul on kérgused BB, ja CC, tom-
matud kiilgede pikendustele ja kolmnurga kiiljed AB ja AC asuvad vastava
korguse ja nurgapoolitaja vahel. Siis kehtivad jargmised vorratused:

AB<BB <1 ja AC<CG <1,

kust saame

1 1 1
SAABCZE-AB-AC-sinLBACé— AB - AC<§ 1-1=

-

1
2

I\.)

1
Seega molemal juhul Spapc < —.

V3

Kolmnurga nurgapoolitajaga seotud vordused ja vorratused

Kolmnurga nurgapoolitaja pikkuse voi selle ruudu leidmiseks on tuletatud mit-
meid valemeid. Jargnevates lausetes on kolmnurga ABC korral kasutusel tra-
ditsioonilised tahistused BC = a, AC = b, AB = cja nurga BAC nurgapoolitaja
on AA; =1,.
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Teoreem 20. Kolmnurga sisenurga nurgapoolitaja pikkuse ruut avaldub selle nurga
lithiskiilgede ja vastaskiilje osaloikude kaudu kujul

I2=bc—b'c,

A

kus b’ = CA; jac = BA;.

Toestus. Joonestame kolmnurga ABC timberringjoo-
ne ja pikendame antud nurgapoolitajat AA; iile
punkti A; kuni timberringjoonega l6ikumiseni punk-
tis Az. B

Kuna piirdenurgad ACB ja AA;B on vordsed (toe-

tuvad tihele ja samale kaarele AB), siis kolmnurgad 4,
AA;Bja ACA; on sarnased (tunnuse NNN pohjal) ja sellest jareldub, et
AA,  AC

&  AA? = AB-AC — AA; - A1 A,.

Kasutades teoreemi kooludest, saame vorduse BA; - A1C = AA; - A1 A,. Viima-
sest jareldub vajalik seos

I1>= AA? = AB- AC — BA; - AiC =bc - b'c.

Lause 21. Kolmnurga sisenurga nurgapoolitaja pikkust 1, saab arvutada selle nurga
suuruse « ja tema lihiskiilgede pikkuste b ja ¢ kaudu valemiga

2bc cos (3a)
I, =
b+c

1
Toestus. Toestame vorduse kolmnurga pindala leidmise valemi S = Ebc sina

abil. Olgu S antud kolmnurga pindala, S; nurgapoolitaja I,, kiilje b ja nurga %a
poolt mddratud kolmnurga pindala ja S; aga nurgapoolitaja /,, kiilje c ja nurga

> poolt mddratud kolmnurga pindala.

Siis pindalade kohta kehtib vordus S = S; + Sy, mis on samavéddrne jargmiste
vordustega:

1bc inzx—lbl in 11x —I—lcl in 11x =
presina = 5o S 5 pCtaS 5

(1 1\ 1 /1
bc sin (E(X) cos (E“) = §(b+c)lasm (E(X) &

2bc cos (%a)
I, = .
b+c
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Nurgapoolitajaga seotud vorratused

Lause 22. Kui kolmnurgas ABC on tommatud nurgapoolitaja A A, siis kehtivad vor-
ratused AB > A1B ja AC > A;C.

Toestus. Toestame esimese vorratuse. Teine tdestatakse analoogiliselt. Kuna
nurk AA;B on kolmnurga AA;C vilisnurk, siis

/AAB=/CAA + LACA, > L/CAA, = LBAA,.
Viimasest jareldub kohe, et AB > A;B.

Lause 23. Kui vordhaarses kolmnurgas ABC alusega AC on tommatud nurgapoolitaja
AA;, siis kehtib vorratus AA; < 2CA;.

Toestus. Tombame 1dbi punkti A; alusega AC paral-
leelse sirge. Olgu A, selle sirge ja kiilje AB 16ikepunkt.
Kolmnurk AA;A; on vordhaarne, kuna

LAA1Ay = LCAA = LA1AA;.

Seega saame, et AA; = AyA; = A;C. Kolmnurga vor-
ratuse abil saame 1opuks, et

2CA1 = AA, + A A > AA;.

Nurgapoolitajad ja kolmnurkade vordsuse tunnused

Vaatleme nurgapoolitajate abil sdnastatavaid kolmnurkade vordsuse tunnu-
seid.

Teoreem 24. Kaks kolmnurka on vordsed, kui kehtib iiks jargmistest tingimustest:

a) iihe kolmnurga nurk, selle lihiskiilg ja selle nurga tipust tommatud nurgapoo-
litaja on vastavalt vordsed teise kolmnurga nurgaga, selle nurga lihiskiiljega ja
selle nurga tipust tommatud nurgapoolitajaga;

b) iihe kolmnurga nurk, selle vastaskiilg ja selle nurga tipust tommatud nurgapoo-
litaja on vastavalt vordsed teise kolmnurga nurgaga, selle nurga vastaskiiljega ja
selle nurga tipust tommatud nurgapoolitajaga;

c) iihe kolmnurga kolm nurgapoolitajat on vastavalt vordsed teise kolmnurga kolme
nurgapoolitajaga.

14



Teoreemi b) osa tdestus. Olgu kolmnurga ABC
nurk BAC, selle vastaskiilg BC ja selle nurga
nurgapoolitaja AA’ on vastavalt vordsed kolm-
nurga A;B1C; nurgaga B1A1C;, selle vastaskiil-
jega B1Cq ja selle nurga nurgapoolitajaga A1 A].
Oletame vastuviiteliselt, et kolmnurgad ABC ja
A1B1C; ei ole vordsed. Joonistame kolmnurga
ABC ja selle iimberringjoone keskpunktiga O.
Lisame joonisele ka nurgapoolitaja AA’ ja pi-
kendame seda iile punkti A" kuni 1dikumiseni
timberringjoonega punktis A,. Niitid kanname joonisele kolmnurga A1 B;Cy nii,
et kolmnurkade vordsed kiiljed BC ja B1C; langeksid kokku, kolmnurkade ti-
pud A ja A; asuksid diameetrist A,O {ihel ja samal pooltasandil ja A; oleks
ringjoone punkt. Viimane on véimalik sellepédrast, et /ZBAC = ZB; A1C; janeed
nurgad toetuvad tihele ja samale kodlule BC.

Nurgapoolitaja A; A} 1dbib samuti punkti A;, kuna A, on kaare BC keskpunkt.
Vastuviitelisest oletusest, et kolmnurgad ABC ja A;1B;C; ei ole vordsed, ja teh-
tud konstruktsioonist jareldub, et punktid A ja A; ei iihti. Uldisust kitsendama-
ta voime eeldada, et punkt A; asub kaarel AC. Siis ilmselt kehtivad jargmised
vorratused 16ikude pikkuste kohta

AA, > A1A) ja AzA/ < AzAll
Seega saame
AA = AA, — AZA/ > A1Ar — AzAll = A1A/1,

mis on vastuolus eeldusega, et nurgapoolitajad AA’ ja A1 A} on vordsed. Jare-
likult, kolmnurkade tipud A ja A; langevad kokku ning kolmnurgad ABC ja
A1B1Cq on vordsed.
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