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Kolmnurga korgus ja pohitulemused selle kohta

Definitsioon 1. Kolmnurga korguseks nimetatakse kolmnurga tipust selle vas-
taskiiljele voi selle pikendusele tommatud ristldiku voi selle pikkust.

Jareldus 2. Kui AA; on kolmnurga ABC korgus, siis kolmnurgad ABA, ja ACA, on
taisnurksed kolmnurgad.

Teoreem 3. Kolmnurga korgused voi nende pikendused loikuvad tihes punktis.

Miirkus. Korguste 16ikepunkti nimetatakse ka vaadeldava kolmnurga ortotsent-
riks.

Teoreemi tdestused. Tdisnurkse kolmnurga ABC A=B1=C1=0

juhul on védide ilmne, sest kaatetid AB ja AC, mis
on iihtlasi ka kolmnurga korgusteks, 16ikuvad kol-
manda korgusega tdisnurga tipus A. Jadb {ile vaa-
delda teravnurkseid ja niirinurkseid kolmnurki.

S O\ N

Toestus 1 (Ceva teoreemi kasutades).

Kui on vaja tdestada, et kolm sirget 1dikuvad tihes punktis, siis on kdige stan-
dardsemaks voimaluseks kasutada Ceva teoreemi: kui kolmnurga ABC kiilge-
del AB, AC ja BC vdi nende pikendustel on vdetud vastavalt punktid C;, By ja
Aj, siis sirged AA;, BB ja CC; 16ikuvad tihes punktis parajasti siis, kui

AB, CA1 BG
Bi.C AiB CGA

= 1.

Olgu AA1, BBy ja CC; kolmnurga ABC korgused. Tahistame /BAC = u,
ZABC = Bja LACB = <. Mérgime, et iga nurga ¢ korral kehtib taandamis-
valem cos(180° — ¢) = — cos ¢, seega

| cos ¢| = | cos(180° — ¢)].
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Taisnurksest kolmnurgast ABA; saame, et vordus BA; = AB - | cos 8| on tdene
nii teravnurkse, kui ka niirinurkse kolmnurga korral.

Analoogiliselt kolmnurkade ACA;, BAB;, BCB;, CAC; ja CBC; jaoks saame
vastavalt

CA; = AC-|cosvy|, AB; = AB-|cosa|, CB; = BC -|cos 7|,
ACy = AC - |cosa|, BC; = BC - |cospB|.
Leides niitid 16ikude suhete korrutise antud juhul, saame vajaliku vorduse

AB; CA; BCy  AB-|cosa|-AC-|cosvy|-BC-|cosfB|
BiC AB CiA BC-|cosv|-AB-|cosB|-AC:|cosa|

Seega Ceva teoreemi pohjal sirged AA;, BB; ja CC; loikuvadki tihes punktis.

Toestus 2 (kahe 16igu ristseisu tingimust kasutades).

Selles tdestuses tugineme kahe 18igu ristseisu tunnu- (3

sele: 16igud AB ja CD on risti parajasti siis, kui kehtib

vordus , , , , A< N B
AC” — BC® = AD” — BD". N

Kuna mis tahes kolmnurga kaks kiilge ei saa olla pa-

ralleelsed, siis kolmnurga kaks kérgust voi nende pi- n

kendused alati l1oikuvad.

Olgu O kolmnurga ABC korguste BB, ja CC; vdi nende pikenduste 16ikepunkt.
Kuna AC L BO, siis tilaltoodud tingimuse pdhjal saame vorduse

AB* — CB* = AO* — CO™.
Analoogiliselt tingimusest AB L CO jareldub vérdus

AC? — BC* = AO* — BO?.
Lahutades esimesest vordusest teise, saame

AB* — AC? = BO* — CO?,

mis tdhendab, et BC L AO. Jarelikult kolmnurga tipust A tdommatud kdrgus
labib samuti punkti O. Ehk teisisonu, kolmnurga ABC kolm korgust AA;, BB,
ja CCq ldikuvad tihes punktis.



Toestus 3 (vektorite kaudu).

Esialgu nditame, et tasandi suvaliste punktide A, B, C ja O korral leiab aset
vordus

—_— = = —
AB-CO+BC-AO+CA-BO = 0.

— — —
Piitiame avaldada selles vorduses esinevaid vektoreid vektorite AB, BC ja CO
kaudu:

— —_— = —

AO = AB+ BC+ CO,

— —  — —  —
CA = CB+BA =—-BC— AB,
— — -

BO = BC+CO.

Seega saame

— — —
AB-CO+BC-AO+CA-BO =
— — — [ — = —— — — — - —
:AB-CO+BC-<AB+BC+CO) n (—BC—AB)-(BC+CO): 0.

Olgu niitid A, B ja C kolmnurga tipud ning O selle kolmnurga korguste BB,
ja CC; voi nende pikenduste 16ikepunkt. Siis BO L. CA ja CO L AB, millest

saame, et
—

— — — — —
CA-BO= 0 ja  AB-CO= 0.
— — —
Toestatud vorduse pohjal on siis ka BC - AO = 0, mis tdhendab, et AO L
BC. Seega kolmnurga ABC korgused AA;, BBy ja CC; voi nende pikendused
16ikuvad iihes punktis.

Toestus 4 (keskristsirgete pohiomadust kasutades).

Tombame ldbi kolmnurga tippude A, B ja C
vastavalt vastaskiilgedega BC, AC ja AB pa-
ralleelsed sirged. Tekkinud kolmnurga kiilge-
de B,C,, A»C; ja AxB; keskpunktideks osutu-
vad vastavalt punktid A, B ja C. Toepoolest,
nditeks nelinurgad ABCB, ja BCAC; on konst- -,
ruktsiooni tottu roopkiilikud, seega BC = 4
— ABz — AC2 ’ \

Seega kolmnurga ABC korgused on kolmnurga A,;B,C, keskristsirgeteks,
sest nditeks punkt A on kiilje B,C, keskpunkt, kolmnurga ABC koérgus AA;
on kiiljega BC risti ning 16igud BC ja B,C, on paralleelsed. Kuna kolmnurga
ApB,yCy keskristsirged 16ikuvad iihes punktis (kolmnurga A,;B,C, timberring-
joone keskpunktis), siis ka kolmnurga ABC korgused vo6i nende pikendused
16ikuvad iihes punktis.




Niide 4. Toestame, et kui O on kolmnurga ABC
korguste ldikepunkt, ZABC = Bja LACB = v,
siis ZBOC = B + 1.

Olgu BB, ja CC; kolmnurga ABC koérgused. Siis
/ZBAC =180° — B — 1.

Kuna kolmnurgad AB;B ja BC;0 on tdisnurksed
ja nurk BOC on kolmnurga BC;0 vilisnurk, siis

/ABB; =90° — /BAC = 90° — (180° — B — ) = B+ 7 — 90°

B

ja 1opuks
/BOC = ZBCiO + ZLABBy =90° + B+ 7 —90° = B+ 7.

Ndide 5. Toestame, et kui tdisnurkse kolmnurga

ABC hiipotenuusile AB on tommatud korgus CC,

ning 16ikudel CC; ja AC; on valitud vastavalt
CE AF

CC, AG

punktid E ja F nii, et , siis sirged BE ja

CF on risti.

Kuna CE = CC; — EC; ja AF = ACy — FCy, siis
etteantud vordus on samavddrne vordustega

CCi —EC,  AC —FG " ECi  FG
cc,  AG oo T Aoy
Viimasest vordusest saame, et kolmnurgad AC;C ja FC;E on sarnased ning
AC||EF. Kuna kolmnurk ABC on tiisnurkne, siis EF 1 BC, mis tdhendab, et

punkt E on kolmnurga BCF ortotsenter. Kuna kolmnurga kérgused loikuvad
tihes punktis, siis ka BE 1 CF.

Jareldus 6. Teravnurkse kolmnurga korquste loikepunkt asub selle kolmnurga sise-
piirkonnas, tdisnurkse kolmnurga korral iihtib see loikepunkt tdisnurga tipuga ning
niirinurkse kolmnurga korquste loikepunkt asub viljaspool kolmnurka.

Nagu eelnevates vihikutes ndidatud, asuvad nii kolmnurga mediaanide 16ike-
punkt, kui ka sisenurkade poolitajate 16ikepunkt alati kolmnurga sisepiirkon-
nas soltumata kolmnurga liigist. Ortotsentri asukoha soltuvus kolmnurga lii-
gist tingib aga sageli vajaduse kontrollida kdrguste ja nende aluspunktidega
seotud tulemuste kehtivust kolmnurga iga liigi jaoks eraldi.
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Kolmnurga korgustega seotud kolmnurkade sarnasus

Kolmnurga korguste ja nende aluspunktide poolt tekitatud kolmnurkade seas
on illatavalt palju sarnaste kolmnurkade paare. Jargnevalt tGestame nendest
monede paaride sarnasuse.

Teoreem 7. Kui AA; ja BBy on kolmnurga ABC (£LACB # 90°) kdrqused, siis
Cl) AAAlC ~ ABB1C,
b) AA1B,C ~ AABC (sarnasustequr | cos ZACB|).

Toestus. Teoreemi tdestamiseks vaatleme kolme juhtumit:

(1) kui kolmnurk ABC on teravnurkne;

(2) kui kolmnurk ABC on niirinurkne (voi tdisnurkne) niirinurgaga (voi tais-
nurgaga) ABC;

(3) kui kolmnurk ABC on niirinurkne niirinurgaga tipu C juures.

Osa a) toestus. Kolmnurgad AA;C ja BB;C on sarnased vastavate nurkade vord-
suse tottu, sest (1) ja (2) juhul LZAAC = ZBB1C = 90° ning nurk ACB on tihine;
(3) juhul ZAA:C = £ZBB;C = 90° ning nurgad ACA; ja BCB; on tippnurgad.

Osa b) toestus. Sellest, et kolmnurgad AA;C ja BB;C on &sja tdestatu pohjal sar-

nased, jareldub vordus

CA; CA

CB; CB’
millest saame, et kolmnurgad ABC ja A1B;C on sarnased, kuna tippnurgad
ACB ja A1CB; on vdrdsed ja nende ldhiskiiljed on vordelised. Siinjuures saab

arvutada ka sarnasusteguri:

CA, CB
CA CB

= |cos ZACB|.



Jargmine teoreem on Pythagorase teoreemi kodrval iiks olulisemaid lauseid tdis-
nurksete kolmnurkade jaoks.

Teoreem 8. Kui CC; on tiisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud korgus,
siis

AABC ~ AACCy ~ ACBG,.

Toestus. Taisnurksete kolmnurkade paaridel ABC ja
ACC; ning ABC ja BCC; on lisaks tdisnurgale ka tihi-
ne teravnurk. Seega on AACC; ~ AABC ~ ACBCy
tunnuse NNN jargi.

Jargmise tulemuse (nn tildistatud Pythagorase teoreemi) teadmine avardab olu-
liselt tdisnurksete kolmnurkade lahendamise véimalusi.

Teoreem 9. Kui CC; on tiisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud korgus,
siis kolmnurkade ABC, CBC; ja ACC; vastavate lineaarsete elementide I, m ja n korral
kehtib vordus

> =m*+n.

Téestus. Olgu I, m ja n taisnurksetes kolmnurkades ABC, CBC; ja ACC; tdom-
matud sama tiitipi 16ikude pikkused (nditeks tdisnurga tipust hiipotenuusile
tommatud mediaani pikkus). Niitid sarnasuse tottu kehtivad vordused

m_BC . n_AC
[~ AB 17 AR
millest Pythagorase teoreemi AB*> = AC? + BC? arvestades saame, et
m*  n?

_ 2 .2 2
l—2+l—2—1 ehk [©=m"+n".

Jargmised laused nditavad, milliseid huvitavaid sarnaste kolmnurkade paare
voib tekitada spetsiaalsete lisakonstruktsioonidega.

Lause 10. Kui AA; on kolmnurga ABC korqus ning BB, ja CCy, punkti A lidbivale
sirgele tommatud ristloiqud, siis kolmnurgad ABC ja A1B,C, on sarnased.

Toestus. Kuna Z/BBy;A = ZAA1B = 90°, siis punktid A; ja B, asuvad ringjoonel,
mille diameeter on AB. Seega

/ (CaBy, ByA1) = £ (ABy, BoA1) = £ (AB,BA;) = £ (AB,BC).



Analoogiliselt saame, et ka punktid A; ja C; asuvad ringjoonel, mille diameeter
on AC, ning
£ (ByCy, CA,) = £ (AC,CB).

Jarelikult on kolmnurgad ABC ja A;B,C; on sarnased tunnuse NNN pdhjal.
Vaide kehtib kdikide kolmnurga liikide korral.

Nidide 11. Toestame, et kui AA;, BBy ja CC; on teravnurkse kolmnurga ABC
korgused ning punktid B, ja C; on vastavalt kdrguste BB; ja CC; keskpunktid,
siis kolmnurgad ABC ja A;1B,C; on sarnased. 4

Olgu siis kolmnurk ABC teravnurkne ja O selle
kolmnurga korguste 16ikepunkt. Olgu A; kiilje BC
keskpunkt. Kuna CB; L BB; ja BC; L CCj ning
AyB; ja A2C; on vastavalt kolmnurkade CBB; ja
BCC; keskloigud, siis

£ A3By0 = £ A;C,0 = 90°. 5 S c

Seega punktid B, ja C, asuvad ringjoonel, mille diameeter on A,O. Kuna
Z0OA1A; = 90°, siis ka punkt A; paikneb samal ringjoonel. Jarelikult

LA1B,Cy = 180° — LA1A2B, = ZCBA

ning
LA1CyBy = LA1ABy = LACB.
Seega kolmnurgad ABC ja A1B,C; on sarnased tunnuse NNN pdhjal.



Korgused ja kolmnurga pindala

Koolis kasutatakse kolmnurga pindala leidmiseks erinevaid valemeid. Esime-
sena voetakse kasutusele jargmises teoreemis sonastatud valem.

Teoreem 12. Kolmnurga pindala vordub selle kolmnurga aluse ja alusele tommatud
korquse poole korrutisega.

Raskemate iilesannete lahendamisel on aga olulisem selle teoreemi otsene ja-
reldus.

Jareldus 13. Kolmnurga kiilje ja sellele tommatud korquse pikkuste korrutis on antud
kolmnurga jaoks konstantne suurus. See tihendab, et kui a, b ja ¢ on antud kolmnurga
kiilgede pikkused ning h,, hy ja h. neile tommatud korguste pikkused, siis

ah, = bh, = ch,.

Ndide 14. Nditame, et leidub kolmnurk, mille kdik kdrgused on vaiksemad kui
1 cm, aga pindala on suurem kui 1 m?.

Vaatleme ristkiilikut ABCD, kus AB = 1 cmja BC = 500 m. Olgu O selle ristkii-
liku diagonaalide 16ikepunkt. Nditame, et kolmnurga AOD pindala on suurem
kui 1 m®. Selle korguseks on 1/2 - AB = 1/2 cm, aluseks on kiilg AD = BC =
500 m. Seega

1/2 cmz. 500m Zmz o 1m2

SAaaop =

Tdiendavaid tulemusi kolmnurga korguste kohta

Lause 15. Mis tahes kolmnurgas pikemale kiiljele vastab liithem korgus.

Toestus. Olgu h, ja hy vastavalt kolmnurga kiilgedele a ja b tdommatud kdrgused.
Selle kolmnurga pindala S avaldub kujul

millest jareldub, et

Seega kuia > b, siis h, < hy.



Anname ntitid tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et kolmnurga kolm,
tihes punktis 1dikuvat tseviaani, osutuksid selle kolmnurga korgusteks.

Teoreem 16. Kui teravnurkse kolmnurga ABC kiilgedel BC, AC ja AB on vastavalt
voetud punktid A1, By ja Cq nii, et 16igud AAq, BBy ja CCy loikuvad iihes punktis O,
siis need 1oiqud AA1, BBy ja CCy on kolmnurga ABC korqusteks parajasti siis, kui

AO-0OA; = BO -0OB; = CO - 0GC;.

Toestus. Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu O kolm-
nurga ABC korguste AA;, BBy ja CC; 1dikepunkt.
Siis on tdisnurksed kolmnurgad AOB; ja BOA; sar-
nased (tunnuse NNN pdhjal). Sellest jareldub, et

AO _ OB

BO ~ 04, AO-0OA; = BO - OB;.

Analoogiliselt saame, et
AAOC; ~ ACOA; ning AO-0OA; = CO-0GC;.

Toestame piisavuse. Olgu 16ikude AA;, BBy ja CC; 1dikepunkt O ja kehtigu
vordus

AO-OA; = BO-0B; = CO-0¢C;.
Siis jéllegi on kolmnurgad AOB; ja BOA; sarnased, kuna

AO _ BO
OB; 0OA;

Seega ZAB10 = ZBA;0. Analoogiliselt saame, et

ning ZAOB; = ZBOA;.

LAC0 = ZCA;0 ning ZBC;0 = ZCB,0.
Kuna
LAB1O+ ZCB1O = ZCA10 + £BA10 = £ZBC,0 + LAC,0 = 180°,
siis arvestades eelpool saadud nurkade vordsusi saame, et
LAB1O = LAC,O = ZBA10 = ZBC;0 = ZCA,0 = ZCB;0 = 90°.

Viimane vOrdus aga tdhendabki, et AA;, BB; ja CC; on kolmnurga ABC koérgu-
sed ning O nende korguste 16ikepunkt.
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Kolmnurka, mille tippudeks on kodrguste aluspunktid selle kolmnurga kiilge-
del, nimetatakse ka ortotsentriliseks kolmnurgaks.

Lause 17. Teravnurkse kolmnurga ABC korgused AA1, BBy ja CCy poolitavad ortot-
sentrilise kolmnurga A1B1Cy nurki.

Toestus. Sellest, et kolmnurkade paarid ABC ja
A1B1C ning ACB ja A;C:B on sarnased, jdreldub,
et

/B1AC = ZBAC = ZBAC;.

Seega saame, et

£B1A1A =90° — £B1A1C =

=90° — LBA1C, = LG AL A.

Analoogiliselt saab ndidata, et
ZAlBlB = 4C1B1B ja ZA1C1C = ZB1C1C

Niide 18. Toestame, et kui AA;, BBy ja CC; on teravnurkse kolmnurga ABC
korgused, siis punktiga A; siimmeetrilised punktid sirgete AB ja AC suhtes
asuvad sirgel B;C;.

Naitame, et punktiga A; siimmeetriline
punkt A, sirge AC suhtes asub sirgel B;C;.
Analoogiliselt saab ndidata, et ka punktiga A
siimmeetriline punkt sirge AB suhtes asub sa-
mal sirgel. Kuna BB; L ACning A1 A, L AC,
siis BB1||A1A,. Seega

/B{A1A; = LA{B{B. B Ab1 ¢
Eespool toodud lausest jareldub, et kdorgus BB; poolitab nurga A;B1Cy, st
LClBlB = éAlBlB = éBlAlAz.

Lause tdestamiseks piisab ndidata, et nurgad C;B;B ja A1 A2B; on vordsed. Ku-
na kolmnurk A;B; A, on vordhaarne, siis tdepoolest

LA1AB) = £B1A1Ay = LGBy B,

ning punktid C;, By ja A, asuvad {iihel ja samal sirgel.
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Teoreem 19. Kolmnurkadest, mille tipud asuvad antud teravnurkse kolmnurga kiilge-
del, on minimaalse iimbermooduga selle kolmnurga ortotsentriline kolmnurk.

Toestus. Olgu A1, By ja C; teravnurkse
kolmnurga ABC vastavatel kiilgedel BC,
AC ja AB voetud suvalised sisepunktid.
Olgu B; ja C; punktiga A; stimmeetrili-
sed punktid vastavalt kiilgede AB ja AC
suhtes.

Siis kolmnurga A;B;C; timbermddét P
avaldub kujul

P = A1C; +CiB1 + B1A1 = BoCy 4+ C1B1 + B1Cy = Bo Gy,

kusjuures vordus leiab aset parajasti siis, kui sirge B,C, labib punkte C; ja B;.
Kuna sirged AB ja AC on vastavalt 1dikude ByA; ja CyA; keskristsirged, siis
kehtib vordus AB, = AA; = AQC;, millest jareldub, et kolmnurk B, AC; on
vordhaarne ning

£LByACy =2/BAA1 +2/CAA; =2/4BAC.

Sellest, et B,C, on vodrdhaarse kolmnurga alus, AB; on selle haar ning
/LBy ACy, = 2/BAC, jareldub vordus B,C; = 2AB; sin ZBAC. Kui h on kolm-
nurga ABC tipust A tdmmatud korgus, siis

B,Cr = 2AB,sin /BAC =2AA,sin Z/BAC > 2hsin Z/BAC,

kusjuures siin vordus leiab aset parajasti siis, kui A; on kolmnurga ABC kdrgu-
se aluspunkt.

Kokkuvottes saab 6elda, et selleks, et kolmnurga A;1B,C; imbermoot oleks mi-
nimaalne, peaks AA; olema kolmnurga ABC kdrguseks. Ulaltoodud tdestusest
jareldub, et leidub parajasti tiks minimaalse timbermddduga kolmnurk A;BC,
kuna selle kolmnurga kdik tipud on iitheselt madratud (punktid B; ja C; asuvad
sirgel B,C, ning A; on korguse aluspunkt). Seega vahetades punktide A; ja B,
(voi () rolli, jduame selleni, et ka By (v6i C;1) on kolmnurga ABC korguse alus-
punkt. Jarelikult minimaalse timbermddduga kolmnurk A;B;C; on ortotsentri-
line kolmnurk.
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Lause 20. Kui AA, ja BBy on teravnurkse kolmnurga ABC korgused ning AA; ja
BB, on sirgele A1B; tommatud ristloigud, siis A1B, = ABy.

Toestus. Kuna ZAA;B ja AB1B on tdisnurgad,
siis punktid A, B, A; ja By asuvad iihel ja sa-
mal ringjoonel &, mille keskpunktiks on kiilje
AB keskpunkt O. Olgu C, punktist O sirgele
A1 By tdmmatud ristldigu aluspunkt. Kuna 16ik
A1B; on ringjoone « kool ja OC, L A1Bj, siis
OC; on 1digu A; By keskristsirge. Seega A1C, =
B1C,. Kuna OC; on trapetsi ABB; A, keskloik,
siis kehtib vordus A,C, = B,C,. Jarelikult

Ale = B2C2 — C2A1 = Ang — C2B1 = A2B1.

Korgustega seotud kolmnurkade vordsuse tunnused

Teoreem 21. Kaks kolmnurka on vordsed, kui kehtib iiks jargmistest tingimustest:

a) iihe kolmnurga kiilg ja teistele kiilgedele tommatud korgused on vastavalt vordsed
teise kolmnurga kiiljega ja selle teistele kiilgedele tommatud korgustega;

b) iihe kolmnurga kaks kiilge ja kolmandale kiiljele tommatud korgus on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega ja kolmandale kiiljele tommatud korqusega;

c) iihe kolmnurga kolm korgust on vastavalt vordsed teise kolmnurga kolme korgu-
sega.

Osa a) toestus. Olgu AA ja BB kolmnurga ABC ning A;A; ja B1B; kolmnurga
A1B1C; korgused. Vastavalt teoreemi eeldustele olgu

AA = A1A1, BB = BlBl ja AB = A1B1.

Siis taisnurksed kolmnurgad AAB ja A1A1B1 ning BBA ja B1B1 A1 on vastavalt
vordsed kui tdisnurksed kolmnurgad, millel on vastavalt vordsed iiks kaatet ja

hiipotenuusid. Nende kolmnurkade vdrdsusest jareldub ka vastavate nurkade
ABA ja A1B1 A1 ning BAB ja By A1B; vordsus. Seega

/ZABC = ZA1B1C1 ja /BAC = ZBlA1C1.

Jarelikult kolmnurgad ABC ja A1B1C; on vordsed tunnuse NKN pohjal.
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Kolmnurga korgustega seotud tiiendavad vordused
ja vorratused

a) Vordused
Eelnevalt tdestatud tulemuste pdhjal saame sdnastada jargmise jarelduse.

Jareldus 22. Kui a, b ja c on antud kolmnurga kiilgede pikkused, h,, hy, ja h, on nendele
kiilgedele tommatud vastavate korguste pikkused, «, B ja -y on antud kiilgede vastas-
nurkade suurused ning S on selle kolmnurga pindala, siis kehtivad jargmised vordused:

a) ha - §;
a

b) h, = bsiny = csin ;

c) ha:hb:hczlzlzl.
a b c

Lause 23. Kui AA; on kolmnurga ABC korgqus, siis kehtivad vordused

a) AB*>— AC? = BA? — CA%

b) AB>— AC?> = A,B> — A,C?, kus A, on korquse AA; suvaline punkt.
Osa a) toestus. Taisnurksetest kolmnurkadest AA;B ja AA;C vastavalt saame, et

AA? = AB* — BA? ja AA? = AC*>—CA?,
millest jareldubki viide.
Osa b) toestus. Analoogiliselt osas a) toodud tdestusele saame, et
A, A? = AyB? — BA? = A,C* — CA3,
millest jareldub, et
BA? — CA? = A;B*> — A)C* & AB? — AC* = A,B* — A,C2
Lause 24. Kui AA; ja BBy on kolmnurga ABC korgused, siis kehtib vordus
A:C-BC = BiC- AC.

Toestus. Taisnurksetest kolmnurkadest AA;C ja BB;C saame nii terav-, tdis-, kui
ka niirinurkse kolmnurga ABC juhul

AC _ BiC
AC  BC

.

| cos ZACB| =
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Lause 25. Kui AA1, BBy ja CCy on kolmnurga ABC korgused, siis kehtivad vordused
a) AB?+ BC? 4+ CA? = AC? + BA? 4 CB?;
b) ABy-BC;-CA; = ACi-CBy-BA; = A1B; - BiCi - Gl Ay

Osa a) toestus. Teame, et kehtivad vordused

AB* — AC* = BA3 — CA;3,
BC? — AB? CB? — AB?,
AC?> - BC* = AC? - BC:.

Kui liidame vastavalt nende vorduste vasakud ja paremad pooled, siis saamegi
toestatava vorduse.

Osa b) toestus. Olgu kolmnurga ABC nurgad standardselt tahistatud stimbolite-
ga «, Bjay. Margime, et kui kolmnurk ABC on tdisnurkne (oletame, et y = 90°),
siis tipp C langeb kokku punktidega A; ja By ning vaadeldav vordus kehtib, ku-
na

CA1 = CBy = A1B; =0.

Kui kolmnurk ABC ei ole tiaisnurkne, siis saame, et

AB; = AB-|cosa| ja AC; = AC-|cosal,
BA; = AB-|cosB| ja BC; =BC-|cosf|,
CA; =AC-|cosy| ja CBy;=BC-|cosvy|.

Kuna kolmnurgad ABC ja A;BiC on sarnased ning sarnasustegur on
| cos Z/ACB|, siis

A1Bq

A8 = |cosy| ehk A;1B; = AB-|cosy|.

Analoogiliselt saab nédidata, et kehtivad vordused
A1Cy = AC -|cosB| ja BiCy=BC-|cosal.
Seega avaldised AB; - BC;-CA;, AC;-CB;-BAjja A1By - B1Cq - C1Aq on vOrdsed

avaldisega
AB-AC-BC-|cosa|-|cosB|-|cosy|.
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b)  Vorratused

Lause 26. Mis tahes kolmnurga korguste pikkuste summa on viiksem selle kolmnurga
iimbermoodust.

Toestus. Kui a, b ja ¢ on antud kolmnurga kiilgede pikkused ning h,, hy ja h.
on nendele kiilgedele tommatud vastavate korguste pikkused, siis ilmselt keh-
tivad jargmised vorratused:

hagb/ hb<C ja hcga/
kusjuures viahemalt iiks nendest vorratustest on range. Jarelikult
ho+hy+h.<a+b—+ec.

Nidide 27. Toestame, et kui kolmnurga kaks korgust on suuremad kui 1, siis
kolmnurga pindala on suurem kui 1/2.

Olgu h, > 1jah, > 1.Siisa > h, > 1ja

_ah, 1-1 1
Lause 28. Kuia < b, siisa+ h, < b+ hy.
Toestus. Olgu S antud kolmnurga pindala. Kuna

2S 2S ab
ha a 7 hb b ]a S ~ 2 V4

siis saame, et

he—hp=25-(L-1)=2s. 0%y 4
a b ab
Niide 29. Toestame, et kui kolmnurga kaks korgust on pikkustega 12 ja 20, siis
kolmanda korguse pikkus on vdiksem, kui 30.

Kolmnurga vorratusest saame, et ¢ > |b — al. Lisaks teame, et kehtivad vor-
dused a = 2S/h,, b = 25/hyjac = 25/h.. Teeme vastavad asendused ja saame,

et kehtib vorratus )

e |

1 1
h  ha

Seega antud juhul saame, et

1 1 1 1

e |%_E‘ =30
ehk . < 30.
15



Niide 30. Olgu D ja E teravnurkse kolmnurga ABC vastavalt kiilgede AB ja BC
keskpunktid ning M kiilje AC mis tahes sisepunkt. Toestame, et kui MD < AD,
siis ME > EC.

Olgu BB; kolmnurga ABC korgus. Siis AD = B1D
ja CE = By E (kuna tdisnurkses kolmnurgas hiipo-
tenuusile tdmmatud mediaan on hiipotenuusist
kaks korda lithem). Kui kehtib voérratus MD <
AD, siis punkt M asub ldigul AB;. See tdhendab,
et punkt M asub véljaspool 16iku CB;. Jarelikult
kehtib vorratus ME > EC.
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