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Mediaanid ja kolmnurgaga seotud ringjooned

Selles osas vaatleme moningaid seoseid kolmnurga mediaanide ja kolmnurga-
ga seotud ringjoonte vahel. Alljargnevas kasutame mediaanide 1dikepunkti ta-
histamiseks tdhte M ja vaadeldava ringjoone keskpunkti tahistamiseks reeglina
tahte O.

Teoreem 1. Kolmnurga iimberringjoone keskpunkti ja mediaanide aluspunkte libivad
sirged on kolmnurga kiilgede keskristsirgeteks.

Toestus. Olgu AA; kolmnurga ABC mediaan.

Toepoolest, timberringjoone keskpunkt O asub kiilje
BC otspunktidest B ja C vordsel kaugusel. Seega asub
O loigu BC keskristsirgel, mis 1abib ka 16igu BC kesk-
punkti ehk mediaani aluspunkti A;.

Teoreemi vdite tdoestamisel saab toetuda ka faktile, et . .
kolmnurga kiilgede keskristsirged ldikuvad tihes RRR e g
punktis, kusjuures see on selle kolmnurga timberringjoone keskpunktiks. [

Jareldus 2. Kui AA; on kolmnurga ABC mediaan ja selle kolmnurga iimberringjoo-

ne keskpunkt O erineb punktist A1, siis kolmnurgad OA,C ja OA1B on tiisnurksed
kolmnurgad.

Ndide 3. Olgu 4, b ja ¢ kolmnurga ABC kiilgede pikkused ning R selle kolm-
nurga timberringjoone raadius. Tdestame, et kehtib vorratus

a® + b?

<
24/2a2 + 2b2 — 2

Olgu O vaadeldava kolmnurga timberringjoone kesk-
punkt ning C; kiilje AB keskpunkt. Kiiljele ¢ tdommatud
mediaani pikkuse m, = CC; vdime leida valemist

4m? = 2a* + 2b* — c*.
Seda valemit kasutades saame tdestatava vorratuse kirjutada kujul
a* +b* <4Rm, ehk  4m?+ c* < 8Rm..

Lahendades ruutvorrandit m, suhtes, saame, et viimane on samavéaarne vorra-
tusega

me —R| < /R2 — (c/2)2.



Kuna OC; B on tdaisnurkne kolmnurk, siis Pythagorase teoreemi abil saame vii-
masega samavadrse vorratuse |CC; — OC| < OCy, mis on kolmnurgavdorratus
kolmnurgas COC;. Miargime, et vordus kehtib, kui punktid C, O ja C; asuvad
tihel sirgel. See juhtub parajasti siis, kui a = b voi ZC = 90°.

Lause 4. Kolmnurga mediaanide poolt tekitatud kuue osakolmnurga iimberringjoonte
keskpunktid asuvad iihel ja samal ringjoonel (vt joonis).
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Lause 5. (Teoreemi 3 jireldus) Tiisnurkse kolmnurga iimberringjoone keskpunkt
langeb kokku selle kolmnurga tidisnurgast tommatud mediaani aluspunktiga (ehk hii-
potenuusi keskpunktiga).

Vaatleme niitid kolmnurga mediaanide 16ikepunkti M ja timberringjoone kesk-
punkti O iihendavat 16iku OM.

Lause 6. (Leibnizi teoreemi jireldus) Kolmnurga ABC mediaanide loikepunkti M
ja selle kolmnurga iimberringjoone keskpunkti O vaheline kaugus vordub

1
OM = \/R2 — 5 (AB? + AC? + BC?),

kus R on selle iimberringjoone raadius.



Niide 7. Toestame, et kui O on kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt ja
M punktist O erinev selle kolmnurga mediaanide 16ikepunkt, siis sirge OM on
mediaaniga CC; risti parajasti siis, kui a’> 4+ b*> = 2¢%?, kus a, b ja ¢ on vastavalt
kolmnurga ABC kiilgede BC, AC ja AB pikkused.

Olgu CitM = m ja LCiMO = ¢, siis
ZCMO = 180° — ¢.

Kuna OC = OB kui kolmnurga ABC timberringjoo-
ne raadiused ning

cos(180° — ¢) = — cos ¢,

saame koosinusteoreemi kolmnurkade C;MO ja
CMO jaoks kasutades, et

OC? =m?> +OM? —2m-OM -cos¢  ja

OB*> = OC?>=CM?*+O0OM?—-2-CM-OM - cos(180° — ¢)
= 4m*>+ OM* + 4m - OM - cos ¢.

Teame, et timberringjoone keskpunkt O on kolmnurga ABC keskristsirgete 15i-
kepunktja C; on kiilje AB keskpunkt, seega OC; L. AB ehk BOC; on tdisnurkne
kolmnurk. Kasutades Pythagorase teoreemi selle kolmnurga jaoks, saame

BC? = OB? — OC? = 3m* + 6m - OM - cos ¢.

Seega .
¢® = 4BCF = 12m* + 24m - OM - cos ¢.
Teame, et kiiljele ¢ tommatud mediaani pikkuse m, voib arvutada valemi

1
m? = 1 (24 + 2b* — ¢?) abil. Kuna mediaanide 16ikepunkt M jaotab mediaa-

ni CCq nii, et CC; = 3m, siis

1
18m* = 2m? = a* + b* — Ecz.
Jarelikult on vordus a* 4+ b* = 2¢? punktide O ja M erinevuse korral samavéaarne
jargmiste vordustega:
3
>+ =2 & 18m*= Ecz & Lmr=3 &

?=c*+24m-OM-cos¢p << 24m-OM-cos¢p =0 <
cosp =0 & ¢=90" & CC LOM.

Seega viite tarvilikkus ja piisavus on tdestatud.



Kolmnurga mediaanidega ja iimberringjoone raadiusega seotud
vOrratused

Lause 8. Kui m,, my ja m. on kolmnurga ABC mediaanide pikkused ja R selle kolm-
nurga iimberringjoone raadius, siis kehtivad jirgmised vorratused:

27
a)  mi+mj+m: < =R

R.

NIO

b)  mg+my+m. <

Toestus. Osa a) tdoestus. Olgu M kolmnurga ABC
mediaanide 16ikepunkt ja O selle kolmnurga tim-
berringjoone keskpunkt. Margime, et

AO = BO =CO =R,
seega

3R? = AO?+ BO?+ CO? =

- (@ )

( M+BM+CM) MO +3 (ATC))Z:
— (aM)"+ (BM) + (M) +3(MO)’,

—

kuna AM + BM + CM = 0. Seega
3R> = AM? +BM?+CM? +3-MO? > AM? + BM? + CM? =
4 4
= §(AA%—|—BB%+CC%)=§(m§—|—m§—|—mf).

Korrutades saadud vorratuse murruga 9/4, saamegi tdestatava vorratuse.

Osa b) toestus. Kui nditame, et suvaliste reaalarvude x, y ja z korral kehtib
vOrratus
(x+y+2°<3(FP+y*+2),

siis kehtib ka vorratus (m, + my +m.)* < 3 (m? +m? + m?). Seega arvestades
osas a) tdestatud vorratusega, jareldub ka teise vorratuse kehtivus. ]



Lause 9. Kui kolmnurk ABC ei ole niirinurkne ning m,, my, ja m. on selle kolmnurga
mediaanide pikkused ja R timberringjoone raadius, siis kehtib vorratus

m, + my + m. > 4R.

Toestus. Olgu M kolmnurga ABC mediaanide

16ikepunkt ja O selle kolmnurga timberringjoo-
ne keskpunkt. Kuna kolmnurk ABC ei ole nii-
rinurkne, siis selle kolmnurga timberringjoone

keskpunkt O ei asu kolmnurgast viljas, seejuu-
res asub see kas kolmnurga AMB, AMC voi

BMC sees voi kiiljel.

Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et punkt
O asub kolmnurga AMB sees voi selle kiiljel. Siis ilmselt kehtib vorratus

AM+ NB > AO + OB.

Viimane vOrratus on samavaadrne vorratusega m, + m, > 3R.

Olgu D sirge CO ja kiilje AB 1dikepunkt. Sellest, et nurk COC; on kolmnurga
DOC,; vilisnurk ja sirge OC; on kiilje AB keskristsirge, jareldub vorratus

ZCOCy > ZLOCD =907,

kust saame, et ZCOC; on niirinurk. See tdhendab, et kolmnurgas COC; suurima
nurga COC; vastas on suurim kiilg CC;. Teisisonu CC; > CO = R.

Kokkuvottes saame, et

m, +my +m. > 3R +m,>3R+ R = 4R.



Nurgapoolitajad ja kolmnurgaga seotud ringjooned

Selles osas tdestame moned seosed kolmnurga nurgapoolitajate ja kolmnurga-
ga seotud ringjoonte vahel.

Teoreem 1. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja A A, pikendus l6ikab selle kolm-
nurga iimberringjoont punktis Aj, siis on kaared BA; ja A,C vordsed.

Toestus. Kuna piirdenurgad BAA; ja A;AC on vordsed, siis on vordsed ka kaar-
tele BA; ja AxC toetuvad kesknurgad ning seega on vordsed ka need kaared
ise. [l

Jareldus 2. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA; pikendus loikab selle kolm-
nurga iimberringjoont punktis Ay, siis koolud BA, ja A,C on vordsed ning nurgad
CBA; ja BCA, on vordsed.

Lause 3. Ringjoone keskpunkt ja kahe vordse kuid diameetrist erineva koolu loikepunkt
asuvad sirgel, mis poolitab kooludevahelise nurga.

Toestus. Olgu AB ja CD antud ringjoone kaks punktis M 1dikuvat vordset koo-

Iu. Uldisust kitsendamata véime eeldada, et ringjoone keskpunkt O asub nur-
ga DMB sees. Toestame, et MO on selle nurga poolitaja. Sellest, et ringjoone
vordsed koodlud asuvad ringjoone keskpunktist vordsetel kaugustel, jareldub,
et punkti O kaugused nurga DMB haaradest on vordsed. Seega punkt O asub
nurga DMB poolitajal ehk sirge MO on kédlude AB ja CD vahelise nurga poo-
litaja. [

Niide 4. Toestame, et kui kolmnurga ABC sisenurga ACB poolitaja pikendus

16ikab selle kolmnurga iimberringjoont punktis Cy, siis kehtib vorratus
C

CC, > %(AC + BC).

Olgu BC = a, AC = b, CC, = I, ZBAC = u,
ZABC = pB. Lause tdestuseks on vaja ndidata, et

[ > %(a—l—b).

Olgu d kolmnurga ABC {imberringjoone diameeter.

b
Siinusteoreemist (iildkujul .a = —— = ,C =
sinae  sinf  sinvy
2R) jéreldub, et suvalise ringjoone kddlu pikkus vordub selle ringjoone dia-
meetri d ja sellele kodlule toetuva piirdenurga siinuse korrutisega. Avaldame

nurga CAC, suuruse nurkade « ja g kaudu:

4CAC2=0c—|—ABAC2:(x+%(7t—1x—,B):%(n—l—(x—ﬁ).



e e .. . .. 7T 1.
Siis siinusteoreemi ja taandamisvalemi sin (E — 4)) = cos ¢ pohjal saame

a=dsina, b=dsinp, | = dsin 2= (5_00 zdcosﬁz;“.

Seega saame tdestatava vOrratusega samavdadrsed vorratused

/3;0& > %(dsinzx—l—dsinﬁ) &

B—ua
2

I > %(a—l—b) & dcos

& 2cos > sina + d sin .

DC-l—,BCOS,B—(X

Kuna kehtib valem sina + sinff = 2sin > >

B—ua
2

ja antud tingimustel

coSs > 0, siis

B—ua
2

+h
2

: . .
2cos >sina+sinf < 0 <sin <L

Viimane vorratus on aga tdene, kuna 0° <

# < 90°, sest « ja B on kolmnur-

ga ABC sisenurgad.

Lause 5. Kui kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja pikendus 10ikab selle kolm-
nurga timberringjoont punktis By, punkt O on kolmnurga siseringjoone keskpunkt ja
Os kiilge AC puudutava kiilgringjoone keskpunkt, siis punktid A, C, O ja Oy asuvad
ithel ja samal ringjoonel keskpunktiga Bs.

Toestus. Nurk AOB; on kolmnurga AOB vilis-
nurk, seega

ZLAOB, = ZBAO + ZABO.

Teame, et kolmnurga siseringjoone keskpunkt
langeb kokku selle kolmnurga nurgapoolitajate
l1dikepunktiga. Sellest jareldub, et

1
5(
Avaldame nurga OAB; samade nurkade BAC ja
ABC kaudu:

/AOB, = =(/BAC + ZABC).

1 1
ZOAB; = ZOAC + LCAB; = ELBAC + ZCBB; = E(LBAC + LABC).



Jarelikult, kolmnurk AOB, on vordhaarne, kusjuures AB, = B,O. Kuna AB, =
B,C, siis kehtib ka vordus CB, = B,0. Seega punktid A, C ja O asuvad ringjoo-
nel, mille keskpunktiks on B,.

Nditame, et sellel ringjoonel paikneb ka punkt O;. Teame, et nurga BAC valis-
nurga poolitaja ldbib kiilgringjoone keskpunkti O;. Samas teame, et kolmnur-
ga sisenurga poolitaja on risti kdrvu oleva vilisnurga poolitajaga. Seega kolm-
nurk OAO; on tdisnurkne, milles eelnevalt tdestatu pohjal AB, = B,O. Jare-
likult on B, tdisnurkse kolmnurga OAQO; hiipotenuusi keskpunkt ja seega ka
B,O; = B,O0. See tdhendab, et ka punkt O; asub punktidega A, C ja O iihel ja
samal ringjoonel keskpunktiga B,. ]

Jareldus 6. Kui kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja pikendus loikab selle kolm-
nurga iimberringjoont punktis By ja punkt O on kolmnurga ABC siseringjoone kesk-
punkt, siis kolmnurgad AB,O ja CB,O on vordhaarsed.

Teoreem 7. Kui kolmnurga ABC sisenurkade poolitajate pikendused l0ikavad selle
kolmnurga timberringjoont vastavalt punktides Ay, By ja Cy ning punkt O on nur-
gapoolitajate loikepunkt, siis on toesed vordused

= = =2
) —oa, OB, 0GC, &

kus r on kolmnurga ABC siseringjoone raadius;

OB,-0OC;  0OAz-0C;  OA;-0B;
OA OB  OC

kus R on kolmnurga ABC iimberringjoone raadius.

b)

— R,

Toestus. Teoreemi osa a) toestus.

Punkt B, on kolmnurga AOC {imberringjoone kesk-
punkt ja OB, selle raadius. Kasutame siinusteoree-
mi kolmnurga AOC kiilje AO avaldamiseks:

AO =2-0B; -sin ZACO.

Kuna kolmnurga ABC siseringjoone raadius r lan-
geb kokku punktist O tommatud kolmnurga AOC

3 . o B r

korgusega,os;s l;e(l;ltlb vordus OC = Sn/ACO"

Jarelikult, 043 = 2r. Analoogiliselt saab tdestada, et
2

OB-OC OA-OB _

21,
OA, oG, !




Teoreemi osa b) toestus.
Sellest, et ZOBC, = ZBOC, = 180° — ZBOC ja £ZBC,0 = ZBC,C = ZBAC,

Saame

OC;, BO OC, sin/ZBCO sinZOBC;  sinZBCO

BC BC BO sin/BOC sinZBC,0 sin/BAC’

Siinusteoreemi kasutades, saame BO = 2 - OA, - sin ZBCO. Jarelikult,

OA;-0C, BC R
OB "~ 2sin/BAC
OB,-0OC, _OA, OB,

= R. ]

Analoogiliselt saab nédidata, et OA OC
Nadide 8. Toestame, et kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA; pikendus
16ikab selle kolmnurga timberringjoont punktis Ay, siis 18igu AA, ristprojekt-
sioonid kiilgedele AB ja AC, voi nende pikendustele, on vordsed ja selle pro-
jektsiooni pikkus on vordne kiilgede AB ja AC pikkuste poolsummaga.

Uldisust kitsendamata véime eeldada, et AB <
AC. Vaatleme kiilje AC punkti B/, mis on punk-
tiga B siimmeetriline nurgapoolitaja AA; suhtes.
Kuna punktid B ja B’ on siimmeetrilised ning A
ja A asuvad sirgel AAj, siis ilmselt AB = AB' ja
A,B = A,B'.

Kuna vordsed nurgad BAA; ja CAA; toetuvad
vordsetele kodludele, siis BA, = CA,. Seega saa-
me, et

B'A; = BA; = CA..

Jarelikult, kolmnurk B’A,C on vérdhaarne ja selle
kolmnurga tipunurgast tommatud kérgus A,C’ on ka selle kolmnurga mediaan
(s.t. CC' = B'C’). Lopuks saame, et

AC—AB _ AB+ AC

AC'= AB'+B'C' = AB+ —— .

Kui vaadata niiiid punktiga C" stimmeetrilist punkti C” nurgapoolitaja AA;
suhtes kiilje AB pikendusel, siis AC" ongi AA; projektsiooniks sirgel AB ja

AB + AC

7 I
AC" = AC = >



Nidide 9. Toestame, et kui teravnurkse kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA;
pikendus ldikab selle kolmnurga timberringjoont punktis A, ning A1Bsja A1Cs
on vastavalt kiilgedele AC ja AB tdmmatud ristldigud, siis

SAABC = SAByACs-

Kuna ZAC3Ay = LAB3 A1 = 90°, siis AB3 A1C3 on kodlnelinurk ehk punktid Bs
ja C3 kuuluvad ringjoonele « diameetriga AA;.

Olgu D ringjoone « ja kiilje BC 16ikepunkt (kui kolmnurk ABC on vordhaarne
alusega BC, siis punktid D ja A; langevad kokku). Kuna AA; on nurga BAC
poolitaja, nurgad BAA; ja BCA; toetuvad kolmnurga ABC timberringjoone
tihele ja samale kaarele BA; ning nurgad A1 AB3 ja A1DBj toetuvad ringjoone «
tihele ja samale kaarele A;Bs, siis

/ZDCA; = £/BCAy; = /BAA;, = LA1ABs = LA1DB; = ZCDB:s.

Viimasest jareldub, et CA;||DBs. Analoogiliselt voib toestada, et ka BA,||DCs.
Olgu By ja C4 kiilje BC loikepunktid vastavalt kiillgedega A;B3 ja A»C3. Ku-
na CA;DBs on trapets ja B, selle trapetsi diagonaalide 16ikepunkt, siis ilmselt
Saa,B,0 = SAcB,B,- Analoogiliselt trapetsist BA, DC3 saame vorduse Saa,c,p =
SABc,c,- Jarelikult,

Saapc = SaBB,c,cy + SAcB,B;, T SABC,c, =

SAB3B,C,C3 + SAABD T SAa,cuD = SAByALC,-



Teoreem 10. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja on CCy ning selle kolmnurga
iimberringjoone puutuja punktis C l0ikab sirget AB punktis L, siis CL = C;L.

Toestus. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et punkt L asub kolmnurga kiil-
je AB pikendusel iile punkti B.

Kuna koodlu ja puutuja vaheline nurk on vordne sellele kodlule toetuva piir-
denurgaga, siis ZLCB = ZBAC. Sellest, et nurk CC;B on kolmnurga CC; A
valisnurk, saame

ZLCCy = LLCB + ZBCCy = LBAC 4 LACCy = ZC(CB.

Jarelikult kolmnurk CLC; on vdrdhaarne ja CL = C;L. ]

Lause 11. Kui kolmnurga ABC nurga ACB vilisnurga poolitaja 10ikab selle kolmnur-
ga iimberringjoont punktis D. Siis AD = BD.

Toestus. Olgu LZACB = 2v. Avaldame kolmnurga
ABD nurgad suuruse y kaudu. Kuna

1
LACD = 7(180° — 27) = 90° — 7,

siis ZABD = ZACD = 90° — 7 (toetuvad kaarele
AD).

Sellest, et nurgad ADB ja ACB toetuvad {ihele ja
samale kaarele AB, jarelduvad vordused

LADB = ZACB = 2y ning
/ZBAD =180° — LZADB — ZABD = 180° —29(90° — ) = 90° — 7.

Seega kolmnurk ABD on vdrdhaarne ja AD = BD. ]



Niide 12. Toestame, et kui A3 on kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja ja
nurga ACB vilisnurga poolitaja 16ikepunkt ning A4 sisenurga ACB poolitaja ja
nurga ABC vilisnurga poolitaja 16ikepunkt, siis 16igu A3 A4 keskpunkt K asub
kolmnurga ABC timberringjoonel.

Vdite tOoestamiseks piisab ndidata, et nurk BAC voérdub nurgaga BKC.

Kuna kolmnurga sisenurga poolitaja on risti kdrvu oleva vélisnurga poolitaja-
ga, siis
LAyBA; = LA3CA4 =90°.

Seega punktid B, C, A3 ja A4 asuvad {iihel ja samal ringjoonel a diameetriga

Az A4 ja keskpunktiga K (tdisnurgad toetuvad ringjoone diameetrile). Sellest ja-
reldub, et

1
LA3AC = LA3BC = %AABC ja LAyA3B = LA4CB = EAACB.

Olgu O nurgapoolitajate BA3 ja CA4 16ikepunkt. Kuna BOA4; on kolmnurga
OA3z A4 valisnurk, saame

1
ZBOAy = LA3A40 + LALA30 = E(LABC + ZACB).

Jarelikult,

1 1
ZBA4C =90° — ZBOA4 = 90° — %LABC — EAACB = EABAC.



Kuna BA4C on ringjoone « piirdenurk, BKC samale kodlule toetuv kesknurk ja

ZBA4C = %ABAC, siis ZBAC = ZBKC. Jarelikult punktid A ja K asuvad tihel
ja samal ringjoonel punktidega B ja C.

Naiide 13. Toestame, et kui kolmnurga ABC sisenurkade poolitajate BB; ja CC;
aluspunktid asuvad vastavalt kiilgedel AC ja AB ning kolmnurkade ABB; ja
ACC; tiimberringjoonte 16ikepunkt asetseb kiiljel BC, siis ZBAC = 60°.

Olgu L kolmnurkade ABB; ja ACC; vastavate timberringjoonte f ja 7y l1dike-
punkt, mis asub kiiljel BC.

Siis piirdenurgad LAB, ja LBB; toetuvad ringjoone B iihele ja samale kaarele
LB;. Samuti toetuvad piirdenurgad LAC; ja LCC; ringjoone <y iihele ja samale
kaarele LC;. Kuna BB, ja CC; on nurgapoolitajad, siis

/BAC — %(ch + ZACB).
Siis vorrandististeemist

/BAC — %(AABC + ZACB)
/BAC + ZABC + ZACB = 180°

saame, et /BAC = 60°.



Korgused ja kolmnurgaga seotud ringjooned

Selles osas vaatleme seoseid kolmnurga kdrguste ja monede ringjoonte vahel.
Seetottu kasutame korguste 16ikepunkti tdhistamiseks tdahte H.

Teoreem 1. Kui AA1 ja BBy on kolmnurga ABC korgused ning H nende loikepunkt,
siis

a) punktid C, By, H ja Ay asuvad iihel ja samal ringjoonel diameetriga CH;
b) punktid B, A1, By ja A asuvad iihel ja samal ringjoonel diameetriga AB.

Toestus. Esialgu tdestame teoreemi teravnurkse kolmnurga jaoks ja seejdrel
pohjendame, miks tulemus jadb kehtima ka teiste kolmnurga liikide korral.

Osa a) toestus. Teame, et nelinurk on koolnelinurk
parajasti siis, kui nelinurga vastasnurkade summa
on 180°. Kuna nelinurga CBiHA; vastasnurgad
CB1H ja CA1H on taisnurgad, siis CBiHA; on tilal- A
deldu pohjal tdepoolest kddlnelinurk. Kuna piirde-

nurgad suurusega 180° toetuvad alati diameetrile, B

siis CH on nelinurga CB; HA; timberringjoone dia-
meetriks.

Osa b) toestus. Kuna nurgad AA;B ja AB;B on téis-
nurgad, siis ka punktid B, A;, By ja A asuvad {ihel
ja samal ringjoonel, kusjuures AB on selle ringjoone
diameetriks.

C

Toestus niirinurkse ja tiisnurkse kolmnurga jaoks.




Olgu tegemist niirinurkse kolmnurgaga ABC. Siis on kaks vdimalust: kas 1)
molemad kolmnurga korgused AA; ja BB; on tdommatud kolmnurga terav-
nurkade tippudest (vasakpoolne joonis) voi 2) iiks neist on tdmmatud niirinur-
ga tipust (parempoolne joonis).

Esimesel juhul tekib teravnurkne kolmnurk ABH, kusjuures AB; ja BA; on sel-
le korgused ning punkt C on nende 16ikepunkt. Siis kdesoleva teoreemi osa a)
tdestuse pohjal punktid C, By, H ja A; asuvad iihel ja samal ringjoonel diameet-
riga CH. Ning ilmselt ka A, A1, B1 ja B asuvad tiihel ringjoonel diameetriga AB.

Teise voimaluse juhul olgu AA; kolmnurga ABC niirinurgast tdmmatud kor-
gus. Kasutades niitid teoreemi b) osa teravnurkse kolmnurga CHB jaoks kor-
gustega CB; ja HA;, saame, et punktid H, B;, A; ja C asuvad iihel ja samal
ringjoonel diameetriga CH. Ning ka punktid B, By, A ja A; asuvad tihel ring-
joonel diameetriga AB.

Kui kolmnurk ABC on tdisnurkne, siis juhul 1) punktid C, A;, B; ja H lihtsalt

langevad kokku, juhul 2) aga tihtivad punktid A, By ja H. Mdlemal juhul voib
lugeda teoreemi véited digeks. ]

Teoreem 2. Kui O on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt, siis H on selle
kolmnurga korguste loikepunkt parajasti siis, kui kehtib vordus

OH = OA + OB+ OC.

Toestus. Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu H
kolmnurga ABC korguste 1dikepunkt. Moodusta-

me vektori OA + OB = OD. On selge, et 16ik OD
on rombi OADB diagonaal. Seega OD 1 AB. Ku-
na l6ik CH asub kiiljele AB tommatud kdrgusel (st
CH L AB), siis sirged CH ja OD on paralleelsed.

Kui niitid moodustame vektori OD + OC = OE,
siis eelmises punktis ndidatud paralleelsusest ja-
reldub, et punkt E asub sirgel CH.

— —

— — — —
Analoogiliselt saame moodustada vektorid OA 4+ OC = OF ja OF + OB = OG
ning jareldada, et punkt G asub sirgel BH. Kuna

OA + OB+ 0OC = OE = 0OgG,

siis punktid E ja G langevad kokku sirgete CH ja BH ainsa tihise punktiga H.
See tahendabki, et

OA+ OB+ OC = OH.



Toestame niitid piisavuse. Kehtigu vordus

OH = 0OA+0OB+0C

ning olgu R kolmnurga ABC {imberringjoone raadius. Téestame, et 16igud CH

— —
ja AB on risti. Selleks moodustame vektorid CH ja AB ning nditame, et nende
skalaarkorrutis on 0. Kuna

CH=CO+0OH=CO+0A+0B+0C=0A+O0B

ning

—s —
= —|— et + ,

siis

CH-AB = (OA+OB) - (~OA+0B) =

_ <0_/1)2+ (o_B’)2 _ _R24R2=0

Analoogiliselt saab ndidata, et BH 1 AC ning AH | BC. Seega H on kolmnur-
ga ABC korguste 1dikepunkt. ]

Tdiendavaid tulemusi kolmnurga korguste ja iimberringjoonte
kohta

Konstrueerime punktiga H stimmeetrilised punktid kolmnurga kiilgede suhtes
ja tdestame jargmise teoreemi.

Teoreem 3. Antud kolmnurga korquste loikepunktiga siimmeetrilised punktid kolm-
nurga kiilgede suhtes asuvad selle kolmnurga iimberringjoonel.

Toestus. Kui kolmnurk ABC on taisnurkne, siis vaide on triviaalne, kuna tiis-
nurkse kolmnurga korguste 16ikepunkt langeb kokku kolmnurga tipuga téis-
nurga juures. Seega korguste 16ikepunkt asub selle kolmnurga kahel kiiljel (kaa-
tetitel) ning kdrguste 16ikepunktiga siimmeetriline punkt hiipotenuusi (tiimber-
ringjoone diameetri) suhtes ilmselt asub kolmnurga timberringjoonel.



Olgu H teravnurkse kolmnurga ABC korguste 10i-

c
kepunkt ning H; olgu iile punkti H vdetud 1oigu
CH pikenduse ja kolmnurga ABC {imberringjoone
16ikepunkt. Kolmnurk HBH; osutub vordhaarseks, >
kuna
/BHH = /BH,C = ZBAC, A B
H,

kui samale koolule toetuvad piirdenurgad, ning
/BAC = /BHHj,

kui vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad. Kuna vordhaarse kolmnurga ti-
punurgast tommatud kérgus osutub ka mediaaniks, siis AB on 16igu HH; kesk-
ristsirge. Viimane aga tihendabki, et H; on punktiga H simmeetriline punkt
kiilje AB suhtes. Analoogiliselt saab ndidata, et punktiga H stimmeetrilised
punktid ka teiste kiilgede suhtes asuvad selle kolmnurga timberringjoonel.

Olgu niitid H niirinurkse kolmnurga ABC kor-
guste 10ikepunkt ning H; iile punkti C vdetud
16igu HC pikenduse ja kolmnurga ABC {imber-
ringjoone Idikepunkt.

Olgu H, ja Hj vastavalt 1dikude HA ja HB ning
kolmnurga ABC timberringjoone 1dikepunktid,
mis erinevad punktidest A ja B. Siis analoogi-
liselt eelmise juhuga saame, et kolmnurgad
HBH;, HCH, ja HCHj3; on vordhaarsed kolm-
nurgad, kuna

/BH\H = /BH,C = /BAC = ZBHH;,

/CH;H = 180" — ZCH,A = ZCBA = ZCHH;,

ning

/CH3H = 180" — ZCH3B = ZCAB = ZCHH;3;.

Seega AB, BC ja AC on vastavalt 16ikude HH;, HH; ja HHj keskristsirged ehk
punktid H;, H, ja H3 on punktiga H siimmeetrilised punktid vastavalt kiilgede
AB, BCja AC suhtes. ]




Naitame niitid moned seosed kolmnurga timberringjoone puutuja ja keskpunk-
ti ning kdrguste aluspunkte iihendava 16igu vahel.

Teoreem 4. Kui AA; ja BBy on kolmnurga ABC korgused, siis

a) kolmnurga ABC timberringjoonele punktis C tommatud puutuja on paralleelne
sirgega A1By;

b) A1B1 L OC, kus O on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt.

Toestus. Osa a) tdoestus. Votame punkti C ldbival
kolmnurga ABC timberringjoone puutujal punkti
D nii, et punktid A ja D asuksid sirge BC suhtes
erinevatel pooltasanditel. Kuna ringjoone puutu-
ja ja koodlu vaheline nurk on pool selle nurga sees
asetsevast kaarest, siis

/ZDCA; = ZDCB = ZCAB.

Sellest, et kolmnurgad CAB ja CA;B; on sarnased,
jareldub nurkade vordsus

/CAB = ZCA B,.
Kuna pdiknurgad DCA; ja CA;B; on vordsed, siis CD|| A1 B;.

Osa b) toestus. Sellest, et puutepunkti tdommatud raadius on risti puutujaga
(CD L OC) ja &sja toestatud paralleelsusest CD|| A1 B; jareldubki 16ikude A;B;
ja OC ristseis.

Mairgime, et teoreemi tdestus ei sdltu kolmnurga liigist. [

Niide 5. Toestame, et kui H on teravnurkse kolm-
nurga ABC korguste 1dikepunkt, siis 1dikude AH ja
BC keskpunkte iithendava 16igu pikkus vordub kolm-
nurga ABC timberringjoone raadiuse pikkusega.

Olgu O kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunkt
ning K ja L vastavalt 16ikude AH ja BC keskpunktid.
Esmalt nditame, et AK = OL. Olgu M ja N vasta-
valt 16ikude BH ja AC keskpunktid. Siis KM ja LN
on vastavalt kolmnurkade ABH ja ABC keskldigud.

1
KM=LN=7-AB ning KM||LNJ|AB.



Kuna OL ja ON on vastavalt kiilgede BC ja AC keskristsirged ning AH 1 BC
ja BH L AC, siis
AH||OL ja BHI|ON.

Seega kolmnurgad MHK ja NOL on vordsed tunnuse NKN pohjal, kuna
/ZHMK = ZONL, KM = LN ja ZHKM = ZOLN. Jarelikult

Kuna OL = AK ning OL||AK, siis nelinurk AKLO on roopkiilik. See tdhendab,
et AO = KL. Sellest, et AO on kolmnurga ABC timberringjoone raadius, saame-

gi, et 16igu KL pikkus vordub kolmnurga ABC timberringjoone raadiuse pik-
kusega.

Toestatud teoreemist jareldub vahetult tisna kasulik meetriline seos kolmnur-
gas.

Jareldus 6. Kolmnurga tipu kaugus selle kolmnurga korguste loikepunktist on kaks
korda suurem kolmnurga iimberringjoone keskpunkti kaugusest selle tipu vastaskiiljest.

A

Niide 7. Toestame, et kui H on teravnurkse kolm-
nurga ABC korguste 16ikepunkt ning AA’ on selle
kolmnurga timberringjoone diameeter, siis 16ik A'H
poolitab kiilje BC.

Kuna AA’ on timberringjoone diameeter, siis kolm-
nurk ACA’ on tiisnurkne ehk A’C 1 AC. Sellest, et
BH L AC, jareldub, et BH||A'C. Analoogiliselt saa-
me, et CH||A’B. Seega nelinurk A'BHC on r6pkiilik \
ja selle diagonaalid poolitavad teineteist. A

Naitame niitid, kuidas on voimalik punkti H ldbiva kolme ringjoone abil teki-
tada esialgsega vordset kolmnurka.

Teoreem 8. Kui H on mittetiisnurkse kolmnurga ABC korguste loikepunkt, siis kolm-
nurkade AHB, AHC ja BHC iimberringjoonte keskpunktidega midratud kolmnurk on
vordne kolmnurgaga ABC.

Toestus. Olgu O,, Oy ja O, vastavalt kolmnurkade BHC, AHC ja AHB timber-
ringjoonte keskpunktid. Esmalt tdestame, et nimetatud kolmnurkade timber-
ringjooned on vordsed kolmnurga ABC timberringjoonega.

Olgu R ja R, vastavalt kolmnurkade ABC ja BHC timberringjoonte raadiused.
Kuna
sin /BHC = sin (180° — ZBHC) = sin ZBAC,



a
siis siinusteoreemist (tildkujul e 2R) jareldub seos
sin

BC BC

R.

Re = S Gn/BHC ~ 2sin/BAC —

Analoogiliselt saab nédidata, et ka vastavalt kolmnurkade AHC ja AHB timber-
ringjoonte raadiused Rj; ja R, on kolmnurga ABC timberringjoone raadiusega
vordsed. Seega nelinurgad AO, HO, ja HO,CO, on rombid, kuna nende kiiljed
on vOrdsete ringjoonte raadiused. Jarelikult

AO, = OyH = CO, ja AO.||0,H||CO,

Ning
AO, =0O.H =BO, ja AO||O.H|BO,.
Nelinurgad AO.O,C ja AO,O,B on roopkiilikud ja seega

0.0, = AB ja 0,0, = AC.

Analoogiliselt saab nédidata, et kehtib vordus O,O. = BC. Seega kolmnurgad
ABC ja O,0,0, on vdrdsed tunnuse KKK pohjal.

[]



Teoreemi tdestust niirinurkse kolmnurga korral illustreerime jargmise joonise

pohjal.

Naitame niitid, kuidas on hdlbus leida nurka kolmnurga tipust tdommatud kor-
guse ja sama tippu timberringjoone keskpunktiga ithendava 16igu vahel.

Niide 9. Toestame, et kui AA; on teravnurkse kolm-
nurga ABC korgus ja O selle kolmnurga timberring-
joone keskpunkt, siis ZBAA; = ZCAO.

Olgu ABC teravnurkne kolmnurk. Kui 16ikude AA;
ja AO pikendused teist korda ldikavad kolmnurga
ABC tmberringjoont vastavalt punktides A; ja O,
siis AO; on selle ringjoone diameeter ning ZAA,0, .
on tdisnurk. Seega BC||A20,, millest jareldub kaarte N
BA; ja CO; vordsus. Kuna vordsetele kaartele toetu-
vad vOrdsed piirdenurgad, siis

A

/ZBAA, = ZCAO.

Jareldus 10. Kui AA; on kolmnurga ABC korgus ja O selle kolmnurga iimberring-

joone keskpunkt, siis
ZOAA, = |LABC — LACB|.



Kolmnurga timberringjoone raadiuse ja kiilgede pikkuste abil on véimalik leida
ka korguse voi selle osaldigu pikkust.

Lause 11. Kui AA; on kolmnurga ABC korqus, H on korquste loikepunkt ja R on
selle kolmnurga iimberringjoone raadius, siis kehtivad vordused
AB-AC

2R 7

b)  AH? =4R*—BC?
Toestus. Osa a) toestus. Kui S on kolmnurga ABC pindala, siis siinusteoreemi
poOhjal saame, et

El) AAl =

2S AB-AC-sin/BAC AB-AC
BC BC 2R

Osa b) toestus. Tombame ldbi kolmnurga ABC tippude A, B ja C vastaskiilge-
dega paralleelsed sirged. Kui tekkinud kolmnurgas A,;B,C, punktid A, Bja C
on vastavalt kiilgede B,C,, A>C; ja A,B; sisepunktid, siis need punktid on ka
samade kiilgede keskpunktideks, sest nditeks nelinurgad ABCB, ja BCAC; on
roopkiilikud.

AA =

Seega kolmnurga ABC korgused on kolmnurga A,B,C; keskristsirged ning H
on kolmnurga A,B,C; timberringjoone keskpunkt, kuna mis tahes kolmnurga
kiilgede keskristsirged 16ikuvad selle kolmnurga timberringjoone keskpunktis.

Sellest, et kolmnurkade ABC ja A;B,(; kiiljed on vastavalt paralleelsed ning A,
Bja C on kolmnurga A, B,(C; kiilgede keskpunktid, jareldub kolmnurkade ABC
ja A;B,C; sarnasus (sarnasustegur 2). Seega

4R? = B,H? = B,A* + AH? = BC?> + AH?,
millest AH? = 4R* — BC?, mida oligi vaja tdestada. ]



